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Abstrakt: Tato prace se zabyva matematickym modelovanim dloh spojenych s vysetienim perfuze myo-
kardu za pouZiti kontrastni latky. Uloha proudéni a transportu kontrastni latky je v tivodu rozdélena do
trech zdkladnich typovych tloh, z nichz dvé jsou feSeny v ramci této prace.

Ctendfi je predstaven matematicky model proudéni newtonovské nestladitelné kapaliny v izotermalnim
rigidnim poréznim prostiedi a v izotermalnim volném prostiedi. Hlavnim cilem této prace je feSeni dlohy
jednofdzového proudéni a transportu kontrastni 1atky v poréznim prostiedi predstavujici srdecni svalovinu
a v dvourozmérné oblasti reprezentujici svymi rozméry cévu krevniho fecisté za pouziti miizkové
Boltzmannovy metody.

Mrizkova Boltzmannova metoda byla tspéSné aplikovdna pro feSeni zminénych dloh a ziskané
vysledky jsou v souladu s vysledky obdrzenymi pomoci metody konecnych diferenci, ¢i smiSené hybridni
metody konecnych prvki.
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Title:

Mathematical modeling of fluid flow and transport of contrast agent in vessels

Author: Jan Kovar

Abstract: This bachelor thesis deals with mathematical modeling of problems associated with myocardial
perfusion examination using a contrast agent. Initially, the problem of fluid flow and transport of contrast
agent is divided into three benchmark problems, two of which are solved within this thesis.

The reader is introduced to a mathematical model of Newtonian incompressible fluid flow in an isother-
mal rigid porous medium and in an isothermal free flow system. The main goal of this thesis is to solve
the benchmark problem of single-phase flow in a porous medium representing the myocardium and
in a two-dimensional domain representing a blood vessel form the vascular bed using the lattice Boltz-
mann method.

The lattice Boltzmann method has been successfully applied to solve the mentioned mathematical
problems and the obtained results are in accordance with the results acquired from the finite difference
method or the mixed-hybrid finite element method.
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Uvod

Tato bakalafskd price se vénuje matematickému modelovdani situaci vznikajicich pfi vySeteni perfuze
pomoci kontrastni latky (dale jen KL). Perfuzi tkané, resp. cévy, se rozumi celkovy pratok krve danou
tkdni, resp. cévou. Jednim z vySetieni, kde se tato metoda ptimého méfeni perfuze s vyuZitim KL pouZiva,
je perfuzni vySetfeni myokardu pomoci magnetické rezonance (dile jen MR). Pfi tomto vySetfeni je
sou€asné s nitroZilnim poddnim KL provddéno opakované méfeni s Casovym rozliSenim kolem 1 az 2
sekundy za icelem zobrazeni zmény signalu zptisobené naristem koncentrace KL pfi prvnim prichodu
kapilarami myokardu (anglicky tzv. ,first pass®), viz [21]. VySetfeni umoziuje odhalit disfunkcni ¢asti
srde¢ni svaloviny, ve kterych nedochazi k dostatecnému prokrveni. Srdecni vady lze rozdélit do dvou
skupin: ziskané a vrozené vady srdce. Metoda MR vySetfeni perfuze myokardu se béhem posledniho dese-
tileti vyvinula ve velmi pfesnou techniku diagnostiky ziskanych vad srdce, zejména ischemické choroby
srde¢ni', &i kardiomyopatie”. Diky vy$§fmu rozliSeni modernich piistroji MR, absenci ionizujictho zafeni
v pribéhu celého vysetfeni a vyrazné bezpecnosti KL ma MR velky potencidl ve vySetfeni kardiologickych
pacientd. V poslednich letech se tato metoda zacind vyuzivat i pro diagnostiku vrozenych srdecnich vad,
kde je absence ionizujiciho zdfen{ prioritou, viz [8]. Velkou vyhodou perfuzniho vySetfeni pomoci MR je
schopnost zachytit nejen trvalej$i zmény myokardu (napf. poinfarktové jizvy), ale také aktudlni vyvoj
prokrveni myokardu pacienta. Tato metoda umoZiuje nejen diagnostikovat zminénd kardiovaskuldrni
onemocnéni, ale dokonce by do budoucna mohla pomoci témto onemocnénim piedejit véasnym odhalenim
jejich pricin, nikoli az jejich nasledkd, viz [6, 8].

Existuji veskrze dva typy KL: intravaskuldrni a nespecifické. Intravaskuldrni typ KL se védZze na
krevni bilkoviny, typicky albumin, a proto nemtiZze opustit cévni feCiste, tj. nepiestupuje pies cévni st€nu
do extracelularniho prostoru. Naopak nespecifické KL mohou volné difundovat i do mimobunécného
prostoru, viz [9].

Na zaklade€ povahy a sloZitosti Ize rozdélit tdlohy proudéni a transportu KL v cévéach na tii typové tlohy,
viz obr. 1. V Uloze C zkouméme proudéni v jednotlivych cévich zv1ast . Praméry cév v lidském téle se
mohou pohybovat pro nejmensi vldse¢nice od 5 um do 2 aZ 3 cm pro nejvétsi cévu v téle, aortu. Uloha C
bude v této praci rozpracovana pouze pro KL intravaskularniho typu, tj. prestup KL pres sténu cévy
nebude uvaZovan. V navaznosti na Ulohu C je naznacena obecnéjsi Uloha S, kde se jednd o modelovéni
systému cév. Tato uloha bude predmétem budouciho vyzkumu a v této praci nebude déle rozebirdna.
Matematické modelovani Ulohy M (schéma komplexniho cévniho fe¢iité myokardu) bude hlavni néplni
této préce. Inspiraci pro piistup k Uloze M byl ¢lanek [9], kde je dloha feSena ve dvourozm&mém prostoru
pomoci aproximace cévniho feci§t€ myokardu poréznim prostiedim.

Prvni kapitola zahrnuje matematické modely Ulohy C a M. Vénuje se proudéni transportu KL ve vol-
ném a poréznim prostfedi a formulacim jednotlivych uloh, které budou v praci feSeny. V druhé kapitole
jsou Ctenéfovi predstaveny numerické metody pouZité k feSeni uloh z prvni kapitoly, tj. metoda konecnych

YoV

diferenci (MKD) a mfiZkova Boltzmannova metoda (LBM, z anglického lattice Boltzmann method).

'Onemocnénf srde¢ni svaloviny zplisobené nedostateénym zdsobovanim svalovych bunék kyslikem.
2Skupina chorob, jejichZ spole¢nym rysem je postizen{ vlastniho srde¢niho svalu (myokardu), viz [30].

11



V posledni kapitole jsou uvedeny vysledky numerickych simulaci. Nejprve jsou zde porovndny zminéné
numerické metody na vybranych jednorozmérnych tdlohéach, nasleduji vysledky jednorozmérné a dvou-
rozmérné Ulohy M a jejich srovnani a konec této kapitoly je vénovan vysledkiim fedeni dvourozmérné
Ulohy C. Dvourozmérné tlohy jsou jiz feSeny pouze pomoci LBM. V rdmci této prace byla implemento-
vana MKD a LBM v jazyce C++ pro jednorozmérné tlohy a k feSeni dvourozmérnych tloh metodou
LBM byl vyuzit kéd vyvijeny na katedie matematiky FJFI CVUT v Praze, ktery byl upraven dle potieb
této préce.

Uloha C Uloha S Uloha M
N
k @
N
/ -
| -
EN
~ Hum — 3cm ~ 100pm — lem ~ lcm — 10cm

Obrazek 1: Konceptudlni d€leni dloh proudéni a transportu kontrastni latky v cévach.
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Kapitola 1

Matematicky model

1.1 Proudéni tekutin ve volném prostredi

Proudéni tekutiny ve volném prostfedi je popsdno Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi, které maji
v konzervativnim tvaru podobu, viz [1],

%+V.(p,y):o, (1.1a)
ov) | g ooy = — 0P O Ot 0T eie (1,231, (L1b)

ot ox;  ox1 | oxa | Oxs

3

) 3
p(E + %)a} = V- (KVO) +pgd - T+ p0 + Z 6% [Z viTik] ~V-(pi), (l.1c)
k=1

i=1

d 72
ZlolE+ =)+ V-
(3l

kde #? = 7+ #. Uvedené veli¢iny jsou funkcemi od ¢asu ¢ [s] a polohy ¥ [m] a majf ndsledujici vyznam:

v [ms!] Makroskopicka rychlost se slozkami v;, i € {1, 2, 3}.

Tp [kg m~! s72] Dynamicky tenzor napéti se slozkami T;; = 7;; pro i, j € {1,2,3}.
p  [kgm s Tlak tekutiny.

Jol [kg m~3] Objemovd hustota tekutiny.

g [m s72] Vektor zrychleni vnéjsich sil.

E [m®’s7?] Specificka vnitini energie.

k  [kgms K] Koeficient tepelné vodivosti.

0 [K] Teplota tekutiny.

Q [m?s7] Hustota tepelnych zdroji vztaZzend na jednotku hmotnosti.

Rovnice (1.1a), (1.1b) a (1.1¢) maji po fadé vyznam zdkona zachovani hmoty, zdkona zachovédni hybnosti
a zdkona zachovdani vnitini energie. Pro newtonovskou tekutinu 1ze sloZzky dynamického tenzoru napéti
zapsat ve tvaru
0v;
Tii = AV - T+ 2u—o, (1.2a)
8xi
i, %)

=T = 1.2
Tij =Tj ﬂ( ax; o (1.2b)

kde u [kg m~! s7!] je dynamicka4 viskozita a koeficient A [kg m™! s™!] se nazyva druhy viskézni koeficient,
pro ktery za predpokladu platnosti Stokesovy hypotézy, viz [1], plati

2
A1=-Zu. 1.3
M (1.3)
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Uved’'me nyni struéné dodate¢né predpoklady, které klademe na uvaZzovany systém:

Vv

1. Uvazujeme izotermalni systém bez vnéjSich sil, tj.

e O = konst.,
e« §=0.

2. Zkoumdme proudéni nestlacitelné newtonovské kapaliny s konstantni dynamickou viskozitou, tj.

e p = konst.,
e slozky dynamického tenzoru napéti jsou ve tvaru uvedeném v rovnicich (1.2),

o u = konst.

Dle uvedenych predpokladii Ize rovnici (1.1a) upravit do tvaru
V-7=0. (1.4)

Dosazenim rovnic (1.2) a (1.4) do rovnice (1.1b) dostavame s vyuZitim uvedenych predpokladi vztah,
viz [1],
ov; 0
ol 2.V = -22 4 pvAn proie(1,2,3), (1.5)
ot 0x;

1

kde A je Laplaceuv operdtor A = (213{:1 %) a v [m? s7!] je kinematicka viskozita, kterd je svdzana
s dynamickou viskozitou vztahem u = pv. Rovnici (1.5) lze zapsat ve vektorové podobé, viz [1, 22],
Dv
— = —Vp + pvAU, 1.6
PD; p + pvAU (1.6)

kde % = (% +0- V) je materidlova derivace a Laplacetiv operétor A piisobi na vektor # po slozkach'.
Soustava rovnic (1.4) a (1.6) je za uvedenych predpokladi feSitelna bez pouZiti zdkona zachovani

vnitfni energie (1.1c), jelikoZ se jednd o 4 rovnice pro 4 nezndmé funkce polohy a Casu p, vy, v2, v3,
viz [1, 22]. Shriime soustavu rovnic, kterd bude v této praci numericky fesena v sekci 3.4

V.#=0, (1.7a)
D%
pﬁlt) — _Vp + pvAT. (1.7b)

1.2 Proudéni tekutin v poréznim prostredi

1.2.1 Porézni prostredi

Porézni prostiedi je prostiedi skladajici se z pevnych latek (tzv. skelet, neboli pevna faze), které
obsahuji prazdny prostor (tzv. péry). Péry mohou byt vyplnény tekutinami, tj. kapalinami nebo plyny.
Pokud jsou péry zcela vyplnény kapalinou, nazveme tuto ¢ast porézniho prostfedi kapalnou fazi. Fazi
oznacujeme chemicky homogenni ¢ast zkoumaného systému, kterd je od ostatnich Casti systému oddélena
jednoznacnou hranici, viz [2]. Na obr. 1.1 je schéma myokardu, jenZ 1ze povaZovat za porézni prostiedi.

K proudéni v poréznim prostied{ 1ze ptistupovat v riznych méfitkach, které budeme demonstrovat na
prikladu srdecni svaloviny dle obr. 1.1, tj. zleva (a) makroskopicky, (b) mezoskopicky, (c) mikroskopicky.

T
LA _ 3 9 3 oy 3 o
AU = (Zkzl TRk 2= ek Y= el IS
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Obrazek 1.1: Schéma myokardu jako porézniho prostredi, kde kapalnou fazi tvofi cévni feCisté a pevnou
fazi predstavuje extraceluldrni prostor mezi jednotlivymi cévami.

Z makroskopického pohledu rozliSujeme pouze ¢4st fyzikdlnich vlastnosti zkoumané oblasti myokardu,
napf. primérnou tloust'’ku cév v dané oblasti, nejsme vSak schopni bliZe rozlisit vnitini strukturu daného
prostiedi, napf. vnitini geometrii srdecni svaloviny. V mezoskopickém méfitku jiZ identifikujeme systémy
cév a jejich morfologii. V mikroskopickém nédhledu se dostivdme na droven nejmensSich vlasecnic
a krevnich bunék, které maji rozméry v faddech jednotek az desitek mikrometrti. Nabizi se moZnost
popsat proudéni v poréznim prostfedi na mikroskopické drovni, stejné jako proudéni ve volném prostiedi,
viz sekce 1.1, pomoci Navierovych-Stokesovych rovnic. Okrajové podminky na mikroskopické trovni
mohou vSak byt kvili veskrze ndhodné geometrii krevniho feciste tak sloZité, Ze je tento pristup pouZitelny
pouze pro oblasti ,,malych* rozmérd. Cévni fecisté€ zasobujici myokard je tvofeno slozitym systémem
cév a vldselnic, a proto v této praci pistoupime k tloze perfuze myokardu (Uloha M, viz obr. 1)
makroskopicky. Za timto ti¢elem je tieba definovat tzv. reprezentativni objem (REV, z ang. representative
elementary volume), ktery je definovan nédsledujicimi dvéma pozadavky, viz [3]:

1) Je dostate¢né velky na to, aby byly vSechny veli¢iny v REV homogenn{ a statisticky neménné.

2) Zaroven je tak maly vzhledem k celkovému objemu zkoumané oblasti, aby mohl byt z makro-

skopického hlediska povaZovén za bod, tj. jeho objem je v rdmci zkoumané oblasti zanedbatelné
maly.

Pokud takto definovany objem nelze pro dané prostfedi nalézt, nelze pro studium proudéni v daném poréz-
nim prostiedi pouZit makroskopicky pristup. Primérovanim mikroskopickych veli¢in pfes reprezentativni
objemy ziskavame kyZenou aproximaci porézniho prostfedi kontinuem, v némZ jsou jednotlivé body

pravé reprezentativni objemy. Tato technika aproximace porézniho prostfedi se anglicky nazyva upscaling,
viz [4].
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Pomoci reprezentativniho objemu zavedeme veli¢inu zvanou porozita, coZ je makroskopicka veli¢ina,
kterd charakterizuje rozloZeni péri na mikroskopické trovni. Porozita vyjadiuje pomér objemu pé6ri
k celkovému objemu uréité oblasti. Bud’ I' ¢ R oblast porézniho prostfedi v prostoru o dimenzi
d €{1,2,3}. Definujme na I charakteristickou funkci

1 pro XleZici v péru,

Y(@) = { VEeT. (1.8)

0 pro XleZici v pevné fézi,

O poloze bodu ¥ € T rozhodujeme na mikroskopické drovni. Méjme kouli B(¥y, r) C I se stfedem v bodé
Xo € I a polomérem r € R*. Zaved’me funkci

1
¢(f0,’”)=m f y(¥) dx, (1.9)

By B0

tj. ¢(Xo, r) je pramér hodnoty charakteristické funkce y(x¥) pies kouli B(Xy, r). Objem koule B(Xy, r) 1ze
povaZzovat za reprezentativni objem (REV), viz [14], pokud existuji rmicro» Fmacro € R* takové, Ze hodnota
¢(Xo, r) nezavisi na poloméru r v rozmezi

Fmicro << 7' << Fmacro- (1.10)

Zavislost velikosti porozity na volbé poloméru kulového reprezentativniho objemu r je zndzorn€na na
obr. 1.2.

¢

1 R
Mikroskopické Makroskopické
nehomogenity nehomogenity

0 T'micro Tmacro T

Obrazek 1.2: Priklad zavislosti porozity ¢ na volbé poloméru REV r.

Od mikroskopickych veli¢in k makroskopickym se 1ze dostat i matematickou technikou nazyvanou
homogenizace, viz [4], kterd je postavena na teorii asymptotického rozvoje.

1.2.2 Rovnice proudéni tekutiny v poréznim prostredi

Uvazujme porézni prostiedi sestavajici se kromée pevné faze, tj. skeletu, z pravé jedné dalsi faze.
Takovy systém nazveme jednofdzovy. Pokud systém obsahuje vice fazi vypliiujici péry, nazveme jej
vicefazovym systémem.
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Jednofazové proudéni newtonovské kapaliny v izotermalnim poréznim prostiedi je popsdno rovnic{
kontinuity (taktéZ zdkonem zachovani hmoty) a Darcyho zdkonem, viz [7].

Zakon zachovani hmoty

Pro porézni prostiedi 1ze zdkon zachovani hmoty zapsat v diferencidlnim tvaru, viz [7],

%Z—V-(gﬁ)+q, vQ CcR3, (1.11)

kde jsou uvedené veli¢iny funkcemi od 7 a ¥ a maji nasledujici vyznam:

¢ [-] Porozita definovand v rovnici (1.9). Pfedpokladdme, ze Q je rigidni
(nedeformovatelné) prostfedi, proto je porozita uvaZzovana pouze jako
funkce polohy nezavisld na Case.

[m s~ Meérmy pritok, neboli Darcyho rychlost udava mnozstvi kapaliny, kterd
protece jednotkou plochy za 1 sekundu. Zavislost Darcyho rychlosti i

a skute¢né rychlosti kapaliny v pérech 7 je vyjddfena vztahem o = éﬁ

<

p [kgm] Objemova hustota kapaliny.
g [kgm™3s7!'] Zdrojovy &len.

Darcyho zakon

Darcyho zdkon je zdkonem zachovani hybnosti pro makroskopicky popis proudéni v poréznim pro-
stiedi. Obecny tvar Darcyho zdkona lze ziskat napf. primérovanim Navierovych-Stokesovych rovnic
pres reprezentativni objemy, viz [26], nebo metodou homogenizace, viz [19]. Darcyho zdkon zapisujeme
v obecném tvaru, viz [7],

1
i=—-——K(Vp-pj) vQCR, (1.12)
M

kde jsou uvedené veli¢iny funkcemi od 7 a ¥ a maji nasledujici vyznam:

i

i [m-s7! Darcyho rychlost uvedend v (1.11).

K [m?] Symetricky pozitivné definitni tenzor 2.fadu K nazyvame tenzor propustnosti,
neboli tenzor permeability. V piipadé heterogenniho prostiedi je funkci polohy.
V izotropnim prostiedi md tenzor tvar K = K(X)I, kde K(¥) je skalarni funkce
polohy nazyvand propustnost (permeabilita) a I je jednotkovy tenzor.

u [kgm™'s7!'] Dynamicka viskozita kapaliny. Obecné se jednd o funkci polohy a ¢asu, oviem

v této praci budeme uvaZovat dynamickou viskozitu pro jednoduchost kon-

stantni.
p [Pa] Tlak kapaliny.
o [kgm™] Objemov4 hustota kapaliny, stejné jako v (1.11).
g [ms™?] Vektor zrychleni vnéjsich sil.
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Shriime nyni stru¢né dodatecné predpoklady, které klademe na pevnou a kapalnou f4zi porézniho prostiedi,
tj.

1. modelujeme proudéni newtonovské nestlacitelné kapaliny, tj. p = konst., u = konst.,

2. poréznf prostredi je izotermdlni, rigidni, izotropni a bez zdrojt, tj. 8 = konst., ¢ = konst., K = KI,
q=0,

3. neuvaZzujeme vné&jsi sily, tj. vektor g v rovnici (1.12) je nulovy.

Rovnice (1.11) a (1.12) 1ze dle uvedenych predpokladii upravit do podoby

V.i=0, (1.13a)
il + KVp =0, (1.13b)

kde permeabilita K = K(¥) je funkci pouze polohy.

1.3 Transport kontrastni latky

1.3.1 Transport kontrastni latky ve volném prostredi

V této &asti prace se budeme vénovat popisu transportu KL v samostatné cévé, coz odpovida Uloze C
z obr. 1. Mé&jme oblast Q c R? reprezentujici cévu krevniho fecisté. Transport KL v oblasti Q je definovan
advekéné-difuzni rovnici

0
V. @)=V -(DVo)- f v Q (1.14)
at S~—— ——— —

advekce difuze zdroj

kde maji veli¢iny nasledujici vyznam:

7 [ms7!] Rychlost kapaliny ziskana ze soustavy rovnic (1.7).
c [kgm™] Hmotnostn{ koncentrace KL.
D [m?s™] Difuzni koeficient KL.

f [kgm™s™'] Zdrojovy ¢len (nitroZilni aplikace KL).
Schéma transportu KL v cévé je moZno nahlédnout na obr. 1.3. Jak jiZ bylo fe€eno v tivodu této préce,
v Uloze C bude uvaZovina pouze intravaskularni KL, tj. k prestupu KL do extracelularniho prostoru
nedochdzi.

U

Yy
vy v

Q

Obrazek 1.3: Tustrace transportu KL ve dvourozmérném prifezu cévy, kde je koncentrace KL vyznacena
zelené.
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1.3.2 Transport kontrastni latky v poréznim prostredi

Mgéjme oblast Q c R? v poréznim prostfedi, kterd se sklad4 z pevné fize Q, (reprezentujici mimobu-

nécny prostor) a kapalné faze Q (reprezentujici krevni feCistc), viz obr. 1.4. Transport KL je, viz [9],
fizen advek¢né-difuzni rovnici ve fazi kapalné

Agrer) R
9 +V-(¢fquf)=V-(¢foVCf)+ff—] VQf (1.15)
t N——
advekce difuze zdroj
a difuzni rovnici ve fazi pevné
0(pscy)
% =V - (¢sD,Vcy) + J' v Q. (1.16)
difuze zdroj

Index f, resp. s u uvedenych velicin znaci, zda se jedna o veli¢inu v kapalné, resp. pevné fazi. Jelikoz
uvazujeme jednofazovy systém, viz sekce 1.2.2, porozity ¢ a ¢ jsou svazany vztahem

¢r+¢s =1 (1.17)
Vehcmy v rovnicich (1.15) a (1.16) maji ndsledujici vyznam:
iy [m s_l] Darcyho rychlost kapaliny ziskand z (1.13).
c [kg m™ 3 Hmotnostni koncentrace KL.
¢ [-] Porozita. UvaZujeme konstantni porozitu, tj. neni funkci ani polohy, ani Casu.
D [m?’s7!] Difuzni koeficient KL, ktery v této praci uvazujeme konstantni.
J [kgm™3s7!] Funkce charakterizujici pfestup hmoty mezi fazemi, kterd propojuje rovnice

(1.15) a(1.16).
fr [kgm™s7']  Zdrojovy ¢len (injekce KL do kapalné faze).
Narozdil od advekcné-difuzni rovnice pro voln€ prostiedi, viz (1.14), museji byt koncentrace c , resp. ¢y
v rovnici (1.15), resp. (1.16) vyndsobeny pfislusnou porozitou, jelikozZ se jedna o koncentraci vzhledem
ke kapalné, resp. pevné fazi. Porozitu uvazujeme konstantni v prostoru a ¢ase, tudiZ lze rovnici (1.15)
a (1.16) upravit do tvaru

dc cr J ff
LV (@re))=DiAcr——+ 2L v, (1.18a)
o T D= TGy, VY
9 _ ppe. v, (1.18b)
ot 1 —¢f

Na obr. 1.4 je naznaceno schéma transportu KL na dvourozmérné oblasti homogenniho porézniho
prostiedi (iiy je pro jednoduchost schématu konstantni v celé oblasti Qf). V rovnicich (1.18) jsou dle
Sipek na obr. 1.4 barevn€ vyznacCeny Cleny prestupu KL a v kapalné fazi Q je zelen€ naznacen zdroj KL,
tj. nenulova hodnota f;.

1.4 Prestup hmoty v poréznim prostredi

Prestup hmoty (KL) je realizovan v kazdém bod¢ oblasti, tj. v rovnicich (1.18) zastdv4 roli zdrojového
¢lenu J, ktery obé rovnice propojuje. Tok J mezi pevnou a kapalnou fazi v mikroskopickém méfitku,
tj. v kontextu této prace tok KL mezi extracelularnim prostorem a cévou, uvazujeme imérny rozdilu
koncentraci ¢y — ¢y, viz [9],

J=k(cy—cy), (1.19)
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kde k [s™'] je koeficientem piestupu.

l

Uy

T ees f
) fr Krevni feciste >
X\ 7
—» . cf >
¥ X\
» Q f >
J * Piestup KL + _J
Cs
Mimobunécny prostor Q

Obrazek 1.4: Schéma 2D aproximace myokardu poréznim prostfedim.

MY 2

V makroskopickém méfitku je v kazdém bodé tok primérovan pfes reprezentativni objem, coz nezméni
koeficient pfestupu k a dle [17] Ize pfestup hmoty definovat tokem

J=agr(1 = ¢p)cr —cy), (1.20)

kde @ > 0 je koeficient pfestupu charakterizujici prostupnost cévni stény vzhledem ke kontrastni latce
(Ize povazovat za vlastnost KL, viz [9]). Pro @ = 0, resp. @ > 0 se jednd o KL intravaskularniho, resp.
nespecifického typu. Dosad’'me do rovnic (1.18) tok J definovany v (1.20) a upravme rovnice do tvaru

aCf N 2 ff
o + V- (ifcy) = DfVicy —a(l = ¢p)(cy —cg) + ¢— v Qy, (1.21a)
f
Oc; 5
n =DVicg +agp(cy —cg) VL. (1.21b)

1.5 Formulace zjednodusené Ulohy M bez advekce

Méjme jednorozmérnou oblast Qy = (0, L), kde L € R* a Casovy interval 7 € (0,T), kde T € R*.
Resme transportni rovnici (1.21a), pro kterou uvaZujeme nastaveni

¢r=1, (1.22a)
fren=0 VYxeQ Yre(0,T), (1.22b)
up(x,H =0 VxeQp Ve (0,7), (1.22¢)

dle kterého pfevedeme rovnici (1.21a) do tvaru

oc ¢
deg _ p Py

ar = e
20

vQ;x(0,7). (1.23)



Uvazujeme pocatecni podminku

cf(x,0) = cf'(x) Vxe(0,L), (1.24)

a Dirichletovy okrajové podminky
cr(0,0)=cro Vte(0,T), (1.25a)
cp(L,)y=cyrr VYte(0,T). (1.25b)

1.6 Formulace ﬁlohy M

Formulujme nyni tlohu perfuze myokardu (Uloha M, viz obr. 1). Definujme oblasti Q 7, stejné
jako v sekci 1.3.2, j. Q a Qg znaci po fad€ kapalnou a pevnou fazi porézniho prostfedi spliiujiciho
predpoklady uvedené v sekci 1.2.2. Uloha M se skldda ze dvou odd&lenych &asti:

1. Vypocet ¢i pfedepsani rychlostniho pole i ¢(¥, 1), které spliiuje rovnice porézniho prostiedi (1.13).

2. Resent transportnich rovnic (1.27) v rychlostnim poli i '+ z prvniho kroku za ucelem ziskdni Casového
vyvoje koncentrace KL v oblastech Q¢ a €.

Uloha M bude v této prici feSena v jednorozmérné a dvourozmérné podobé, oznaéme je po fadd
Uloha M-1D a Uloha M-2D. V Uloze M uvaZujeme navic homogenni porézni prostiedi. Tato konfigurace
predstavuje ,,zdravy* myokard, viz [9]. Pfed samotnymi formulacemi Uloh M-1D a M-2D piejdeme
k bezrozmérnému popisu Ulohy M.

1.6.1 Prechod k bezrozmérnym veli¢cinam

Za tucelem zefektivnéni analyzy feSeni rovnic (1.21) pfejdéme k jejich bezrozmérnému tvaru, ktery je
definovén nésledujicimi vztahy, viz [9],

ﬁf = Uy L_t);», (1.263)
l
t=2p (1.26b)
Uo
cr = COC;, (1.26¢)
cs = Cocy, (1.26d)
x = lox™, (1.26e)
kde
uo [ms™'] je charakteristicka rychlost,
Co [kg m™3] charakteristick4 koncentrace KL v pevné a kapalné fzi,
to = i—% [s] charakteristicky cas a
lo [m] znadi charakteristickou délku.

Nadaéle budou v této praci vystupovat pouze bezrozmérné veliciny definované v rovnicich (1.26), proto
budeme vynechdvat horni index *. Pfevodnimi vztahy (1.26) a drobnymi algebraickymi dpravami preve-
deme rovnice (1.21) do bezrozmérného tvaru

9y +V - (ilpey) = ivch —Da(l - ¢p)(cy - c5) + It v Qy, (1.27a)
ot Pe o

oc D

a—; = P_;VZCS +Dagr(cr—c) vQ, (1.27b)
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s v

ve kterém jsme pouZzili bezrozmérnd &isla, viz [9]:

l
Pécletovo &islo: Pe = =00 (1.28a)
Dy
N » aly
Damkohlerovo Cislo: Da = —, (1.28b)
uo
e y Dy
Difuzni pomér: D, = —. (1.28¢)
Dy

1.6.2 Uloha M-1D

M¢jme jednorozmérné oblasti Qy = (0, L) a Q = (0, L), kde L € R*. Rovnice (1.13) upravime do
jednorozmérné podoby

Oouy
g S 0, (1293)
,uuf+K(;—iC7 =0. (1.29b)

Z rovnice (1.13a) plyne pro jednorozmérny pfipad uy = konst. Jednd se tedy o dlohu definovanou rovnici
(1.13b) s nezndmou funkci tlaku p = p(x, ) pti pocatecnich a okrajovych podminkach definovanych na
mnoziné {0, L) x (0, T)

p(x,0) = po(x) VYxe(0,L), (1.30a)
p0,1) = p VYt e (0,7), (1.30b)
p(L,t) = p> VYt e (0,7), (1.30c)

kde p1,p2, T € R*. Resenim je staciondrni linedrni rozloZeni tlaku, ze kterého dostdvdme Darcyho
rychlost ve tvaru

K —
up=—=—22-011 (1.31)
u L
Transportni rovnice (1.27) pfevedeme do jednorozmérné podoby
Jcy dcy 1 aZCf fr
— +usr—— = ———= —Da(l - —Cy) + — Qrx(0,7), 1.32
£y us o Pe o2 a( ¢f)(cf Cs) ¢f vV 3ar ( ) ( a)
dcy Dy d%cy
§= %W-l-Dagbf(Cf—Cs) v Q% (0,T) (1.32b)

s nasledujicimi pocdte¢nimi a okrajovymi podminkami definovanymi pro transport KL v kapalné f4zi na
mnoziné {0, L) X {0, T):

Pocétetni podminka: cf(x,0) = c';?i(x) Vx e (0, L), (1.33a)

Dirichletovy o.p.: ¢f(0,1) = cyp Yte (0,T), (1.33b)

ci(L,t) =cpp Ve (0,T), (1.33¢)

Neumannovy o0.p.: 66%(0, H=0 Yte (0,T), (1.33d)
aCf

a—x(L, H=0 Vi e (0,7), (1.33e)
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kde cyp,crr > 0. Analogicky definujeme pocateCni a okrajové podminky pro transport KL v pevné fazi
na mnozin€ {0, L) x (0, T'):

Polate¢ni podminka: cy(x,0) = clM(x) Vxe(0,L), (1.34a)

Dirichletovy o0.p.: ¢5(0,1) = cs0 Yte (0,7), (1.34b)

cs(L,t) =c5L Ve (0,T), (1.34¢)

Neumannovy o.p.: %(O, H=0 Yre (0,7), (1.344)
ocy

E(L’ H=0 Yt e (0,7), (1.34e)

kde cs0,csr = 0. Konkrétni nastaveni okrajovych podminek bude diskutovdno pro jednotlivé dlohy
pozdéji v kapitole 3.

1.6.3 Uloha M-2D

Mg¢jme dvourozmérné oblasti Qr a € s hranicemi Q a 0Q; a Casovy interval (0, T'). Déle uvaZzujme
staciondrni rychlostni pole il; = (uyx, u f,y)T, které splituje rovnice porézniho prostfedi (1.13), ve tvaru

up(%,0) = up V(1) € Qp x(0,7), (1.35a)
upy (%0 =0 V(& 1) €Qrx(0,7). (1.35b)

Res$me soustavu advekéné-difuznich rovnic (1.27) s rychlostnim vektorovym polem definovaném v (1.35)
pro neznamé funkce koncentraci

cr(B D) Qp x(0,T) - Ry, (1.36a)
es(@) 1 Qyx{0,T) - RS (1.36b)
s pocatecnimi a okrajovymi podminkami definovanymi ndsledovné:

e Pro kapalnou fazi

cf(%,0) = (D) VX e Qy, (1.37a)
cr(X,t) = crpin(X,1) V(X 1) € Tppir X (0,7), (1.37b)
Vep(X,) -1 =0 V(X 1) € TpNeu X (0,7), (1.37¢)
kde 77 zna¢i jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 9Q v bodé X e o  a Casti hranice 'z pir a I'f,Neu
spliuji
I'fpir NI fNeuw = 0, (1.38a)
1—‘f,Dir U 1—‘f,Neu = an (138b)
e Pro pevnou fazi:
o(Z0)=clM®  VReQ, (1.39a)
CS()?’ t) = CS,Dir()?’ l) V(f, t) € l—‘s,Dir X (0, T), (1 39b)
Ve (X,0)-7=0 V(X 1) € TyNeu X (0, T), (1.39¢)
kde 7 znaci jednotkovy vektor vnéj$i normdly k 0Q; v bodé X € 0Q; a ¢asti hranice I pir a I's Neu
spliuji
1—‘s,Dir N l—‘s,Neu =0, (1.40a)
L5 pir U Iy Neu = 0€2. (1.40b)
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1.7 Formulace ﬁlohy C

V této sekci bude formulovéna tiloha transportu KL v cévé ve 2D, kterd byla v prvni kapitole oznacena
jako Uloha C. Méjme dvourozmérnou obdélnikovou oblast Q = (0, Ly) x (0, L,) reprezentujici cévu
krevniho feCiSté s hranici JQ a Casovy interval (0, T), kde L,,L,,T € R*. Uloha C se sklada podobné
jako Uloha M, viz sekce 1.6, ze dvou &sti:

1. V prvnim kroku feSime soustavu rovnic (1.7) pro nezndmou funkci rychlosti
FEH: Qx(0,T) > R? (1.41)

s nésledujicimi pocate¢nimi a okrajovymi podminkami

9(20) =R VYieQ, (1.42a)
X, 1) =0p(X) V(X 1) eTpir x(0,7), (1.42b)
Vou(R6)-7=0 V(2 1) € Tnen X (0,T), Yk € {1,2}, (1.42¢)

kde 7 znadi jednotkovy vektor vnéj$i normdly k dQ v bodé ¥ € 9Q a ¢asti hranice I'p;; a I'ney spliiuji

I'pir N I'New = 0, (1.43a)
Ipir U Teu = Q. (1.43b)

2. V druhém kroku fe§ime transportni rovnici (1.14) s rychlostnim vektorovym polem t(%, r) vypocte-
ném v kroku 1 pro nezndmou funkci koncentrace

@) Qx(0,T) - Rf, (1.44)

s pocateCnimi a okrajovymi podminkami definovanymi nédsledovné:

c(®0) =M@ VYrieQ, (1.452)

c(& 1) = cpi(®)  Y(E1) € Ty x (0,7), (1.45b)

Ve@ 1) -i=0 V(@0 el x(0,7), (1.45¢)

kde 7 zna&i jednotkovy vektor vnéj$i normdly k dQ v bodé ¥ € JQ a ¢asti hranice l“gi)r a I“l(\‘fiu spliuji
© ~7© _

i N TNew = 0, (1.46a)
© 1O _

IS urg) =oQ. (1.46b)
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Kapitola 2

Numerické metody

V této kapitole se budeme vénovat:
1. metod¢ konecnych diferenci (dale jen MKD),
2. mfizkové Boltzmannové metode (z anglického lattice Boltzmann method, déale je LBM),

které byly v této praci pouZity k feSeni uloh formulovanych v kapitole 1. MKD uvedenou v sekci 2.1 pou-
Zijeme pouze pro feseni jednorozmérnych tloh, tj. zjednodusené Ulohy M, viz sekce 1.5, a Ulohy M-1D,
viz sekce 1.6.2. PoslouZi ndm zejména jako referencni metoda pro srovnani vysledkt s LBM, kterou
predstavime v sekci 2.2. LBM je vcelku moderni numerickd metoda pro simulaci tekutin, kterd byla
poprvé predstavena v roce 1988 pany Guyem R. McNamarou a Gianluigim Zanettim v ¢lanku [25].
Jednad se o stéZejni numerickou metodu této prace a budou pomoci ni feSeny vSechny dlohy formulované
v sekcich 1.5 a7 1.7.

2.1 Metoda konecnych diferenci

Vzhledem k tomu, Ze diferen¢ni schéma zjednodusené dlohy M je pouze specidlnim piipadem
numerického schématu pro Ulohu M-1D, budeme zde zkoumat pouze diferenéni schéma pro Ulohu M-1D.
Zvolme kone¢nou mnozinu bodu (tzv. sit’) pro kazdou proménnou, podle které derivujeme a nahrad’me
derivace diferencnimi ndhradami, tj. linedrnimi kombinacemi funkénich hodnot hledané funkce v okolnich
bodech, které je aproximuji [31].

Pro numerické feseni rovnic (1.32) s poc¢atecnimi a okrajovymi podminkami definovanymi v (1.33)
a (1.34) uvazujeme diferencni schéma semiimplicitni v Case. Pro transportni rovnici v kapalné fazi (1.32a)
definujme pravouhlou obdélnikovou sit’ sloZenou z piimek x = x; at =¢; , kde

xr =kAx proke{0,1,...,Ny}, (2.1a)
ti=iAt proie{0,1,...,N}, (2.1b)

kde N,, N, € N a Ax, resp. At znaci prostorovy, resp. Casovy krok, pro které plati

L T
Ax = Fx, resp. At = ﬁz 2.2)

OznaCme koncentraci ¢y v uzlu sit€ (xi, #;) vyrazem
Clop = €0, 1), (2.3)
Diferenciélni vyrazy v rovnici (1.32a) byly nahrazeny néasledujicimi diferencemi
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e Casova derivace nahrazena zpétnou ¢asovou diferenci, viz [31],

i+1 _ i
dcy Fx
—(xp, b)) ¥ ——, 2.4
ot ( k z) At ( )
e prvni prostorova derivace je nahrazena upwindovou stabilizaci 1. fadu, viz [24],
5 Bl o
c up-——= rour > 0,
uf_f(xk’ tl) ~ / i+1 Af i+1 P ! (25)
Ox Crie1 "Crk
~Ax pro uy < 0,
e druhd prostorova derivace je nahrazena prostorovou centralni diferenci 2. fadu, viz [31],
52 cl il bl
Ccr ~ k1 fik fik—1 2.6)
0x? Ax? ’ '
Diferenéni schéma pro rovnici (1.32a) Ize po aplikaci diferenci (2.4), (2.5) a (2.6) zapsat ve tvaru
ci+1 _ Ci Ci+1 _ Ci+1 ci+1 _ 2Ci+1 + ci+1
1k~ Crk kT k=1 1 Crke Sk T Crk-1 il S, 1)
AL + urs Ax = P_e A_x2 - Da(l - ¢f)(cf,k - C‘&‘,k) + ¢—f (27)

Vsimnéme si, Ze se v diferenénim schématu (2.7) vyskytuje koncentrace c; v i-té Casové vrstvé, tj. pro

vypocet koncentrace ¢y se vyuZiva koncentrace ¢, z minulé ¢asové vrstvy, proto je schéma oznaceno

jako ,,semiimplicitni v Case. Pro transportni rovnici v pevné fazi (1.32b) volime stejnou pravouhlou

obdélnikovou sit’ a diferencidlni vyrazy jsou nahrazeny analogickymi diferencemi jako v rovnici (1.32a),

tj. diferen¢ni schéma rovnice (1.32b) zapiSeme ve tvaru

Sk = €k _ Dy ke ~ 260 + G
At Pe Ax2

+Dags(c), — b, (2.8)

Pocatecni podminky (1.33a) a (1.34a) jsou diskretizovany dle zvolené sité uzli, viz (2.1), nasledovné

cr(u,0) = ¢ Vk€{0,1,..., Ny}, (2.9a)
es(x, 0) = ¢ Yk €{0,1,..., Ny} (2.9b)

Zbyva diskretizace okrajovych podminek definovanych pro kapalnou fazi v rovnicich (1.33b) az (1.33e).
Uvazujeme okrajové podminky dvojiho typu, a sice Dirichletovu nebo Neumannovu okrajovou podminku.
Diskretizaci Dirichletovy okrajové podminky (1.33b), resp. (1.33c) napiSme ve tvaru

cp(xo, 1)) =cro Vie{0,1,...,N}, resp. (2.10a)
cr(xn,tp) =cpr Yie{0,1,...,N;}. (2.10b)

Neumannovu okrajovou podminku (1.33d), resp. (1.33¢) definujeme na siti (2.1) pomoci hodnoty koncen-
trace v sousednich bodech, tj.

cp(xont) = cp(x1nt) Vi€ {0,1,..., Ny}, resp. 2.11a)
X ty) = cp(Xp1,ti) Vi€ {0,1,... Ny}, (2.11b)
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Okrajové podminky pro pevnou fazi jsou definovdny analogicky, tj. Dirichletova okrajovd podminka
(1.34b), resp. (1.34c) je tvaru

cs(xo, ) =c50 Vie{0,1,...,N,}, resp. (2.12a)
cs(xn,t)) =c5p, Yie{0,1,...,N,} (2.12b)

a Neummanova okrajova podminka (1.34d), resp. (1.34¢) je pfevedena na

cs(x0, 1) = cs(x1, 1) Vie{0,1,...,N,}, resp. (2.13a)
CS(x}’h tl) = CS(xl’l—]7ti) Vl € {07 ]a""NX}' (213b)

Uloha soustavy dvou diferencidlnich rovnic (1.32) byla tedy pfevedena na dvé soustavy algebraickych
rovnic (2.7) a (2.8). Diferencni schéma semiimplicitni v ¢ase bylo zvoleno pro svou jednodussi implemen-
taci, jelikoZ soustavy algebraickych rovnic (2.7) a (2.8) jsou na sobé v dané Casové vrstvé nezdvislé a lze je
zapsat ve tvaru tridiagondlnich matic, které efektivné fesi Thomastv algoritmus. Vzhledem k dcelu MKD
v této prici, kterym je zejména co nejjednoduseji ziskat referencni vysledky, které bude moZzno srovnat
s vysledky obdrZenymi pomoci miiZzkové Boltzmannovy metody, je zvolené semiimplicitni diferenéni

schéma postacujici.

2.2 Mrizkova Boltzmannova metoda

Zé&kladni mySlenkou LBM je nahrazeni spojité rozloZené tekutiny fiktivnimi ¢asticemi diskrétné
rozloZenymi na zvolené miizce (anglicky lattice), které popisujeme jednocasticovymi distribu¢nimi
funkcemi f(%, 5 ,1) [kg s* m~®]. Distribu¢ni funkce f(X, 5, t) predstavuje hustotu pravdépodobnosti vyskytu
Castic s rychlosti g? = (£1,6,&3) [ms™'] vbodé ¥a v Case ¢, viz [23]. V LBM je tradiéné pouZivan pojem
distribu¢ni funkce', viz [22, 18, 29], proto budeme tento ustdleny vyraz pouZivat i v této praci. Je viak
dilezité neplést si s kumulativni distribucni funkci z teorie pravdépodobnosti, viz [20]. Pfedpokladame,
Ze zminéné fiktivni ¢4stice maji vSechny stejnou hmotnost m [kg]. Jedna se o tzv. mezoskopicky popis
tekutiny, ktery leZi mezi mikroskopickym a makroskopickym popisem, tj. kazdy bod zvolené miizky
lokélné charakterizuje danou tekutinu a jeji vyvoj v Case je popsan prerozdélenim distribu¢nich funkci

Yov

fiktivnich ¢astic na dané mfizce. Distribuéni funkce f(, 5, 1) spliluje Boltzmannovu transportni rovnici

3 3
of af 1 af
- =+ — ) F—/— = , 2.14
6t+;§axi+m; 5 =€) (2.14)
kde
& [ms™] znaci mikroskopickou rychlost Castic,

f(Z, 5, 1) [kgs>m™®] reprezentuje hustotu pravdépodobnosti vyskytu &astic s rychlosti g?
v bodé ¥a v Case t,

%F) [N kg™ znaci vektor ptsobeni vnéjsich sil,
cf) [kg s* m™®] charakterizuje lokaln{ redistribuci distribu¢nich funkci f vlivem srazek

Céstic, proto se nazyva koliznim operatorem.
Vsimnéme si, Ze na rovnici (2.14) 1ze nahliZet jako na advekcni rovnici vzhledem k funkci f. Prvni dva
Cleny této rovnice definuji advekci distribu¢ni funkce f rychlosti 5 . Tteti ¢len charakterizuje sily ovliviiujici
rychlost g? a kolizni operator C(f) na pravé strané rovnice hraje roli zdrojového ¢lenu.

'anglicky distribution function
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Makroskopické veli¢iny zkoumané tekutiny dostaneme integraci momentl distribucni funkce f pies
2 v 7 p— 7z z . . v 7 d 7 .
prostor rychlosti &, ktery ozna¢ime E. V této prici si vystatime s nultym a prvnim momentem, tj.

no = f fFdé =p, (2.15a)
Hi,“=f§afd§=pva, @ €{1,2,3). (2.15b)

Nulty moment I1¥) reprezentuje pozorovanou makroskopickou skalarni veli¢inu, kterou miiZe byt na-
priklad hustota (dloha proudéni kapaliny), teplota (iloha vedeni tepla), koncentrace (advekéné-difuzni
rovnice, viz (1.32)), apod. Prvni moment Hﬁ, reprezentuje vektorovou velic¢inu, napr. hybnost (tiloha
proudéni kapaliny), tepelny tok (dloha vedeni tepla), tok koncentrace (advekéné-difuzni rovnice), a jiné.

Numerické schéma LBM lze odvodit né€kolika zplsoby, pficemz jednim z nich je diskretizace
Boltzmannovy transportni rovnice, coZ Ize nahlédnout v [12]. LBM pouziva pro diskretizaci prostoru
v rovnici (2.14) pravidelnou mfiZku. Tato miiZzka ma dvé€ hlavni charakteristiky, které se odvijeji od pouZité
diskretizace prostoru rychlosti. Modely diskretizace rychlosti, tzv. rychlostni modely, se v LBM oznacuji
zkratkou DdQgq, kde d oznacuje dimenzi uvaZzovaného prostoru a g znaci pocet navzajem riznych smér,
po kterych se v rdmci zvolené miizky miZeme pohybovat. Pfiklady miiZek uZivanych v jednorozmérném
a dvourozmérném prostoru jsou uvedeny na obr. 2.1.

& &6 &2 &s
o o o o\o/o
I o (Y3 [ ) o- Y3 ) 0= Y3
f_EJ fO / fo \
o o o K o (B
& &r & €s
(a) D1Q3 (b) D2Q5 (c) D2Q9

vv

Obrézek 2.1: Priklady jednorozmérnych a dvourozmérnych mfizkovych rychlostnich modeld.

2.2.1 Prechod k bezrozmérnym jednotkam

Nedilnou soucdsti diskretizace Boltzmannovy transportni rovnice je ptfechod k bezrozmérnym jed-
notkdm. LBM simulace totiZ probihaji v jednotkach, které jsou vztaZeny ke zvolené mfiZce, proto se
nazyvaji miizkovymi jednotkami (anglicky lattice units). Je tedy zapotrebi definovat konverzi fyzikalnich

jednotek do miiZkovych a naopak. V rdmci této prace uvazujeme izotropni ekvidistantni miizku. Pro
prostorovy krok mfizky plati

lo
Al = —, 2.16
N, (2.16a)
l+
At =2, (2.16b)
N
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kde Al [m] znaci prostorovy krok, lp [m] je charakteristickou délku a N; je pocet uzlt, ktery déli [y na
dilky o velikosti Al, viz obr. 2.2.

Al lo
1 | | | | | | | | | | | | | | | | | | ]
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 l N
Al+ l(—)f—
1 | | | | | | | | | | | | | | | | | | ]
r T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 I+ N,

Obréizek 2.2: Schéma prechodu mezi prostorovym krokem Al ve fyzikélnich a miiZzkovych jednotkéch.

Velic¢iny v miizkovych jednotkach jsou odliSeny od svych protéjski ve fyzikélnich jednotkach pravym
hornim indexem *. Vzhledem k tomu, Ze poCet uzld N; se pii pfevodu jednotek neméni, dostdvdme pomoci

ného z rovnic (2.16) ptevodni vztah

I
Al = I—SM. (2.17)
0

Analogickym postupem pro pievod ¢asového kroku At [s] dostdvdme prevodni vztah

1
At = ZAF, (2.18)
kde 1 [s] je charakteristicky ¢as. Pro implementaci a obecné snazsi praci s jednotkami v LBM je vyhodné
volit, viz [22],

AlY =1, (2.19a)
At =1. (2.19b)

Tuto volbu pouZijeme i v této praci. Rovnice (2.17) a (2.18) piejdou na rovnice

lo
Ir=— 2.20
0 Al’ ( a)
Io
== 2.20b
0= % ( )

kde jsme si vyjadfili charakteristickou délku, resp. ¢as v mfiZzkovych jednotkach, jelikoZ je budeme
v dal$im postupu potfebovat. Uvédomme si, Ze vztahy (2.17) a (2.18) plati pro jakoukoli délku / [m] a Cas
t [m], nejen pro Al a At, viz obr. 2.2,

lo

/= l—+z+, (2.21a)
0
1

t = t—fﬁ. (2.21b)
0

Pomoci pfevodu (2.21) pro ¢asovou a prostorovou proménnou jsme schopni definovat pfevodni vztahy
pro slozky rychlosti v; [m s™!], a sice

_Lean bty I o0y AL,

=- = T, 2.22
=g Ibto t* A (2.22)
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Yv

kde v = ﬁ—i jsou slozky rychlosti ¢ v miizkovych jednotkdch. Pfevodni vztah pro kinematickou viskozitu
v [m? s~'] modelované tekutiny ziskdme pomoci bezrozmérného Reynoldsova &isla, které musi nabyvat
v obou systémech jednotek stejné hodnoty. Reynoldsovo ¢islo je definovédno ve tvaru

I 12
Re:o_UO:_o

) (2.23)
v tov
kde vp = ﬁ—g [m s~!'] je charakteristick4 rychlost. Pro kinematickou viskozitu v tedy plati
l 20) AP
LU v (2.24)

y =
lg vg At

V piipadé advekéné-difuzni rovnice se kinematickd viskozita v interpretuje jako difuzni koeficient
D [m? s7!], jehoZ prechod do mifzkovych jednotek je definovdn pomoci bezrozmérného Pécletova &isla
lovo _ 3
Pe= — = L, 2.25
D "D (225)
Difuzni koeficient D tedy spliiuje vztah

_ oo Dt (220) A_12

p =220
lgvg At

D* (2.26)
analogicky k vztahu pro kinematickou viskozitu, viz (2.24).

V piipadé soustavy advekéné-difuznich rovnic figurujici v Uloze M, viz sekce 1.6, je tieba defi-
novat jesté prevod pro koeficient pfestupu o [s~'], viz (1.27). Pro konverzi koeficientu piestupu slouzi

tzv. Damkdohlerovo ¢islo [9]

pa= 2 (2.27)
v

které musi, stejné€ jako Pécletovo a Reynoldsovo &islo, nabyvat v obou systémech stejnych hodnot, z ¢ehoz
pro koeficient « plyne vztah
voly , 20 a*
=— = —. 2.28
T ot At (2.28)
Poznamka: Pro zjednodusenou Ulohu M bez advekce definovanou v sekci 1.5 nelze prevést difuzni
koeficient D do miiZkovych jednotek pomoci Pécletova Cisla, viz (2.25), jelikoz Pécletovo &islo lze
definovat pouze pro advekéné-difuzni dlohu. Ulohu definovanou v sekci 1.5 pievedeme do mifzkovych
jednotek pomoci charakteristického Casu #g, charakteristické délky [y, viz (2.21), a charakteristické
koncentrace Cjy, ktera splituje
cr = Coc;. (2.29)
V miizkovych jednotkach lze rovnici (1.23) zapsat s vyuzitim vztaht (2.21) a (2.20) nasledovné
oct, et
f v f
—=D"—=, 2.30
orr Oxt? ( )

kde pro difuzni koeficient D* v mi{zkovych jednotkdch plati analogicky vztah jako pro advek¢né-difuzni
ulohu

D* = —D. 2.31
Nz (2.31)

V dal§im textu nebudeme pro piehlednost zdpisu oznac¢ovat miizkové jednotky hornim indexem * nebude-li
to pro porozuméni nutné.
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2.2.2 Schéma diskretizace Boltzmannovy transportni rovnice

UvaZujme d—rozmérnou oblast Q ¢ RY, d € N s hranici I' a definujme jejich diskretizované ekviva-
lenty

Q={%|kef0,...,N}, (2.32a)
I={7 |rel{o,...,M}}, (2.32b)

v systému bezrozmérnych jednotek, viz sekce 2.2.1. Uved’me zde piiklady diskretizaci, které budeme
v této praci pouZzivat, tj. ekvidistantni izotropni obdélnikovou miizku:

(a) jednorozmérnou

QP = (% =iAx|ie{l,...,Nc—1}}, (2.33a)
O ST =iAx]ie (0.1, .. N, (2.33b)
(b) dvourozmérnou
O = (%= GALjADT |ie(l,...,N,— 1}, je(l,...,N, — 1}}, (2.34a)
o = (%= GAL jADT [i€{0,1,...,N.}, j€{0,1,...,N,}}, (2.34b)

kde Ax, resp. Al je vzdélenost mezi sousednimi uzly jednorozmérné, resp. dvourozmérné miizky v bez-
rozmérnych miizkovych jednotkach. Zvolenou prostorovou diskretizaci prejde Boltzmannova transportn{
rovnice (2.14) do tvaru, viz [22, 18],

o 5
(E + &k V) fi(X, 1) = Cr(X 1) + Fr(X,1) pro Yke{0,1,...,q— 1}, (2.35)
kde ¥ € Q libovolné, ¢ je ur€eno zvolenym rychlostnim modelem DdQgq a déle
fk [-] znaci mikroskopickou rychlost v k-tém sméru v bezrozmérnych jednot-
kach,

@0 = fRE D [-] je diskrétni distribu¢ni funkce ,

Fr(X, 1) [-] je diskrétni zdrojovy Clen, jenZ zavisi na konkrétnim typu LBM modelu a

Cr(%,1) [-] oznacuje diskrétni kolizni operator, jehoZ podoba rovnéZ z4visi na kon-
krétni volbé typu LBM modelu.

Nyni definujme diskretizaci ¢asového intervalu (0, T), T € R* pomoci sité uzli

t, =nAt pro YneO,1,...,N,, (2.36)

kde N; € N a Ar = NL, oznacuje Casovy krok. Na levou stranu rovnice (2.35) aplikujeme metodu
charakteristik, viz [22], a integraci v Case od t,, do t,,.1, kde n € {0, 1,..., N; — 1}, pfejde rovnice (2.35) na

rovnici . .
n+1 n+1
Fi@ Mty + AD) = ful®ot) = f Cu(®. 1) dr + f Fu® 0 di 237)
th ty

pro Yk € {0,1,...,q — 1} a VX € Q. Ukazme nyni dvé moZnosti diskretizace integralt na pravé strand
rovnice (2.37). Prvni mozZnosti oznacujici se jako diskretizace prvniho fadu je diskretizovat integraly na
pravé stran€ hodnotou v jednom bodé, tj.

Fel®+ Aty ty + AD) = fu(® 1) = MC(R, 1) + AtF(F, 1,). (2.38)
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Tato aproximace se také nazyva obdélnikova diskretizace [22]. Vysledkem je plné explicitni schéma
definované rovnici

Fel @+ A&ty + AD) = fil®o1y) + MC(R, 1) + AtF(F, 1), (2.39)

kterd se nazyvd miiZzkovd Boltzmannova rovnice (z ang. Lattice Boltzmann equation). Diskretizace
prvniho fddu ovSem neni dostatecnd za piitomnosti ¢lenu silového pisobeni F(X, ¢) a vede k nespravnému
feSeni, viz [18]. PouZitim lichobéZnikového pravidla

Tnt1

At .
Ci(Z 1) ~ = (ck(f, 1) + Cu(R+ Atéi, 1, + At)), (2.40a)

Iy
n+1 At S
f Fufn =~ — (Fi(E 1) + Fi(¥ + At 1, + AD)) (2.40b)
th

proVYk € {0,1,...,g—1}, Vne{0,1,...,N,— 1} aVXe€ Qna integraly v rovnici (2.37) obdrZime vztah

fl®+ Aty + A = fiul®o 1) = % (Cul®, tn) + Cu(F + Aty 1y + AD) +

At S
ts (Fi(®, 1) + Fiu(® + Atéi, t, + AD) (2.41)
proVk € {0,1,...,q — 1}. Zavedenim vhodné distribu¢n{ funkce ve tvaru
T2 > At > >
Se&tn) = filt) = = (Ci(¥, 1) + Fi(X, 1)) (2.42)

a ndslednym dosazenim nové definované distribu¢ni funkce ]_‘k()?, t,) do rovnice (2.41) dostivame schéma
Fi(@+ Athy, 1y + A) = f(Z1,) + AICK(E, 1,) + AtFR(, 1), (2.43)

které je druhého fadu v Case, viz [18, 22]. VSimnéme si, Ze rovnice (2.43) je miizkova Boltzmannova rov-
nice (zkrdcené¢ MBR), ov§em na rozdil od (2.39) v ni vystupuje modifikovana distribu¢ni funkce ]_‘k()?, ).
Mimo jiné jsme se modifikaci distribu¢ni funkce (2.42) zbavili rovnice (2.41) v Case, jelikoZ MBR (2.43)
je opét v Case zcela explicitni. Pro jednoduchost zapisu opét preznac¢me distribucni funkci definovanou
v (2.42) na piivodni f, protoZe nadéle bude v této praci uvaZovin pouze tento tvar. Poznamenejme, Ze
pouziti f misto f ovlivni vztahy pro vypocet makroskopickych momentt I a 0O, viz [22],

- q—
0o - Z fi+ % Z (2.44a)
k=0 k=0
q—
GO — Z FE+ 7’ Z Fi&.. (2.44b)
k=0 k=0

V této praci budeme uvaZovat dva typy mifzkové Boltzmannovy metody, a to SRT-LBM? a CLBM>.

2z ang. single relaxation time LBM, tj. LBM s jednim relaxa¢nim ¢asem

3z ang. cascaded LBM - kaskddovd LBM
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2.2.3 SRT-LBM

Typ SRT-LBM aproximuje kolizni opertor tzv. BGK* koliznim operitorem, ktery je definovén,
viz [18, 22],

1 .
Ci = ;(fkq - fo), (2.45)

kde 7 [—] pfedstavuje tzv. relaxacni Cas (bezrozmérny), ktery urcuje rychlost, jakou spéje pozorovany
systém k termodynamické rovnovaze [22]. Tuto rovnovahu definuje Maxwellova rovnovazna distribucni
funkce, kterou uvaZzujeme v aproximované podobé€ tvaru

&-v GO 08

2 4 52
CZV 2CZV 2CZV

f,fq(p,mzpwk(u ) pro Yk e {0,1,...,q— 1}, (2.46)
kde c,y [—] je tzv. mfizkova rychlost zvuku a wy, je vdhova funkce, kterd nabyva riiznych hodnot pro rizné
rychlostni modely. Poznamenejme, Ze modifikace distribucni funkce f; definovand vztahem (2.42) zméni{
hodnotu relaxacniho Casu 7, ktery je poté tvaru, viz [22],

T=7 > ( )
Jak jiZ bylo fe€eno v sekci 2.2.2, budeme zde pracovat pouze s modifikovanou distribu¢ni funkei, proto
modifikovany relaxacni ¢as bude v dal§im textu znacen symbolem 7 (tj. bez pruhu). V této praci budou
uZity modely D1Q3 a D2Q9, pro které jsou vdhové funkce ve tvaru:

e D1Q3:
4
z pro k=0,
we={¢c P (2.48)
5 pro k=1,2.
e D2QQ9
g pro k=0,
wy={% pro k=1,2,3,4, (2.49)
31—6 pro k=15,6,7,8.
Mrizkova rychlost zvuku je pro oba rychlostni modely totoZna a plati pro ni, viz [18, 22],
1
Cpy = —. (2.50)

V3

Kinematicka viskozita v, resp. difuzni koeficient D a relaxacni Cas 7 jsou svazany vztahem, viz [18, 22],

2

Pfipomenme, Ze se jedna o veliCiny v mfizkovych jednotkach, viz sekce 2.2.1. Zddraznéme, Ze vztah
(2.51) znemoznuje nezavisle volit relaxacni parametr 7, pfimo ovlivilujici stabilitu metody, a kinematickou
viskozitu v, resp. difuzni koeficient, viz [22]. Pro relaxacni Cas plati v pfipadé kolizniho operatoru SRT
podminka stability, viz [18, 22],

At At
v=c2, (T - ?), resp. D = ¢2, (T - —) (2.51)

At
T> EX (2.52)
Podminka kladend na relaxacni ¢as (2.52) je ekvivalentni platnosti nerovnosti
y>0, resp. D>0 (2.53)

v rovnicich (2.51).

“Pojmenovano po védcich Prabhu L. Bhatnagarovi, Eugene P. Grossovi a Maxu Krookovi, ktefi BGK aproximaci kolizniho
operatoru predstavili v roce 1954 v ¢lanku [5].
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224 CLBM

CLBM, neboli Kaskddovd miizkova Boltzmannova metoda, je typ LBM, ktery v roce 2006 predstavili
M. Geier, A. Greiner a J. G. Korvink v ¢ldnku [15]. Kolizni krok je v CLBM provadén v prostoru
centrdlnich momentt distribucni funkce f;. Kolize je v kazdém uzlu miizky realizovana v lokdln{ vztazné
soustave, kterd se pohybuje dle makroskopické rychlosti tekutiny v daném uzlu. Diivodem volby zvoleného
systému vztaznych soustav, oznacme ho A, je zlepSeni Galileovské invariantnosti vyslednych rovnic,
coz vede ke zlepSeni numerické stability této metody, viz [28]. CLBM je typ LBM, ktery podobné jako
napf. MRT-LBM” pouZivi q relaxaénich &ast dle zvoleného DdQg modelu. Pro jednoduchost z4pisu
a vzhledem k vyuziti CLBM v této praci se omezme na rychlostni model D2Q09, viz obr. 2.1, uvazujeme
tedy devét relaxacnich Cast 79, 7, . . ., T3.

Centralni momenty pravdépodobnostni distribu¢ni funkce f; v diskrétnim tvaru definujme dle [28]

nasledovné
8

K1 gy = Z fe€rr =) Ea — 02)”, (2.54)

k=0

kde 81,8 € Ny, é?k = (&1, &2) T ad = (v1,v2)". Centrdlni momenty definované v rovnici (2.54) odpovidaji
momentim v systému vztaznych soustav A. Obecné momenty odpovidajici momentim v nepohybujici se
vztazné soustave jsou tvaru, viz [28],

8
mp gy = ) fil€er P &), (2.55)
k=0

kde 1,82 € Ny. Vypocet postkolizni distribu¢ni funkce f;’ 1ze zapsat nasledovné
FH@E 1) = f(F, 1) + C(E 1), (2.56)

kde C = K'SK(9 - ), £ = (foo fis-- s )T a ££9 = (L £ T, K je matice prechodu
z prostoru distribu¢nich funkci do prostoru centralnich momentil kg, g, a matice S je diagondlni matice
ve tvaru

111 1 1 1111
), (2.57)

7o T1 T2 T3 T4 75 T6 77 Ts
viz [15, 29]. Do kolizniho kroku tedy vstupuji kombinace centralnich momentd kK=K f: kde £ je dle
zvolené baze prostoru centrdlnich momenti naptiklad tvaru

ko = k0,0, (2.58a)
ki = k1.0, (2.58b)
ky = ko1, (2.58¢)
k3 = k1.1 (2.58d)
ky = K20 + K025 (2.58e)
ks = k2.0 — K02 (2.58f)
ke = k2.1, (2.58g)
k7 = k12, (2.58h)
ks = K22, (2.581)

5z ang. multi-relaxation time LBM, tj. LBM s vice relaxaénimi &asy
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viz [15]. Prvni tfi slozky vektoru k

ko = ko0 = p, (2.59a)
8

k=10 = filéi1 —v1) =0, (2.59b)
i=0
8

ky = ko1 = th(flz —10»)=0 (2.59¢)
i=0

odpovidaji po fadé hustoté p a slozZkam hybnosti p7, a tedy jsou koliznimi invarianty, viz [12, 15, 28].
To znamend, Ze na jejich hodnotéch pfi kolizi nezdlezi a miZeme je zvolit rovné nule

ko =k =k, =0. (2.60)
Pro izotropni kinematickou viskozitu Ize poloZit relaxacni Casy
T4 =T5 =T, (2.61)

kde pro 7 plati vztah (2.51) stejné jako v SRT-LBM, viz [29]. Za Gcelem zlepSeni numerické stability
CLBM jsou v této prici zbylé relaxacni Casy 73, T¢, 77, Tg Voleny ndsledovné

73,T6,T7,T8 = 17 (262)

viz [16].

2.2.5 Algoritmus mrizkové Boltzmannovy metody

Algoritmus LBM lze obecné rozdélit do nékolika zakladnich krokd, jak je naznaceno na obr. 2.3.

1. Inicializace pocatenich podminek (komentovéno v sekci 2.2.6) ve vSech uzlech zvolené mfizky.

2. SiFeni postkoliznich distribunich funkei f¢»viz (2.56), z okolnich bodi dle zvoleného rychlostniho
modelu, coZ Ize interpretovat jako pfesun fiktivnich ¢astic tekutiny mezi sousednimi uzly mfizky po
zvolenych smérech (g poCet smért, viz obr. 2.1). Poznamenejme, Ze v tomto kroku jsou vynechdany
uzly na hranici mrizky Q, protoZe se pro né krok Sifeni mtize kvili okrajovym podminkam lisit,
viz napf. sekce 2.2.7.

3. Aktualizace makroskopickych velicin, tj. momenti distribu¢nich funkci. Integraly v rovnicich
(2.15a) a (2.15b) pro vypoclet prvnich dvou momentt piejdou pro diskrétni distribu¢ni funkce do
tvaru uvedeném v rovnicich (2.44)

(a) pro feseni Ulohy C:

p =19, (2.63a)
ot =0, (2.63b)

(b) pro feseni Ulohy M:
c =10, (2.64)

kde ¢ je koncentrace KL a Darcyho rychlost iis je v advekéné-difuzni iloze definovana apriori
rovnicemi (1.13), tudiZ neni v algoritmu LBM pocitana.
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4. Kolizni krok, ve kterém dojde k vypoctu postkolizniho stavu distribucni funkce, definované vzta-
hem (2.56). Samotny vypocet postkolizni distribu¢ni funkce zavisi na konkrétnim typu zvoleného
kolizniho operatoru, napt. SRT-LBM, CLBM, a dalSich.

5. ReSeni okrajovych podminek [12, 18, 22], coZ bude podrobngji diskutovano v sekcich 2.2.7 aZ
2.2.9.

1. Inicializace
Y
7| 2. Siteni
//
/
/
/
/ :
I/ ! I
! 3. Makroskopické veli¢iny T
| : :
'. ' A
\‘ 4. Kolize C
\‘ - E
\
\
\ :
\ :
\\ Y

© 5. Okrajové podminky

Konec

Obrazek 2.3: Zakladni kroky algoritmu LBM.

2.2.6 Pocatecni podminky

Nejjednodussi piistup k nastaveni pocdteCnich podminek je pfes rovnovédznou distribuéni funkci.
Méjme oblast Q c R?, viz sekce 2.2.2. Potom pociteéni rozloZeni makroskopické veli¢iny p, resp. &
definované funkci pin;(X), resp. vini(¥) definujeme pres distribuéni funkce nédsledovné

fil®,0) = £ (oini(), Gni(D) pro Yk €0,1,...,q-1 (2.65)

proVxe O viz [18,22] (analogicky pro jednorozmérny pfipad). Tato pocate¢ni podminka je implemen-
ta¢né a vypocetné nendrocnd, ovSem ne vzdy je konzistentni s Boltzmannovou transportni rovnici (2.14),
viz [22]. Popis volby presnéjsi pocateéni podminky je k nahlédnuti v [11], kde je zaroven otestovan vliv

YV s

volby pocatecni podminky na feseni. V této praci bude vyuZita pouze jednodussi forma volby pocéatecni

s~ 2

podminky pres rovnovazné distribucni funkce, viz (2.65).
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2.2.7 Bounce-back okrajova podminka

Bounce-back okrajovd podminka (Cesky odrazova okrajova podminka) simuluje chovani tekutiny na
rozhrani s rigidni pevnou l4tkou, pfi¢emZ na hranici se uvazuje rychlost tekutiny nulov4, tj. jedn4 se o tzv.
neklouzavou okrajovou podminku. Ndzev okrajové podminky je piihodny, jelikoZ tato podminka spociva
v odrazu hypotetickych ¢astic zpét do sméri, ze kterych se do daného bodu hranice dostaly. Podminka 1ze
implementovat dvéma zplisoby, a sice

o Fullway bounce-back, viz obr. 2.4, ve kterém odraz probihd aZ v koliznim kroku (tj. na hranici se
méni kolizni krok).

t— At t t t+ At
o o o o ° o o o
oé— ° o o o-o «50 °

N S /s
o o o o o o o o

Sifeni Kolize Siteni

Obrézek 2.4: Schéma fullway typu odrazové okrajové podminky.

o Halfway bounce-back, viz obr. 2.5, kde je odraz realizovan jiZ v kroku $ifeni (tj. na hranici se
méni krok Sifeni).

' t+ 5t t+ At
o o o o o o
o o .:Z o \. o
N s
o o o o o o
Sifeni

Obrazek 2.5: Schéma halfway typu odrazové okrajové podminky.

z Yz

Zatimco v pristupu fullway bounce-back podminky dochdzi k odrazu hypotetické Castice az v uzlu

vvvvvv

vzdélenosti mezi hrani¢nimi uzly miizky, viz obr. 2.4 a obr. 2.5. Podrobnéji je bounce-back okrajova
podminka popsédna naptiklad v [11, 18, 22].
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2.2.8 Anti-bounce-back okrajova podminka

Pro pouZiti LBM na feSeni advekéné-difuznich rovnic (1.27) budeme v tdlohdch potfebovat simulovat
Dirichletovu okrajovou podminku pro funkci koncentrace c¢(¥, ). Implementaci okrajové podminky
ilustrujeme v jednorozmérném piipadé. Méjme hranicni uzly x7 piislusejici tekutin€ a xz ptislusejici
pevné rigidni latce (nazvéme ji pro tuto ilustraci zdi). Stejné jako v halfway bounce-back okrajové
podmince pro hrani¢ni body x7 a xz plati

1
Xz = X + Ekat, (2.66)
kde & je prisluSny rychlostni smér, ve kterém se z bodu x7 §ifi hypotetické Castice do bodu xz,

viz obr. 2.6. UvaZujeme rigidni nehybnou zed’, na jejimZ rozhrani je pfedepsdna koncentrace cz, potom
Ize anti-bounce-back okrajovd podminka zapsat ve tvaru, viz [22],

Jilxr, t + At) = = fi(xr, 1) + 2wicz, (2.67)

. v, v 2 P 2 7 v, v _ s v . . .2
kde wy, je prislusnd hodnota vahové funkce w a k znac¢i index opa¢ného sméru k diskrétni rychlosti &.

I req
T
-— —> |
@ L i ®
T 'z
|
1

Obrézek 2.6: Schématické zndzornéni anti-bounce-back okrajové podminky v 1D.

2.2.9 Rovnovazna okrajova podminka na vstupu/vystupu

Rovnovazna okrajova podminka spociva v nastaveni hodnot diskrétni rovnovazné distribucni funkce
v hrani¢nich uzlech s pfedem definovanou hodnotou makroskopické veli¢iny p a rychlosti #. Tato okrajova
podminka se vyuZiva zejména pro nastaveni tekutiny na vstupu, tj. na ¢4sti hranice, odkud tekutina do
zkoumané oblasti pfichdzi, a na vystupu, tj. na ¢4sti hranice, kudy tekutina zkoumanou oblast opousti.
Maéme-li na hranici oblasti Q predepsany hustotu pgq a rychlost Jyq, pak 1ze rovnovaznou okrajovou
podminku pro hrani¢ni bod ¥ € dQ definovat rovnic{

fie® = £ M paq, Usa) Yk e€{0,1,...,q—1}. (2.68)

Rovnovazna okrajova podminka byla v této praci vyuZzita pro reprezentaci Dirichletovy i Neumannovy
podminky v Uloze M. Dirichletovu okrajovou podminku pro koncentraci v Uloze M implementujeme
vztahem (2.68), kam dosadime pfedepsanou koncentraci na dirichletovské ¢4sti hranice. Neumannovu
okrajovou podminku pro Ulohu M implementujeme analogicky, oviem do vztahu (2.68) dosadime
koncentraci ze sousedniho uzlu, ktery lezi nejblize ve sméru vnitini normély k neumannovské &ésti
hranice.

Stejné jako v ptipadé€ pocatecni podminky v sekci 2.2.6 je nastaveni pomoci rovnovazné distribuéni
funkce na hranici nekonzistentni s piivodni makroskopickou podminkou. V praktické ¢asti této prace
bude zkouman vliv volby rovnovaZzné a anti-bounce-back okrajové podminky na numerické feSeni pro

reprezentaci Dirichletovy okrajové podminky.
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2.2.10 Periodicka okrajova podminka

Periodickd okrajovd podminka simuluje periodické proudéni tekutiny v rdmci uvaZované oblasti,
popfipadé proudéni v uzaviené oblasti v geometrickém smyslu. Tato okrajovd podminka lze vystizné
graficky ilustrovat, viz obr. 2.7, a je podrobnéji rozebrdna v [22].

e Se ° ° ° ° ° )
IA/ &

Obrazek 2.7: Schématické znazornéni periodické okrajové podminky.

2.3 LBM schéma Ulohy M

Resme Ulohu M formulovanu v sekci 1.6 pro jednorozmérny a dvourozmérny piipad. Vzhledem
k podobnosti LBM schémat pro tyto piipady definujeme nejdiive numerické schéma obecné pro Ulohu M,
a aZ poté se budeme vé&novat jednotlivym piipadim, tj. Uloze M-1D a Uloze M-2D.

Mgéjme oblasti Qf a Q;, viz sekce 1.6. Diskretizujme je stejnou ekvidistantni izotropni mfizkou,
viz (2.32a), Q= {X | k € {0,1,...,n}} s rychlostnim modelem DdQgq se sadou diskrétnich rychlosti,
viz sekce 2.2,

& 1ie{0,1,...,q—1}}, (2.69)

Nezndmé funkci koncentrace c, resp. ¢, pifslusi sada diskrétnich distribuCnich funkci, definovanych
v (2.42),

{fi(Z, 1) 1i€{0,1,...,q — 1}}, resp. (2.70)
{si(%, 1) |i€{0,1,...,q—1}}, 2.71)

kde % € Q, t € (0, T). Cas 1 diskretizujme ekvidistantn{ siti
tj=JjAt projef0,1,...,N, (2.72)

kde N, € N. Uvazujeme kolizni operator typu SRT uvedeny v sekci 2.2.3 pro obé sady distribu¢nich
funkci {f;} a {g;}. OznaCme koncentraci ¢y v uzlu miizKy x; v Case t; vyrazem

cj;,k = (R, 1)). (2.73)

LBM schéma pro feseni advek¢éné-difuzni rovnice (1.27a) je v ptipadé kolizniho operatoru SRT tvaru

- A / A
filR + &ALt + At) — fi(R, 1)) = A [fi(fk, tj) — f.eq(c;.k, uf)] + (1 - —t) Fyilt 2.74)
Tr ! ’ 27y
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proi€{0,1,...,q-1}, ke {1,2,...,Ny,—1}a je{1,2,...,N;}, kde 7 je relaxaCni Cas pro kapalnou
fazi, fl.eq je diskrétni rovnovazna distribucni funkce, viz (2.46), s vdhovou funkei w a mfizkovou rychlosti
zvuku c,y, které jsou konkrétné uréeny zvolenym rychlostnim modelem. Zdrojovy ¢len KL v kapalné fazi
Fy, je roven, viz [22],

Fgi=wiFy proie{0,1,...,9-1} (2.75)
tj. v Uloze M, viz sekce 1.6, plati
. . X Ny
Fy; = w;|-Da(l - ¢f)(c}k - cik) + %] proie{0,1,...,g— 1} (2.76)
| ’ f

Relaxacni parametr 77 je svdzdn s difuznim koeficientem D, vztahem (2.51). LBM schéma pro feseni
rovnice (1.27b) s koliznim operatorem SRT zapiSeme analogicky, tj.

At

At :
Si(% + EAL L+ AD) = 5i(Reo 1)) = — | 5i(Rer 1)) = 573(c] )] + (1 )FS,iAt (2.77)
Ty i

N

proie€{0,1,...,g—1}, ke {l,2,...,Ny—1}aje{l,2,...,N,}, kde 7, je relaxacni Cas pro pevnou fazi,

sfq(c s) = f%(cs, 0) je diskrétni rovnovazna distribuéni funkce piislusejici distribu¢nim funkcim s;. Pro
zdrojovy ¢len v pevné fazi F; plati analogické vztahy jako pro fazi kapalnou, tj.

Fsi=wiFy proief{0,1,...,g—1}, (2.78)
tj. v Uloze M, viz 1.6, plati
F; = w;(Da ¢f(cj;,k —cl)) proie{0.1,....q—1}. (2.79)

Také pro relaxacni parametr 7 a difuzni koeficient Dj plati vztah (2.51).

Z rovnic (2.74), resp. (2.77) ziskdme hodnoty koncentraci ¢, resp. ¢; v daném uzlu miizky napocita-
nim nultého momentu distribu¢nich funkecf f;, resp. g; v pfislusném uzlu, ktery je pro advekéné-difuzni
rovnici se zdrojovym ¢lenem tvaru, viz [22],

q-1 As q-1
cr= fi+— Fy;, resp. (2.80a)
; 2
i=0 i=0
g-1 g-1
At
=Y sit = Fyp (2.80b)
: 2 4
i=0 i=0

Inicializace pocétecnich podminek pro koncentrace ¢y a ¢y jsou implementovany pomoci rovnovdznych
distribu¢nich funkci f¢4 a s° dle sekce 2.2.6. Okrajové podminky budou specifikovany pro jednotlivé
ulohy M-1D a M-2D.

2.3.1 LBM schéma Ulohy M-1D

Ulohu M-1D, viz sekce 1.6.2, fesime rychlostnim modelem D1Q3, tj. miizka je tvaru (2.33b). MnoZina
diskrétnich rychlosti je pro model D1Q3 dle obr. 2.1 mnoZina jednorozmérnych vektort

&=0), &=01), &= 2.81)

Distribucni funkce f; a s; jsou pocitany pomoci rovnic (2.74) a (2.77) s rovnovaznymi funkcemi 9 a s°9,

v nichZ vystupuje vdhova funkce pro rychlostni model D1Q3, viz (2.48), a miizkova rychlost zvuku,
viz (2.50).
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V Uloze M-1D uvazujeme dva typy okrajovych podminek, a to Dirichletovu a Neumannovu, viz rov-
nice (1.33) v kapalné fazi, resp. (1.34) v pevné fazi. Dirichletova okrajovd podminka je implementovana
pomoci rovnovazné, resp. anti-bounce-back okrajové podminky, viz sekce 2.2.9, resp. 2.2.8. Neumannova
okrajova podminka je implementovana pfes rovnovaznou okrajovou podminku, tj. pro hrani¢ni uzly
Jjednorozmérné miizky xo a xy, plati

fixo, 1)) = ffq(cj;’l, up) Vje{0,1,...,Ng}, (2.82a)

fi(xn,. 1)) = ff‘l(c}’NX_l,uf) Vje{0,1,...,N;} (2.82b)
pro Vi € {0, 1, 2}. Pro distribucni funkce s; vypadaji Neumannovy okrajové podminky analogicky

sixo.1j) = 5§%(cl ) Vj€(0,1,... Ny, (2.83a)
siCen 1) = 85l ) V€01, N (2.83b)

pro Vi € {0, 1,2}.

2.3.2 LBM schéma Ulohy M-2D

Ulohu M-2D, viz sekce 1.6.3, fe§ime rychlostnim modelem D2Q09, tj. mfizka je tvaru (2.34b) MnozZina
diskrétnich rychlosti je pro model D2Q9 dle obr. 2.1 mnozZina dvourozmérnych vektort

o a=lo} &=() &=(q) a=(")
() &=(0) &) &%) -

Koncentrace ¢y a ¢y jsou pocitdny pomoci rovnic (2.74) a (2.77) s rovnovaznymi funkcemi f°4 a 5%,
v nichZ vystupuje vahovéa funkce pro rychlostni model D2Q9, viz (2.49), a mfizkova rychlost zvuku,
viz (2.50). V Uloze M-2D uvaZujeme pro koncentraci ¢ £, resp. ¢g opét dva typy okrajovych podminek
Dirichletovy a Neumannovy okrajové podminky, viz rovnice (1.37), resp. (1.39). Dirichletovy okrajové
podminky simulujeme pomoci anti-bounce-back podminky, kterd je uvedena v sekci 2.2.8. Neumannovy
okrajové podminky implementujeme skrze rovnovaznou okrajovou podminku, viz 2.2.9, analogicky jako
v bezrozmérném piipadé, viz 2.3.1. Pro jednoduchost z4pisu okrajovych podminek ozna¢me hranice
uvazovanych vypocetnich oblasti Q a Q; dle obr. 2.8.

pAN
Il

A
I

Lys

I

Obrazek 2.8: Schématické zndzornéni dvourozmérné vypocetni oblasti ¢ s oznaCenim Césti jeji hranice.
Pro vypocetni oblast (0, oznacime Casti hranice analogicky a misto dolniho indexu f budeme psat doln{
index s.
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2.4 LBM schéma Ulohy C

Resme Ulohu C formulovanou v sekci 1.7 na dvourozmérné oblasti Q. Poznamenejme, 7e pomoci
LBM ziskdme pouze urcitou aproximaci numerického feSeni soustavy rovnic pro proudéni nestlacitelné
kapaliny (1.7), jelikoZ v pribéhu LBM simulace neni hustota konstantni. Nicméné tyto fluktuace hustoty
jsou imérné tieti mocniné prostorového kroku, proto je 1ze zanedbat, viz [22]. V LBM schématu pro
Ulohu C se musi navic definovat okrajové a po&ate¢ni podminky pro hustotu kapaliny p.

K feseni soustavy (1.7) s okrajovymi a poc¢atecnimi podminkami definovanymi v (1.42) pouZijeme
CLBM typ LBM, viz sekce 2.2.4. Typ CLBM volime pro jeho véts{ stabilitu (vzhledem k SRT-LBM) pro
simulaci proudéni odpovidajicim vy$s§im Reynoldsovym Cislim, viz [15]. Oblast Q diskretizujme dvou-
rozmérnou ekvidistantni izotropni mifzkou definovanou rovnici (2.34a) a podobné jako pro Ulohu M-2D,
viz sekce 2.3.2, uvazujeme rychlostni model D2Q9, viz obr. 2.1. Sadu diskrétnich distribu¢nich funkci
piislusejici nezndmé funkci v oznaéme

{gr(%ij, 1) | k€{0,1,...,8}}. (2.85)

Vypocet postkolizni distribuCni funkce g; je uveden v sekci 2.2.4. Relaxacni ¢as pro CLBM ozna¢me
74.V Uloze C uvazujeme Dirichletovu a nulovou Neumannovu okrajovou podminku, viz (1.42). Nulova
Dirichletova podminka pro rychlost # na hranici odpovidé tzv. neklouzavé okrajové podmince, viz [22],
a k jeji simulaci uzijeme bounce-back okrajovou podminku definovanou v sekci 2.2.7. Pro simulaci
nenulové Dirichletovy a nulové Neumannovy okrajové podminky vyuZijeme podobné jako v LBM
schématu Ulohy M, viz sekce 2.3, rovnovaznou okrajovou podminku zavedenou v sekci 2.2.9.

V druhé &asti Ulohy C fesime advekéné-difuzni rovnici (1.14) pro nezndmou funkci koncentrace
¢ s pocateCnimi a okrajovymi podminkami zapsanymi v (1.45) na diskretizované oblasti Q. Jedna se
o zjednoduSenou verzi soustavy advekéné-difuznich rovnic (1.21), proto vyuZijeme LBM schématu
Ulohy M-2D, viz sekce 2.3.2, tj. uvazujeme rychlostni model D2Q9 a typ SRT-LBM. Sadu diskrétnich
distribu¢nich funkeci pro nezndmou funkci koncentrace ¢ oznacme

{filxij,0) 1 ke {0,1,...,8}}. (2.86)

Postkolizni distribucni funkci f;" vypocteme dle vztahu (2.74), kde zdrojovy ¢len F¢ = 0, protoZe piestup
KL v Uloze C neuvazujeme a funkci zdroje KL fr pokladame rovnu nule. Relaxacni ¢as pro SRT-LBM
oznaCme 7. Pro koncentraci ¢ uvazujeme Dirichletovy a Neumannovy okrajové podminky, které v LBM
simulujeme okrajovymi podminkami, viz sekce 2.3.2.

Pfipomenime, Ze relaxaCni Cas 7,4, resp. 7y je svazdn s viskozitou, resp. difuznim koeficientem,
viz vztah (2.51). Pro jednoduchost budeme v sekci 3.4 volit tyto relaxacni Casy tak, aby byl Casovy
krok stejny jak pro vypocet rychlosti pomoci CLBM, tak pro vypocet koncentrace pomoci SRT-LBM.
To znamend, Ze provedeme jednu iteraci CLBM, ¢imz ziskdme rozloZeni ¢ v Q, nasledné pro toto 0
provedeme jednu iteraci SRT-LBM, z ¢ehoz dostdvame rozlozeni koncentrace ¢ v 2. LBM schéma pro
Ulohu C oznaéme LBM-C.

2.5 Poznamky k implementaci

2.5.1 Implementace MKD a SRT-LBM pro Feseni Ulohy M-1D

Metody MKD a SRT-LBM byly pro feseni Ulohy M-1D, viz sekce 1.6.2, implementovany objek-
tove v jazyce C++ bez vyuZiti specidlnich knihoven pro numerické vypocty (prace s maticemi, vektory,
atd...). Schéma kodu je k nahlédnuti na obr. 2.9. Vzhledem k povaze kédu, ve kterém jednotlivé objekty
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neobsahuji data, kterd by nemohla byt sdilena s ostatnimi objekty, byl pouZit objektovy typ struktura,
ve které je opravnéni k pristupu implicitné definovano jako public (tedy verejné). Zakladnimi struktu-
rami jsou PerfusionProblem (struktura obsahujici v§echna data o nastaveni fyzikalni tlohy perfuze
myokardu) a PerfusionSolver (obecnd struktura, ktera reprezentuje numerickou metodu fesici dlohu
typu PerfusionProblem). Samotné numerické metody obsaZené v plné oddélenych strukturach MKD
a SRT-LBM dédi obecné virtudlni metody struktury PerfusionProblem.

PerfusionProblem

Parameters

PerfusionSolver

] /\ __________ ;

MKD LBM-SRT

Tisk vysledkt do textovych soubort

Obrizek 2.9: Schéma struktury C++ kédu fesiciho Ulohu M-1D. Sipky maji ve schématu pfedstavovat
smér toku informaci mezi strukturami.

Nyni uvedeme pér struénych pozndmek k implementacim samotnych numerickych metod.
¢ MKD:

— Tridiagondlni matice soustavy algebraickych rovnic (2.7), resp. (2.8) je v paméti uloZena
ve tfech polich reprezentujicich diagonaly matice a je feSena pomoci Thomasova algoritmu.

o LBM-SRT:

— KaZzda sada distribu¢nich funkci D1Q3 rychlostniho modelu je reprezentovana jednim polem,
ve kterém jsou uloZené distribu¢ni funkce po $ifeni, distribucni funkce postkolizni a hodnoty
koncentrace.

— Distribu¢ni funkce jsou v poli uloZeny po Sesti, kde kazda Sestice odpovidd jednomu uzlu

v

miiZky (3 distribu¢ni funkce po $ifeni a 3 postkolizni).

— Hodnoty koncentrace, ktera je souctem distribu¢nich funkci v daném uzlu, jsou uloZeny jako
sedmd hodnota za Sestici distribu¢nich funkef.

2.5.2 Metodika srovnani metod MKD a SRT-LBM pro jednorozmérné uilohy

vv

Prechod k mfiZkovym pro soustavu advekéné-difuznich rovnic, resp. ryze difuzni rovnice je definovany
v sekci 2.2.1. Zakladnimi vstupnimi parametry Ulohy M-1D v bezrozmérnych jednotkéch jsou u r, Pe, Da
a D;. Vzhledem k tomu, Ze stabilita SRT-LBM je pfimo z4visla na difuznim koeficientu v mfiZkovych
jednotkdch D* skrze vztah (2.51), chtéli bychom tento parametr volit. LBM difuze D* vSak zédroven
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v SRT-LBM ovliviluje spolecné s relaxaénim ¢asem také Casovy krok Ar a prostorovy krok Ax, viz prevodn{
vztah (2.26). Zbyva nam pouze jeden stuperi volnosti pro volbu nastaveni parametrd, a sice bud’ prostorovy,

nebo ¢asovy krok. Prostorovy krok si nechdvdme pro volbu jemnosti mfiZky, a tedy ¢asovy krok je na
zdkladé zvolenych parametri D, D* a Ax definovany vztahem

+
At = =A%, (2.87)
D
viz (2.26). JelikoZ implicitni schéma MKD je nepodminéné stabilni numerické schéma, viz [31], pracuje
MKD pro jednoduchost pifimo ve fyzikdlnich jednotkéach.

Typ miiZzkové Boltzmannovy metody SRT-LBM, viz sekce 2.2.3, ktery v této praci vyuZijeme k feSen{
Ulohy M, je numericky nestabilni pro vy$3i rychlosti, viz [22]. Pfesnd hodnota této kritické maximalni
rychlosti se v mfiZzkovych jednotk4ch lisi v zdvislosti na volbé relaxacniho Casu, viz [22]. V této préci bylo
pro Ulohu M otestovéno, Ze pro relaxaéni ¢as T > 0, 515 a maximalni rychlost |ﬁ;| < 0,4 v miizkovych
jednotkéch je SRT-LBM stabilni. Velikost rychlosti v miizkovych jednotkdch je moZno dle vztahu (2.22)
sniZit, snizenim velikosti ¢asového kroku, ktery je definovan volbou relaxa¢niho ¢asu a prostorového
kroku, viz (2.87).

2.5.3 Implementace LBM pro dvourozmérné Ulohy M a C

Jak jiz bylo zminéno v tGvodu této price, pro numerické feSeni dvourozmérnych Uloh M a C byl
vyuzit kéd vyvijeny na katedfe matematiky FJFI v Praze. V tomto kédu byla implementovand LBM
typu CLBM a SRT-LBM pro feseni Navierovych-Stokesovych rovnic pro newtonovskou nestlacitelnou
kapalinu s konstantn{ viskozitou. Program obsahuje paralelni implementaci LBM v jazyce C++ s vyuZitim
platformy CUDA pro vypocet na grafickych kartach, coZ zna¢né€ urychluje vypocetni €as. V programu
bylo provedeno nékolik dprav umoZiiujicich jeho aplikaci na Ulohy M a C. St&Zejnimi tpravami jsou:

e modifikace kolizniho operatoru SRT-LBM pro feseni advekéné-difuzni rovnice s prestupem KL
mezi fazemi,

e piiddni druhé sady distribunich funkci (kapalnd/pevna fize v Uloze M, rychlost/koncentrace
v Uloze C),

e propojeni CLBM a SRT-LBM za ti¢elem feseni Ulohy C.
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Kapitola 3

Numerické simulace

V této kapitole jsou uvedeny vysledky numerickych simulaci zjednodusené Ulohy M bez advekce,
Ulohy M a Ulohy C za pouZiti matematickych model a numerickych metod uvedenych v pfedcho-
zich kapitoldach. V prvni ¢4sti vysledki se vénujeme srovnani numerickych metod MKD a SRT-LBM
na vybranych advekéné-difuznich tlohdch, které odpovidaji zjednodusené verzi Ulohy M-1D. V dalsi
sekci jsou uvedeny vysledky simulace perfuze myokardu v jedné dimenzi, tj. vysledky Ulohy M-1D.
Nisleduji simulace Ulohy M-2D pfi co nejpodobngj§im nastaveni jako v Uloze M-1D, za t&elem porov-
nani jednorozmérného a dvourozmérného matematického modelu perfuze myokardu. Zaroven vysledky
Ulohy M-2D porovname s vysledky v &lancich [9] a [27]. V posledni sekci jsou uvedeny vysledky Ulohy C
pro dvé vypocetni oblasti reprezentujici neziZenou a ziiZzenou cévu.

3.1 Srovnani MKD a LBM na vybranych advekc¢né-difuznich dlohach

Srovnejme numerické metody MKD a SRT-LBM uvedené v sekcich 2.1 a 2.2 na dvou advekéné-
difuznich dlohdch. V prvnim piipadg, viz tloha 3.1.1, fe§ime zjednoduSenou Ulohu M bez advekce
definovanou v sekci 1.5. V druhém ptipadé, viz dloha 3.1.2, feSime Ulohu M-1D, viz 1.6.2, ve které
uvaZujme pouze kapalnou Cast (¢ = 1), tj. feSime pouze jednu transportni rovnici (1.32a) s okrajovymi
a pocatecnimi podminkami definovanymi v (1.33). Ryze advekcni tdlohu neni moZné pomoci SRT-LBM
fesit, jelikoz je difuzni koeficient D;Z svazan s relaxaénim ¢asem vztahem (2.51). Pro volbu D;Z =0 by

relaxacni ¢as nabyl hodnoty 7 = %, coZ je v pifimém rozporu s podminkou numerické stability (2.52).

Schéma vypocetni oblasti pro obé tlohy v sekci 3.1 je zndzornéno na obr. 3.1.

uf
H

I i
0 L

Qf

Obrézek 3.1: Schéma vypocetni oblasti pro sérii uloh v sekci 3.1.

V nésledujicich dvou tdlohdch budeme mimo jiné odhadovat fddy konvergence MKD a SRT-LBM.
K odhadu teoretické hodnoty ¥adu konvergence slouZi tzv. experimentalni ¥4d konvergence (EOC'),

anglicky experimental order of convergence
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A numerické feSen{ na siti/mfiZce o prostorovém kroku velikosti Ax a ddle oznacme

a feSeni analytické. Definujme diskrétni L, normu chyby numerického feSeni na miizce QP viz (2.33a),
v Casové hladiné ¢; nasledovné

viz [10]. Ozna¢me u

1
P

EQL) = [l — ], g, @0 : (Ame““m(xk,r, u“(xk,z,-)v’] , (3.1)

kde p € {1, 2}. Déle definujme L, normu chyb E(A’;)(t,-) na ¢asovém intervalu (0, T'), ktery je diskretizovan,
viz (2.36), s Casovym krokem Af ndsledovné

1

B0t = B0, = 2D 80000

kde g € {1,2}. Zvlast definujme maximovou normu L, chyby E(Apx) (t;) na Casovém intervalu (0, T)

(p,e0) ()
EAX ™ ie{(g,rllﬁ.).(, I}EAX(t,'). 3.3)
Predpokladejme chybu feseni ve tvaru
ED. = A(AxP + B(Anf (3.4

kde By € R, resp. B € R je fad konvergence vﬁéi prostoru, resp. ¢asu a A, B = konst. jsou neznamé
konstanty. PouZijeme-li difuzni Skdlovani, tj. =5 = konst., viz [22], které je v souhlasu se vztahem mezi
prostorovym a ¢asovym krokem v pfipadé SRT-LBM, viz (2.87), pfedpokldddme chybu feSeni ve tvaru

EPD = C(AxY, (3.5)

kde $ je rad konvergence pfi difuznim Skalovani a C = konst. je neznamd konstanta. Pro jednoduchost
zapisu, budeme tedy spodni index At vynechdvat a misto prostorového kroku Ax budeme psat index j,

z M2

ktery znaci prostorovy krok pfi j-tém zjemnéni sité, které je nasledujicich tilohdch urcené Cislem N)(CJ ) kde

1

W. (3.6)

AXj=

Miéme-li k dispozici numerické feSeni na mfiZkach s dvéma rliznymi prostorovymi kroky Ax; a Ax ;4
Ize teoretickou hodnotu fddu konvergence odhadnout pomoci EOC ve tvaru

In E(p .q) —In Ei_p,q)

(Pq) _ Jj+l
~ EOC™" = , 3.7
P Jj+l InAxji1 —InAx; 3.7

kde index j predstavuje j-té zjemnéni sité, viz (3.6).
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3.1.1 Ryze difuzni dloha

Uloha 3.1.1

Nastaveni tlohy:

Q;=(0,1)m

1

lo=L=1m

e uy=0ms"~ to=T =50s

Dy =4-107 m%s!

frix,) =0 VYxeQ, Yre(0,7)

Co=1kgm™ e D"=1-10"
Pocatecni a okrajové podminky:

e Nulové Dirichletovy okrajové podminky v obou hrani¢nich uzlech xy a xy_, viz (1.25), tj.
Cro = Oa CfL = 0.

— MKD: Dirichletova okrajova podminka ve tvaru (2.10).
— LBM: Dirichletova okrajovd podminka pomoci:

1. rovnovdzné okrajové podminky, viz 2.2.9, (oznaéme LBM-EQ).
2. anti-bounce-back okrajové podminky, viz 2.2.8, (oznaéme LBM-ABB).

e Pocatecni podminka: N
clj?l(x) =sin(rx) Yxe€(0,1) (3.8)

o Analytické feSent:
C}Am(x, 1) = ™20 sin(rx)  Vx € (0, 1), Vz € (0, T) (3.9)
Diskretizace:

e NV =2/.25 Vje{0,1,...,6)

Numerickd metoda  Typ chyby numerického feseni EE.” 9 Cislo tabulky s EOC

MKD Ei_l,oo) a Ei_z,oo) 30
LBM-EQ Egl,oo) a Eg_z,oo) 3
LBM-ABB E§.1’°°) a E;Z,oo) 4
LBM-ABB E;Ll) a ESZ’Z) 35

Tabulka 3.1: Prehled tabulek s vypoctenymi chybami numerického feSeni a experimentdlnim fddem
konvergence pro nastaveni dlohy 3.1.1.

Uloha 3.1.1 si klade za cil prozkoumat vliv anti-bounce-back, resp. rovnovazné okrajové podminky
na numerické feSen{ a srovnat obdrZzené vysledky s MKD. Na obr. 3.2 jsou uvedena feSenf tlohy 3.1.1
ve findlnim Case ¢ = 50s pomoci MKD, LBM-EQ a LBM-ABB, kde LBM-EQ zna¢i LBM s pouZitim
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rovnovazné okrajové podminky a LBM-ABB oznacuje LBM s pouZitim anti-bounce-back okrajové
podminky. V tabulce 3.1 je uveden piehled tabulek s chybami numerického feSeni v riznych normach,
viz (3.2) a (3.3), pro metody MKD, LBM-EQ a LBM-ABB, z nichZ jsou vypocteny pfislusné EOC.

Z tabulky 3.2 Ize vyvodit, Ze MKD je pro ryze difuzni dlohu metodou druhého fadu, coZ souhlasi
s teoretickym fadem konvergence centralni diference, kterd byla v této praci v MKD implementovana,
viz [31].

Vsimnéme si rozdilu hodnot EOC v tabulkdch 3.3 a 3.4 pro LBM. Zatimco pii rovnovdZné okrajové
podmince se EOC drzi v t€sné blizkosti hodnoty 1, viz 3.3, tak pfi pouziti anti-bounce-back okrajové
podminky je hodnota EOC pfi chybé typu E§.1’°°) rovna pfiblizné 2, viz 3.4. Hodnoty chyb jsou navic pro

vV

anti-bounce-back schéma radove nizsi, nez v pripad¢ rovnovazné okrajové podminky.
PoukaZme nyni na rozpor mezi hodnotami EOC pro chyby tvaru EE.I"X’) a Ei.z’oo) v tabulce 3.4. Oproti

EOCE.L’TO), ktery se drzi kolem hodnoty 2 pro vSechny jemnosti miizky, se hodnota EOC%T’) pro zjemnéné
miiZky snizuje. Ukdzalo se, Ze pfi€ina tohoto poklesu tkvi v nastaveni pocite¢ni podminky pomoci
rovnovazné distribu¢ni funkce, viz 2.2.6, kterd je v tomto pfipad¢ nekonzistentni s makroskopickou
pocétecni podminkou. Pro vypocet EOC5.2’°°) byla pouZita maximova norma pres casové hladiny ES.Z’DO) .
Pfi bliz§im zkoumani bylo zjisténo, Ze chyba numerického feseni byla pro vSechny jemnosti mrizek
maximdlni hned v druhé Casové hladiné, tj. v druhé iteraci. Na zdkladé této skutecnosti byly pro porovnani
vypocteny hodnoty EOC pro metodu LBM-ABB za pouZiti chyby typu ES.I’I), resp. E;z,z)’ tj. diskrétni
L; norma v prostoru i ¢ase, resp. diskrétni L, norma v prostoru i case, které jsou uvedeny v tabulce 3.5.
V téchto normach, které na rozdil od maximové normy jiZ zapocitaji chyby ve vSech casovych hladinach,
se nepresnost zptisobend nastavenim pocate¢ni podminky jiZ viceméné neprojevi a oba EOC(jﬂ )a EOCS&?
neklesnou pod hodnotu 2, tj. LBM-ABB je pro tlohu 3.1.1 pfi difuznim S§kdlovani metodou s pfesnosti
druhého fadu.

V tdloze 3.1.1 bylo ukdzédno, Ze pouZiti rovnovdZzné okrajové podminky pro simulaci Dirichletovy
okrajové podminky vede na metodu prvniho fadu, zatimco pouZitim anti-bounce-back okrajové podminky
dostavame metodu druhého tadu. Déle bylo v dloze 3.1.1 zjisténo, Ze Casova hladina, ve které byla chyba
numerického feSeni pomoci LBM nejvétsi, se nachizela pro vSechny jemnosti miizky hned v druhé iteraci.
Pocatecni podminka, ktera se nastavuje stejné jako rovnovazna okrajova podminka pomoci rovnovazné

distribu¢ni funkce, vnesla do feSeni chybu, ktera se projevila poklesem hodnoty EOC%%.
Jj+l
. ) (1,00) (1,00) (2,00) (2,00)
j NY E; EOC'.! E; EOC'}
0 25 4921-107% 5473-1074
1,998 2,000
1 50  1,232-107* 1,369 - 10~
2,000 2,000
2 100 3,082-107 3,423-107
2,000 2,000
3 200 7,705-107° 8,558 - 107°
2,000 2,000
4 400  1,926-107° 2,139-107°
2,000 2,000
5 800 4,816-1077 5,349 - 1077
2,000 2,000
6 1600 1,204 -1077 1,337 - 1077

Tabulka 3.2: Tabulka chyb typu EE.I’OO) a EE.Z’OO) mezi analytickym feSenim a MKD feSenim pro rizné
jemnosti prostorové diskretizace, viz 3.1.1, s pfislusnymi hodnotami experimentalnich fadti konvergence.
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: () (1,00) (1,00) (2,00) (2,00)
j N E EOC(.; E EOC

0 25 9,756-1072 1,006 - 107!
) 1,010 ) 1,018
1 50 4,845-10 4,965 - 10
) 1,005 ) 1,008
2 100 2.414-10 2,469 - 10~
) 1,003 ) 1,003
3 200 1,205-10" 1,232 - 10
1,001 5 1,002
4 400 6,018-1073 6,152 - 10
1,001 1,001
5 800  3,008-1073 3,074 -1073
1,000 1,000
6 1600 1,503 - 1073 1,537 -1073

Tabulka 3.3: Tabulka chyb typu Eél’m) a E5.2’°°) mezi analytickym feSenim a LBM-EQ feSenim pro rtizné
jemnosti prostorové diskretizace, viz 3.1.1, s ptislusnymi hodnotami experimentalnich fadi konvergence.

. (J) (1,00) (1,00) (2,00) (2,00)
j Ny E; EOC|;] E; EOC|;]
0 25 6,680-107* 7,428 - 1074

1,996 1,945

1 50 1,674-107% 1,930- 1074

1,999 1,731
2 100 4,188-107° 5,813-107°

2,000 1,647
3 200 1,047-107° 1,856 - 107

2,000 1,586
4 400 2,618-107° 6,184 -107°

2,000 1,547
5 800  6,545-1077 2,117-107°

2,000 1,524
6 1600 1,636-1077 7,359 - 1077

Tabulka 3.4: Tabulka chyb typu Ej.l’oo) a E5.2’°°) mezi analytickym feSenim a LBM-ABB feSenim pro rizné
jemnosti prostorové diskretizace, viz 3.1.1, s piisluSnymi hodnotami experimentalnich f4dd konvergence.

. () (1,1) (1,1) 2,2) (2,2)
j N; E; EOC';, E; EOC';
0 25 2,074-1072 3,325-1073

5 2,036 A 2,030

1 50  5,055-10° 8,140 - 10~

2,020 2,015
2 100 1,247-1073 2,014-1074
2,010 2,008
3 200  3,095-107* 5,008 - 107
2,005 2,004
4 400 7,710-107° 1,249 - 107
S 2,003 ; 2,002
5 800  1,924-10- 3,117 - 10"
2,001 2,001
6 1600 4,807 -107° 7,790 - 1077

Tabulka 3.5: Tabulka chyb typu E(j]’l) a E&z,z) mezi analytickym feSenim a LBM-ABB feSenim pro rizné
jemnosti prostorové diskretizace, viz 3.1.1, s pfislusnymi hodnotami experimentalnich fadi konvergence.
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0.4 0.4 0.4
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‘ B 17 _ 1% u ]
= 0.24 = 0.24 = 0.24
0 0 o0
=3 =3 =3
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0.08 . 0.08 - . 0.08 - .
0 | | | | 0 | | | | 0 | | | |
0 02040608 1 0 02040608 1 0 02040608 1
 [m]  [m]  [m]
(a) MKD pro N =25 (b) LBM-EQ pro N = 25 (¢c) LBM-ABB pro N = 25

v

Obrazek 3.2: Ukdzka numerického feSeni tilohy 3.1.1 pro nejhrubsi sit'/miizku NJ(CO) =25 v Case t = 50s.
Cernymi ¢arami je pro srovndni vyznaceno analytické feseni ¢4 (x, 50) definované v rovnici (3.9).
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3.1.2 Advekc¢né-difuzni rovnice s dominantni advekei

Uloha 3.1.2

Nastaveni tlohy:

e Q;=(0,10) o fr(x,)=0 VYxeQ, Yre(0,T)

e Pe = 1000 e nastaveni uy, D* a T, viz tabulka 3.6
Pocatecni a okrajové podminky:

e Dirichletova okrajovad podminka cyo = 0 v uzlu xo, viz (1.33b), a Neumannova okrajova
podminka v uzlu xy_, viz (1.33e).

— MKD: Dirichletova, resp. Neumannova okrajovd podminka ve tvaru (2.10), resp.
(2.11).

— LBM: Dirichletova okrajovd podminka, viz 2.2.8, a Neumannova okrajovd podminka,
viz (2.82) a (2.3.1).

e Pocatecni podminka:

1n1 1 %_ 1 é
(x) (x—z)(z x) xe(2,2) (3.10)

Diskretizace:

e NV =2/.250 Vje{o,1,...,6}

Nastaveni  Cislo obrazku Cislo tabulky s EOC r DY T
A 3.4 3.7 I % 64
B 3.5 3.8 I 3 32
C 3.6 3.9 3 3 16
D 3.7 3.10 1 4 8
E 3.8 3.11 2 s 4

Tabulka 3.6: Pfehled obrazkl znazornujicich feent tlohy 3.1.2 s nastavenim trojice parametrl uy, D* a T.
Cisla tabulek s vypoctenym experimentalnim fadem konvergence pro prislu$na nastaveni jsou uvedeny
v druhém sloupci.

Pfehled obrazki zndzornujicich feSeni tlohy 3.1.2 pro danou volbu trojice parametrl uy, D* a T
je uveden v tabulce 3.6. Kazda volba téchto parametru byla simulovdna na vSech 7 sitich/miiZk4ch
definovanych ve formulaci dlohy 3.1.2 parametrem Nx’ , viz (3.6). Kazda série grafi obsahuje graf
s pocateéni podminkou a poté zbylych 7 grafli pro 7 jemnost{ sité/miizZky.

Cilem ulohy 3.1.2 je poukdzat na miru numerické difuze, kterou je oproti SRT-LBM zatiZzena MKD,
definovand v 2.1. V grafech na obr. 3.4 az 3.8 je moZno porovnat profily koncentraci ¢y vypoctené
pomoci MKD a SRT-LBM ve vysledném ¢ase 7. Zaroveii jsou profily pro srovnani proloZeny hodnotami
koncentrace pri pocatecni podmince v Case t = 0 (v grafech zndzornéno cernou carkovanou carou), pokud
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by se prislusnou rychlosti (dle nastaveni A-E) posunula bez ptlisobeni difuze. Nastaveni A-E, viz 3.6,
jsou sefazena vzestupné podle velikosti rychlosti, tj. miry advekce. VSimnéme si, Ze ¢im je advekce vétsi
(dominantnéjsi), tim se zvétsuje efekt numerické difuze a vysledné rozloZeni koncentrace se pro metody
MKD a SRT-LBM vyraznéji lisi, viz obr. 3.4 az 3.8.

Pro jednotlivd nastaveni A-E byly vypocteny experimentdlni fddy konvergence MKD pro chyby E;l’oo)

a E;z’w) pro 7 zjemnéni sité j € {0, 1,..., 6}, které jsou uvedené pro nastaveni A-E po fad€ v tabulkach
3.7 az 3.11, viz prehled nastaveni v tabulce 3.6. Vzhledem k tomu, Ze analytické feSeni této tlohy
neni k dispozici, bylo aproximovéano feSenim obdrZzenym pomoci metody SRT-LBM na jemné mfiZce
s diskretizaci Nf) = 32000, na kterou byla feSeni na hrubSich sitich projektovdna pomoci linedrn{
extrapolace, viz [31]. Advekeni ¢ast je v MKD nahrazena diferenci s upwindovou stabilizaci prvniho fadu,
tj. EOC by se mélo blizit hodnoté 1. Z tabulek 3.7 az 3.11 je patrné, Ze numericka difuze zvétSujici se
pro vyssi rychlosti, zvétSuje chybu MKD viici referencnimu feSeni LBM a zéroven sniZzuje EOC pro obé
uvazované chyby na vSech sedmi sitich/mii{Zkach, viz obr. 3.3a a obr. 3.3b. Je dilezité déle zdlraznit, Ze
reSeni pomoci SRT-LBM se oproti MKD zjemnénim miizky nijak markantné neméni, tj. metodou LBM
ziskdvame relativné pfesné feSeni uZ pfi nejhrubsi uvazované mfizce (N)(CO) = 250). SRT-LBM se tedy
ukazuje jako vyrazné efektivnéjsi metoda pro feseni advekéné-difuzni rovnice s dominantni advekci nez
MKD (ve tvaru, viz 2.1), a pfitom se jednd o implementa¢né srovnatelné ndrocné numerické metody.

. () (1,00) (1,00) (2,00) (2,00)
j N;; E; EOC;| E; EOC};]
0 250  3,800- 107! 2,439 - 107!

. 0759 . 0674

1 500 2,246-10 1,528 - 10~

0,867 0,811
2 1000 1,232-107! 8,710- 1072

0,929 0,897
3 2000 6,472-1072 4,676 - 1072

0,963 0,946
4 4000  3,320- 1072 2,426 - 1072

0,981 0,972
5 8000 1,682-1072 1,236 - 1072

0,990 0,986
6 16000 8.464-1073 6,239 -1073

Tabulka 3.7: Tabulka chyb mezi feSenim pomoci LBM a feSenim pomoci MKD, viz obr. 3.4, pro rizné
jemnosti prostorové diskretizace.

. () (1,00) (1,00) (2,00) (2,00)
j Ny E; EOC|,] E; EOCU|
0 250  4,710- 107! 3,193 - 107!

0,672 0,573
1 500 2,956-107! 2,146 - 107!
0,796 0,729

2 1000 1,702 - 107! 1,295- 107!
0,882 0,843

3 2000 9,236-1072 72181072
) 0,935 ) 0,915

4 4000 4,830 10 3,828 - 10~
0,966 0,956

5 8000 2,476-1072 1,974 - 1072
0,982 0,977

6 16000 1,252-1072 1,003 - 1072

Tabulka 3.8: Tabulka chyb mezi feSenim pomoci LBM a feSenim pomoci MKD, viz obr. 3.5, pro rizné
jemnosti prostorové diskretizace.
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: () (1,00) (1,00) (2,00) (2,00)
j N E EOC(.; E EOC

0 250  5,400- 107! 0.612 3,777 - 107! 0.508
1 500 3,533-107! 0’745 2,656 - 107! 0’671
2 1000 2,108-107! 0’843 1,669 - 107! 0’801
3 2000 1,175-107! 0’909 9,578 - 1072 0’887
4 4000 6,257-1072 0’949 5,179 - 1072 0’938
5 8000  3,241-1072 0’973 2,702 - 1072 0’967
6 16000 1,651-1072 ' 1,382-1072 ’

Tabulka 3.9: Tabulka chyb mezi feSenim pomoci LBM a feSenim pomoci MKD, viz obr. 3.6, pro rizné
jemnosti prostorové diskretizace.

. () (1,00) (1,00) (2,00) (2,00)
j Ny E; EOC')| E; EOC'|
0 250 5,879-107! 4,161 - 107!

0,577 0,469

1 500 3,940- 107! 3,006 - 107!

0,711 0,633
2 1000 2,406 - 107! 1,939 - 107!

0,814 0,767
3 2000 1,368-107! 1,139 - 107!

0,884 0,856
4 4000 7.413-1072 6,294 - 1072

0,931 0,913
5 8000 3,888 1072 3,343 - 1072

0,961 0,950
6 16000 1,998-1072 1,731 - 1072

Tabulka 3.10: Tabulka chyb mezi feSenim pomoci LBM a feSenim pomoci MKD, viz obr. 3.7, pro rizné
jemnosti prostorové diskretizace.

. () (1,00) (1,00) (2,00) (2,00)
j Ny E; EOC|,] E; EOC|;]
0 250  6,174-107! 4390 - 107!

0,556 0,447

1 500 4,199-107! 3,221 - 107!

0,692 0,608
2 1000  2,600- 107! 2.113-107!

0,794 0,738
3 2000 1,500 107! 1,267 - 107!

0,863 0,821
4 4000 8,247 - 1072 7,172 - 1072

0,912 0,878
5 8000 4,384 -1072 3,902 - 1072

0,946 0,921
6 16000 2,275-1072 2,060 - 1072

Tabulka 3.11: Tabulka chyb mezi feSenim pomoci LBM a feSenim pomoci MKD, viz obr. 3.8, pro rizné
jemnosti prostorové diskretizace.
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0.9 F - @ BOCHS prous = §
’Hgf: 0.8 [~ - - EOC!S prouy =1
O 0.7F — fEOC;ir’TO) pro uy = 1
8 0.6 — — fEOCg:_’TO) pro uy =1
0.5 -1 © EOC;}‘_’TO) pro uy = 2
0.4 | | | | | |
-1 6
1
0.9 I- -| @ EOC?7 pro us = 1
;]8:1 0.8 - @ EOCﬁﬁO) pro uy = %
T 0.7 | @ BOC? prow; = 1
8 0.6 - -1 © EOCﬁﬁO) prous =1
0.5 - @ EOCP T pro uy =2
0.4_1 6
index j
(b) EOCZ*)

j+1

Obréazek 3.3: Srovndni hodnot EOC pro nastaveni A-E tlohy 3.1.2, viz tabulka 3.6, v rdmci uvaZovanych
zjemnéni sité/mrizky.
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Obrézek 3.4: Numerické feSeni tlohy 3.1.2 pro uy = 0,125, D™ = 0,08 a T = 64. Graf 3.4a zobrazuje
pocateéni podminku v ¢ase t = 0 a zbylé grafy 3.4b az 3.4h zobrazuji feSeni v Case ¢t = 64 pro riizné jemné
sité/miizky. Reeni je na kazdém grafu moZné porovnat s profilem po&ate¢ni podminky (PP), ktery je
znazornén Cernou ¢arkovanou kiivkou.
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Obrézek 3.5: Numerické feSent tlohy 3.1.2 pro uy = 0,25, D* = 0,04 a T = 32. Graf 3.5a zobrazuje
pocateéni podminku v ¢ase ¢ = 0 a zbylé grafy 3.5b az 3.5h zobrazuji feSeni v Case ¢ = 32 pro riizné jemné
sité/miizky. Reeni je na kazdém grafu moZné porovnat s profilem po&ate¢ni podminky (PP), ktery je
znazornén Cernou ¢arkovanou kiivkou.
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Obrézek 3.6: Numerické feSeni dlohy 3.1.2 pro uy = 0,5, D™ = 0,02 a T = 16. Graf 3.6a zobrazuje
pocateéni podminku v ¢ase t = 0 a zbylé grafy 3.6b az 3.6h zobrazuji feSeni v Case ¢ = 16 pro riizné jemné
sité/miizky. Reeni je na kazdém grafu moZné porovnat s profilem po&ate¢ni podminky (PP), ktery je
znazornén Cernou ¢arkovanou kiivkou.
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Obrizek 3.7: Numerické feSeni tlohy 3.1.2 prouy = 1, D* = 0,01 a T = 8. Graf 3.7a zobrazuje pocatecni
podminku v ¢ase t = 0 a zbylé grafy 3.7b az 3.7h zobrazuji feSeni v Case ¢t = 8 pro rizné jemné sité/miizky.
Reseni je na kazdém grafu mo#né porovnat s profilem pocite¢ni podminky (PP), ktery je znizornén
cernou ¢arkovanou kiivkou.
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Obrézek 3.8: Numerické feSeni tlohy 3.1.2 pro uy = 2, D™ = 0,005 a T = 4. Graf 3.8a zobrazuje
pocatecni podminku v Case ¢ = 0 a zbylé grafy 3.8b az 3.8h zobrazuji feSen{ v Case ¢t = 4 pro rizné jemné
sité/miizky. Reeni je na kazdém grafu moZné porovnat s profilem po&ate¢ni podminky (PP), ktery je
znazornén Cernou ¢arkovanou kiivkou.

59



3.2 Uloha M-1D

V této sekci jsou uvedeny vysledky simulaci Ulohy M-1D, tj. jednorozmérného modelu perfuze
myokardu. Resme Ulohu M-1D, viz sekce 1.6.2, pomoci numerickych metod MKD a LBM-SRT. Schéma

vypocetnich oblasti Q, Q je k nahlédnuti na obr. 3.9.

uf ; Qf
0 Lzdroj L
Piestup KL
Qs
0 L

Obrazek 3.9: Schéma vypocetni oblasti pro tlohy typu M-1D.

UvaZujeme funkci bodového zdroje kontrastni latky fr, viz obr. 3.10, ve tvaru

\/%71 exp(-3(t=37)  Prox = Xyanojs
0

Pro X # Xzdroj»

Sfr(x, 0 :{

kde r > 0.

— fr(@droj, t)

9 12 15 18 21 24 27
t[-]

3.11)

Obrézek 3.10: Graf funkce bodového zdroje f7(xzaroj, 1), kterd je definovana predpisem (3.11).
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3.2.1 1D perfuze myokardu

Uloha 3.2.1

Nastaveni tlohy:

¢ Q/,Q,=(0,5) * ¢;€{0,14; 0,16; 0,18; 0,20}
o T =25 o fr(x,1) ve tvaru, viz (3.11)
[ ] uf = 1

® Xzdroj = 0,5
e Pe = 1000

+—4.102

e Da € (0;102,4) ©br=4-10
oD, =1 ® xp=2,5

Pocatecni a okrajové podminky:

e Neumannovy okrajové podminky na obou hrani¢nich bodech oblasti Qf, viz (1.33d)
a (1.33e).

— MKD: Neumannova podminka ve tvaru (2.11).
— LBM: Rovnovazna okrajova podminka, viz (2.82) a (2.3.1).

e Pocitecni podminka:
) =0 VxeQy (3.12a)
AMi(x) =0 VxeQ (3.12b)
Diskretizace:

e N, =500

Vv

Cilem dlohy 3.2.1 je formulovat co nejpfesnéjsi ekvivalent dvourozmérné tilohy perfuze myokardu
ze &lanku [9] tak, aby bylo moZné oba modely porovnat. Reseni tilohy 3.2.1 na "hrubé"siti odpovidajici
diskretizaci N, = 500 pro Sestici Damkohlerovych ¢isel Da € {0;0, 1;0,25;0,5;0,75; 1, 0} je uvedeno na
obr. 3.11. Tyto hodnoty Da byly vybrany podle ¢lanku [9]. Na obr. 3.11 jsou feseni pomoci MKD a LBM
velmi podobnd, coZ jak uvidime déle souvisi s volbou malého Da.

V ¢lanku [9] je mimo jiné kvantifikovdna zavislost velikosti maximaln{ koncentrace KL v pozorovaném
bodé€ na velikosti ¢isla Da. Tato zavislost je zndzornéna na obr. 3.12 pro Ctyfi rizné hodnoty ¢ uvedené

v nastaveni tlohy 3.2.1. Bylo provedeno nékolik simulaci pro Damkohlerova ¢isla Da ve tvaru
Daj=0,00625-2j, Vjiel{o,1,...,14} (3.13)

pro kazdou ze Ctyf uvazovanych porozit ¢¢. Z obr. 3.12 je patrné, Ze pro vySsi hodnoty Da, tj. zhruba
od Dajg = 6,4, se zacinaji vysledky simulaci MKD a LBM vyraznéji lisit. Maximdlni celkové koncentrace
vypoétené pomoci LBM v bodé€ xp = 2,5 se pro riizné porozity li§i pouze v malé mife. V§imnéme si, Ze

pro Da = 1 je maximélni celkové koncentrace nejvyssi pro nejvétsi uvazovanou porozitu kapalné faze
¢r =0,2, ale vbodé Da = 102, 4 je tomu naopak, a sice maximdlni koncentrace je nejvyssi pro nejmensi
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uvaZzovanou porozitu kapaln€ faze ¢ = 0, 14, viz obr. 3.12a. Rozdil mezi vysledky MKD a LBM pro
vysoké koeficienty prestupu je zkouman v nasledujici dloze 3.2.2.

0.4
— pycy — LBM
0.3 — ¢scs - MKD
L oaf SO
Q
0.1F
O °08-0—0 I# 00— 3':3:333'33::33'333%
0 5 10 15 2
t[-]
(a)Da=0 (b)yDa=0,1
0.4 T T 0.4 T T

0 5 10 15 20
t[-]
(c)Da=0,25 (d)Da=0,5
0.4 I I I 0.4 I |
0.3 -
Loo2f
D 3
0.1r
0 | [ M|
0 5 10 15 20 25
t[-]
(e)Da=0,75 ®HDa=1,0

Obrézek 3.11: Vyvoj koncentrace v bod€ xp, viz dloha 3.2.1, vypocteny metodou LBM-SRT a MKD na
siti odpovidajici N, = 500 pro riizné hodnoty Da.
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Obrazek 3.12: Zavislost maximdlni celkové koncentrace ¢rcy + ¢ycs v bod€ xp na velikosti Da, kde
Da € {0,00625 -2/ | j €{0,1,..., 14}}. Graf vlevo obsahuje hodnoty obdrZzené pomoci SRT-LBM a graf
vpravo zobrazuje hodnoty ziskané ze simulace pomoci MKD.
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3.2.2 1D perfuze myokardu pro vysoky koeficient prestupu

Uloha 3.2.2

Nastaveni tlohy:

e Q/, Q= (0,5) o ¢;=0,2
e T=2 o fr(x,1) ve tvaru, viz (3.11)
o ur=1

® Xzdroj =0,5
e Pe = 1000

+ -2

e Da € {100,800} 0 = a
e D, =1 e xp=2,5

Pocatecni a okrajové podminky:

e Neumannovy okrajové podminky na obou hrani¢nich bodech oblasti Qf, viz (1.33d)
a (1.33e).

— MKD: Neumannova podminka ve tvaru (2.11).
— LBM: RovnovdzZzna okrajovd podminka, viz (2.82) a (2.3.1).

e Pocatecni podminka:
=0 VxeQ (3.14a)
AMi(x) =0 Vx e Q (3.14b)
Diskretizace:

e NV =2/.500 Vje{o,1,...,4)

Tato tloha si klade za cil prozkoumat Casovy vyvoj koncentraci ¢y a ¢ pro vysokd Damkohlerova
Cisla Da € {100, 800} a zjemnénim sit€ ovéfit, zda se k sobé feseni obdrzené pomoci MKD a LBM piibliZi.
Na obr. 3.13 jsou k nahlédnuti feSeni MKD a LBM pro uvazovand zjemnéni sité N)(C]), viz nastaveni
dlohy 3.2.2, pro hodnotu Da = 100. Na obr. 3.13a, ktery odpovida nejhrubsi siti, je patrny rozdil
mezi vysledky MKD a LBM v hodnotéch koncentrace KL v kapalné fazi cy. Tento rozdil 1ze vysvétlit
dominantni advekci, kterd v kapalné fazi ptisobi, viz nastaveni dlohy 3.2.2. Z vysledkt dlohy 3.1.2 jizZ
vime, ze MKD je zatiZzena numerickou difuzi, kterd zpisobuje mimo jiné pokles vypoctené koncentrace.
Postupnym zjemnénim sité se fesSeni obdrzené z MKD k feSeni pomoci LBM blizi, jak je vidét na obr. 3.13b
az 3.13e. Zarovei si pfipomeiime, Ze k vypoctu velikosti pfestupu KL mezi fazemi se vyuzivd hodnot
koncentrace z minulé ¢asové vrstvy (u MKD i u LBM). Jakmile je tedy prestup dominantnim procesem,
chyba vznikla explicitnosti schématu v Case je vétsi, neZ je tomu u niZsich Da. Vliv explicitnosti schémat
MKD a LBM v ¢ase (vzhledem k vypoctu prestupu KL) je jesté patrnéjsi z grafii feSeni dlohy 3.2.2 pri
hodnoté Da = 800 uvedenych na obr. 3.14. Pfi pouZiti nejhrubsi uvazované sité€ na obr. 3.14a je jasné vidét,
7Ze se LBM a MKD li8i i v Casech, ve kterych se nachidzi maximélni koncentrace ve vypocetni oblasti.
Postupnym zjemnén{ site€ se k sobé feSeni opét bliZi, jak je vidét z obr. 3.14.
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— ¢ycy — LBM
T ¢scs - MKD
— Qpcy + Py

t[-]
(@) N9 =500
I

) N = 1000 (c) N? = 2000
1.5 I I I 1.5 I I I

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
t -] t -]
@ N® = 4000 (e) N = 8000

Obrazek 3.13: Znazornéni numerického feseni tlohy 3.2.2 pro Da = 100 pomoci LBM-SRT a MKD na
péti miizkach/sitich definovanych v nastaveni dlohy 3.2.2.
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(e) N = 8000

Obrazek 3.14: Znazornéni numerického feseni tlohy 3.2.2 pro Da = 800 pomoci LBM-SRT a MKD na

peti miizkdch/sitich definovanych v nastaveni dlohy 3.2.2.
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3.3 Uloha M-2D

V této sekci jsou uvedeny vysledky numerickych simulaci Ulohy M-2D, viz sekce 1.6.3, pomoci
SRT-LBM. UvaZujeme dvourozmérné vypocetni oblasti Qr, Q; = (0,L,) X (0, L,), jejichz grafické
znazornéni je k nahlédnuti na obr. 3.15.

Yy
— —
- u Uu
% —f> * Zp —f>
droj
Z J » —> Q f
O + L ______ _x
" T
Yy Prestup KL +
L Yy
X -
Irp
Qs
o T
L
Obrizek 3.15: Grafické znazornéni vypodetni oblasti pro Ulohu M-2D.
UvaZujeme funkci zdroje KL fy, viz obr. 3.16, na Ctvercové oblasti €2,4r ve tvaru
1 1 2 >
—exp(—5(r—-3 10 X € Qudrois
ff()?,l‘) I R P( 2( ) ) p i zdroj (315)
0 pro x ¢ deroj’

kde r > 0.

| | | | | | |
9 12 15 18 21 24 27 30

t -]

Obrézek 3.16: Graf funkce bodového zdroje ff()?, t) pro X € Qdr0j» kterd je definovana pfedpisem (3.15).
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3.3.1 2D perfuze myokardu

Uloha 3.3.1

Nastaveni tlohy:
e Q/,Q,=(0,5%(0,1) o ¢;=0,14
* 7'=30 o f(Z,1) ve tvaru, viz (3.15)
o usr=1
. deroj, viz tabulka 3.12
e Pe = 1000
+ _A. -2
e Dac{0, 5,11 31 * D7=4-10
.Drzl .fP:[%a%]

Pocatecni a okrajové podminky:

e Neumannovy okrajové podminky, viz (1.37c), resp. (1.39¢) na v8ech Cdstech hranice Q,
resp. Q.

— LBM: Rovnovazna okrajovad podminka, viz sekce 2.2.9.
e Pocatecni podminka:
@ =0 VreQ (3.16a)
A =0 VYXeQ (3.16b)

Diskretizace:

e Ny XN, =640 x 128

Uloha 3.3.1 odpovidd nastaveni lohy perfuze myokardu z &lanki [9, 27] s tim, Ze uvaZzujeme 3 rizné
velikosti Ctvercové oblasti zdroje KL Q,4r05, které€ jsou uvedeny v tabulce 3.12 spolu s odkazy na piislusné
obrazky s fesenim. Na obr. 3.18 aZ 3.20 jsou k nahlédnuti feSen{ tilohy 3.3.1 pro nastaveni po fadé A az C,
viz tabulka 3.12.

Nastaveni Cislo obrazku Sted &tverce Quar0j  DéElka strany Ctverce Q,4ro;

A 3.18 [0,5;0,5] 0,05
B 3.19 [0,5;0,5] 0,1
C 3.20 [0,5;0,5] 0,25

Tabulka 3.12: Prehled obrazkl znazornujicich numerické feseni tlohy 3.3.1 metodou LBM pro rizné
velikosti ¢tvercové oblasti zdroje €,4y0; definované v tabulce polohou stiedu Ctverce a velikosti jeho strany.

Funkce zdroje f; byla Skdlovdna velikosti oblasti zdroje .4y tak, aby bylo celkové mnoZstvi KL
stejné pro rlizné velikosti zdroje. Pfi zvétSeni oblasti zdroje KL €4y, tedy dojde ke sniZeni maximdlni

68



koncentrace v Case, coZ je patrné z obr. 3.18 az 3.20. ReSeni tilohy 3.3.1 jsou si tvarem velmi podobna
pro vSechny tfi velikosti zdroje KL a li$i se pouze v absolutnich cislech, jak je vidét ze srovnani na
obr. 3.21. V ndvaznosti na ¢ldnek [9] byla tato dloha feSena také v technické zpravé [27], kterd byla
sepsdna na katedfe matematiky FIFI CVUT v Praze. V tomto piispévku byla tloha 3.3.1 fe§ena pomoci
smi$ené hybridni metody kone¢nych prvki (MHFEM?) a jeji vysledky byly poskytnuty k pouZiti pro
srovnani s vysledky obdrZzenymi pomoci SRT-LBM v ramci této prace. Na obr. 3.17 je k nahlédnuti
graf zavislosti maximdlni koncentrace v bodé xp na velikosti Da pro vysledky ziskané pomoci LBM
a vysledky obdrzené z MHFEM, viz [27]. Hodnoty maximélni koncentrace v bod€ ¥p se zacinaji vyrazné
li8it pro vys$si Damkdohlerova ¢isla Da, coZ odpovidd dominantnéj$imu prestupu KL mezi fizemi. Pro¢
dochézi k tak vyraznému rozdilu mezi LBM a MHFEM pro vys$si Da nebylo zjiSténo. Na jemnéjsich
miizk4ch/sitich by mélo dojit ke sniZeni rozdilu mezi LBM a MHFEM, stejné jako mezi LBM a MKD
v dloze 3.2.2, avSak v této préci to jiz nebude rozebrano.

#¢f:0,14 O¢f:0,16 1@20,14 O¢f:0,16
o ;=018 e ¢;=0,20 e ;=018 o ¢;=0,20

3.2 | | | 3.2 | | | |

2.8 2.8
2.6 8 2.6
=24 4 & 24r 8
I 2.2 422

x
T

1.8 N
1.6 N
141 .
1.2 N

Max. koncentrace
Max. koncentrace v

0.8 .
0.6 - .
04r m

| | | | | | | |
0
0.01 0.1 1 10 100 0.01 0.1 1 10 100
Da Da

(a) SRT-LBM (b) MHFEM

Obrazek 3.17: Zavislost maximdlni celkové koncentrace ¢rcr + ¢scs v bod€ xp na velikosti Da. Graf
vlevo obsahuje hodnoty obdrZzené pomoci SRT-LBM a graf vpravo zobrazuje hodnoty ziskané ze simulace
pomoci MHFEM, viz [27].

2z anglického Mixed Hybrid Finite Element Method
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16 :zf o | 10
119 R B
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0.4 - 0.4
0 | | | | 0
5) 10 15 20 25
t -]
(a)Da=0 (b)yDa=0,1
2.4 | | 2.4 | | |
2 — 2) _
16 -1 16
119 4 L2
Q Q
0.8 = 0.8
0.4 = 0.4
0 : : 0
5) 10 15 20 25
t[-]
(c)Da = 0,25 (d)Da=0,5
2.4 T | T | 2.4 T | T |
2 — 2 _
16 - __ 16 —
L2 4 L9 _
Q Q
0.8 - 0.8 =
0.4 i 0.4 _
0 : 0 :
5) 10 15 20 25 5 10 15 20 25
t -] t -]
(e) Da=0,75 f)Da=1,0

Obrazek 3.18: Grafy numerického feSeni tlohy 3.3.1 pro nastaveni A, viz tabulka 3.12, v bodé ¥p ziskané
metodou SRT-LBM na mfiZce 640 x 128 pro rtizné hodnoty Da.
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Obriézek 3.19: Grafy numerického feSeni dlohy 3.3.1 pro nastaveni B, viz tabulka 3.12, v bodé Xp ziskané
metodou SRT-LBM na mfizce 640 x 128 pro rtizné hodnoty Da.
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Obrizek 3.20: Grafy numerického feSeni tdlohy 3.3.1 pro nastaveni C, viz tabulka 3.12, v bod& Xp ziskané
metodou SRT-LBM na mfiZce 640 x 128 pro rtizné hodnoty Da.
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Obrazek 3.21: Srovnani numerickych feseni tlohy 3.3.1 pro nastaveni A az C pomoci SRT-LBM, viz ta-
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bulka 3.12. V levém sloupci jsou uvedeny grafy z obr. 3.18, v prostfednim sloupci jsou grafy z obr. 3.19
a v pravém sloupci jsou grafy z obr. 3.20.
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Shrnuti simulaci Ulohy M

V sekcich 3.2 a 3.3 byly uvedeny simulace Ulohy M-1D a Ulohy M-2D pro riznd nastaveni. Shriime
vysledky udlohy 3.2.1 a dlohy 3.3.1 obdrZené metodou LBM a srovnejme je s vysledky z technické
zpravy, viz [27]. Toto zavére¢né porovnani je k nahlédnuti na obr. 3.22, ktery byl navrhnut tak, aby bylo
mozné srovnat tvary pribéhu feSen{ jednotlivych tloh pro pevné Da. VSimnéme si, Ze feSeni jednoroz-
mérné Ulohy M-1D a dvourozmérmé Ulohy M-2D se li§f nejen v absolutnich &islech, ale také tvarem.
V Uloze M-1D, uvedené v levém sloupci obr. 3.22, dochazi k poklesu koncentrace KL v pevné fizi poma-
leji, neZ je tomu v Uloze M-2D, uvedené v prostfednim sloupci. To je zptisobeno tim, Ze ve dvourozmérné
tloze miize KL difundovat v pevné fazi ve dvou bazickych smérech, zatimco v jednorozmérném piipadé
pouze v jednom, tudiz KL se "rozpousti"vyrazné pomaleji v Uloze M-1D. Dile je z obr. 3.22 moZné
vycist, Ze LBM podava pro tyto hodnoty Da priblizn€ stejné vysledky jako MHFEM. Zaroven dostivime
stejné prub&hy feseni jako v referenénim ¢lanku [9], ov§em v absolutnich Cislech se feSeni 1isi. Pokud
vyndsobime vysledky z LBM a MHFEM porozitou ¢ = 0, 14, dostdvame vysledky z Cldnku [9], viz [27].
Proto se spoleCné s autory technické zprdvy [27] domnivdme, Ze nebyla v ¢lanku [9] funkce zdroje f
vydélena porozitou ¢, viz (3.3.1), coZ je chyba, jelikoZ zdroj KL pfispivéd pouze do kapalné faze, nikoli
do celého objemu oblasti.

Na zakladé numerickych feSeni uvedenych v sekcich 3.2 a 3.3 a ze srovnéni na obr. 3.22 lze usoudit, Ze
miizkova Boltzmannova metoda byla Gsp&$né pouZita a podala uspokojivé vysledky v feseni Ulohy M-1D
i Ulohy M-2D.
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0 T T T O 0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
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! - ] L 0.8 - L0838 .
. 0.2 o 891 — — o 82 — ]
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Obrazek 3.22: Srovnani numerickych feseni Ulohy M. V levém sloupci jsou uvedeny feseni Ulohy M-1D,
viz obr. 3.9, vypoctené metodou SRT-LBM. V prostiednim sloupci jsou feseni Ulohy M-2D pro nastaveni C
ziskané pomoci SRT-LBM, viz obr. 3.20, a v pravém sloupci jsou feSeni pro tutéz uilohu ziskané pomoci
MHFEM, viz [27].

3.4 Uloha C

V této sekci jsou uvedeny vysledky numerickych simulaci Ulohy C, viz sekce 1.7, pomoci LBM-C,
viz sekce 3.4. Uvazujeme dvourozmérnou obdélnikovou oblast € a pro jednoduchost zapisu okrajovych
podminek ozna¢me jeji hranice dle obr. 3.23.

I's

I'z Q I'y

Iy

Obrazek 3.23: Schématické znazornéni dvourozmérné vypocetni oblasti Q s oznacenim Cast{ jeji hranice.
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3.4.1 Proudéni a transport KL v nezizené cévé

Uloha 3.4.1

Nastaveni dlohy:

e Q=(0,5)x(0,3) cm, viz obr. 3.24 e po =10’ kgm™
e T=0,15s e [)=5-10"m

e v=10"°m?s! e vt =6,35-10"*
e D=1,5-10"%m?>s"! e D*'=9,53.1072

Okrajové a pocatecni podminky:

e Na I’z predepisujeme Dirichletovu okrajovou podminku s hustotou p = 1, rychlosti
U= (%,0)T m s~} a koncentraci ¢ = 1.

e NaTI'y pfedepisujeme rovnovaznou okrajovou podminku s rychlosti 7(5,y) = 7(5 — Ax, y)
a koncentraci ¢(5,y) = ¢(5 — Ax,y) adéle p = 1.

e Na s, T’y uvazujeme bounce-back (halfway) okrajovou podminku pro rychlost & a koncent-
raci cadale p = 1.

e Rovnovazna pocatecni podminka, kde

p=1, (3.17a)
@) =0 VReQ, (3.17b)
B =0 ReQ. (3.17¢)
Diskretizace:
o N,x N, =1280x 128
05
=
©
=N
0 | T | T T T T T T |
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4.5 5

Obrazek 3.24: Schéma vypocetni oblasti v tloze 3.4.1.

Vypocetni oblast tlohy 3.4.1 zndzornéna na obr. 3.24 reprezentuje cévu krevniho fecisté. Parametry
ulohy byly nastaveny tak, aby v ramci moZnosti této prace alespon priblizné odpovidaly redlné fyzikaln{
uloze proudéni a transportu KL v cévé. Fyzikalni vlastnosti modelované kapaliny odpovidaji fyzikalnim
vlastnostem vody. Rychlost kapaliny na vstupu a primér vypocetni oblasti pfiblizné odpovidaji rychlosti
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krve v kréni tepné (latinsky arteria carotis) a jejimu priméru, viz [13]. Na obr. 3.25 je k nahlédnuti
numerické fesen{ ulohy 3.4.1 pomoci metody LBM-C. Obréazek se skldda ze série dvourozmérnych grafii,
ve kterych je velikost rychlosti® kapaliny, resp. koncentrace KL zndzornéna barevnou $kélou.
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Obrézek 3.25: RozloZeni velikosti rychlosti kapaliny a koncentrace KL pro feseni dlohy 3.4.1 v riznych
Casech, které jsou zapsdny pod kazdym obrdzkem zv14st'. Kazdy obr. 3.25a a7z 3.25f se skldda z dvojice
dvourozmérnych grafi. Horni graf znazoriuje rozloZeni velikosti rychlosti a dolni graf odpovida rozloZen{
koncentrace KL. Velikost rychlosti, resp. koncentrace KL je zndzornéna barevnou Skdlou uvedenou

u kazdého grafu vpravo.
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3.4.2 Proudéni a transport KL v zizené cévé

Uloha 3.4.2

Nastaveni tlohy:

po = 10° kg m™3

Q =(0,5) x (0, %) cm, viz obr. 3.26

e T=0,25s e lp=5-107m
e v=10%m?s7! o vt =6,35-107*
e D=1,5-10"%m?s7! e D" =9,53-1072
Okrajové a pocatecni podminky:
e Na [z pfedepisujeme Dirichletovu okrajovou podminku s hustotou p = 1, rychlosti
U= (%,0)T m s~! a koncentraci ¢ = 1.

e NaI'y predepisujeme rovnovaznou okrajovou podminku s rychlosti 7'(5,y) = 7(5 — Ax, y)
a koncentraci ¢(5,y) = ¢(5 — Ax,y) adile p = 1.

e Na s, T’y uvazujeme bounce-back (halfway) okrajovou podminku pro rychlost 7 a koncent-
racicadalep = 1.

e RovnovaZzna pocitecni podminka, kde

p=1, (3.18a)
@) =0 VYieQ, (3.18b)
B =0 Q. (3.18¢)
Diskretizace:
o N, XN, =1280x 128
- 0,5 a
.
= I a
0 T T T T T T T T T
0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
x [cm]

Obrazek 3.26: Schéma vypocetni oblasti v tdloze 3.4.2, kde a = 0, 125 cm.

Vypocetni oblast tlohy 3.4.2 zndzornéna na obr. 3.24 reprezentuje Castecné ziZenou cévu krevniho
feciste (ziiZeni se odborné nazyva stenéza cévy*). Parametry tlohy byly voleny stejné jako v tloze 3.4.1,
aZ na vypocetni Cas T, ktery byl prodlouZen na 0, 25 s.

“https://medical-dictionary.thefreedictionary.com/Stenosis
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Na obr. 3.27 je k nahlédnuti numerické feSeni dlohy 3.4.2 pomoci metody LBM-C. VSimnéme si, Ze
zdZeni vyrazné narusuje rychlostni pole o. Z obr. 3.27g az 3.27i je patrné, Ze rozloZeni rychlostniho pole
v oblasti nijak vyrazné neovliviiuje rozloZeni koncentrace KL, jelikoZ ta nabyva v celé oblasti hodnoty
pfiblizné 1 kg m=3.
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Obrézek 3.27: RozloZeni velikosti rychlosti kapaliny a koncentrace KL pro fesen{ dlohy 3.4.2 v riznych
Casech, které jsou zapsdny pod kazdym obrdzkem zv1ast'. Kazdy obr. 3.27a az 3.27i se skldd4 z dvojice
dvourozmérnych grafi. Horn{ graf znazoriuje rozloZeni velikosti rychlosti a dolni graf odpovida rozloZen{
koncentrace KL. Velikost rychlosti, resp. koncentrace KL je zndzornéna barevnou Skdlou uvedenou
u kazdého grafu vpravo.



Zaver

Cilem této prace bylo modelovat proudéni a transport KL v cévéch, které bylo v tvodu této prace
rozd&leno do tiech typovych tiloh (Uloha M, C, S, viz obr.1). Hlavni néplni této prace bylo feseni Ulohy M
pro intravaskuldrni a nespecifické KL a ddle byla rozpracovana Uloha C pro intravaskuldrni typ KL.

Prvni kapitola byla vénovédna rovnicim proudéni izotermalni nestlacitelné vazké newtonovské kapaliny
a transportu KL ve volném a poréznim prostfedi. Dale byl Ctenarovi predstaven matematicky model
Ulohy M a Ulohy C spole¢né s formulacemi tiloh feSenymi v této praci. Druhd kapitola se vénovala
pouzitym numerickym metodam, tj. metodé konecnych diferenci a mfizkové Boltzmannové metodg.
V ramci této kapitoly byla predstavena numericka schémata Uloh M a C.

Ve tieti kapitole byly nejdfive srovnany zminéné numerické metody na ryze difuzni dloze s Dirichle-
tovymi okrajovymi podminkami a ndsledné byly ur€eny experimentélni fddy konvergence obou metod.
Bylo experimentalné zjisténo, Ze pro ryze difuzni dlohu je navrzenda MKD druhého fddu v prostoru stejné
jako LBM je druhého fddu v prostoru pfi pouZiti anti-bounce-back okrajové podminky. Nasledné bylo
podobné srovnani provedeno na advekéné-difuzni dloze s dominantni advekei, kde bylo experimentilné
zjisténo, ze LBM podava srovnateln€ presna feseni jako MKD uz na faddové hrubsich sitich/mtizkach.
Na zdkladé tohoto pozorovani lze povazovat LBM za vyrazné efektivnéj$i numerickou metodu pro fesen{
tohoto typu rovnice. Déle jsou ve tfeti kapitole uvedeny vysledky jednorozmérné Ulohy M, které byla
rovnéz spocitdna pomoci obou numerickych metod. VSechny dosud zminéné jednorozmérné dlohy byly
spocitany kédem vyvinutém v prib€hu této prace, jenz obsahuje objektovou implementaci jednorozmérné
MKD a LBM v jazyce C++ pro feseni advekéné-difuzni rovnice, resp. jednorozmérné Ulohy M. Zminény
kéd je prilozen k této praci.

Dal3i &asti vysledkd je numerické simulace dvourozmérné Ulohy M, jejiZ nastaveni je inspirovano
¢lankem [9], resp. technickou zpravou [27]. Pro niZ§i Damkohlerova Eisla (tj. Da < 1) poskytla LBM
srovnatelné presné vysledky dvourozmérné Ulohy M jako smiSena hybridni metoda kone&nych prvk,
viz [27]. Numerické schéma LBM piedstavené v této praci bylo tsp&sné pouzito k feseni Ulohy M jak
v jednorozmérném, tak ve dvourozmérném piipadé. Na konci tfeti kapitoly jsou ¢tenarovi k nahlédnut{
vysledky dvourozmérné Ulohy C pro intravaskularni typ KL. Simulace této dlohy byla provedena pro
vypocetni oblasti dvojiho typu reprezentujici neziZenou a zizenou cévu krevniho recisté. V ramci této
préace byl pro simulaci dvourozmérnych Uloh M a C upraven a pouZit numericky software vyuZivajici
paralelni LBM implementaci v jazyce C++ s vyuZitim architektury CUDA, ktery byl vyvinut na Katedie
matematiky FJFI CVUT v Praze.

Piedmétem budouciho zkoumani bude mimo jiné roziifeni matematického modelu Ulohy C pro
simulaci KL nespecifického typu a simulace Ulohy S (tj. systému cév). Dile je do budoucna zamé&rem
zpracovat pfipad nehomogenniho porézniho prostfedi v Uloze M a zakomponovat model nenewtonovské
kapaliny do LBM schématu v Uloze C. V neposledni fadé je nasim cilem roziiteni simulaci Ulohy M a C
do trojrozmérného prostoru.
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