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Abstrakt:  Tato préace se zabyva zakladnimi pojmy z fraktalni geometrie, predstavuje vyznamné
geomtericky slozité mnoziny a popisuje jejich vlastnosti. Tyto mnoziny jsou zkoumany z hle-
diska topologie, teorie miry a geometrie. Jsou zde definovany horni a dolni induktivni dimenze
a zkoumany jejich sumacni vlastnosti. Déle je predstavena Hausdorffova mira a dimenze spolecné
s dalsimi vyuzivanymi fraktalnimi dimenzemi. Nésledné jsou zde popsany systémy iterovanych
funkei a jejich rekurentni varianta. V zavérecéné c¢asti jsou vizualizovany nékteré z geometricky
slozitych mnozin pomoci algoritmu chaos game, ktery tyto systémy vyuziva, a jsou zde predsta-
veny dva zpiisoby obarveni téchto mnozin.
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together with other used fractal dimensions. Subsequently, the iterated function systems and
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Uvod

Tato prace se zabyva vyznamnymi pojmy ve fraktalni geometrii, vlastnostmi nejznaméjsich
fraktal, nékolika zpisoby, kterymi lze toto téma nahliZet z matematického hlediska, a vizualizaci
jednoduchych fraktalnich mnozin.

Na pocatku prace jsou predstaveny nékteré z geometricky slozitych mnozin. Tyto mnoziny
byly v historii ¢asto povazovany za takzvand matematickd monstra, tedy mnoziny s neobvyklymi
vlastnostmi. Jejich zkouméani vyzaduje propojeni nékolika oblasti matematiky, fyziky a informatiky,
proto se i v této praci zabyvame danymi mnozinami z nékolika pohled.

Co to tedy fraktal respektive fraktalni mnozina je? Presnd a uspokojiva definice fraktalu dodnes
neexistuje. V dnesni dobé je za zakladni matematickou definici povazovana ta, kterou predstavil
v roce 1975 Benoit B. Mandelbrot. Ta tika, ze fraktal je takovd mnozina, jejiz Hausdorffova
dimenze je vétsi nez dimenze topologicka. V této préci jsou zavedeny oba pojmy, se kterymi tato
definice pracuje, a jsou predstaveny jejich vlastnosti. Fraktaly timto zptisobem zkouméame na
jedné strané z pohledu teorie miry a na strané druhé z pohledu topologie metrickych prostort.

Typickou vlastnosti fraktalnich mnozin je jejich odlisSnost od mnozin v klasické geometrii.
Fraktaly jsou nepravidelné, ¢asto rekurzivné konstruované a na rozdil od ostatnich mnozin jejich
nepravidelnosti nemizi ani pii zméné méfitka, tedy pii priblizeni detailu mnoziny. Rikdme, ze
tyto mnoziny jsou sobépodobné. Timto tématem se zabyva dalsi z kapitol préice, ve které je
rozvedena problematika systému iterovanych funkci a jejich rekuretni varianta. Pomoci téchto
systémi pak mizeme fraktaly jednoduse konstruovat.

Fraktaly jsou tolik zajimavé také proto, Ze jejich geometrie je pro prirodu mnohem ptirozenéjsi
nez geometrie euklidovska. Jednim z popsanych a zkoumanych fraktéla je napiiklad pobrezi Velké
Britanie. Dalsimi objekty, které maji fraktalni strukturu, jsou napiiklad hory, stromy, mraky ale
také neurony v lidském téle. Diky tomu se fraktaly casto vyuzivaji v pocitacové grafice. S tim
souvisi také problém vizualizace, kterym se prace zabyva ve své zavérecné kapitole. Specidlné
je predstaven algoritmus chaos game, pomoci kterého lze nékteré fraktaly vykreslit. Jsou zde
také uvedeny vysledky praktické ¢asti, jejimz cilem bylo vizualizovat jednoduché fraktaly pomoci
klasickych a rekurentnich systému iterovanych funkci.

Tato prace vznikla v ramci vyzkumnych praci projektu ,,Centrum pokrocilych aplikovanych
pifrodnich véd“ ¢ CZ.02.1.01/0.0/0.0/16_019/0000778 MSMT CR.






Kapitola 1

Priklady fraktalnich mnozin

V této kapitole budou predstaveny zakladni a zaroven nejznaméjsi priklady fraktala a jejich
hlavni vlastnosti.

Za otce fraktalni geometrie je povazovan B. B. Mandelbrot, ale prvni popisy fraktdlnach
mnozin 1ze najit uz u matematiki druhé poloviny 19. stoleti, mezi které pattili naptiklad
G. Cantor, G. Piano nebo D. Hilbert. Vice viz napf. v [1]. V té dobé byly ale tyto mnoziny
povazovany spise za podivné vyjimky mezi ostatnimi.

1.1 Cantorovo diskontinuum

Prvni mnozinou, kterou si predstavime, je Cantorovo diskontinuum, nékdy znamé také jako
Cantorova mnozina ¢i Cantoriav prach. Poprvé jej publikoval G. Cantor v roce 1883 jako priklad
tzv. perfektni mnoziny, ktera vsak neni husta v zddném svém bodé, viz Véty 2.2.7, 2.2.8.

Autor

Georg Cantor, celym jménem Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, se narodil v roce 1845
v ruském Petrohradu. Jeho otec byl dansky obchodnik vyznavajici luteranstvi, zatimco matka
pochézela ze zndmé ruské hudebnické rodiny. Mlady Georg vystudoval Realschule v Darmstadtu,
kde byly rychle rozpoznany jeho matematické schopnosti. Jeho dalsi kroky nakonec vedly na
Univerzitu v Berliné, kde se setkal s mnoha vyznamnymi matematiky své doby a kde ziskal
doktorat. V roce 1869 pak zacal uc¢it na univerzité v Halle, ktera se stala jeho Alma Mater a kde
se také stal profesorem.

Jeho prace se zabyva zejména teorii mnozin, které prinesl mnoho novych poznatkta jako
naptiklad zavedeni ordinalnich a kardinalnich ¢isel. Jeho netlspésnd snaha dokazat hypotézu
kontinua vSak nakonec vedla az k depresim a postupnému odklonu od matematiky. Zacal se vice
zabyvat historii, literaturou a teologii, ktera mu diky jeho otci byla také blizka. Nakonec vsak
matematiku prednaset neprestal a na univerzité v Halle piisobil az do roku 1904. Dalsi zajimavé
informace o tomto vyznamném matematikovi je mozné najit v [2, 3].

Konstrukce mnoziny

Cantorovo diskontinuum je mnozina nekone¢né mnoha bodu z intervalu [0, 1]. Vznika z uzavieného
intervalu Cy = [0, 1] vyjmutim otevieného intervalu odpovidajicimu prostredni t¥etiné. Dostavame

1

tak mnozinu C; = [O, g} U {%, 1} . V dalsim kroku opét odstranime prostiedni tfetiny nové vzniklych



intervalii. Tento postup opakujeme, viz Obrazek 1.1, a generujeme posloupnost C), takovou, ze

Cy D Cy D (Cy---. Cantorovo diskontinuum potom definujeme jako
C=()Ck. (1.1)
keN

Posloupnost mnozin je definovina rekurzivné. Je tedy vidét, ze v k-tém kroku je délka

k k
jednotlivych intervald (%) a soucet vSech intervali mnoziny C} je (%) . Limitné jde tento

soucet k nule.

OBRAZEK 1.1: Konstrukce Cantorova diskontinua

Rozeberme si nyni konstrukci Cantorovy mnoziny jesté jednou. K pivodnimu znaceni si nyni
priddme jesté dalsi, které nam usnadni dokazovani nésledujicich tvrzeni.

Vezmeme opét uzavieny interval Cyp = [0,1] = A a Fekneme, Ze je to interval nultého fadu.
Nyni interval rozdélime na tii shodné dlouhé ¢asti a vime, ze Cp = {O, %] U {%, 1} . Oznacime tedy
jednotlivé intervaly jako Ag = {O, %] a A= {%, 1} a nazyvame je uzavienymi intervaly prvniho
Ffadu. Evidentné tedy C1 = AgUA;. Interval (%, %) potom jesté nazyvame otevienym intervalem
prvniho fddu a oznacujeme ho 4. Nyni vezmeme uzaviené intervaly Ag, A1 a ty opét rozdélime
a vezmeme jejich prvni a treti tretinu. Tim dostaneme uzaviené intervaly druhého radu ve tvaru

1 21 .
Ago = [07 9} , Aol = {9, 3] (na intervalu Ap),
2
A = [3, ;} , A = {S, 1] (na intervalu Ay)

a samoziejmeé také oteviené intervaly prvniho fadu lezici mezi nimi

1 2
So = (97 9> (prostfedni tfetina Ag),

7 8
01 = (9, 9) (prostredni tfetina Aj).
Takto pokracujeme dale. Predpoklddejme, zZe jsme uz sestrojili 2" uzavrenych intervald n-tého
fadu, tj. mame intervaly A;, ;,, kde i; € {0,1} pro vSechna j € n. Kazdy interval A; ;.
rozdélime na tii intervaly. Prvni uzavieny interval oznac¢ime jako A;, . ; 0, druhy otevieny jako
0iy..4, a treti opét uzavieny jako A;, . ;. 1. Toto jsou pak intervaly n+1-niho radu. Zaroven stale

plat, Ze C, = U;cp Ay ..i» kde i; € {0,1} pro viechna j € i a C' = ey Cn.



Vlastnosti mnoziny

Kazdy bod, ktery je krajnim bodem alespon jednoho z interval v libovolném CY, patti také do
mnoziny C, proto je tato mnozina nekonecna. Je ale duilezité podotknout, ze tyto body nejsou
jediné, které mnozina C' obsahuje.

Jednou z vyhodnych variant, jak zapisovat jednotlivé body Cantorova diskontinua, je zapis
pomoci triadického rozvoje. Kazdé ¢islo mezi 0 a 1 lze totiz zapsat ve tvaru

-1
=Y a;3, kde a; € {0,1,2}.
—0o0

Bodu z € [0, 1] 1ze tedy pfifadit rozvoj = (0.ajaz .. .)s . Je nutné navic zminit, ze ¢isla ve tvaru
3% je mozné zapsat dvémi riznymi rozvoji. Napriklad

3= (0.1000...)3 = (0.0222...)3.
Véta 1.1.1. Bud z € [0, 1]. Pak = je bodem Cantorova diskontinua, pravé kdyz x mé v triadickém
rozvoji pouze Cislice 0 a 2.

Diikaz: Podivame- li se na na cisla, které maji ve svém rozvoji 1 na prvnim misté, zjistime, ze
jsou to &fsla mezi 3 = (0.1000...)3 a 2 = (0.1222...)3. Vime navic, Ze prévé tyto body majf také

rozvoj, ktery 1 neobsahuje. Dostavame tedy presné otevieny interval prvniho radu ¢ = (%, %),

ktery odstranujeme v prvnim kroku. Mame tedy mnozinu C{, kterd neobsahuje 1 na prvnim
desetinném misteé.

Body, které maji 1 nutné na druhém desetinném misté lze obdobné zapsat jako oteviené intervaly
druhého tadu dg a §1. Z toho tedy plyne, ze Co nemé jednicky na prvnim ani druhém desetinném
miste.

Pokracujeme-li déle, vidime, Ze body, které zistaly v C' = (,cy Ck, odpovidaji pfesné ¢isltim,
které v triadickém rozvoji neobsahuji 1. O

Poznamka 1.1.2. Je tedy vidét, ze do Cantorovy mnoziny patii i jiné body nez krajni body
intervali A;, _;, pro vsechna n € N. Jako priklad mizeme uvést

= (0.0202...)s.

Véta 1.1.3. Kazdy interval A;, ., kde i; € {0,1} pro vSechna j € 7, lze pro vSechna n € Ny

zapsat ve tvaru
24 24
z1 An T |:Z ] Z ] :| . (1.2)

Dikaz: ReSime matematickou indukei na n:

e Pron=20:
Dostéavame A = [0, 1], coz plati z definice.

e Indukéni krok n — n + 1:
Predpoklddame, ze mame interval

{22% zn:sz }



Chceme z néj vyjmout prostiedni tfetinu ve tvaru é,, = (a, b), jejiz krajni body vypocteme
nasledujicim zptsobem.

. 2% 215 .
:2”:%4_2]13;4‘371— ?:137]:2”:2”-1- !
— 37 3 3J g+l
: j_
245 1 n 2 .
2i; i=1 3 t g — =13 2i; 2
b— 2 o =13 T3 j=13 _ k) .
>3 ; S5 g

Diky tomu také dostdvame uzaviené intervaly A;, . ;.i,,, jako

n 92 n 2. n+1 - on+l 2.
_ ;. J J
Ail...inO — |:]z::1 71]; Jzz:l 37 3n+1:| |:Z 3] Z 3n+1:|
2i; 2 2 2
Ail...inl = [Z 7] + 3n+17 Z ST + :| Z 3j Z 3n+1
=1 j=1

7 toho uz ale plyne, ze

n+1 - on+l 213

Z 3] Z 3n+1

741 dnt1 —

coz jsme chtéli dokazat.

O
Véta 1.1.4. Cantorova mnozina C' spliiuje rovnost
C = f1[C]U f2[C], kde (1.3)
1
fi(z) = 537
1 2

Dukaz: Indukce na n:
e Pron=20:

Méme interval Co = [0, 1]. Pomoci funkei fi, fo dostéavame
1 2
A0, 107U f2[[0,1]] = [0> 3} . [3»1} — (1.

e Indukéni krok n — n + 1:

Nyni se podivame, jak funkce fi, fo pisobi na uzaviené intervaly n-tého radu A;, ;.

(O 20 o 2 1
NilAi ] = _;3jj17 Z3ji1+3n+1
-i+1 " n+1
= 3n+1
Fntl n+1
= 2373 2373 3n+1 ykdedip =0ai;=i;_; Vj€{2,3,...,n+1}




Tim vsak dostavame
filBiy i) = A — = Aoiy, i -

U15eenin41
Obdobné to ukazeme pro fo.

r n

A 2, 2 a2 1 2
fo(Aii) = |Dgmity gmi g T s

=1 7=1
o, 2 Wi, 1 2}

=Xy e Xy taeits
=2 Jj=2
Fn+l o7 ntl o7
2% 295 1 ~ ~ . .
= 2377]’ Z?j—i-gnﬂ], kdety =1ai; =11 Vj€{2,3,...,n+1}
Lj=1 j=1

Dostali jsme tedy
fo(Biy i) = By — =Dy i, -

U15eenin+1

Protoze Cy, = U A, i, kde i € {0,1}, dostavame

jen

fi(A i) = U Ao, i €{0,1},
jen

fo(Aiy i) = U Ay 35 € {01}
jen

Z toho uz plyne, ze Cp11 = f1(Cr) + f2(Ch).

Nyni musime jesté ukdzat, Ze obdobnd rovnost plati pro C = (),cyCn. To ukdzeme
pres dvé inkluze.

- C C hlClu f[C]:
Vezmeme si x € C, pak pro vSechna n € Ny plati z € C),. Je tedy pravda, ze x € Cy41
pro vSechna n € N. To podle dikazu vySe znamend, ze x € f1[Cy,]U f2[C,] pro vsechna
n € N a predpokladejme x € f1[Cy]. Z toho pak plyne, Ze 3z € (),,en Cn = C, a tedy
zeC.
Pro = € f3[C)] postupujeme obdobné.

— fl[C] U fz[C] cC:
Bud z € f1[C] U f3[C], pak = € f1[C] nebo = € f>3[C]. Opét bereme piipad, kdy
x € f1[C] . Opaény piipad bychom dokazali obdobné. Dostavame pak, ze 3z € C.
Proto musi platit, ze 3x € C,, resp. = € f1[C},] € Cp41 pro vSechna n € N. Pak uz ale

z€ () Crpi= () Cn=C.

neN n€Np
Il

Poznamka 1.1.5. Konstrukce dtkazii pro Véty 1.1.3, 1.1.4 jsou ptvodnim vysledkem préce.
Zavérecna ¢ast druhého z nich byla upravena podle [1].



Co

o ¥ N
; L ) ;
o/ = X

OBRAZEK 1.2: Pusobeni funkei f1, fo na mnoziny C,,

Dvojici funkei (f1, fo) nazyvame systém iterovanych funkei a mnozinu C' nazyvame invariantni
mnozinou vi¢i tomuto systému. Tyto vlastnosti budou vice rozebrany v Kapitole 5.1.

1.2 Sierpinského trojuhelnik

Autor

Waclaw Sierpiniski se narodil v roce 1882 v rodiné polského fyzika. Po absolvovani gymnézia
zacal studovat na univerzivé ve Varsavé, kde na sebe poprvé upozornil, kdyz zvitézil v soutézi
vyhlédsené katedrou matematiky v roce 1903. V ramci svych studii se zabyval pfevazné teorii
¢isel a mnozin, které zpracoval v mnoha svych ¢lancich a knihach. Stal se uzndvanym profesorem
a prednésel na univerzitdch ve Lvové a Varsavé. Za svij prinos polské i svétové matematice byl
v roce 1964 ocenén Rddem znovuzrozeného Polska. Vice informaci lze najit napiiklad v [7].

Konstrukce a vlastnosti mnoziny

Sierpinského trojuhelnik vznika z rovnostranného trojuhelniku Sy o strané délky 1. Rozdélime
ho na ¢tyti shodné trojihelniky tfemi tseckami spojujicimi stfedy jednotlivych stran. Kazdy
trojuhelnik pak méa délku strany % Mnozinu S; dostaneme odstranénim prostiedniho trojihelniku
jako podmnozinu ptivodniho trojihelniku Sy. Tento proces opakujeme az do nekonecna, ¢imz
dostavame klesajici posloupnost mnozin Sy 2O S; D So D -- -, viz Obrazek 1.3. Vyslednd mnozina
pak odpovida priniku téchto mnozin,

S=) Sk.

Chceme-li spocéitat celkovy obsah tohoto obrazce, musime se podivat na obsah jednotlivych
trojihelniki v k-tém kroku. V daném kroku mame vzdy 3% trojihelnikt s délkou strany 27*.
Obsah Sy, odpovidajici k-té iteraci je tedy roven

27%)2/3
3—"?(41[ . (1.4)

Véta 1.2.1. Pro Sierpinského trojihelnik S plati rovnost
S = filS]U f2[S]U f3[5], (1.5)

fi(z) = %(zZ +x) proi € {1,2,3},

kde z; odpovidaji souradnicim vrcholt trojihelniku a = je bod z mnoziny S. Funkce pusténa na
bod ptisobi po slozkach.
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OBRAZEK 1.3: Konstrukce Sierpiniského trojihelniku

Diikaz: Opét musime indukei overit, ze plati Siy1 = f1[Sk] U f2[Sk] U f3[Sk]. To lze, protoze
pouzijeme-li spojité linearni zobrazeni na trojtihelnik, dostaneme opét trojuhelnik. Zobrazeni f;
jsou navic kontrahujici s koeficientem jedna polovina a pevnym bodem ve vrcholech ptivodniho
trojihelniku v zavislosti na i. Tedy ptuvodni obrazec pouze zmensi na polovinu smérem k vybra-
nému vrcholu. Pak obdobné jako v dikazu 1.1.4 je tfeba ukédzat, ze S = f1[S]U f2[S] U f3[5].

o SC fi[SIU £[S]U f3[S]:
Vezmeme x € S. Pak x € 57 a tedy x patii do jednoho z trojihelniki tvoricich S;. Tyto
trojuhelniky si oznacime S11, S12, S13. Predpokladejme tedy, ze x € S11. Pak ale pro vsechna
k plati, z € Sk = fl[Sk] @] fQ[Sk] U f3[Sk] Protoze fQ[Sk-] - fQ[S[)] = Si2 a podobné
tvrzeni plati i pro f3[Sk|, musi platit ze x € f1[Sk]. Tedy pro vSechna k je 2z — z; € S,
a tedy
2r — 21 € ﬂ S, =25.
keN

Proto pak = € f1[S]. Obdobné se ukazi i ptipady f2 a f3, takze dostavame
x € f1[S]U fo[S] U f5[5].

o fi[STU fa[STU f3]S] € 8¢
Predpokladejme, ze z € f1[S]U f2[S] U f3[S]. Pak bud z € fi1, nebo = € fa, nebo x € fs.
Pro prvni pripad pak 2x — z; € S a pro vSechna k € N plati také 2z — z; € Sk, neboli
x € f1[Sk] C Sk41. Proto plati

2€ () Sk1i=[)S=5.
keN keN

V ostatnich pfipadech bychom postupovali podobné.
7 toho uz plyne pozadované.

1.3 Sierpinského ctverec

Konstrukce a vlastnosti mnoziny

Sierpinského ¢tverec, nékdy nazyvany také Sierpinského koberec, je dalsim ze skupiny zajimavych
mnozin objevenych W. Sierpinskym.

Lze jej sestrojit obdobnym zptsobem jako trojuhelnik vyse s tim rozdilem, Ze zde vychazime
ze Ctverce Sy o strané 1, ktery rozdélime na devét stejnych podmnozin, tj. ¢tvercl, s délkou
strany % Prostredni ¢tverec opét odstranime a ziskdme mnozinu Sy, viz Obrazek 1.4. Pokud



pokracujeme dostavame znovu klesajici posloupnost mnozin Sy 2 S7 2 S9 O --- a definujeme
vyslednou mnozinu jako
S = ﬂ Sk .

keN

Pokud se nad touto konstrukci zamyslime, zjistime, ze se tato mnozina sestrojuje stejné jako
Cantorova mnozina. Jediny rozdil je v tom, ze u Sierpinského koberce vse provadime ve dvou
dimenzich zatimco u Cantorovy mnoziny pouze v jedné. Pokud bychom pokracovali dale do R?
dostaneme objekt, ktery se nazyva Mengerova houba, viz napr. [1].

S S S;

OBRAZEK 1.4: Konstrukce Sierpinského koberce

Délka strany jednotlivich ¢tvercit v k-tém kroku je rovna 37 a pocet téchto étvercii odpo-

k
8
vid4 8¥. Obsah mnoziny Sj je tedy roven (9) .

Vsechny fraktalni mnoziny, které jsme si doposud predstavili, vznikaly odstranénim néjaké
¢asti z puvodni mnoziny. To ale neni zdaleka jediny zpusob, kterym lze fraktily tvorit. Jeden
z dalSich zpusobi si ukdzeme na nésledujici mnoziné.

1.4 Kochova krivka

Autor

Helge von Koch se narodil v roce 1870 ve Stockholmu, kde vystudoval stredni skolu a také
nastoupil na univerzitu. Byl studentem vyznamného $védského matematika Mittag-Lefflera,
pod jehoz vedenim sepsal své prvni clanky, za které ziskal na Stockholmské univerzité doktorat
z matematiky. V roce 1911 se zde stal také profesorem. Zabyval se feSenim nekone¢né mnoha
linearnich rovnic, systémy diferencidlnich rovnic nebo také teorii ¢isel. Pro vice informaci o jeho
dile a jeho zivoté lze najit v [0, 7].

Konstrukce a vlastnosti

Mnozina, které dnes rikame Kochova kiivka, byla poprvé predstavena v roce 1904 jako priklad
funkce, kterd je v kazdém svém bodé spojitd, ale v zddném neni diferencovatelna.

10



Sestrojime ji tak, Zze vezmeme tsecku délky 1, ozn. Ky, a tu rozdélime na tretiny. Nad
prostredni tfetinou pak sestrojime trojuhelnik, jehoz zakladnu z vysledné mnoziny odebereme
a dostaneme kiivku K. Tento postup opakujeme na kazdé tisecce znova, viz Obrazek 1.5, az
dostaneme vyslednou mnozinu K.

K, K,

K; K;

OBRAZEK 1.5: Konstrukce Kochovy kfivky

Mnozina K}, je tedy slozena ze 4F ¢asti, pricemz kazda mé délku 37%. Celkovy soucet vsech jejich
casti se tedy limitné blizi nekoneénu.

Jesté znaméjsi variantou vyse zkonstruované mnoziny je tzv. Kochova vlocka, nékdy nazyvana
také Kochtiv ostrov. Ta vznikne spojenim tii Kochovych kiivek, viz Obrazek 1.6. Konstrukei
této kiivky bychom tedy zacinali z rovnostrannéhu trojihelniku a pro kazdou stranu bychom
postupovali stejné jako u Kochovy kiivky.

Tato ktivka je tedy uzaviend a evidentné obepind plochu o koneéném obsahu. Délka této

k
kiivky v k-tém kroku je ale trojndsobkem k-tého kroku klasické Kochovy krivky, tj. 3 - (%) .
Tato hodnota se tedy v limité stale blizi nekone¢nu. Proto tuto kiivku také radime mezi tzv.
matematickd monstra.
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OBRAZEK 1.6: Kochova vlo¢ka ve étvrté iteraci

1.5 Barnsleyho kapradina

Autor

Michael Fielding Barnsley se narodil v roce 1945 v Anglii.
Studoval matematiku na univerzité v Oxfordu, kde ziskal ti-
tul BA. Kromé matematiky ziskal také doktordt z teoretické
chemie na univerzité ve Wisconsinu. V rdmci svych nasle-
dujicich praci se zacal vice zabyvat fraktaly, diky kterym se
proslavil, a pfinesl mnoho novych poznatka, napiiklad pro
jejich vizualizaci. O fraktdlech pozdéji vydal dvé knihy, ve
kterych je shrnuta velka ¢ast jeho prace - Fractals Everywhere
[8] a SuperFractals [9]. Dnes zije se svou rodinou v Australii,
kde spolupracuje s Australskou narodni univerzitou. Dalsi
informace jsou uvedeny v [10].

Konstrukce mnoziny

Asi nejznaméjsim fraktalem, ktery byl poprvé predstaven
M. Barnsleym, je Barnsleyho kapradina. Jeji tvar je dan
funkcemi ve tvaru

filz) = fi (2) = (Z Z) <2>+ <e> = Aiw+t;. (16)
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Ke kazdé funkci je pak pritazena pravdépodobnost p;, s jakou je aplikovdna. Tvar funkce (1.6) je
obecny a pro jiné hodnoty parametri bychom dostali naprosto odlisny vysledek. Pro Barnsleyho
kapradinu, kterou vidime na Obrazku 1.7, mame konkrétni hodnoty parametri funkce (1.6)
vcéetné pravdépodobnosti uvedené v Tabulce 1.1.

i a b c d e f D

1 0 0 0 0,16 0 O 0,01
2 0,85 0,04 —-0,04 08 0 1,6 0,85
3 0,2 —0,26 0,23 022 0 1,6 0,07
4 —-0,15 0,28 0,26 024 0 044 0,07

TABULKA 1.1: Parametry pro Barnsleyho kapradinu

1.6 Juliovy mnoziny

Autor

Gaston Julia se narodil v roce 1893 v Alzirsku. Uz od mladi se zajimal o hudbu a matematiku,
a tak ucitelé presvédcili jeho rodice, aby ho ve studiu podporovali. Ziskal stipendium v Pafizi
a pozdéji zde také studoval Ecole Normale Supériore. Jeho studia viak byla zdhy prerusena prvni
svetovou valkou, ve které ptisel o nos. Jiz v 25 letech publikoval prvni ze svych slavnych dél pod
nazvem Mémoire sur 'iteration des fonctions rationelles. Zacal prednaset na nékolika skolach
a stal se profesorem na Sorbonné. Jeho prace obsahujici vice nez 200 dél, ktera byla shrnuta
v Sesti zvlastnich svazcich. Byl zvolen do nékolika Akademii véd po celé Evropé a v té parizské
se dokonce stal prezidentem. Vice v [11, 12, 13].

Konstrukce mnoziny

Soucasti systému iterovanych funkei nemusi byt vzdy jen funkce tvaru (1.6). Mnozinu komplexnich
¢isel C miizeme také povazovat za euklidovskou rovinu.
Juliovy mnoziny jsou totiz tvofeny za pomoci posloupnosti definované jako

2
ZTL-I—l :Zn+c7

kde z,,c € C a kde je dan pocatecni bod zg € C.

Tato posloupnost muze byt pro dané ¢ bud omezend, nebo neomezena. Body zg, které tvori
hranici mezi témito dvéma ptipady, pak nazyvame hranici Juliovy mnoziny pro c. Do Juliovy
mnoziny pak patii vSechny body zp, pro které posloupnost (z,) nediverguje. Juliovych mnozin je
tedy nekonecné mnoho, protoze se pro kazdé c lisi. Jednu z nejzndméjsich Juliovych mnozin pro
parametr ¢ = 1 + 0¢ miizeme vidét na Obrazku 1.8.

Juliovy mnoziny slouzi také ke konstrukci Mandelbrotovy mnoziny, kterou si predstavime
v nasledujim textu.
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OBRAZEK 1.8: Hranice Juliovy mnoziny pro ¢ = 1 + 0i. Poskytnuto autorem préce [14].

1.7 Mandelbrotova mnozina

Autor

Benoit B. Mandelbrot se narodil v Polsku v roce 1924. Jeho rodina vsSak brzy emigrovala do
Francie, kde mél jeho vychovu na starost jeho stryc Szolem Mandelbrojt, ktery byl profesorem
matematiky v Parizi a ktery mu pozdéji také predstavil praci G. Julii. Ta ho ale zpocatku prilis
nezaujala. Z Francie se dostal do USA, kde ptisobil u IBM nebo také na Yale University. V té
dobé se k Juliové praci vratil a ta se stala jeho nejvyznamnéjsi inspiraci. Pomoci pocitacové
grafiky pak diky IBM’s Watson Research Center, kde pracoval, zndzornil nékteré z nejkrésnéjsich
fraktall, které dodnes zname. Nezabyval se vsak jen matematikou, ziskal profesuru napriklad také
z ekonomie nebo mediciny a tyto znalosti pak ¢asto vyuzival. Za svij prinos nejen matematice
ziskal mnoha ocenéni a jeho prace je dodnes v oblasti fraktali zakladem.
Vice informaci o jeho zivoté a dile lze najit v [15].

Konstrukce mnoziny

Mandelbrotova mnozina (viz [16]) je na rozdil od Juliovych pouze jedna, ale i ji definujeme na C.
Bereme tentokrat posloupnost definovanou jako

2
Zn+l = Zp + 20
Ve skutecnosti tedy dostavame
2 2 2
20— 25+ 20 = (25 +20)°+20 = ....

Body 2o € C, pro které tato posloupnost nediverguje, tvori Mandelbrotovu mnozinu, jejiz hranici
muzeme vidét na Obrazku 1.9.

Mandelbrotova mnozina je navic spojena s mnozinami Juliovymi. Druhou variantou, jak ji
totiz lze definovat, je jako mnozinu vsech zg € C, pro které je Juliova mnozina souvisla.
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OBRAZEK 1.9: Mandelbrotova mnozina. Poskytnuto autorem prace [14].

1.8 Fraktaly komplexni dynamiky ve vyssich dimenzich

V predchozich sekcich jsme si ukazali, ze fraktaly nejsou jenom zalezitosti redlnych prostoru,
ale také téch komplexnich. Juliovy mnoziny stejné jako Mandelbrotova mnozina jsou definovany
na prostoru C a jsou definovany rekurzivné. Je ale také mozné zkoumat fraktalni struktury ve
vyssich dimenzich tj. v C™. Touto oblasti se zabyva komplexni dynamika ve vyssich dimenzich,
viz napriklad [17, 18]. Zakladem je zde hledani kofenu urcitych rovnic pfipadné hledéni vlastnich
¢isel. Timto tématem se zacali zabyvat jiz P. Fatou a G. Julia a jejich prace stéle tvori zaklady
komplexni dynamiky.
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Kapitola 2

Bodové mnoziny

Tato kapitola je zaméfena na shrnuti zakladnich pojmu a vysledki z teorie mnozin, které budeme
v nasledujicich kapitolach pouzivat. Dale zde budou predstaveny nékteré bodové vlastnosti, které
jsou vyznamné pro fraktalni mnoziny, jejichz priklady jsme si uvedli dfive. Zakladni definice
stejné jako vlastnosti jsou uvedeny v souladu s [19].

2.1 Topologie a metrické prostory

Definice 2.1.1. Necht je ddna mnozina libovolnych prvka S a 7 € P(S5), kde P(S) je potencni
mnozina mnoziny S. Pak 7 nazveme topologie na S, pravé kdyz plati

e« 0,SerT,

o (VA € 7, systém podmnozin S)( U Ace T) ,
AcA

o (VA € 7, kone¢ény systém podmnozin S)( ﬂ A€ 7') .
AcA

Jednotlivé prvky 7 nazveme oteviené mnoziny. Jestlize S\ A € 7, pak A nazyvame uzaviena
mnozina. Usporddanou dvojici (S, 7) nazyvame topologicky prostor.

Definice 2.1.2. Bud (S, 7) topologicky prostor, z € S. Pak mnozinu 7" € 7 nazveme otevienym
okolim bodu z, pokud z € T'. Znac¢ime ho U,.

Definice 2.1.3. Bud (5, 7) topologicky prostor. B C 7 je bazi topologie 7, pravé kdyz
(Vx € S)(VU, € T)(AB € B)(x € BCUy).

Definice 2.1.4. Bud (5, 7) topologicky prostor, T' € S. Mnozinu

T- ) 4
TCA
S\Aer

nazyvame uzaver mnoziny 7. Je evidentni, ze T'C T
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Véta 2.1.5. Bud (S, 7) topologicky prostor. Mnozina T' C S je uzaviend, pravé kdyz T' = T.
Diikaz:

=: Bud T uzaviena v S. Pak S\ T je oteviena a je pro kazdy svij bod x € S\ T okolim ozn.
U,. Pro viechna o € S\ T plati U, N T =0 a tedy z ¢ T.
Pakale TCT=T=T.

<: Necht T = T. Chceme ukézat, Ze T je uzaviena v S tj. S\ T je v S oteviend. Z predpokladu
plyne, zZe

(Ve e S\T)3U) (U, NT =10).
Mnozina S\ T je tedy jako sjednoceni okoli vSech svych boda U, C P\ T otevien4.

Dusledek 2.1.6. Uzavér mnoziny 7' je nejmensi uzaviend mnozina v S, kterd T obsahuje.

Definice 2.1.7. Bud (S, 7) topologicky prostor. Bod x € S se nazyva hromadny bod mnoziny
T C S, pravé kdyz kazdé jeho okoli obsahuje alesponi jeden bod mnoziny T rtzny od z. Bod
x nazveme izolovanym bodem S, pravé kdyz mnozina {z} je v S oteviena. Mnozinu vSech
hromadnych bodi mnoziny T' nazyvame derivaci mnoziny 1" a znac¢ime ji 1.

Poznamka 2.1.8. Z piedeslého automaticky plyne, ze T =T U T".

Definice 2.1.9. Rekneme, 7e mnozina T, kterd je podmnozinou topologického prostoru S, je
perfektni respektive dokonald, jestlize T = T".

Definice 2.1.10. Bud (S, 7) topologicky prostor. Rekneme, ze posloupnost (z,,); 2 konverguje
k bodu z, pravé kdyz

(VU > x okoli )(Ing € N)(VYn > ng)(z, € Uy).

Zna¢ime lim =z, = x.
n—4o0o

Definice 2.1.11. Rekneme, Ze topologicky prostor (S,7) je separabilni, pravé kdyz existuje
mnozina T C S tak, ze T je spofetnd a S =T, tj. T je hustd v S.

Vzhledem k tomu, ze v dalSim textu se mnohem castéji nez s prostory topologickymi budeme
setkavat s prostory metrickymi, tak si tento pojem a s nim dalsi souvisejici nyni zavedeme.

Definice 2.1.12. Usporadanou dvojici (5, p) nazveme metrickym prostorem, pravé kdyz S je
mnozina a p : S x S — [0,+00) je zobrazeni, pro které plati

o (Vz,y€ 9 (p(z,y) =0 z=y),
« (Vz,y € S)(p(z,y) = ply, ),
o (Vz,y,z € S)(p(x,z) < p(x,y) + p(y, 2)) tj. trojihelnikova nerovnost .

Zobrazeni p pak nazyvame metrikou.
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Definice 2.1.13. Bud =z € S,r > 0. Pak definujeme
B(z,r)={yeS | plx,y) <r},
B(x,r)={y eS| plx,y) <r}
a nazyvame je oteviena resp. uzaviena koule.
Poznamka 2.1.14. (S, p) je topologicky prostor s bazi generovanou otevienymi koulemi.
Poznamka 2.1.15. Jako e-okoli bodu = € S tedy oznacujeme U(z,e) = B(x,¢).

Definice 2.1.16. Bud (S, p) metricky prostor, M C S. Potom bod = € M nazveme vnitinim
bodem mnoziny M, pokud neni hromadnym bodem mnoziny S\ M.

Poznamka 2.1.17. Tuto definici lze ekvivalentné vyjadrit v nasledujicim tvaru.
Bod x € M nazveme vnitfnim bodem mnoziny M, pokud existuje e-okoli U(z,e) C S takové, ze
U(z,e) C M.

Véta 2.1.18. Mnozina M v metrickém prostoru (.5, p) je oteviend, pravé kdyz vSechny jeji body
jsou vnitini body.

Diikaz: Plyne ptimo z Poznamky 2.1.17. O

Definice 2.1.19. Rekneme, Ze mnozina A, podmnozina metrického prostoru S, je hustd v
oteviené mnoziné B C S, jestlize A = B. Pokud v S neexistuje neprazdné oteviend mnozina, ve
které by byla A hustd, pak fekneme, ze A je ridka.

Definice 2.1.20. Bud (S, p) metricky prsotor, A, B C S. Potom vzddlenost mnozin A, B
definujeme jako
dist(A, B) = inf{p(z,y) | z € A, y € B}.

Definice 2.1.21. Bud (5, p) metricky prostor, (x,) C S posloupnost. Potom dané posloupnost
konverguje k z, ozn. x, — =, pravé kdyz

(YU, okoli x)(3ng € N)(VYn > ng)(xy, € Uy) .
Poznamka 2.1.22. To tedy znamen4, ze
(Vr > 0)(3no € N)(Vn > no)(p(an,z) <T1).

Definice 2.1.23. Bud (S, p) metricky prostor, M C S. Potom M nazveme kompaktni, pravé
kdyz z kazdé nekonecné posloupnosti bodii mnoziny M lze vybrat posloupnost konvergujici
k néjakému bodu mnoziny M.

Metricky prostor S nazveme kompaktni, pravé kdyz je kompaktni jako mnozina.

2.2 Realna osa

Pokud na prostoru R, tedy réalné ose, zavedeme funkci p : R x R — R jako p(z,y) = | — y|,
miuzeme jednoduse ovérit, ze tato funkce spliiuje vlastnosti metriky. Usporadand dvojice (R, p)
tedy tvori metricky prostor. Oteviené koule na tomto prostoru odpovidaji otevienym intervaltim
a tyto koule na R generuji topologii. VSechny vlastnosti, které byly predstaveny vyse, plati i na
realné ose.
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Véta 2.2.1. Kazdy systém A tvofeny disjunktnimi intervaly je koneény nebo spocetny.

Drikaz: Kazdému intervalu, ktery patii do systému A, prifadime néjaky raciondlni bod, ktery
v tomto intervalu lezi. Intervaly jsou disjunktni, a tak nemizeme dostat pro dva intervaly stejné
raciondlni ¢islo. Mame tedy vzdjemné jednoznacné zobrazeni intervali z A na podmnozinu vSech
raciondlnich éisel Q. Ta je spoéetné, a proto i systém A je nejvyse spocetny. ([l

Véta 2.2.2. Kazda oteviend mnozina A C R je sjednocenim nejvyse spocetného systému
otevienych disjunktnich intervald, jejichz konce patii do mnoziny B = R\ A.

Diikaz: Bud a € A libovolny bod. Protoze A je oteviend, tak existuji intervaly (okoli) obsahujici
bod a, které jsou podmnozinou A. Oznac¢ime A, jejich sjednoceni.

Chceme nyni ukazat, ze mnozina A, je také interval a to ve tvaru A, = (c,d) kde ¢ je in-
fimum této mnoziny a d je jeji supremum.

Musime tedy ukézat, ze pro kazdy bod = € (¢, d) plati také = € A,. To urcité plati pro bod a.
Vezméme tedy x < a. ProtoZe x € (¢, d), tak existuje bod 2’ takovy, ze #’ < x < a. Z definice A,,
pak lze najit interval (e, f) C A, obsahujici 2/ a zérover bod a. Pro x > a bychom to dokazovali
obdobné.

Pak uz ale nutné (¢, d) = A,. O

Poznamka 2.2.3.
e Pro mnozinu A,, jak jsme ji definovali vyse, plati

1. A, C A,

2. A, nelezi v zddném jiném intervalu obsazeném v A.

Takovéto mnoziny nazyvame komponenty oteviené mnoziny A nebo také sty¢né intervaly
k mnoziné R\ A = B. Kazdy bod mnoziny A je obsazen v nékteré komponenteé.

o 7 vlastnosti 2. plyne, Ze konce zadné komponenty nelezi v A, a tedy patii do B =R\ A.
e Dle Véty 2.2.2 je mnozina vSech komponent A nejvyse spocetna.

Véta 2.2.4. Bod z € B je izolovanym bodem uzaviené mnoziny A C R, pravé kdyz je spolecnym
koncem dvou sty¢nych intervalu k A.

Diikaz: Je-li bod x spoleénym koncovym bodem sty¢nych intervalu (a,x) a (z,b), pak interval
(a,b) obsahuje pouze jeden bod mnoziny B a to pravé x.

Naopak, je-li z izolovanym bodem B a interval (a,b) neobsahuje zadny dalsi bod mnoziny
B, potom vezmeme libovolny bod 2z’ € (a,z). Tento bod musi lezet v néjaké komponenté J
mnoziny A = R\ B, kterd nutné musf obsahovat interval (a, x). Stejné pro bod z” € (z, b) existuje
komponenta J' obsahujici cely tento interval. Bod z je pak koncovym bodem intervala J a J',
coz jsme chtéli dokézat. O

Disledek 2.2.5. Uzaviena mnozina B je perfektni pravé tehdy, kdyz zadné dva sty¢éné intervaly
F' nemaji spoleény konec.
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Véta 2.2.6. Mnozina B je fidka v R, pravé kdyz jeji komplement A = R\ B je husty v R.
Drikaz:

=: Jestlize je B ridka, pak kazdy interval, a tedy i kazdé okoli bodu = € R, obsahuje body
komplementiarni mnoziny A. Potom je kazdy bod z € R bodem uzavéru A, a A je tedy
husta.

<: B je z definice Fidka v R, pravé kdyz neexistuje interval, ve kterém by byla husta. Pak B je
fidkd v R, pravé kdyz kazdy interval (a,b) C R obsahuje interval (a’,b’) disjunktni s B.

Bud A hustéd oteviend mnozina v R a (a,b) libovolny interval. Protoze A je husté, tak
existuje v (a,b) bod ¢ € A. Protoze je také oteviend, tak existuje interval (¢/,¢”) C A
obsahujici bod ¢. Potom (a,b) N (¢, ¢”) C A a tento prunik neobsahuje zddné body mnoziny
B, a B je tedy ridka.

O
Jednou z nejvyznamnéjsich mnozin, které na primce mame, je Cantorovo diskontinuum definované
v prvni kapitole. Nyni si ukazeme nékteré jeho dalsi vlastnosti.

Véta 2.2.7. Cantorova mnozina je perfektni.

Diikaz: Protoze Cantorovu mnozinu jsme definovali jako C' = ﬂ Ch, tak vsechny konce intervalt
neN

i, ..i, @ body 0, 1 patfi mnoziné C. Intervaly d;, ,,,(—00,0),(1,400) jsou vSechny stycéné

intervaly k uzaviené mnoziné C' a zadné dva nemaji spole¢né koncové body.

7 Dusledku 2.2.5 proto plyne, ze Cantorova mnozina je perfektni. O

Véta 2.2.8. Cantorova mnozina je fidka na R.

Driikaz: Protoze mnozina C' je uzaviend, sta¢i nim podle Véty 2.2.6 ukéazat, ze R\ C' je husta v R.
Chceme tedy ukazat, ze kazdy bod v R je bodem uzavéru R\ C, a musime tedy dokédzat, ze

(Vzx e C)(Ve > 0)(Fy e R\ O)(y € U(x,¢)).

Berme n € N tak, ze 3% < €. Protoze C, je sjednoceni disjunktnich intervalt délky 3%, tak
vzdalenost libovolného bodu z € C), a tedy i libovolného bodu z C, od kazdého bodu z R\ C), je
mensi nez 3% < e.

U(z,e) mé tedy spoleéné body s R\ C,,, a tedy i s R\ C. O
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Kapitola 3

Topologické dimenze

Jak uz bylo zminéno v ivodu, obecna definice fraktdlu stdle neexistuje. Nejzndméjsi a zdroven

vvvvv

mnozina, jejiz Hausdorffova dimenze je vétsi nez topologickd. O tom, jak se zavadi Hausdorffova
dimenze, pojednava ptisti kapitola. V této kapitole tedy pripomindme pojem dimenze topologické.

Zakladni vlastnosti topologické dimenze je, ze pokud jsou dva prostory homeomorfni, pak
jsou si jejich dimenze rovny. V tomto textu se budeme déle zabyvat induktivnimi dimenzemi,
které jsou pro studium fraktaltt vyhodné. Existuji samoziejmeé i dalsi zptsoby, jak topologickou
dimenzi zavést, ale ty pro nas nyni nejsou tak diilezité. Vice je mozné si o nich precist napriklad
v [1]. Podle této publikace jsou také vystavény konstrukce induktivnich dimenzi a zkoumany
jejich vlastnosti.

3.1 Dolni induktivni dimenze

K definici tohoto pojmu vyuzivame vlastnosti baze topologie.

Definice 3.1.1. Bud S metricky prostor. Dolni induktivni dimenzi, ind S, definujeme nasledovné.
e indS=-1<5=0,
e indS <keNy< (IB bazeS)(VB € B)(inddB <k —1),

indS=k<indS<kAindS £Fk—1,
e indS =400« (VkeN)(indS > k).
Tuto dimenzi také nékdy nazyvame Mengerova-Urysohnova.
Véta 3.1.2. Pokud S a T jsou homeomorfni metrické prostory, pak ind .S = ind T
Diikaz: Matematickou indukei na k:

e Prok=-1:
Méme ind S = —1. Z toho plyne, ze S = () a zarovenn S a T jsou homeomorfni, proto také
T =10,atedy indT = —1=indS.
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e Indukcni krok £k — k+1:
Bud A : S — T homeomorfismus a predpokladejme ind .S = k + 1. Pak z definice plyne, Ze

(3B béze S)(VB € B)(ind 9B < k)
a {h[B] | B € B} je tedy baze pro oteviené mnoziny z T
Zuzeni h na 0B je pak homeomorfismus takovy, ze pokud B € B, pak h[0B]| = 0h|B] a dle
indukéniho predpokladu dostéavame
indoh|B] =inddB <k=indT =k+1,
a tedy ind S = ind T pro vsechna k € Nj.
e Pro k = 400 mame ind S = 4o00. Plati tedy
(Vk € N)(indT # k) = ind T = 400
Tedy ind S = ind T

Véta 3.1.3. Bud S metricky prostor, T C S. Pak indT" < ind S.
Dikaz: Matematickou indukei na k:

. PI‘O/{?Z—I
indS=-1=9=0ATCS=T=0=indT <ind S

e Indukéni krok k — k+1:
Predpokladejme ind S = k + 1 a chceme ukazat, ze (3B bazeT)(VB € B)(inddB < k).

Necht x € T, V oteviené okoli x < (V C T')(x € V) a hleddme tedy U C V, x € U tak,
aby ind 97U < k. Mnozina V je v T oteviend, proto 3V oteviend v S, kde V =V NT.

Protoze ind S < k+1 A z € V = (3U > z, U oteviené v S)(inddsU < k). Bud
dile U =UNT. Tedy U CV je oteviena v S a plati

orU C 85U = ind 0rU <inddsU <

(3B béze T) (VU € B)(ind 0rU < k),
atedy ind7T <k+1=indS.

e Pro k= +o0:
Méame ind S = +00 a nerovnost tedy plati trivialné.

Poznamka 3.1.4. Bud S metricky prostor, A, T C S. Pak 9p(ANT) C dsA.
Diikaz: Protoze x € Or(ANT), pak

(VE>O)<EIy€AﬂT A EIzET\(AﬂT))(p(y,x) <eAp(z,z)<e),

a protoze y € A a zédroven z € S\ A, tak x € 0A v S. O
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3.2 Horni induktivni dimenze

K definici pojmu horni induktivni dimenze vyuzivime pojem oddélovani uzavienych mnozin.

Definice 3.2.1. Bud A, B disjunktni mnoziny v metrickém prostoru S. Rekneme, Ze mnozina
L oddéluje A a B préavé tehdy, kdyz

(3U,V C S otevienéd)(ACU, BCV, UNV =0)(L=S\(UUV)).
Definice 3.2.2. Bud S metricky prostor. Definujeme horni induktivni dimenzi, Ind S, nasledovné.
e IndS=-1&5=0,

e IndS <k eNy<& (VA, B uzaviené, AN B = 0)(3L oddélujici A, B ANIndL <k —1),
IndS=keNy<IndS<kAIndS £k-1,

e IndS =+00< IndS > k pro vSechna k € N.
Tato dimenze se nékdy také nazjva Brouwerova-Cechova.
Véta 3.2.3. V definici dolni induktivni dimenze plati ekvivalence
indS <keNy< (V{z},ACS uzaviené, {z} N A =0)(3L oddél. {z}, A)(IndL <k —1).
Drikaz:
=-: Vychazime z definice dolni induktivni dimenze 3.1.1. Spojenim s definici baze dostavame
(Vz € S)(VU C S, z € U oteviené)(3IB oteviené)(x € BC U AinddB <k —1).
Vezmeme libovolné x € S a A C S uzavienou, ¢ A. Z toho plyne (3U 3 2)(UNA=10) a
najdeme otevienou mnozinu B 3 z takovou, ze inddB < k — 1 a zaroven B C U.
Polozime V := S\ B, potom A C V a zéroveii VN B = (. Tedy mame x € Ba A CV tak,
ze r a B mizeme oddeélit pomoci L =S\ (BUV) =0B, a tedy ind L =inddB < k — 1.
<: Predpoklddejme, ze plati prava strana ekvivalence tj.
(Vo € S)(VV C S,z € V okoli)(L oddéluje {z}, A =X \V)(indL <k-—1).

Bud déle U, W oteviené podmnoziny S takové, ze plati z € U, A Cc W, UNW =)
a S\ L=UUW.Potom méme

reUCS\WcCS\A=V

a zaroven

ou Cc (S\U)N(S\W)=S\(UuW)=1L.
Potom uz nutné ind 90U < k — 1 a tedy ind S = n.
O

Poznamka 3.2.4. Véta vyse je velmi dilezita, protoze ndm dovoluje porovnavat dolni induktivni
dimenzi s horni. Konstrukce tohoto dikazu je ptivodnim vysledkem prace. Je ddle upravena
podle [20].

Véta 3.2.5. Bud S metricky prostor. Pak ind S <Ind S.
Drikaz: Plyne z Véty 3.2.3 a definice Ind S. O
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3.3 Prostory nulové dimenze

Nyni se zaméfime kontrétné na prostory a mnoziny, jejichz topologickd dimenze je rovna 0,
a jejich dulezité vlastnosti. Jako priklad mnoziny s nulovou dimenzi muzeme uvést napriklad
Cantorovo diskontinuum, jak si dokazeme déle.

Definice 3.3.1. Bud S metricky prostor a A jeho podmnozina. Rekneme, ze A je obojetna,
praveé kdyz je oteviena a zaroven uzaviend v S.

Podle vét z predchozi kapitoly tedy dostédvame nasledujici poznamku.

Poznamka 3.3.2. Separabilni metricky prostor S méa nulovou dimenzi, ind S = 0, pravé kdyz
plati alespon jedna z nasledujicich podminek.

1. (3B béaze S)(VB € B)(B je obojetnd),
2. (Vze S, VCS oteviené,z € V)(3U C S obojetné)(x € U C V),
3. Vze S, AcCS uzaviené,z ¢ A)(D oddéluje {z}, A).

Dale také plati, ze kazdy neprazdny podprostor prostoru s nulovou dimenzi ma také nulovou
dimenzi.

Véta 3.3.3. Separabilni metricky prostor S ma nulovou dimenzi, pravé kdyz

(VA, B C S, uzavtené, disjunktn{)(3U C S obojetnd)(A C U AB C X \U),
tj. mnoziny A, B lze oddélit prazdnou mnozinou.
Dikaz:

=: Sestrojime mnoziny V, C S tak, ze (Vx € S)(3V, C S,z € V) a plati ANV, = () nebo
BNV, =0.
Diky tomu dostavame pokryti prostoru S jako {V;}.ecg, a protoze S je separabilni, je mozné
najit spocetné podpokryti {V,, }:°.

Déle konstruujeme obojetné mnoziny U; nasledujicim zptisobem.

Uy =V,
Ui == Va, \ |J Va, C Vi, pro viechna i =2,3,...
j<t
jEN
Oznac¢me déle
+00 +oo

U= J{U | AnU#0} a V:=|J{Ui | AnU; =0}

i=1 i=1
Pak ale plati zéroven A C U a BCV = S\ U a U je tedy obojetné.

<: Plyne trividlné z 3. bodu Poznamky 3.3.2.
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Véta 3.3.4. Bud S metricky prostor a necht pro vSechna oteviend pokryti S existuje konecné
podpokryti S z disjunktnich, obojetnych mnozin, pak existuje bdze topologie na S tvorend
obojetnymi mnozinami, a tedy ind S = 0.

Dikaz: Bud xg € S a U C S, zg € U. Pak vzdélenost r := dist(zg, S\ U) > 0 a definujeme
V:={z € 8 p(x,29) > 5}. Mnoziny U a V tedy pokryvaji S a dle pfedpokladi existuje obojetné
podpokryti. Z toho uz plyne existence béze. O

Poznamka 3.3.5. Protoze hodnota dolni induktivni dimenze je zavisla na topologii, uvazujeme
pro nasledujici véty standardni topologii na R danou otevienymi intervaly.

Véta 3.3.6. Cantorova mnozina ma nulovou dimenzi.

Diikaz: Bud C' = ,,eny Cn stejné jako v Kapitole 1.1 a A oteviené pokryti C'.

(Ve € C)(FA, € A)(x € Ap) atedy (Ir > 0)(B.(x)NC C Ay)
Najdeme déale n € N, aby 37" < r. Potom existuje interval I, 3 z, I, C C,, o délce 37", pro ktery
plati I, N C C A, a mnozina I, N C je v C' obojetna.
Definujeme oteviené pokryti C' jako A; = {I, | x € C}. C je kompaktni, a tedy existuje
koneéné podpokryti As = {I3,..., I} }. Definujeme déle mnoziny

Ji=1I; \ U I; pro vSechna i € k.

7<i

jEN
Potom Az = {Ji,...,Ji} je pokryti S tvofené disjunktnimi, obojetnymi mnozinami, a tedy
indC = 0. O

Véta 3.3.7. Jediné obojetné mnoziny v R jsou () a R. R tedy nemé nulovou dimenzi.

Diikaz: (sporem)
Bud A C R tak, ze A#RAA #.

Definujeme posloupnosti (z,,), (y,) nasledovné. Bereme libovolné zg € A a yo ¢ A a defi-
nujeme z, = w Pak pokud z, € A klademe x,11 = zn, Ynt1l = Yn, Vv Opacném pripadé
Tp+l = T,y Ynt1 = 2n- Je tedy zachovano x,41 € A, ynt1 € A. Plati

_ |Zn, — Ynl _ |70 — Yo| n—+oo
|Tn41 — Ynt+1] = D) = on 0.

Zaroven |rp41 — xp| < |$°2+y°| a (zy) je tedy cauchyovska. Bud pak z = lim,,_, 5. Protoze
. , n—-+0o00

limy, 400 |Tn — yn| = 0, tak také y, —— x.

Bod z je tedy bodem hranice A, tj. 04 = A\ A° # () = spor. A neni obojetn4. Il

Véta 3.3.8. Bud T neprazdna podmnozina R. Pak T' ma nulovou dimenzi, pravé kdyz neobsahuje
zadny interval.

Dukaz:

=: (obména)
Predpoklddame, ze T obsahuje interval, ozn. (a,b), ten je ale homeomorfni s R, a tedy dle
Véty 3.3.7 nema nulovou dimenzi. Podle bodu 4 v Poznamce 3.3.2 to znamena, ze ani T’
nema nulovou dimenzi.
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«: Necht T neobsahuje zadny interval. Pak V' :=T'N (a,b), kde a < z < b, je bazickd mnoZina
T pro libovolny bod z. Stadi tedy definovat U := T'N (¢, d), kde ¢ € (a,2)\ T, d € (x,b)\ T,
aby platilo

(VzxeT, V.CT oteviené,z € A)(IU C T obojetné)(x € U C V)

3.4 Sumacni vlastnosti

Cilem této kapitoly je ukazat dalsi vlastnosti induktivnich dimenzi. Kromé toho zde vsak také
ukazeme, ze induktivni dimenze, jak jsme si je definovali vyse, maji nejen obdobné vlastnosti,
ale na separabilnich metrickych prostorech jsou si také rovny. Jejich rovnost je mozné ukéazat
také pro kompaktni metrické prostory, viz [1]. Kromé induktivnich dimenzi se jesté velmi casto
pracuje s tzv. pokryvaci dimenzi, ozn. Cov, pro kterou se d4 na separabilnich a kompaktnich
metrickych prostorech ukazat rovnost s dimenzemi induktivnimi. Tato tvrzeni je také mozné
najit v [1].

Lemma 3.4.1. Bud S metricky prostor, A, B jsou disjunktni uzaviené mnoziny, T'C S. Pak

1. Bud U,V oteviené mnoziny, A C U, BCV, UNV = . Pokud L' C T oddéluje T N U
aTNV v T, pak existuje L C S oddélujici A,B v S, kde LNT C L'.

2. Piedpoklddejme navic, ze T = T.
Pak pro vSechny L' C T oddélujici TN A a TN B v T, existuje L C S oddélujici A, B v S,
kde LNT C L.

Dukaz:

1. Necht plati
L' oddéluje TNU a TNV

Potom T'\ L' =U"U V', kde U’, V' jsou oteviené v T a plati
TAUCU, TNV CV'.

Déle vime, ze UNV' = (T'NnUNV’') Cc U NV' =0 a zéroven U je oteviend mnozina,
proto tedy

UnvVi=0 = ANV’ =90.
Obdobné lze dokazat, ze BN U’ = ().

Pak ale U’, V' jsou disjunktni oteviené mnoziny v S, z ¢ehoz plyne, Ze
UnNnv=0nvV=90.

7 toho potom dostéavame, ze

(AUUYN(BUV') = (AuUYN(BUV) = (ANB)U(ANVHUU'NnB)UU' NV =0.

Obdobné bychom ukazali (AUU')N(BUV') = (.
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Diky tomu musi existovat v S disjunktni oteviené mnoziny U” a V", pro které plati
AUU CU”a BUV' CV". Dostavdme tak oddélujici mnozinu jako L = S\ (U" U V")
a zaroven
TNL=(T\(U"uvV")Cc(T\(Uuv)=L".
2. L' oddéluje TN A, TN B v T = existuji disjunktni oteviené mnoziny U', V' v T tak, ze
TNACU, TNBCV aziroven T\ (U'UV")=L".
Z toho plyne, ze mnoziny A a (T'\ U’') U B jsou disjunktn{ a uzaviené, a tedy
ACS\ ((T\U")UB) = (3U" oteviend)(ACU" CU” C S\ ((T\U')UB)).
Obdobné pro mnoziny B a (T\V') UU” disjunktn{ a uzaviené plati
(3V” oteviend (B C V" C V" C S\ (T\V)uU")).
Dostévame mnoziny A C U”, B C V" a U’ N V" = (), na které miizeme pouzit bod 1.
O

Dusledek 3.4.2. Bud S separabilni metricky prostor, A, B disjunktni uzaviené mnoziny v S,
T C S, indT = 0. Pak existuje mnozina L oddé¢lujici A, B v S, pro kterou LNT = ().

Diikaz: Zvolime U,V oteviené mnoziny tak, aby A C U, B C V a U NV = (. Mnoziny

UNT, VNT jsou disjunktni a uzaviené v T, pficemz indT = 0, a lze je tedy separovat

pomoci L = (). Pouzijeme-li Lemma 3.4.1, dostaneme mnozinu L oddélujici A, B, pro kterou plati

LNTCL =0. O

Véta 3.4.3. Necht S je separabilni metricky prostor, A, B C S. Pak
ind(AUB)<1+indA+ind B.

Drikaz:

e Pokud ind A = +00 nebo ind B = +00, pak je tvrzeni trivialni.

o Predpokladejme ind A =m, ind B=n, m,n € {-1,0,1,...}, m,n < +oco.
Indukci pro m + n:

—Prom+n=-2:
Jestlize A,B =0, pak AUB =0, a tedy ind(AUB) = -1 =1+ (—1) + (-1).

— Indukéni krok m+n —->m+n+1:
Necht z € AUB < x € A nebo x € B. Bereme x € A. Pro x € B bychom postupovali
obdobné.
Bud V =V oteviend v AUB Az € V, potom {z}, A\ V jsou oddélény mnozinou
L', kde ind L’ < m — 1. Dle lemmatu (3.4.1) pak

(3L c AUB)(L odd. {a},((AUB)\V) v AUB A LNACL).

Pak ale L = (LN A)U(LNB) adleIP plati ind L <1+ (m —1)+n =m +n.
Z definice uz nutné ind(AU B) = 1+ m + n.

O

Disledek 3.4.4. Bud S separabilni metricky prostor, T; C S a ind T; = 0 pro vSechna i € n+1.

Pak
n+1

ind U T, <n.
i=1
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Lemma 3.4.5. Bud S metricky prostor. Pak plati

(Vne N)(T,, C S uzavfené)(indTn = 0) = ind U T,=0.
neN

Dikaz: Bud T := | J T,. Pak platf
neN

IndT =0« (VE,F C T disj., uz.)(3U,V e (T)ECU A FCV,UNV =0, T=UUV).

Protoze Ind T} = 0, tak plati (3A; obojetnd v T1)(T1 N E C Ay A Ty NF C Ty \ A;). Mnoziny
EUA; a FU(Ty \ Ap) jsou tedy disjunktni a uzaviené.

Pak
(U1, V1 C S oteviené, U1 NVi =0)(EUA; CU; A FU(Ty\ A1) C V).

Protoze ind Ty = 0, tak plati (3A3 obojetnd v T3)(To N Uy € A3 AToNV; C T\ As). Mnoziny
Ui UAy a ViU (Ty\ Ag) jsou tedy disjunktni a uzaviené. Potom viak

(HUQ,‘/Q C S otevrené, @072: @)(aUAl CU; A Vlu (TQ\AQ) - VQ) .

Takto pokracujeme, abychom dostali posloupnousti {Up }n>1 & {Vi}n>1.

Definujeme U = U Up,aV = U V,. Pak jsou U,V disjunktni oteviené mnoziny £ C U

neN neN
a [ C V. Zaroven vsak také plati, ze (U, UV,,)NT,, =T, = T C UUV. Pak ale mdme oddélujici
mnozinu L =T\ (UUV)NT) =0 a z definice Ind T = 0. O

Véta 3.4.6. Bud S separabilni metricky prostor, k € Ny. Necht déle plati
(Vn € N)(T), C S uzaviené)(ind T, < k). Potom

ind | J T, <k.
neN

Diikaz: Definujeme T' := J,,cny T a zkoumdme ndsledujici pfipady.
e Pro k = 400 plati vyrok trividlné.
e Pro k € Ny dokazujeme matematickou indukei na k.

— Pro k = 0: Viz Lemma 3.4.5.
— Indukéni krok k — 1 — k :
Dle indukéniho predpokladu vime, ze

(Vn € N)(3B, bézer(T,))(VU € B,)(inddp, U < k —1).

Mnoziny 07, U jsou uzaviené v S, a tedy pro spocetné sjednoceni ¥ = U U or, U
neNUEB,
plati také, ze indY < k — 1.

Ozna¢me déle Z, =T, \' Y. Potom {U\Y | U € B,} je baze 7(Z,). Chceme ukézat,
Ze tato baze je tvorend obojetnymi mnozinami.

Mnoziny U \ Y jsou oteviené v Z,, protoze U\Y =UN(T,,\Y)=UnNZ,.
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Abychom ukéazali uzavienost mnozin U \ V, definujeme V = Z, \ (U\Y) C Z,
a bereme z € V. Potom plati, zex € T, Ne¢Y Nz g U,atedyx €U A x & 0r,U.
Pak ale (3H,(¢) oteviend)(H,(¢) NU = () a pokud definujeme H = H,(g) N Z,, tak
H € 7(Z,) tj. H je oteviena. Pro H dale plati, ze x € H a zaroven HN (U \Y) = 0,
diky ¢emuz je V oteviend v Z,. U\ 'Y je tedy v Z,, uzaviena.

Béze 7(Z,) tedy obsahuje mnoziny obojetné v Z,, a ind Z,, < 0.

Definujeme Z := | | Zy, kde Z, = T, \' Y = T, N Z jsou uzaviené v Z a ind Z, < 0,
neN
proto plati také ind Z < 0. Pak uz zrejmé

ind 7 =ind (| J(1,\Y)UY) <1+indZ+indY <140+k—1=k.
neN

Dusledek 3.4.7. Bud S separabilni metricky prostor, ind S = k € N. Potom

n+1
S=|JTi kde indT; =0.
i=1
Tedy S je sjednocenim k + 1 mnozin nulové dimenze.

Véta 3.4.8. Necht S je separabilni metricky prostor a A, B C S disjunktni uzaviené mnoziny.
Bud déle k € Ng a T C S, indT = k. Potom existuje mnozina L. oddélujici A, B takova, ze

ind(TNL)<k-—1.
Dikaz:
e Pro k = 0: Tvrzeni plyne z Dusledku 3.4.2.

e ProkeN:
Dle Dusledku 3.4.7 mazeme tict, 2e T =Y U Z, kde indY =k — 1 aind Z = 0. Pak ale
z Dusledku 3.4.2 plyne, ze (3L oddélujici A, B)(LNZ =0), a tedy LNT C Y. Pak uz plati

ind(LNT)<indY <k-—1.

Véta 3.4.9. Bud S separabilni metricky prostor. Pak plati Ind.S < ind S.
Dikaz:

e ProindS = 4o00: Tvrzeni plati trivialné.

e ProindS = —1: Plyne primo z definic.

e Proind S =k € Ny dokazujeme matematickou indukei na k:

— Pro k = 0: Tvrzeni plyne z Poznadmky 3.3.2.
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— Indukéni krok £ — 1 — k-
Necht A, B C S jsou mnoziny disjunktni, uzaviené v S. Pak dle Véty 3.4.8

(3L oddélujici A, B)(indL <k —1).

Dle indukéniho predpokladu pak Ind L < k — 1, a proto Ind S < k.

Dusledek 3.4.10. Je-li S separabilni metricky prostor, pak ind S = Ind S.

Diikaz: Tvrzeni plyne primo z Véty 3.2.5 a Véty 3.4.9.
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Kapitola 4

Hausdorffova dimenze

Jak bylo jiz uvedeno, Mandelbrotova definice vyuziva pojem Hausdorffova dimenze. V této kapitole
si tedy pojmu Hausdorffovy miry a poté i Hausdorffovy dimenze zadefinujeme a predstavime si
nékteré jejich dulezité vlastnosti.

4.1 Mira a vnéjsi mira
Nez se dostaneme k samotnému zavedeni Hausdorffovy miry a dimenze, je potieba si nejprve

ukézat, jak miru a specidlné vnéjsi miru definujeme a konstruujeme obecné.

Definice 4.1.1. Necht je ddna mnozina X a F soubor jejich podmnozin. F nazyvame
o-algebra na X, prave kdyz plati

1. 0,X € F,
2. Ae F = X\AeF,

3. Ave F,neN = | J A, e F.
neN

Definice 4.1.2. Bud X mnozina a F o-algebra na X. Pak mira na F je funkce M : F — [0, +00]
takova, ze

1. M(0) = 0.

oo
2. Pokud A,, € F,n € N, je disjunktni posloupnost mnozin, pak ./\/l( U An) = Z M(A,).
neN n=1

Definice 4.1.3. Bud X mnozina a F o-algebra na X. Pak vnéjsi mirou na F nazyvame funkci
M F — [0, +00], pro kterou plati

1. M(0) =0,

V nésledujici ¢asti si ukdzeme metody, kterymi 1ze vnéjsi miru konstruovat.
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Véta 4.1.4. (Metoda I) Bud X libovolnd mnozina a 4 soubor podmnozin X, které X pokryvaji.
Bud dale libovolnd funkce ¢ : A — [0, +00]. Pak existuje jednoznaéné dana vn&jsi mira M na X
takova, ze

1. M(A) < ¢(A) pro vSechna A € A.

2. Pokud N je libovolné vnéjsl mira na X, spliujici podminku 1, pak

N(B) < M(B) pro vsechna B C X .

Drikaz:

Jednoznacnost konstruované miry:

Pokud mame dvé vnéjsi miry My, Ms spliiujici podminky véty, pak dle bodu 2 plati pro viechna
B C X, 7e M1(B) < Mz(B) a zroveni My(B) < Mj(B). Z toho uz plyne jejich rovnost.

Existence:
Pro vSechny mnoziny B C X definujeme

M(B) := inf ZC(A) ,
AeD

kde infimum je pres vsechna spocetnd pokryti D pokryvajici mnozinu B mnozinami z A.
Chceme ukazat, ze M je vnéjsi mira.

o M(0) = 0 plati trividlné, protoze prazdnou mnozinu pokryji zase prazdnou mnozinou.
B C

C = kazdé pokryti C je zaroveni pokrytim B = M(B) < M(C).

+00

o Bud dané B,, pro vechna n € N a chceme ukdzat, ze M ( U Bn) < Z M(By).
neN n=1
Pokud M(B,,) = +o0o pro né&jaké n € N, pak je nerovnost urcité splnéna.

Predpoklddejme tedy M(B,,) < +00 pro vSechna n € N.
Bud déle € > 0 a pro vSechna n vybereme spocetné pokryti D pokryvajici mnozinu B,
mnozinami z A tak, aby

> e(A) < M(By) 427 ".

AeD,

Nyni D = U, en Dn je spocetné pokryti J,,cny Bn, a plati tedy

ﬂ( U Bn) < ) e(A) < Jrf D e(A) < +fﬂ(ﬁ’n) - Jrf 27" = Jrfﬂ(Bn) +e.
n=1 n=1 n=1

neN AeD n=1AeD,

Protoze € jsme volili libovolné, plati

M(UB.) < 3 M(5,)
n=1

neN

Tim jsme splnili podminky definice a M je tedy vnéj$i mira. Nyni se podivame, jestli plati také
podminky véty.
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1. Pro A € Aje {A} pokryti A, a tedy
M(A) < ZC(B) =c(A).
Be{A}
2. Piedpokladejme, Ze N je libovolné vnéjsi mira na X, pro kterou plati

N(A) < ¢(A) pro viechna A € A.

Pak pro vSechna spocetnd pokryti D mnoziny B elementy z A dostdvame

S = S Ny = N(JA) >N (B).
AeD AeD

AeD
Z definice M(B) uZ pak jasné plyne, ze M(B) > N(B).
]

Véta 4.1.5. Bud X mnozina a funkce ¢ : A — [0, +00]. Bud M 4 vn&jsi mira na X konstruovand
dle Metody I, definovand za pomoci souboru A a omezend funkci c¢. Pak

1. BCA = My< Msp,
2. VA€ A)(Ve>0)(ABE€B)(ACB A ¢(B)<c(A)+¢) = Mp< My
3. Bud navic K > 0 konstanta takova, ze plati
(VAe A)(3BeB)(AC B A ¢(B) <K -c(4)),
potom Mp < M4.
Dikaz:

1. Vngj§i mira Mp je nejvétsi vnéjsi mira spliujici Mp(B) < ¢(B) pro viechna B € B. Stejnou
podminku ale plni i M 4, a z maximality Mp tedy M4 < Mp.

2. Bud déno € > 0 a necht je dile D = {41, As,...} C A spocetné pokryti mnoziny E.
Pro vSechna A; vybereme B; tak, aby A; C Bj a zéroven c(B;j) < c(A;) + 5. Pak
= {Bi, Ba, ...} je také pokrytim E a

e+ c(4)) =D e(B;) = Mp(E).

JjEN JEN
Bereme-li infimum pres vSechna spocetna pokryti mnoziny F, dostavame
e+ My(E) > Mg(E).
To plati pro viechna € > 0, a proto M 4(E) > Mp(E).

3. Bud D = {Ay, As,...} C A spocetné pokryti mnoziny E.
Pro vSechna A; vybereme B; tak, aby A; C B; a zaroven c¢(Bj) < K - ¢(A;). Pak
= {Bi, Bs,...} je také pokrytim E a

KZC( Zc D> Mgp(E).

JEN JEN
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Bereme-li infimum pres vSechna spocetna pokryti mnoziny F, dostavame
K- My(E)> Mg(E).

O
Definice 4.1.6. Bud M vnéjsi mira na mnoziné X. Pak mnozina A C X je M-méfitelnd, prave

kdyz M(E) = M(ENA) + M(E\ A) pro vSechny E C X.

Poznamka 4.1.7. Méfitelnost zde bereme v Carathéodoryho smyslu, jehoz definici a vlastnosti
1ze najit naptiklad v Chapter 5.1 v [1].

Véta 4.1.8. Necht je dan soubor mnozin F tvofeny M-méfitelnymi mnozinami na X, pak je to
o-algebra a plati

M(UA4n) = fﬂmn).
neN n=1

Diikaz: Je ziejmé, ze () € F, protoze pro vSechna E C X plati
M(END) + M(E\0) = M)+ M(E)=M(E).
Obdobné lze ukazat, ze A € F, pravé kdyz jeji doplnék X \ A € F.

Piedpokladejme, ze A; € F pro j =1,2,...a E C X je libovolnd mnoZina. Potom

H(E) = M(EﬁAl)-i-M(E\Al)
M(EﬁAl)+M((E\A1)QA2)+M(E\(A1UAQ))

= f:lM((E\qui) NA;) +M(B\ OlAj).

Proto M(E) > iM((E\julAl) ﬂAj) —l—ﬂ(E\ U Aj) , a tedy pro k — 400

j=1 =1 JEN
k j—1
ME) > > M((B\ U 4A)n4;) + M(E\ U 4;).
j=1 i=1 jEN

Ale En (4= ((B \U A;) N A;) , takse plati také

jEN jEN =1
j-1
JEN JjEN JjEN i=1

Proto Ujeny 45 € F a F je tedy o-algebra.

Pokud jsou navic A; disjunktni, pak pro £ = {J;cy A; dostédvame

MU 4) = > M(A,).

neN
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Definice 4.1.9. Bud S metricky prostor, A, B C S a M je vnéjsi mira na S. Rekneme, ze M je
metrickd vnéjsi mira, pravé kdyz plati

M(AU B) = M(A) + M(B)

pro vSechny A, B, kde dist(A, B) > 0.

Definujeme dale metrickou miru M jako ztzeni metrické vnéjsi miry M na M-méritelné mnoziny.

Metoda I mé ale nevyhodu v tom, ze muze selhat v poskytnuti miry na otevienych méritelnych
mnozinach, viz [1]. Proto se nyni podivime na Metodu II, diky které je mozné tyto problémy
odstranit.

Definice 4.1.10. (Metoda II) Bud dan A soubor podmnozin metrického prostoru S, funkce
¢: A—0,+00] a predpokladejme, ze

(Ve € S)(Ve > 0)(FA € A)(z € ANdiam A <¢).
Definujeme pro vsechna £ > 0 soubor mnozin
Ac:={Aec A | diamA <e}.

Necht M. je vnéjs mira dle Metody I omezend funkci ¢ definovana na souboru A.. Pak dle
Véty 4.1.5, jestlize madme danou mnozinu E, pokud ¢ klesa, pak M. (E) roste.

Definujeme tedy
M(E) = lim M.(E) = sup M.(F).

e—0 e>0
Véta 4.1.11. Funkce M definovana pomoci Metody II je metrickd vné&jsi mira.

Diikaz: Bud A, B C S, pro které plati dist(A, B) > 0.
Protoze M je vnéjsi mira, plat{ M(A U B) < M(A) + M(B). Chceme tedy dokézat opac¢nou
nerovnost.

Bud € > 0 takové, ze ¢ < dist(A, B), a necht je D spocetné pokryti AU B mnozinami z A.. Pro
mnoziny D € D plati, ze diam D < dist(A, B), takze D protina nejvyse jednu z mnozin A, B.
Diky tomu miizeme rozdélit pokryti D na dvé ¢éasti, kde Dy pokryva mnozinu A a Do pokryva
mnozinu B. Pak ale dostavame

> D)= Y D)+ Y (D) > M.(A)+ M(B).
DeD DeDy DeDoy

Pokud nyni vezmeme infimum pfes vSechna pokryti, dostaneme M_.(AU B) = M.(A) + M.(B).
Pro ¢ — 0 pak uz

M(AUB) = M(A) + M(B).



4.2 Hausdorffova mira

Definice 4.2.1. Bud S metricky prostor, s > 0. Pak definujeme s-dimenzionalni Hausdorffovu
vnéjsi miru jako vnéjsi miru podle Metody 11, viz Definici 4.1.10, definovanou pomoci mnozinové
funkce cs(A) = (diam A)*. Oznacujeme ji 7 .

Protoze Metoda II vyvuziva vnéjsi miru konstruovanou pomoci Metody I, ukdzeme si nyni
konstrukci podle této metody.

Necht je k predchozi definici navic dano € > 0, A spocetné e-pokryti F' C S, tedy spocetné
pokryti takovymi mnozinami, ze diam A < € pro vsechna A € A. Pak definujeme
H(F) = inf Z (diam A)*
AcA

kde infimum je pres vSechna spocetna e-pokryti 4 mnozinami z S. Pokud ¢ klesa, pak hodnota
H. roste. Dostavame tedy, ze

H(F) = lim H_(F) = supH.(F)

e—0 >0

je s-dimenzionalni Hausdorffova vnéjsi mira pro mnozinu F'.

Véta 4.2.2. Bud S metricky prostor, F' C S. Pokud F je konetna mnozina, pak H'(F) = 0 pro
vSechna s > 0.

Drikaz: Protoze bod mnoziny F' je kone¢né mnoho, tak jsme schopni pro libovolné malé epsilon
pokryt kazdy bod mnozinou s nulovym polomérem, protoze kazdy bod je zde sdm sobé okolim.
Méme tedy konecné pokryti mnoziny F' takové, Ze pro vSechna A z pokryvaci mnoziny je
diam A = 0. Pak uz ale
Aa7S
F) = lim inf diam A)° =0.
H(F) im in AEZA( iam A)

4.3 Hausdorffova dimenze

Hausdorffovu miru H’(F) vSak miizeme také zkoumat jako funkei s pro mnozinu F. Lze ukazat,
ze pro rostouci s funkce HS(F ) klesd. Jak je ale vidét z nésledujici vety, plati mnohem silnéjsi
tvrzeni.

Véta 4.3.1. Bud F borelovska mnozina a 0 < s < t. Pak pokud H (F) < +o0, pak ﬁt(F) =0.
Pokud H'(F) > 0, pak H'(F) = +o0.

Dukaz: Pokud diam A < e, pak
H (A) < (diam A)' < &5 (diam A)* .

Pak uz podle Véty 4.1.4 plati ﬁZ(F) < et H.(F) pro viechna F. Potom ale pokud ' (F) < +oo,
pak
Tt ot . tsas
p— < =
H(F) glj}%HE(F)_;I_I}(l]8 H(F)=0.

Druhé tvrzeni je jen obména prvni implikace. O
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Poznamka 4.3.2. Véta 4.3.1 ndm vlastné rika, Zze pro danou mnozinu F existuje jedine¢na
meznii hodnota sy € [0, +00] takova, ze

H’(F) = +o00 Vs < s9

H(F)=0 Vs> s
Definice 4.3.3. Definujeme Hausdorffovu dimenzi mnoziny F' jako
dimy F = inf{s € [0; +o0] | ﬁS(F) =0}.

Poznamka 4.3.4. Je samoziejmé mozné, ze ﬁS(F ) = 0 pro vSechna s > 0, potom klademe
dimy(F) = 0. Podobné se miize stat, ze H (F) = +oo pro viechna s > 0, potom dimg(F) = +oc.

Véta 4.3.5. Bud A, B borelovské mnoziny. Pak plat{ nasledujici tvrzeni.
1. Pokud A C B, pak dimy A < dimy B .
2. dimy (AU B) = max{dimy A, dimy B}.

Drikaz:

1. Pfedpoklddejme, ze A C B. Pokud s > dimy B, potom H (A) < H’(B) = 0, a tedy
dimy A < dimy B.

2. Bud s > max{dimy A, dimy B}. Potom s > dimy A, takze H (A) = 0. Podobné
H’(B) =0.Pak H(AUB) < H’(A) + H(B) = 0, a proto dimy (AU B) < s. To vsak
plati pro vsechna s > max{dimy A, dimy B}, takze dostdvame

dimy (AU B) < max{dimy A, dimy B} .

Podle bodu 1 ale zaroven plati, ze dimy (A U B) > max{dimy A, dimy B}, proto uz se
nutné musi rovnat.

O

Véta 4.3.6. Bud S metricky prostor, T'C S, f : .S — T podobnost s koeficientem r > 0. Bud
dile s >0, FF C S. Pak

a tedy dimy f[F] = dimy F.

Diikaz: Predpokladejme, 7e T = f[S]. Potom f ma inverzi f~!.
Pro mnozinu A C S plati, ze diam f[A] = r diam A. proto plati také (diam f[A])® = r®(diam A)*.
Podle Véty 4.1.4 dostavame

S

H,o(fIF]) = r* H(F).
Proto H,(f[F]) = r*H'(F) a dimy, f[F] = dimy F. O
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4.4 Dalsi fraktalni dimenze

Jak uz bylo zminéno v tvodu, nejznaméjsi definice fraktalu pochazi od B. B. Mandelbrota,
viz [10], je zaloZena na porovnani topologické a fraktalni, v tomto piipadé Hausdorffovy, dimenze.
Pro jiné ucely se ale ¢asto vyuzivaji obdobné definice, které pouze misto Hausdorffovy vuzivaji
jiné fraktalni dimenze. Tyto definice nejsou Casto tak obecné jako puvodni Mandelbrotova
definice, ale pro urcité vypocty se mohou hodit lépe. Jednim z prikladi je mrizkova dimenze,
kterou si predstavime dale. Ta se ¢asto vyuziva, protoze pro jisté mnoziny je porovnatelna s
dimenzi Hausdorffovou a je mnohem jednodussi ji vypocitat. Dalsi zajimavou dimenzi je naptiklad
Higuchiho fraktalni dimenze, kterou lze pouzit pro vypocet dimenze nékterych kiivek. V aplikaci
ji 1ze pouzit napiiklad pro vypocet fraktalni dimenze DNA, viz [21]. Obecné tyto dalsi fraktdlni
dimenze nemusi hodnotami viibec odpovidat Hausdorffové dimenzi, prestoze je budeme mérit na
stejnych mnozinach. Vice o takovychto dimenzich je mozné najit napriklad v [22].

Nyni si ukdzeme, odkud presné se Mandelbrotova definice fraktalu vzala. Tuto definici nékdy
nazyvame jako tzv. nultou definici. Vychazi ze znalosti nasledujici véty.

Véta 4.4.1. Bud S metricky prostor, T' C S. Potom Cov T' < dimy T, kde Cov je pokryvaci
topologicka dimenze.

Diikaz: Podrobny dukaz je mozné najit v [23]. O

Abychom dostali definici fraktalu podle Mandelbrota, stac¢i nyni brat ve Vété 4.4.1 nerovnost
ostrou.

Definice 4.4.2. Bud S metricky prostor. Potom fraktal je takova mnozina T' C S, pro kterou
plati Cov T' < dimy T

Tato definice ale stéle neni iplné uspokojiva, protoze pro nékteré mnoziny se tyto dimenze rovnaji
i presto, ze bychom je z ostatnich hledisek mezi fraktalni mnoziny zaradili. Jednou z takovych
mnozin je napriklad tzv. dabelské schodisté nékdy nazyvané také Cantorovo schodisté. Jeho
definici a vlastnosti je mozné najit v [1]. To je dalsim z duvodi, pro¢ se hledaji jiné fraktalni
dimenze, které by byly pouzitelné pro vsechny mnoziny, které bychom chtéli zaradit mezi fraktaly.
Jednu takovou dimenzi si podle [24] nyni predstavime.

Definice 4.4.3. Bud S metricky prostor, 7' C S. Bud dale 6 > 0 a ozna¢me Ng(T') jako nejmensi
pocet kouli o poloméru 4, kterymi jsme schopni 7' pokryt. Potom definujeme

log Ns(T
dimp T = liminf M .
5—0 log(1\0)

Tato fraktalni dimenze méa nasledujici vlastnost.
Véta 4.4.4. Bud S metricky prostor, T C S, § > 0 a N§(T) je nejmensi pocet kouli o poloméru
6 pokryvajici T. Potom dimy T < dimp T

4.4.1 Mrizkova dimenze

Mrizkova dimenze, v angl. zndmé jako box-counting dimension, je jednou z nejvyuzivanéjsich
fraktalnich dimenzi. To je zplisobeno tim, Ze je mozné pomeérné snadno sestavit program pro
vypocet této dimenze.

Uvedeme si pouze zakladni definici a nékolik vlastnosti. Vice informaci, stejné jako dukazy
lze nalézt v [1, 22].
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Definice 4.4.5. Bud A neprézdné omezena podmnozina R™ a Nj(A) nejmensi pocet mnozin
s prumérem mensim nez § pokryvajici A. Potom definujeme dolni resp. horni mtizkovou dimenzi
jako

: e o log N5(A)
dlmBA = llffsrl_:.élf Tg(s N
_ log Ns(A
dimp A = lim sup Lé() .

§—0 —logd

Definice 4.4.6. Bud A neprazdni omezend podmnozina R™ a Ns(T') nejmensi pocet mnozin
s prumérem mensim nez § pokryvajici T. Potom pokud dimgA = dimpA, pak definujeme
mrizkovou dimenzi, jako
log Ns(A
dimpA = lim log N5(4) )

6—0 —logé
Existuje nékolik ekvivalentnich definic v zavislosti na volbé pokryvacich mnozin. Typicky bereme
koule nebo krychle pokryvajici vybranou mnozinu, které mohou a nemusi byt disjunktni. Je
mozné ale brat pokryvaci mnoziny libovolného tvaru.
Je tedy pomérné ziejmé, ze miizkova dimenze je zobecnénim vyse zavedené dimenze dimp.

Véta 4.4.7. Bud A C R™ nepréazdnd omezend mnozina. Potom plati
dimy A < dimpA < dimpA.

Tato véta je velmi dulezitd, protoze nam rika, ze Hausdorffova dimenze je vzdy mensi nez dimenze
miizkova. V jistych pripadech, pak muze nastdvat rovnost.
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Kapitola 5

Sobépodobnost

Sobépodobnost je geometricka vlastnost, kterou je mozné pozorovat u mnoha prirodnich objekti
jako jsou napriklad stromy, vlocky nebo i krevni recisté. Blize si tuto vlastnost muzeme predstavit
napiiklad na kvétdku. To samoziejmé neni klasicky fraktal, jak ho chapeme matematicky, ale
svou strukturou se mu blizi. Pokud totiz rozdélime kvétak na nékolik ¢asti, jednotlivé kusy budou
vypadat témér stejné jako celek, jen mensi.

V idealnim matematickém piikladé, takto mizeme fraktal délit na casti az do nekonecna
a stale budeme objevovat struktury stejné nebo podobné puvodnimu fraktalu.

5.1 Systémy iterovanych funkci

Jednim z nejjednodussich zpisobt, jak tvorit a popisovat geometricky slozité mnoziny, je pomoci
tzv. systému iterovanych funkci. Tyto systémy nam ukazuji, pomoci jakych transformaci mnozina
vznikla a diky tomu jsme pak schopni v jistych pripadech presné spocitat také jejich fraktalni
dimenzi.

Definice 5.1.1. Bud S metricky prostor a zobrazeni f : S — S. Pokud plati

(Vo,y € S)(3r # 0)(p(f(2), f(y) = rp(z,y)),

pak f nazyvame podobnost a r podobnostni koeficient. Pokud navic r € (0, 1), pak toto zobrazeni
nazyvame kontrahujici.

Definice 5.1.2. Bud fi,..., fn, n € N, kontrahujici podobnostni funkce na metrickém prostoru
S. Pak (f1,..., f.) nazyvame systém iterovanych funkci (IFS). Rekneme déle, ze T C S je
invariantni vac¢i tomuto systému funkci, pravé kdyz plati

n
T = filT].
i=1
Véta 5.1.3. Bud (r1,...,m,), n € N, r; < 1 pro vSechna ¢ € 71, soubor podobnostnich koeficientt
n
odpovidajicich néjakému IFS. Pak (315 > 0)(2 ri = 1> a plati
i=1

s=0&n=1.
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Diikaz: Definujme funkci @ : [0, +00) — [0, +00) jako

Pak @ je spojita funkce, ®(0) =n > 1 a limg_,o, (s) = 0. Z véty o stfedni hodnoté tedy plyne,
ze existuje alespon jedno s takové, ze ®(s) = 1.

d

£<I>(s) = er logr; < 0.

i=1
Funkce ® je klesajici a existuje tedy pravé jedno feseni ®(s) = 1.
Pron > 1 je tedy ®(0) > 1, takze s # 0. O

Definice 5.1.4. Bud (f1,...,fn), n € N, systém iterovanych funkci na metrickém prostoru
S s podobnostnimi koeficienty (r1,...,r,) a T C S invariantni mnozina k danému IFS. Pak
hodnotu s z Véty 5.1.3 nazyvame podobnostni dimenze mnoziny T'.

Problém podobnostni dimenze spoc¢iva v tom, ze pro jednu invariantni mnozinu a rtizné podob-
nostni transformace mize davat rozdilné hodnoty.

Priklad 5.1.5. Méjme uzavieny interval [0, 1], ktery muzeme rozlozit dvéma ruznymi zptusoby
[0,1] = [O, %] U B, 1] = {0, %} U [%, 1}. Témto rozkladiim odpovidaji nasledujici transformace

H(z) = %9«“ gi(x) = e
fale) = a2 gala) = <2+ 5

Tim dostavame dva soubory podobnostnich koeficienti ve tvaru (%, %) a (%, %) Podobnostni

dimenzi tedy dostavame jako feseni rovnic

S1 52
2.(2> —1 2.(1) —1.
3 2

log 2 log 2

Podobnostni dimenze tedy ma hodnoty s; = og3-log2 @ 52 = Jogz = 1. Tyto hodnoty se
evidentné nerovnaji. Podobnostni dimenze tedy spiSe nez invariantni mnozinu charakterizuje
systém iterovanych funkci.

Nyni si uvedeme velmi diilezitou vétu, kterda nam rika, ze v jistych pripadech se podobnostni
dimenze rovna dimenzi Hausdorffové a dokonce i mrizkové dimenzi. Vzhledem k tomu, Ze
Hausdorffova dimenze uz je dand jednoznacné, pro tyto pripady je i podobnostni dimenze
jedine¢nd pro vybranou invariantni mnozinu.

Véta 5.1.6. Bud fi,..., fn, n € N, funkce na metrickém prostoru S s koeficienty podobnosti
(ri,...,m) takové, Ze existuje neprazdnd omezend mnozina V' C S, pro kterou plati

a toto sjednoceni je disjunktni.
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Potom pokud T' = |-, fi[T] je invariantni mnozina tohoto systému iterovanych funkei, pak
dimy T =dimgT = s,

kde s je podobnostni dimenze. Navic pro s plati, ze 0 < H?® < +oc.

Diikaz: Viz [22]. O

Priklad 5.1.7. Pro Cantorovo diskontinuum C' definované rovnici (1.1) ma soubor podobnostnich

koeficientu tvar (1 1

S
3 5) a tedy podobnostni dimenzi s mnoziny C' vypocteme z rovnice 2- (%) =1.

log 2
Dostavame proto s = 982 0,63.
log 3

Pokud za mnozinu V z Véty 5.1.6 vezmeme mnozinu Cj, tak splnime podminky této véty
a hodnota s se rovna také dimenzi Hausdorffoveé.

Priklad 5.1.8. Pro Sierpinského trojihelnik S méame systém iterovanych funkei s podobnostnimi

koeficienty (%, %, %) Pokud za mnozinu V' z Véty 5.1.6 bereme vnitfek trojihelniku Sy z kon-

strukce Sierpinského trojuhelniku, pak splnime podminky Véty 5.1.6 a Hausdorffovu dimenzi
spocitame jako reseni
1 S
3-(=z) =1.
(3)

log 3
982 < 1,58.

log 2

Dostévame tedy s = dimy S =

5.1.1 Hausdorffiav nadprostor

vvvvv

IF'S, je potreba si definovat, co to je Hausdorffiv nadprostor a jak na ném zavadime metriku.
Zaméfime se pouze na zakladni uvedeni problematiky podle knihy [25].

Poznamka 5.1.9. Pracujeme na metrickém prostoru S s metrikou p.
Oznacme

S*={AcCS | 0+# A je kompaktni},
u(A, B) = max{p(x,B) | = € A} pro A,B € S*,
kde p(z, B) = inf{p(x,y) | y € B}. Potom definujeme
0" (A, B) = max{u(A, B), u(B, A)} .

Véta 5.1.10. Za podminek a znadeni z Poznamky 5.1.9 plati p* : S* x §* — RJ je na S*
metrika.

Drikaz: Musime ovérit vlastnosti metriky

1. Chceme ukézat, ze p*(A, B) = p*(B, A).
Plyne prfimo z definice p*.

2. Dokazujeme, ze jestlize p*(A, B) = 0, potom A = B.
<: Pokud A = B, pak u(A,B) =0 =u(B, A).
=: Pokud p*(A, B) = 0, potom (Vx € A, y € B)(p(x,y) = 0) z ¢ehoz uz plyne A = B,
protoze p je metrika.
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3. Posledni vlastnosti metriky, kterou mame ukazat je p*(A, B) < p*(A,C) + p*(C, B).
Z vlastnosti p jako metriky plyne, ze u(A, B) < u(A,C) + u(C, B) a obdobné u(B, A) <
u(B,C)+u(C, A). Z definice p*(A, B) = max{u(A, B), u(B,A)} uz pak uvedend vlastnost
plyne ptimo.

]
Definice 5.1.11. Metricky prostor (S*, p*) se nazyva Hausdorffuv nadprostor.

Véta 5.1.12. Prostor (5, p) ma vlastnost V', pravé kdyz prostor (S*, p*) ma vlastnost V', pro
V € {uplnost, kompaktnost a pre-kompaktnost}.

Diikaz: Viz napt [25]. O

Poznamka 5.1.13. Pri konstrukci invariantni mnoziny IFS pouZzijeme vlastnost V' = uplnost
a Banachovu vétu o pevném bodé.

Véta 5.1.14. Bud S neprazdny dplny metricky prostor a systém iterovanych funkei (f1,..., fa),
n € N s podobnostnimi koeficienty (71, ...,7,). Pak existuje pravé jedna neprazdna kompaktni
n

invariantni mnozina pro dany soubor funkci, T' = U fi[T]. Mnozina T je tedy pevnym bodem
i=1
operatoru

FlA) = fil4).

Diikaz: Predpokladejme Hausdorffiv nadprostor a jeho metriku (S, p*). Protoze S je tplny, dle
Veéty 5.1.12 je §* také uplny. Definujeme funkci F': S* — S* jako

Spojity obraz kompaktni mnoziny je mnozina kompaktni a zaroven sjednoceni kone¢né mnoha
kompaktnich mnozin je kompaktni. Proto je-li A kompaktni, pak je i F[A] kompaktni.

Bud r = max{ry,...,r,}, tedy r < 1. Chceme ukazat, ze p*(F(A), F(B)) < rp*(A, B).

Bud déno ¢ > p*(A, B). Pokud = € F(A), pak existuje 2’ € A tak, ze z = f;(2/), pro né-
jaké i € n. Protoze ¢ > p*(A, B), tak musi existovat 3y’ € B tak, ze p(z’,y') < ¢. Pak ale
y = fi(y') € F(B) spliuje p(x,y) = rip(a’,y") < rq a plati to pro vSechna z € F(A).

Obdobné lze ukizat, ze (Vy € F(B))(3x € F(A))(p(z,y) < rq).

Proto tedy p*(F(A), F(B)) < rq. Toto plati pro vSechna ¢ > p*(A, B), pak uz ale

7 Banachovy véty o pevném bodé pak plyne jednoznacnost invariantni mnoziny.

Nésledujici diisledek nam ukazuje zptisob konstrukce invariantni mnoziny k danému IF'S.
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Dusledek 5.1.15. Pri stejnych predpokladech a znaceni jako u predchozi véty, je-li Ag C S
neprazdnd kompaktni mnozina a definujeme-li

Ap1 = U fi[Ax] pro vSechna k >0,
i=1

pak posloupnost {Ay}r>1 konverguje v Hausdorffové metrice k invariantni mnoziné daného
souboru iterovanych funkei.

5.1.2 Collage theorem

Nésledujici lemma a vétu predstavil v roce 1985 M. Barnsley v [3]. Véta je zndmé jako ,, The Collage
Theorem*“ a je velmi dilezitd pro zobrazovani fraktalli, protoze nam ukazuje, jak se mnozina
transformovand souborem iterovanych funkei bliz{ invariantni mnoziné.

Lemma 5.1.16. Bud (S, p) uplny metricky prostor a bud f : S — S podobnost s koeficientem
0 <r <1 takova, ze xg € S je pevny bod pro toto zobrazeni. Potom

pla,z0) < (1—7)"'p(x, f(2))
pro vSechna x € S.

Drikaz: Ze spojitosti p je evidentni, ze

ple,z0) = pla, lim f(x)) < lim_p(a, [ (), (5.1)

n—-+00 n—-+o0o
kde f°" = fo---o f. Z trojihelnikové nerovnosti pak plyne, ze
—_——

n

n

pla, [ () < D7 p(f" D (@), [ (2)) < pla, f(@)) (L 47+ -+ "),

m=1

Pokud nyni vyraz vyse dosadime do (5.1), dostavame

pla ) < P

coz jsme chtéli dokézat. O

Véta 5.1.17. Necht (5, p) je uplny metricky prostor, T € S* a ¢ > 0. Pak pro systém iterovanych
n

funkei (f1,..., fn) s podobnostnimi koeficienty (r1,...,r,) takovy, ze p* (T, U fZ(T)) < ¢, kde

i=1
p* je Hausdorffova metrika, jak jsme ji dosali v Poznamce 5.1.9, plati, ze
€
(T, A) <
T A) < 1 —max{ry,...,rn}’
kde A je invariantni mnozinou IFS.
Drikaz: Plyne z Lemmatu 5.1.16. O

V konkrétnich piikladech na prostoru R? resp. C maji obvykle jednotlivé funkce tvar afinnich
zobrazeni. Typicky tato zobrazeni zapisujeme jako

ra =i ()= (4 5 (1) (5). 52

kde a;, b;, ¢;, d;, e;, f; jsou koeficienty odpovidajici zobrazeni f;.
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5.2 Rekurentni systémy iterovanych funkci

Pokud v klasickém IFS prifadime kazdé uspordadané dvojici funkei (f;, f;) z tohoto systému
¢islo, které vyjadiuje s jakou pravdépodobnosti bude po funkci f; pouzita funkce f;, dostavame
rekurentni systém iteracnich funkci, ¢, j € n, kde n je pocet funkci v IFS. Tento systém predstavil
M. Barnsley v ¢lanku [26], ze kterého tato kapitola vychazi. V nasledujicim textu si tedy rekurentni
systém zavedeme korektné a predstavime si jeho vlastnosti, které jsou podobné jako pro klasické
IFS.

Definice 5.2.1. Bud dan metricky prostor (S, p). Rekurentni IFS se skldda ze systému iterovanych
funkei {f1,..., fn} spoletné s matici {p;; € [0,1] | i,j € n} tak, ze

pilt+pi2+--+pn=1proi€n
a zaroven pro vsechny 4, j existuje konecna posloupnost ¢isel a, b, ..., m € n takova, ze

PiaPab - - - Pmj >0.

Bud (S}, pj) kompaktni metrické prostory, j € {1,...,n}, kde n € N. Necht jsou déle (S7, p})
pridruzené prostory s Hausdorffovou metrikou. Pro f; : S — S kontrahujici zobrazeni a (p;;) jako
v definici vySe definujeme zobrazen{ Fy; : ST — S} pro viechna (i, j) € I, kde I(i) = {j | p;i > 0}
jako

Fy(T) = {fi(z) | = €T},

Bud déle S* = S} x S5 x --- x S} prostor, ktery spojime s metrikou definovanou jako
p**((Al, . ,An), (Bl, ey Bn)) = max{p;(Aj, Bj) | j € ﬁ} .

Potom (S**, p**) je kompaktni metricky prostor, na kterém definujeme F': S** — S** predpisem

F(Alw--uAn):( U A4y, U fnj(Aj)>~

JEI(1) J€I(n)
Vyraz (i,j) € I je ekvivalentni I(i) # (.
Véta 5.2.2. Bud déan (S5, p) kompaktni metricky prostor a na ném rekurentni IFS (f;, pi;), kde
i,7 € n, n € N. Pak pro F': S* — §** plati
P (F(A),F(B)) <rp™(A,B), pro vsechna A, B € S**
kde r = max{r;; | (i,7) € I}.

Disledek 5.2.3. Necht jsou dany predpoklady stejné jako ve Vété 5.2.2, pak existuje pravé
jedna mnoZina A = (A4,...,A,) € S** takova, Ze

A; = U FZJ(AJ) proi € n.
Jel(i)

To znamend, ze F'(A) = A a mnozinu A nazyvame invariantni mnozina rekurentniho IFS.
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Disledek 5.2.4. Necht jsou dany predpoklady stejné jako ve Vété 5.2.2. Pokud pro T € §**
plati
p(T,F(T)) <e, kdee >0,

potom
T A) € 7,

—T

kde A je invariantni mnozina daného rekurentniho IFS a r = max{ry,...,m,}.

Dukazy k predchézejicim tvrzenim je mozné najit v [20].

5.3 L-systémy

Dalsim zpusobem, jak vytvaret fraktalni mnoziny, jsou tzv. L-systémy znamé také jako Linden-
mayerovy systémy. Tyto systémy byly ptivodné vyvinuty v biologii pro simulaci ristu rostlin, ale
jejich principu se da vyuzit i pro konstrukci fraktala.

L-systém je soubor prepisovacich pravidel, ktery se opakované aplikuje na vznikajici model.
Pocateénimu systému se fikd axiom a na néj potom pravidla postupné uplatiujeme. L-systém se
tvori postupné po jednotlivych iteracich, které se nazyvaji generace. Vice je mozné najit v [27].

Nejjednodussi zpusob interpretace je pomoci zelvi grafiky, viz napriklad [28]. Pravidla pak
predstavuji pokyny pro zelvicku, jakym smérem se ma posunout, zda mé kreslit isecku, otocit se
apod. Jak presné takové vykreslovani funguje si mizeme ukazat napiiklad na Kochové kiivce.

Za axiom zvolime tsecku a oznacime ji jako F. Prepisovaci pravidlo je pak ve tvaru

FF+F—-F+F,

kde + znamend otoceni doleva a — otoceni doprava, obé o 60°. Vysledek prvnich dvou pouziti
muzete vidét na Obrazku 5.1.

F F+F--F+F

F+F--F+F + F+F--F+F -- F+F--F+F + F+F--F+F

OBRAZEK 5.1: Kochova kfivka pomoci L-systému

Kromé +, — existuji jesté dalsi pravidla, kterd se vyuzivaji pravé v zelvi grafice. Patii mezi
né [, kterd znamend ulozeni aktuélni pozice, a |, diky které se Zelvicka vrati na posledni ulozenou
pozici. Posledni, co je jesté tfeba zminit, je to, Zze pokud piSeme pismena velka, pak zZelvicka
kresli a pokud maléa, tak pouze postupuje danym smérem, ale bez vytvoreni stopy. Diky vsem
témto pravidlim je mozné v pocitacové grafice vytvaret mnoho raznych geometrickych struktur.
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Kapitola 6

Vizualizace geometricky slozitych
mnozin

V této kapitole si ukdzeme, jakym zpusobem je mozné diive predstavené fraktaly znazornit
a popiseme zakladni zobrazovaci metody. Soucasti mé prace bylo také vytvoreni programu, diky
kterym jsme schopni generovat obrazky zajimavych slozitych geometrickych struktur za pomoci
systému iterovanych funkci.

6.1 Chaos game

Tato metoda je zaloZena na vyuziti systému iterovanych funkci a jeho invariantni mnoziny. Poprvé
ji predstavil M. Barnsley v roce 1988 v [3].

Pomoci algoritmu, ktery si ukazeme déle, ziskdvame body {(z,,yn) | n =0,1,2,...}. Tyto
body dle Véty 5.1.17 aproximuji invariantni mnozinu daného IFS.

Algoritmus chaos game pro IFS ve tvaru (f1,..., fr) je mozné zapsat nasledujicim zptsobem.

1. Vybereme ndhodné bod (zg,y0) € R2.

2. Vybereme nahodné sg € {1,...,k}, kde k odpovida poctu iterovanych funkei v systému.
3. Vypoéitdme (z1,y1) = fs,(z0, y0)-

4. Vybereme nahodné s; € {1,...,k}.

5. Vypocitame (z2,y2) = fs, (21, 1)

6. Body 4 ,5 obdobné opakujeme déle.

Podle Véty 5.1.17, pak diky této metodé dostavame invariantni mnozinu daného IFS.

Pokud vsak neuvazujeme pouze zakladni systém iteracnich funkci, ale mame jeho rekurentni
variantu, kde pro kazdou usporadanou dvojici funkei z IFS (f;, f;), kde 4,5 € l%, méme pravdépo-
dobnost p;;, je potfeba cely algoritmus modifikovat. MtZzeme ho zapsat v nasledujicim tvaru, kde
funkce fi,..., fr odpovidaji funkcim v rekurentnim IFS.

1. Vyberem néhodné bod (zo,y) € R2.

2. Vybereme nahodné sy € {1,...,k}, kde k odpovidd poctu iterovanych funkei v systému.
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3. Vybereme s; tak, ze s; € {1,...,k} s pravdépodobnosti py,; pridruzenou s; = j.
4. Vypocitdme (x1,y1) = fs, (0, Y0)-
5. Vybereme sy tak, ze sy € {1,...,k} s pravdépodobnosti ps, ; pridruzenou sy = j.
6. Vypocitame (z2,y2) = fs, (z1,y1)-

7. Body 5, 6 obdobné opakujeme déle.

Cilem mého programu bylo implementovat metodu chaos game a zobrazit jednoduché, vizudlné
zajimavé fraktaly v jejich zdkladni podobé. Déle jsem zkoumala jejich vznik a strukturu pomoci
obarvovani danych mnozin, které bude popsano dale.

Program je napsan v C++ a pro ndhodny vybér byl pouzit generdator pseudondhodnych ¢isel
s rovnomeérnym rozdélenim ze tiidy uniform_ int_ distribution. Pro vykresleni byly jednotlivé
body zapisovany jako jednicky do matice o rozméru 4096 x 4096, ktery odpovida rozliSeni
vysledného obrazku. Jednotlivé prvky matice pak byly interpretoviny jako cerné a bilé pixely
a byly odpovidajicim zptsobem zapsany do souboru ve formatu .ppm, ktery si nyni predstavime.

PPM format

PPM patii mezi bitmapové formaty a lze ho najit pfevazné na UNIXovych systémech. Zkratka
PPM vznikla z anglického Portable Pixmap a oproti PGM (Portable Greymap) jsme v tomto
formatu schopni ukladat barevné bitmapy.

Na zacatku kazdého souboru je treba zapsat tzv. magické ¢islo, které urcuje typ formatu
nasledované hodnotou sitky a vysky v pixelech. Posledni nezbytnou soucasti je zapsdni hodnoty,
ktera udava, kolik odstinti je mezi ¢ernou a bilou. Pro potfeby této prace jsem pouzila PPM
formét s magickym cislem P3, ve kterém je kazdy pixel ukladan jako t¥i ¢isla v desitkové soustave
predstavujici RGB kédovani barev oddélend mezerami. Vice informaci o tomto o mnohych dalsich
formatech lze najit v [29].

6.2 Vizualizace mnohouhelniku

Vsechny struktury, které budeme dale zobrazovat budou Sierpinského typu tj. funkce v IFS
budou ve tvaru f;(z) = z — 3(2; — z), kde i € i, n je podet funkei v IFS a z; jsou body v R.
Tyto vyznamné body budou odpovidat vrcholiim pravidelnych n-ihelnikd, proto v dalsim textu
budeme vznikajici struktury oznacovat podle téchto n-ihelniki.

6.2.1 Sierpinského trojihelnik

Jak uz jsme si popsali v Kapitole 1, Sierpiniského trojthelnik je jednim z nejznaméjsich fraktala,
navic je nejcastéji zobrazovan pravé pomoci chaos game. Na Obrazku 6.1 je vidét, jak pusobi
jednotlivé itera¢ni funkce na cely trojihelnik. Pro vykresleni Sierpinského trojihelniku bylo
pouzito nastaveni parametri, které lze vidét v Tabulce 6.1.

Pokud navic zvétsime libovolnou ¢ast trojuhelnika, je vidét, ze se opakuje staje stejny vzor,
viz Obrazek 6.2. Kdyz se zaméfime na detail vyfezu v tomto obrazku, je vidét, ze uz se objevuji
nepresnosti zplisobené zobrazenim jednotlivych pixel a tedy nedostatecného rozliSeni obrazku
pro toto priblizeni.
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IFS

OBRAZEK 6.1: Pusoben{ IFS ve tvaru (6.1) na trojihelnik

Utvar: Trojuhelnik
IFS:
1

fi(x) =z — 5(2’1 —x), (6.1)

kde i € {1,2,3} a z; odpovida soufadnicim vrcholi.
Pocet iteraci: 10°
Rozliseni: 4096 x 4096
Obrazek: 6.2

TABULKA 6.1: Nastaveni parametr pro Sierpinského trojuhelnik

Dale se podivame, co se s vyslednym obrazem stane, pokud zménime koeficient zmenseni

v systému iterovanych funkei.

Utvar: Trojihelnik
IFS:
1
a) fi(x) = 2z — ﬁ(zi —-x),
1

b) fi(z) = 2z — ﬂ(zi — ),

kde ¢ € {1,2,3} a z; odpovidd soufadnicim vrchol.
Podet iteraci: 103
Rozliseni: 4096 x 4096
Obrazek: 6.3

TABULKA 6.2: Nastaveni parametru pro trojihelnik

Jak je vidét z Obrazku 6.3, pokud dany koeficient zmensujeme, trojuhelniky se prestanou

dotykat a vysledny obraz uz neni spojity. Na druhou stranu, pokud koeficient zvétsime, pak se
jednotlivé c¢asti zacnou prekryvat.

Tohoto efektu se snazime vyuzivat pro vypocet Hausdorffovy dimenze obrazci, které se

prekryvaji ,jen trochu®, ¢imz se mysli, ze prekryv je miry 0. Z teorie totiz vime, ze Hausdorffova
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OBRAZEK 6.2: Sierpifiského trojihelnik podle Tabulky 6.1

dimenze se rovnd podobnostni pouze pro systémy IFS, pro které se obrazy jejich funkci neproti-
naji, viz Véta 5.1.6. Chtéli bychom tedy ukazat, ze prilizujeme-li se postupné k Sierpinskému
trojuhelnihu tj. koeficient se blizi dvojce, limita pro Hausdorffovy dimenze téchto modifikovanych
trojihelnikt jde k dimenzi klasického Sierpinského trojihelniku. Hausdorffova mira vsak neni
spojitd, a je tedy problém toto dokazat. Tuto otdzku tedy nechavime otevienou pro dalsi zkou-

mani.

(A) Trojihelnik pro variantu a) s koef. 1.8 (B) Trojthelnik pro variantu b) s koef. 2.4

OBRAZEK 6.3: Struktury v trojihelniku podle Tabulky 6.2
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6.2.2 Ctverec

Dalsim dtvarem, na ktery mtuzeme aplikovat obdobny systém iteracnich funkci jako na trojtihelnik,
je ¢tverec. Jediné, co se pro tuto chvili zméni, je pocet vrcholi a tedy pocet funkci, které tvori
IFS. Pokud se ale pokusime timto zptsobem zobrazit fraktal, zjistime, Ze se zadna struktura
neobjevuje a body pouze postupné vyplnuji cely ¢tverec. To je zpusobeno tim, ze pokud vezmeme
cely ¢tverec a zaptsobime na néj funkcemi tvaru

fi(zx) =z — =(z; — x), (6.2)

kde z; odpovidaji soufadnicim vrcholid, dostaneme Ctyri Ctverce, jejichz strany se dotykaji a
které ptvodni ¢tverec vyplni, viz Obrazek 6.4. Stejny problém pak nastava u vsech sudotihelniki,
protoze jejich poloviéni zmenseniny vzdy pokryji cely pivodni Utvar. U lichothelniht je tomu
presné naopak, a proto vzdy pri pouziti koeficientu % destaneme mnozinu se slozitou strukturou.

IFS

OBRAZEK 6.4: Pusobeni IFS ve tvaru (6.2) na Gtverec

Abychom tedy dostali mnozinu, kterd bude mit fraktalni strukturu, musime k témto zobra-
zenim pridat dalsi pravidla, kterd toto zobrazovani omezi nebo zménit koeficient na jiny nez %
Nejjednodussi pravidlo, které miizeme zavést v ramci chaos game, je takové, ze pti ndhodném
vybéru itera¢ni funkce nesmime funkci vybrat dvakrat za sebou. Jak potom vypadéa invariantni
mnozina je vidét na Obrazku 6.5a. Takovych pravidel vSak samoziejmé existuje mnoho a nékteré

z nich si ukédzeme déle.

Utvar: Ctverec
IF'S:

fi(x) =z — 5 (2 — @),

kde ¢ € {1,2,3,4} a z; odpovidéd souradnicim vrcholiu.
Pocet iteraci: 107

Rozliseni: 4096 x 4096
Pravidlo: Z4dna funkce z IFS se nesmi opakovat dvakrat po sobé.
Obrazek: 6.5a

TABULKA 6.3: Prvni nastaveni parametru pro ¢tverec
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(A) Struktura ve ¢tverci dle Tabulky 6.3 (B) Struktura ve ¢tverci dle Tabulky 6.3 bez pouziti
pravidla pro levy dolni vrchol

Jak se vsak stane, Ze toto jediné pravidlo zméni celou strukturu vysledné mnoziny? Odpo-
véd na tuto otdzku predstavil M. Barnsley v ¢lanku [20] a néasledné v knize Fractals Everywhere
[8], kde se zabyva rekurentnimi IFS. Jak jsme si ukazali jiz dfive, tyto rekurentni systémy
iterovanych funkeci se od klasickych systémi lisi tim, ze ke kazdé kombinaci funkei z IFS pritadime
pravdépodobnost, s jakou po sobé mohou néasledovat. To presné pak zpusobi, Ze invariantni
mnoziny pro stejné funkce pouze s odlisSnymi pravdépodobnostmi maji odlisny tvar, ale nikdy
nepresdhnou invariantni mnozinu, ktera je dana IFS bez ovlivnéni dalsimi pravdépodobnostmi.
Zadané pravidlo tedy lze reprazentovat tabulkou pravdépodobnosti.

Pro ¢tverec generovany dle Tabulky 6.3 mame pravdépodobnosti ve tvaru daném Tabulkou
6.4.

~.

Pbi1r P2 Pi3  Pi4

W= O Wl Wl
O Wik Wi Wl

N
Wl Wl wi= O
Wi Wk O Wl

TABULKA 6.4: Pravdépodobnosti pro IFS podle Tabulky 6.3
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Utvar: Ctverec
IFS:
1

fz($) = Zi — 5(2‘1‘ - 90),

kde ¢ € {1,2,3,4} a z; odpovidé souradnicim vrcholu.
Pocet iteraci: 107
Rozliseni: 4096 x 4096
Pravidla: a) Vybrand funkce nesmi byt spojend se sousednim vrcholem
(proti sméru hodinovych rucicek) k predchozi.
Obrazek 6.6a
b) Pokud se vybere dvakrat po sobé stejnéd funkce, pristi nesmi
byt spojena s zadnym sousednim vrcholem.
Obrazek 6.6b
¢) Vybrana funkce se nesmi byt spojend s protilehlym vrcholem
k predchozi.
Obrazek 6.6¢
d) Pokud se vybere dvakrat po sobé stejnd funkce, pak dalsi
nesmi byt spojena s protilehlym vrcholem.
Obrazek 6.6d
Obrazek: 6.6

TABULKA 6.5: Druhé nastaveni parametri pro ¢tverec

Pro Obrazky 6.6a, 6.6¢ si opét vypiseme tabulky pravdépodobnosti, které nam ukazuji, jakym
zpusobem je konstruovana dand invariantni mnozina. Pro zbylé dva obrazky zatim tyto tabulky
pravdépodobnosti nezname, prestoze by mély fungovat na obdobném principu, bude vsak nutné
zkoumat hlubsi zavislosti, a tak toto ponechavame dalsimu zkoumani.

(A) Pravdépodobnosti pro Obrazek 6.6a (B) Pravdépodobnosti pro Obrazek 6.6¢
U pil Pi2 D3 Pid i pil Pi2 D3 Pid
1 1 1 1 1 1
I3 3 0 3 L5 0 3 3
1 1 1 1 1 1
2 3 3 3 O 2 3 3 0 3
1 1 1 1 1 1
30 3 3 3 3 3 3 3 0
1 1 1 1 1 1
4 53 0 3 3 40 3 3 3

TABULKA 6.6: Pravdépodobnosti pro IFS dle Tabulky 6.5

Je vidét, ze vsechny tyto tabulky pravdépodobnosti jsou vzdy jistym zptisobem symetrické,
protoze stejna pravidla aplikujeme na vSechny ¢tyri vrcholy stejnym zptsobem. To se pak ukazuje
na vyslednych obrazcich, které jsou viditelné symetrické. Co se stane, pokud pravidlo napriklad
pro jeden vrchol nepouzijeme mizete vidét na Obrézku 6.5b.
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OBRAZEK 6.6: Struktury ve étverci podle Tabulky 6.5

6.2.3 Pétithelnik

Dalsim ttvarem, ktery budeme zkoumat je pétithelnik. Pokud pouzijeme systém iterovanych
funkci 1

fil2) =z = 5 (z — @), (6.3)
kde i € {1,2,3,4,5} a z; odpovidd soufadnicim vrcholu pravidelného pétithelniku, podobny
jako na utvary vyse, zjistime, zZe stejné jako u trojuhelniku se nam objevi slozita struktutra, viz
Obréazek 6.7. Jak presné tento utvar vznikd budeme zkoumat pozdéji.
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OBRAZEK 6.7: Plisoben{ IFS ve tvaru (6.3) na pétithelnik

Nyni se opét zamérime na objekty vznikajici za ptisobeni pravidel, které jsme si predstavili jiz
u ¢tverce. Hned u prvni zobrazené mnoziny, Obrazek 6.8, se chvili zdrzime. Zde je vidét slozita
struktura, kteréd je generovand pomoci tak jednoduchého pravidla jako je zdkaz opakovani jedné
funkce z IFS dvakrat po sobé.

Utvar: Pétithelnik
IF'S:
1
fi(z) = 2z — i(zi — ),

kde i € {1,2,3,4,5} a z; odpovidé souradnicim vrchol.
Pravidla: Z4dna funkce z IFS se nesmi opakovat dvakrat po sobé.
Podet iteraci: 103
Rozliseni: 4096 x 4096
Obrazek: 6.8

TABULKA 6.7: Prvni nastaveni parametri pro pétithlenik

Pokud studujeme postupné jednotliva priblizeni na Obrazku 6.8, miizeme si v§imnout, ze struktura
se stale opakuje. V idedlnim pripadé, bychom tento obraz, mohli ptiblizovat libovolné dlouho
a vidéli bychom stéle to stejné. V redlném pripadé jsme ale vidy omezeni rozliSenim obrazku.
Toho si miizeme vsimnout na pravém priblizeni, kde se jiz objevuji nepresnosti zptisobené prave
nedostateénym rozlisenim.
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OBRAZEK 6.8: Struktura v pétitthelniku podle Tabulky 6.7

Utvar: Pétitthelnik
IFS:
1

file) =2 - 5 - ),

kde i € {1,2,3,4,5} a z; odpovidd souradnicim vrchol.
Pocet iteraci: 107
Rozliseni: 4096 x 4096
Pravidla: a) Vybrand funkce nesmi byt spojend se zadnym sousednim vrcholem
k predchozi.
Obrazek 6.9a
b) Vybrana funkce nesmi byt spojend se sousednim vrcholem
(proti sméru hodinovych ruci¢ek) k predchozi.
Obrazek 6.9b
c¢) Pokud se vybere dvakrat po sobé stejnd funkce, pristi nesmi
byt spojend s zadnym sousednim vrcholem.
Obrazek 6.9¢
d) Pokud se vybere dvakrat po sobé stejna funkce, pak dalsi
nesmi byt spojend se stejnym vrcholem.
Obrazek 6.9d
Obrazek: 6.9

TABULKA 6.8: Druhé nastaveni parametri pro pétithelnik

60



1 Y- g
A 5_{{*' .1: , . T
. Ay
R e, o e, 1Y
Q- I )
sy 3 ¢ UJ’!}" 0
. S 5
- '
o e
'\.ﬂ .f.' 2
."-'{ ¥ " I ru'
."-\ .-"_.
(A) Pétithelnik pro pravidlo a) (B) Pétithelnik pro pravidlo b)

(c) Pétithelnik pro pravidlo c) (D) Pétitdhelnik pro pravidlo d)

OBRAZEK 6.9: Struktury v pétithelniku podle Tabulky 6.8

Pro struktury na Obréazcich 6.8, 6.9a, 6.9b, které jsou konstruované pomoci jednoduchych
pravidel, si opét uvedeme tabulky pravdépodobnosti pro jejich rekurentni IFS. Tabulky jsou
velmi podobné tém, které jsme mohli vidét u ¢tverce s jedinym rozdilem, ktery je ddn vyssim
pocétem vrchold a tedy i vysSim pocCtem iterovanych funkci v systému.
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(A) Pravdép. pro Obrazek 6.8

(B) Pravdép. pro Obrazek 6.9a

i pi Ppi2 D3 D4 Dis i pi1 Pi2 DPi3 Pi4 Dis
1 0 0,25 025 0,25 0,25 1 & 0 3 3 0
2 025 0 0,25 025 0,25 2 0 + 0 3 3
3 025 025 0 0,25 0,25 3+ 0 L 0 3
4 025 025 025 0 0,25 4 & L 0 L o0
5 0,25 025 0,25 025 0 5 0 & 1 0 3
(¢) Pravdép. pro Obrazek 6.9b

i pil Pi2  Pi3 P4 Dis

1 025 0 0,25 025 0,25

2 025 025 0 0,25 0,25

3 025 025 025 0 0,25

4 025 0,25 025 025 0

5 0 0,25 025 0,25 025

Tyto obrazky nam také ukazuji, ze ¢im "slabsi" je pravidlo, tim vice se invariantni mnozna
blizi k ptivodnimu fraktalu, ktery jsme si ukazali na Obrazku 6.7. Pravidlo je tim slabsi, ¢im vice
se jeho pravdépodobnosti blizi rovnomérnému rozdéleni, které nastava, pokud zadné pravidlo
nepouzijeme. Pro ilustraci pokud prolozime Obrazky 6.7, 6.8, 6.9a, je viditelné, jak se postupné

TABULKA 6.9: Pravdépodobnosti pro IFS dle Tabulky 6.7, 6.8

blizime k celkové mnoziné, viz Obrazek 6.10.

OBRAZEK 6.10: ProloZeni struktur pétithelniku
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To nas privadi k dalsi otazce, a to jak vizualizovat zakladni invariantni mnozinu tak, aby bylo
vidét jakym zplusobem vznika.

Zde byly pouzity dva ruzné zpusoby obarveni mnozin pro danou vizualizaci, které si nyni
predstavime.

Metoda 1

Tato metoda je zaloZzend na rizném obarvovani bodl podle toho, ve které iteraci jsme dany bod
dostali.
Konkrétné mame dany pocet iteraci N. Jestlize bod vznikne pfi iteraci s poradovym c¢islem

v intervalu [1, }lN ), pak ji obarvime urcitou barvou. Jiné barvy pak ptiradime iteracim odpovi-
dajici intervaltim HN , %N ), {%N , %N ) a [%N , N } Vysledna obarvend mnozina pro 3 - 107 iteraci
je znazornéna na Obrazku 6.11.

Nevyhodou této metody je, ze vzhledem k nizsimu rozliSeni obrazku nez je celkovy pocet
iteraci samoziejmé nékteré body vznikaji ve vice iteracich. Barvu pak dany pixel samoziejmé
ziskd az podle posledni iterace, ve které vznikl. Abychom potom dostali obrazek, kde bude vidét
néjaka struktura, je potreba vyladit skalu pomoci které mnozinu barvime. Pokud toto nastavime
Spatné, muze se stat, ze body, které dostaneme v posledni ¢ésti, zakryji skoro vSechny ostatni
a vyjde nam obréazek, ktery bude témér jednobarevny.

Tato metoda je podobna postupu, ktery se pouziva, pokud chceme nalézt miizkovou dimenzi
dané fraktalni mnoziny. Miizka je v nasem pripadé tvorend pixely, které tvori vysledny obrazek.

OBRAZEK 6.11: Struktura pétitthelniku obarvend podle Metody 1

Metoda 2

Nyni se predstavime druhy zptsob obarveni invariantni mnoziny. V tomto pripadé nas nezajima,
ve které iteraci dany bod vznikl, ale kolikrat vznikl. Vzhledem k tomu, ze provadime radové stovky
miliont az miliardy iteraci, ale rozliseni obrazku je vzdy dané a odpovida zhruba 16, 75- 106 pixeld,
tak vice bodu vzniklych v pribéhu algoritmu odpovida jednomu pixelu. U kazdého pixelu toto

63



¢islo ukladame a vyslednou mnozinu pak obarvujeme pomoci nasledujiciho pravidla. Oznac¢me
tentokrat n; jako hodnotu, kolik bodu odpovidéa jednomu pixelu a N4, jako maximum téchto

hodnot. Pokud n; € [1, %nmam), pak tento bod obarvime urc¢itou barvou. Obdobné barvime jinymi
barvami n; patiici do intervali [%nmam, }anam), [%nmaw, %nmaw> a {%nmm, nmax]. Vysledek této

metody pii 107 iteracich je zobrazen na Obrazku 6.12.

Vyhodou této metody je, ze muzeme volit témér libovolny pocet iteraci, pro ktery bychom
zobrazili i ptivodni ¢ernobilou invariantni mnozinu.

OBRAZEK 6.12: Struktura pé&titthelniku obarvens podle Metody 2

Pokud porovnavame vysledky téchto dvou metod pro obarveni, tak je vidét, ze celkova
struktura, kterd na obou obrazcich vzniké, je velmi podobné a lisi se pouze tim, jaké barvy na
obrazku prevladaji. To je zptsobeno pravé odlisnosti jednotlivych metod a neni mozné jednoduse
poradi barev v jedné metodé obratit, abychom dostali vysledky, které si budou presnéji odpovidat.

6.2.4 Sestithelnik

Posledni utvar, kterym se budeme zabyvat, je Sestithelnik. Pouzijeme na néj opét obdobny
systém iterovanych funkci jako na utvary drive tj.

1

filx) =z — 5(22 —x), (6.4)

kde i € {1,...,6} a z; odpovida soufadnicim vrcholi. Protoze tento ttvar je sudoihelnik, potom,
jak bylo vysvétleno uz u ¢tverce, pokud pouzijeme pouze tento zakladni IFS bez dalSich omezeni,
se zadna fraktalni struktura neobjevi. Body, které generuje tento IFS totiz pokryji cely Sestithel-
nik.

Opét se tedy zamérime na pusobeni nékolika pravidel na tento ttvar a ukazeme si tabulky
pravdépodobnosti pro struktury, které jsou generovany pomoci jednoduchych pravidel.
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Utvar: Sestitthelnik
IFS:
1

il = 5y = 5(21' —x),

kde 7 € {1,2,3,4,5,6} a z odpovida souradnicim vrcholu.
Podet iteraci: 103
Rozliseni: 4096 x 4096
Pravidla: a) Vybrand funkce se nesmi opakovat dvakrat po sobé.
Obréazek 6.13a
b) Vybrana funkce nesmi byt spojend se Zadnym sousednim vrcholem
k predchozi.
Obrazek 6.13b
¢) Vybrana funkce nesmi byt spojend se sousednim vrcholem
(proti sméru hodinovych rucicek) k predchozi.
Obrazek 6.13c
d) Pokud se vybere dvakrat po sobé stejna funkce, pak dalsi
nesmi byt spojena se stejnym vrcholem.
Obrazek 6.13d
Obrazek: 6.13

TABULKA 6.10: Nastaveni parametri pro Sestitthelnik

(A) Pravdép. pro Obrazek 6.13a (B) Pravdép. pro Obrazek 6.13b
1 pi1 P2 Pi3 Di4 Dis  Pi6 . Pilr P2 Pi3 Pia  Pis  Pi6
1 1 1 1 1 1 1 1 1
L0 5 35 5 35 3 Lz 0 3 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 5 0 5 5 5 3 2.0 3 0 3 7 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 5 5 0 5 3 5 3 1 0 37 0 3 1
1 1 1 1 1 1 1 1
4 5 5 5 0 5 0 4 3z 1 0 3 0 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 5 5 5 35 0 3 5 37 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
6 5 5 5 5 5 0 6 0 3 1 1 0 g
(¢) Pravdép. pro Obrazek 6.13c
i pi1 Pi2 Pi3 Di4 Dis D6
1 1 1 1 1
L5 0 35 5 35 3
1 1 1 1 1
2 5 5 0 5 5 3
1 1 1 1 1
3 5 5 5 0 5 3
1 1 1 1 1
4 5 5 5 5 0 3
1 1 1 1 1
5 5 5 5 5 5 0
1 1 1 1 1
6 0 5 5 5 5 3

TABULKA 6.11: Pravdépodobnosti pro IFS dle Tabulky 6.10
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(¢) Sestitihelnik pro pravidlo c) (D) Sestitihelnik pro pravidlo d)

OBRAZEK 6.13: Struktury v Sestitthelniku podle Tabulky 6.10
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Prestoze Sestitthelnik pfi plisobeni IFS bez pravidel nevykazuje zadné znamky fraktalni
struktury je pomérné zajimavé zjistit, co se stane, pokud se tuto invariantni mnozinu pokusime
obarvit. Pouzitim metod, které jsme si popsali u pétitthleniku, pak dostaneme nasledujici Obrazky
6.14a, 6.14b. Oproti metodam, jak byly popséany vysSe, se zméni pouze skalovani a pocet iteraci

u Metody 1. Pro Metodu 1 délime pocet iteraci N = 1,5 - 10® na intervaly [1, %N), [2—17N, %N),

[%N, %N) a [%N, N]. V Metodé 2 obarvujeme podle hodnoty n;, kterd ndm tiké, kolikrat
dany bod za pusobeni IFS pri daném poctu iteraci vznikl a n,q, je maximem téchto hodnot.
Obarvujeme podle toho, zda n; patii do nasledujicich intervala [1, énmm), [énmam, %nmm),

{1—16nmam, L—inmam), [;ﬁnmm, nmax}. Obrézek 6.14b je zobrazen pro 107 iteraci.

(A) Sestitihelnik obarveny dle Metody 1 (B) Sestitihelniku obarveny dle Metody 2
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Zaver

Cilem této prace bylo sezndmeni se zakladnimi pojmy z teorie bodovych mnozin, topologie
a teorie miry tykajici se fraktalnich mnozin a jejich geometrie. Déle jsme se zabyvali moznostmi
vizualizace téchto mnozin a zobrazenim jednoduchych fraktaltt pomoci chaos game algoritmu.

Nejprve byly predstaveny znamé geometricky slozité mnoziny, které byly popsdny matematiky
jiz. v dobé pred vznikem teorie zabyvajici se fraktalni geometrii. V prvni kapitole se tedy zabyvame
jejich popisem a vyznamnymi vlastnostmi.

Aby bylo mozné fraktalni mnoziny detailné zkoumat, je tieba nahlizet tuto problematiku
z ruznych oblasti matematiky. V dalsim textu jsme se tedy zamérili na bodové vlastnosti
takovychto mnozin a pripomnéli jsme pojmy z topologie a metrickych prostori, které budeme
dale potiebovat. Vice jsme zde zkoumali vlastnosti Cantorovy mnoziny.

Protoze Mandelbrotova definice fraktalu vyuziva pojmy topologické a Hausdorffovy dimenze,
byly tyto pojmy v jednotlivych kapitolach zavedeny. Prvni byly predstaveny topologické dimenze,
presnéji horni a dolni induktivni dimenze, a byly dokdzany nékteré jejich vlastnosti, véetné
dtlezitych sumacnich vlastnosti. Diky témto vlastnostem byla nakonec dokdzana rovnost in-
duktivnich dimenzi na separabilnich metrickych prostorech. Specialné jsme se pak zamérili na
prostory nulové dimenze. Déle jsme se zabyvali Hausdorffovou dimenzi, kterd vychdazi z teorie
miry a uvedli si také jeji vlastnosti.

Na fraktalni mnoziny lze vSak také nahlizet z hlediska sobépodobnosti tj. invariance vuci
zméné méritka. V kapitole zabyvajici se timto tématem byl definovin pojem systém iterovanych
funkci, diky kterému jsme schopni mnoziny konstruovat a detailnéji zkoumat. Zvlastnim piipadem
téchto systému jsou tzv. rekurentni systémy iterovanych funkci, které kromé systému podobnosti
obsahuji navic také odpovidajici soubor pravdépodobnosti. Je zde dokazan Collage theorem,
ktery predstavil M. Barnsley a diky kterému jsme schopni nékteré fraktalni mnoziny zobrazit.

V zavérecné kapitole se zabyvame samotnou vizualizaci mnozin pomoci chaos game algoritmu,
ktery vyuziva vlastnosti systémt iterovanych funkci dokdzanych diive. Pomoci tohoto algoritmu
byly konstruovany zajimavé piiklady jednoduchych fraktdlnich mnozin. Déle byly predstaveny
dvé metody obarveni mnozin, pomoci kterych je mozné se 1épe zamérit na zpusob jejich vzniku.

Moderni trendy vyzkumu matematickych metod ve fraktalni geometrii se stale vyviji. Motivaci
jsou napriklad problémy spojené s fraktalni kompresi obrazu. Timto tématem se zabyvaji napriklad
[30, 31]. Jsou zde zkoumdany vlastnosti specifickych fraktalnich mnozina tyto vlastnosti jsou déle
vyuzivany pro vypocet Hausdorffovy dimenze grafii nékterych funkei (Takagiho funkce, funkce
fraktalni interpolace). Dalsi zkoumané oblasti jsou ¢asto spojeny s biologii. Jednim z Fesenych
problému je napiiklad snaha vypocitat fraktalni dimezi otisku prstu tak, aby byla hodnota
dimenze pro kazdy otisk jedinecnd. Takovy vypocet byl predstaven v [32] a dovoluje ndm kazdy
otisk reprezentovat pravé hodnotou fraktalni dimenze. Obdobné je vyvijena snaha vypocitat
fraktalni dimenzi DNA. Na to lze nahlizet rtizné. Dva odlisné pristupy lze najit naptiklad v [21, 33].
Jedinecnost fraktalu se vyuziva i v Sifrovacich systémech. Napriklad v [34] je Sifrovani zaloZeno
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na vztahu Mandelbrotovy mnoziny a Juliovych mnozin. Dalsi velkou kapitolou, kterd je zajimava
pro studium, je oblast multifraktald, které se vyznacuji tim, Ze jejich fraktalni dimenze je lokdlni
a méni se pro ruzné ¢asti multifraktalu. Diky tomu mohou multifraktaly nést vice informace
nez jednoduché fraktaly, ale na druhou stranu se mnohem slozitéji zkoumaji. Vice informaci
lze nalézt v [35]. Toto nejsou samoziejmé jediné oblasti, kterymi se dnesni fraktdlni geometrie

zabyva, ale nazorné ukazuji, jak Sirokého spektra se tato teorie dotyka.
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