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Abstrakt: Tato prace je ivodem do metody fazového pole a miizkové Boltzmannovy metody pro simulaci
vyvoje rozhrani mezi dvéma fazemi. Hlavnim cilem této prace je predstavit zminéné metody a pouZit je
pro modelovani vyvoje rozhrani mezi dvéma fadzemi. Dal$im cilem této préce je paralelni implementace
algoritmu miiZkové Boltzmannovy metody pro simulaci vyvoje rozhrani mezi dvéma fazemi v jazyce
C++ a CUDA, tdprava vypoctu normdalového vektoru a aplikace algoritmu na dvourozmérny piipad. Na
zaklade ziskanych vysledkd miizkova Boltzmannova metoda konverguje rychlosti druhého fadu v pfi-
padé diagondlni translace. V piipadé Zalesakova disku metoda konverguje rychlosti druhého fadu pouze

cvv s

pro né€které pouzité zplisoby vypoctu chyb. Pro ostatni zplisoby vypoctu chyb konverguje nizsi rychlosti

nebo diverguje. Pfi sloZit€jSich rychlostnich poli miizkova Boltzmannova metoda bud’ konverguje nizsi
rychlosti neZ druhého fadu nebo diverguje.
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pocet normalového vektoru

Title:

Mathematical modelling of phase interface using lattice Boltzmann method

Author: Michal Malik

Abstract: This work is an introduction to the phase-field method and the lattice Boltzmann method for the
simulation of the interface evolution between two phases. The main goal is to introduce these methods
and use them to simulate the interface evolution between two phases. The additional aim of this work
is the parallel implementation of the LBM algorithm in C++ and CUDA, the modification of normal
vector computation, and the application in the two-dimensional case. Based on the obtained results, the
lattice Boltzmann method converges in the case of diagonal translation with speed of second order. In the
case of Zalesak’s Disk, the method converges with speed of second order only for some used methods of
the error computation. For other methods of error computation the method converges with lesser speed
or diverges. For more complicated velocity fields, the lattice Boltzmann method either converges with
lesser speed than that of second order or diverges.
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Kapitola 1

Uvod

Jednou z oblasti zajmu vypocetni dynamiky tekutin je simulace proudéni dvou a vice fazi. Takové
proudéni nazyvdme vicefazové [5]. S vicefdzovym proudénim se setkdvame napiiklad pfi vyrobé papiru,
v ropném pramyslu, transportu rud, riznych fotografickych procesech atd. V prirodé a mediciné ho
najdeme napiiklad ve formé laviny, mlhy, transportu sedimentd a krevniho toku. Vicefazové proudéni
muze byt klasifikovano podle typd fazi a komponent, které v ném vystupuji. Ziskdvame pak oznaceni
jako proudéni plyn/pevnd latka, kapalina/kapalina atd. Vicefdzové proudéni se také déli podle aplikace
na fluidni loZe, bahnotok atd. [5]

Hranici mezi jednotlivymi fdzemi nazyvdme rozhrani. Pfi zkouméni vicefdzového proudu nés zajima
vyvoj této hranice v Case. Metody jako vrstevnicovd metoda [1] nebo metoda fdazového pole [2] urcuji
pohyb rozhrani pomoci stavového parametru, ktery jednotlivym fazim ptedepisuje specifické hodnoty.
Jednotliva rozhrani jsou reprezentovédna urcitou vrstevnici tohoto parametru.

V této praci pouZijeme k simulaci fazového rozhrani metodu fdzového pole. Jako numericky resic
pouZijeme miiZkovou Boltzmannovu metodu (zkrdcené LBM), konkrétné modely SRT-LBM a CLBM [9].
Mezi dalsi modely LBM, kterymi lze feSit fazové rozhrani, patii napiiklad model barevného gradientu,
model Shan-Chen a model volné energie, viz. [16].

Hlavnim cilem této prace je sledovat vyvoj rozhrani mezi dvéma fazemi pomoci miizkové Boltzman-
novy metody. V ramci prace byl upraven kéd vyvijeny na Katedfe matematiky FIFI, CVUT v Praze. Kéd
je uréeny pro simulaci nestlacitelného proudéni pomoci LBM. Kéd vyuziva architekturu CUDA od spo-
le¢nosti NVIDIA, kterd je urend pro vypocty na grafickych procesorech. V rdmci préce byl kod upraven
a odladén. Slo predeviim o tpravu kolizniho operdtoru. Nésledné jsme kviili nestabilité numerickych
vypoltl, které byly zapfi¢inény dé€lenim piili§ malym ¢islem, navrhli rizné regularizace a zptlisoby vy-
poctu normdl. Sledovali jsme, jaky vliv maji tyto aproximace na vysledné feSeni. Schopnost LBM fesit
simulaci fazového rozhrani jsme vyzkouseli na nékolika testovacich dlohach.

Koncept této prace je ndsledujici. Nejprve v Kapitole 2 uvedeme definice nékterych zdkladnich
pojmd, které budeme v teoretické Casti této prace pouzivat. Nasledné v Kapitole 3 piedstavime mo-
del fazového pole a popiSeme, jak ho lze pouZit ke sledovédni vyvoje rozhrani. V Kapitole 4 uvedeme
numerické schéma, tj. miizkovou Boltzmannovu metodu. Posledni kapitola se vénuje aplikaci mfizkové
Boltzmannovy metody na jiZ zminéné testovaci dlohy.



Kapitola 2
Zakladni pojmy

Pro srozumitelnost nasledujiciho textu zavedeme nasledujici pojmy prevzaté z [19].

Definice 1 (Stavovy parametr)

Ve fenomenologické teorii termodynamiky je stav makroskopického systému urcen pomoci makrosko-
pickych velicin zvanych vnéjsi a vnitini parametry.

Vnéjsimi parametry daného systému rozumime funkce pouze zobecnénych souradnic vnéjsich téles,
se kterymi je systém v interakci, napt. riznd silovd pole.

Vnitini parametry jsou makroskopické veliciny, které jsou pri stejnych vnéjSich parametrech charak-
teristické pouze pro dany systém, napi. hustota a tlak.

Naddle budeme pod pojmem stavovy parametr uvaZovat vnitini stavovy parametr.

Definice 2 (Stav termodynamické rovnovahy)

KaZdy makroskopicky systém, ktery je od jistého okamZiku v ¢asové neménnych vnéjsich podmin-
kdch, spéje do stavu termodynamické rovnovdhy. V tomto stavu jsou makroskopické stavové parametry
konstantni v ¢ase a neprobihaji makroskopické procesy ménici tento stav.

Definice 3 (Homogenni systém)
Homogennim systémem nazyvdme fyzikdlni systém, ktery je charakterizovdn tim, Ze ve stavu termo-
dynamické rovnovdhy jeho stavové parametry nezdviseji na prostoru.

Definice 4 (Faze)
Homogenni systémy, které mohou existovat vedle sebe ve stavu termodynamické rovnovdhy nazyvame
fdzemi.

Féze tvori nadmnoZinu pojmu skupenstvi (rizné faze se tedy mohou lisit i jinymi fyzikdlnimi nebo
chemickymi vlastnostmi) [19]. V této praci nebudeme rozliSovat mezi pojmem faze a skupenstvi.
Definice 5 (Heterogenni systém a rozhrani)

Heterogenni systém se sklddd ze dvou a vice riznych fdazi, které jsou oddéleny nadplochami diskonti-
nuit stavovych parametrii. Tyto nadplochy nazyvdame rozhranimi.



Kapitola 3

Metoda fazového pole

V této kapitole nejprve v Sekci 3.1 uvedeme fyzikalni problém, ktery metoda fazového pole popisuje,
zvany Stefanova tloha. Poté v Sekci 3.2 popiSeme samotnou metodu fdzového pole a nasledné v Sekci
3.3 ukdZeme upravenou metodu fazového pole pro sledovani dvoufazového rozhrani.

3.1 Stefanova uloha

Stefanova tloha fesi Sifeni tepla a vyménu latentniho tepla v jednokomponentovém systému kapali-
na/pevna latka. V nasledujicim vykladu budeme Cerpat z [3, 2, 15].

Necht’ Q c R? je omezend oblast, Q(f), Q(7) c Q jsou disjunktni podoblasti reprezentujici pevnou
Q,(1), kapalnou Q(¢) fazi a I'(r) = 0Q; N 0 je rozhrani mezi Qg a Qy, tzn. Q = Q () U Qu(r) U T ().
T : 0,t5,) X Q— R je teplota.

Meérné specifické latentni teplo L [kg m~!s2] je uréeno vztahem

L =H(T") - H(T"),

kde H, [kgm~!s72], resp. H; [kgm~! s72] je objemova hustota entalpie latky v pevném, resp. kapalném
skupenstvi a T* [K] je teplota, pii které se rovnaji volné energie pevné F [kgm?s~2] a kapalné F|
[kg m? s72] faze, tzn.

Fy(T") = F((T").

Objemové hustoty entalpie lze pomoci mérného latentniho specifického tepla vypocist jako
T
D) = [ pumemr,
0
T
H(T) = [ T + L.
0

kde py(T) [kg m3], resp. pi(T) [kg m3] je hustota pevné, resp. kapalné faze a c,(T) [m?s2 K1, resp.
c/(T) [m? s72 K~!] oznaluje tepelnou kapacitu pevné, resp. kapalné fize. Oznaéme rozdil mérnych ent-
ropif pevné S [kgm™' s72 K~'] a kapalné §; [kgm~! s72 K~!] f4ze jako

As=8;-S,
Dale predpokladame:

o [(?) je uzaviend krivka a I'(r) N 0Q = @, VYt > 0, viz. Obr. 3.1,
9
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Obr. 3.1: Znazornéni predpokladu I'(7) je uzaviend aI'(r) N 0Q = 0, Yt > 0.

o L <<,

kde s [kgs™2K~!] je plosnd hustota entropie rozhrani. Tato podminka nim umoZiiuje pfepsat
Gibbsovu-Thompsonovu podminku do linedrni podoby (3.1c).

e Pi{tomnost kinetického koeficientu & > 0 [m~2 s] odvozeného z Laplaceovy-Youngovy tlohy [20],
ktery upravuje teplotni vztahy na I'(z).

Potom Ize formulovat Stefanovu tlohu:

orT

picise = V- (AVT) il s) na Q) U Q1) (3.1a)
oT oT

— | —4—| =L @), .1b
onr1Q; lan[‘ Q T na ( ) (3 )
T-T = —%xr - a%vr na T(0), 3.1¢)
bc(T)|aQ =0, na Q. 3.1d)
T =Ty na Q, (3.1e)

t=0
Q)| _, =20 (3.1f)
Qz(t)L:O = Qp, (3.1g)

kde A, [kgms‘3 K1, resp. A [kgms‘3 K1 je tepelna vodivost kapalné, resp. pevné faze, vr [m s71]
je normdlova rychlost rozhrani I'(#), nr [—] je normélovy vektor k rozhrani I'(f) sméfujici ven z Qg,
% = nr - V, kr [m~!] znad{ stfedn{ kiivost rozhrani I'(r), o = o(T*) kg s72] je povrchové napéti mezi
fazemi, T je pocatecni teplota, Qg, resp. o je pocatecni poloha pevné, resp. kapalné faze a b.(T) je
operator vyjadiujici okrajové podminky.

Hranici 0Q rozdélujeme na QP a 0QV, tj. 0Q = 9QP U QN 0QP N oQN = 0. Na 9QP, resp. IQY
predepisujeme Dirichletovy, resp. Neumannovy okrajové podminky ve tvaru

bl , = bP(T) = T = oo, (3.1h)

bC(T)| = béV(T) = (A4(T)VT - q) - nr, iefl, s}, (3.11)

QN

kde Ts0p je teplota uréend Dirichletovou okrajovou podminkou, ¢ [kg s~3] je tepelny tok na 9QV.
Rovnice (3.1a) se nazyva rovnice vedeni tepla. Stefanova podminka (3.1b) popisuje zavislost mezi

tepelnym tokem na I'(¥) a rychlosti pohybu volné hranice. Gibbs-Thomsonova podminka (3.1c) popi-

suje zavislost mezi rychlosti fizového rozhrani, jeho podchlazenim a zakfivenim. Soustavé (3.1) se fika

Stefanova tiloha s povrchovym napétim.
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p=a

Obr. 3.2: Spojity pfechod na rozhrani o Sifce & [m] mezi fdzemi, které jsou ureny konstantni hodnotu
stavového parametru p = a, b. Hodnoty a, b € R zdvisi na typu dlohy a tvaru ¢lenu g = g(7, p, Vp, &)
rovnice (3.2b).

3.2 Metoda fazového pole

Jednou z metod popisujici chovani dvoufdzového systému, je metoda fazového pole, kterd se pouziva
napiiklad pro modelovani tani a tuhnuti. Ve fyzikalni teorii lze rozpoznat dva piistupy k modelovani
téchto procest, a to Gibbsovu a van der Waalsovu teorii [3]. Gibbsova teorie predpoklada ostré rozhran{
mezi fazemi, na kterém maji nékteré termodynamické veliciny skok. Vysledkem tohoto pfistupu pro Cisté
latky je Stefanova tloha, kterd je popsdna v Sekci 3.1.

Metoda fazového pole ma pivod ve van der Waalsové pfistupu, na ktery v roce 1950 navazali Cahn
a Hilliard [7]. Tento pfistup pfedpoklddd tenké neostré okoli rozhrani kone¢né Sitky & [m], kde se ter-
modynamické parametry spojité méni. Lze ukazat, Ze pfi limit¢ & — 0% odpovidd metoda fazového
pole Stefanové tdloze [7]. Stavovym parametrem, jehoZ hodnotami popisujeme faze a rozhrani na zkou-
mané oblasti Q, je tlak p = p(x,7) [kgm™!s72]. Tlak na kazdé fizi nabyva konstantni hodnoty spe-
cifické pro danou fazi a podobné jako termodynamické parametry se spojité méni na rozhrani. Necht’
Ran p C (a, b), a, b € R. Potom se jedné fazi predepisuje hodnota p = a a druhé p = b. Na rozhrani se
tlak chova jako spojitd monotonni funkce, viz. Obr. 3.2. Chovani systému je ureno teplotou 7 = T'(¢, x).

Vyvoj heterogenniho systému Ize popsat pomoci soustavy rovnic [7]

oML = v uryvry + L2, na Q (3.22)
ot ot
P
(&) = £8p + (T p.Vp.6). na O (3.2b)

kde i € {s, I}, T [s] je relaxa&ni parametr. Clen g = ¢(T, p, Vp, &) vyjadiuje chovani fazového pole. K
rovnicim patii okrajové podminky [3], Dirichletova typu

Tloa = Toq, ploa = poa, (3.2¢)
nebo Neumannova typu
oT 0
=0, L [ (3.2d)
Ongo 100 Onyq 10Q

kde nyo je vnejsi normélovy vektor k 9Q. Soustavu (3.2) s piislusejicimi pocate¢nimi podminkami na-
zveme metodou fazového pole [3]. Rovnice (3.2a) odpovidd rovnici vedeni tepla. Rovnice (3.2b) se
nazyva fdzova nebo Allenova-Cahnova rovnice.
Rovnice (3.2b) popisuje chovani systému na rozhrani. Pokud zvolime tvar relaxacniho parametru
jako
(©) = ad, (3.3)
11



pak Ize pomoci asymptotické analyzy [7] ukdzat, Ze fdzova rovnice jde v limité & — 0 ke Gibbsové-
Thompsonové vztahu (3.1c), tzn. metoda fazového pole odpovida Stefanove dloze. Rovnice (3.2b) bude
pfi pouZiti (3.3) ve tvaru

0
0’ = £Ap +(T.p.Vp.o). (3:4)

Pro ¢len g = ¢(T, p, Vp, &) existuji rizné tvary, jimiZ se od sebe 1is{ jednotlivé metody fazového pole
[3, 7]. Timto ¢lenem jsou také urCeny hodnoty, které stavovy parametr nabyva na jednotlivych fazich.

3.3 Sledovani rozhrani

Y. Sun a C. Beckermann v [23] navrhli metodu pro sledovani rozhrani mezi fazemi, kterd byla in-
spirovdna numerickym feSenim metody fdzového pole. V prici byla zachovédna struktura fazové rovnice
(3.4), ale nebyly uvedeny reference k termodynamice spojitych fazovych prechodi. Zachovanim struk-
tury se prenesly nékteré vlastnosti metody fadzového pole a to:

e Rovnice sledujici pohyb rozhrani se pocitd na celé vypocetni oblasti.

e Heterogenni systém je popsan stavovym parametrem ¢ = ¢(x,t) [—]. Pohyb rozhrani tedy dosta-
neme sledovanim dané vrstevnice tohoto stavového parametru.

e ¢ se mezi fdzemi spojit€ méni pres tenké neostré okoli rozhrani kone¢né sitky & [m].

V metod¢ fazového pole je zapocitan pohyb vynuceny krivosti. Pokud chceme metodu pouZit pro
nemisitelné a nestlacitelné proudéni, je zapotiebi tento pohyb odstranit. To je v [23] provedeno pomoci
takzvaného vyvazujiciho ¢lenu, ktery byl predstaven v [10]. Rozhrani je tedy pouze posouvano vn&jSim
polem a neni modifikovdno kfivosti. Na praci [23] navdzali P. Chiu a Y. Lin v [6] a fdzovou rovnici,
ze které byla odstranéna ktivost, prevedli do konzervativniho tvaru. V nésledujicim odstavci nastinime
odvozeni v [23, 6].

Modifikovana Allenova-Cahnova rovnice

Pro odvozeni modifikované Allenovy-Cahnovy rovnice vyjdeme stejn€ jako v [23] z advekcni rov-
nice pro rozhrani

o ~
o tu Vo =0, 3.5)

kde u = u(x,t) [m s71] je rychlost rozhrani, kterd se rozdéli na normdlni rychlost rozhrani u,, [m sT!Ta
rychlost zpisobenou vnéjsi advekef u, [ms™'] [23]

Uu=u,+u,. (3.6)
Ptredpoklddejme [6], Ze u, je ndsobkem kiivosti rozhrani «

u, = —Mkn, (3.7

kde M [m?s7!] je kladna konstanta, kterou nazyvdme mobilita, a n = —¢‘2 je normadla k rozhrani [23].

v
) A Vel
Kfivost 1ze vyjadrit jako [6]

1 Vo - V||V
gy YO VIVl

R IVell2
12

=V-n (3.9)



Dosazenim vztaht (3.7) a (3.8) do (3.5) dostaneme rovnici

o6 Vo - VIVl
% o u, Vo= M|Ap— LR
the VO [ ? " vl }

5 3.9

Nyni zvolime stavovy parametru ¢ = ¢(x, t). Tvar této funkce bude motivovany profilem stavového
parametru pro systém v termodynamické rovnovéaze v metodé fazového pole [4] a umoZni ndm zjedno-
dusit rovnici (3.9). Zvolime ¢ jako

p(x,1) = % tanh (ZM) ’

3

kde I'(t) = {x | ¢(x,t) = 0}, ¢t > O je rozhrani, dist(x,'(¢)) je vzdalenost bodu x od rozhrani I'(¢) a

& je parametr urCujici Sitku profilu funkce tangens hyperbolicky. Tento tvar stavového parametru nam
umozZiuje vyjadfit [6]

(3.10)

Vo -VI[Vell, 8%

Vol oa>
kde d = dist(x, I'(¢)) bereme jako nezdvislou proménnou. Diky tomuto vztahu lze pfepsat (3.9) do tvaru
) 84(1 — 4¢°)
E+ue~V¢=M[A¢+T. (311)
Néslednym pfendsobenim rovnice faktorem ﬁ, dostaneme
1,0 & ) 2
M‘f E+Mue-v¢—§ A¢+8¢(1—4¢ ), (312)

coZ pfi u, = 0 odpovida Allenové-Cahnové rovnici (3.4). @ odpovida ﬁ a

g(u, ¢, Y, &) = 8¢1(1 — 4¢7).

Nyni eliminujeme pohyb vynuceni kiivosti tim, Ze odecteme M||V¢||,V - (”VV%) od pravé strany
rovnice (3.11) [10, 6].

%+ue-v¢=M[A¢+

8¢(1 — 4¢°) V¢
o - ( )] : (3.13)

— VoI,V - | ——
£ VORY -\ (9o,

Uvedena rovnice neni v konzervativnim tvaru. Aplikaci stejného postupu jako v [6] ziskdme za predpo-
kladu nulové divergence pole u, nésledujici tvar modifikované konzervativni Allenovy-Cahnovy rovnice
[12]

0 1 —4¢?
—¢+V-(ue¢):V-[M(V¢—n e )} (3.14)
ot 3

Stavovy parametr ¢ nabyva na jedné fazi hodnoty ¢ = —%, na druhé ¢ = % a spojité se méni na

. 11
intervalu (—5, 5).
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Kapitola 4

Mrizkova Boltzmanova metoda

MriZkovd Boltzmanova metoda (zkracen¢ LBM) je jedna z numerickych metod pouzivanych pro
feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic. LBM se vyvinula z metody bunécnych automat pro feSeni
dynamiky tekutin [14]. Pozdéji bylo dokdzano, Zze LBM lze odvodit z Boltzmannovy transportni rov-
nice, viz. napf. [8]. Dle [18] vime, Ze feSeni Boltzmannovy transportni rovnice je ekvivalentni s feSenim
Navierovych-Stokesovych-Fourierovych rovnic popisujici dynamiku tekutin.

Simulace tekutin je tedy jedna z moZnych aplikaci LBM. Mezi dalsi pouZiti této metody patii nu-
merické feSeni advekéni-difuzni rovnice [11], jiz zmiflovaného vicefdzového proudéni [16], proudéni v
poréznim prostiedi [21], atd.

Ve srovnani s klasickymi numerickymi metodami pro feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic jako
je napiiklad metoda konecnych diferenci, metoda konecnych prvkii nebo metoda konecnych objemit, jsou
s vyjimkou jednoho kroku algoritmu vSechny numerické operace LBM lokdlni, a proto je LBM vhodna
pro paralelizaci. Nevyhodou LBM jsou vysoké naroky na pamét’, viz. [18].

4.1 Diskretizace fazového prostoru

LBM pouZiva pro prostorovou diskretizaci parcidlni diferencidlni rovnice pravidelnou mfizku, po

Nz

které se $iii hypotetické Castice. Mfizka je urcena rychlostnim modelem oznacovanym DdQq [9], kde

d je dimenze prostoru soufadnic a g oznacuje pocet riiznych smérd, kterymi se hypotetické ¢éstice po
mifiZce pohybuji. V této praci budeme pouzivat model D209, viz. Obr. 4.1.

€s €) €s

e
e3 0 €]

T ey ey (]
X

Obr. 4.1: Model D2Q9. ¢; € 2, i € {0, 1, ... 8}.
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Mgjme fazovy prostor ¥ = Q x E X (0, t5,), kde Q C R? je zkouman4 oblast, Z C R? je prostor mik-
roskopickych rychlosti a (0, 7/;,) je zkoumany Casovy interval, 77, [s]. Necht’ v oblasti € nejsou télesa,
které bychom museli zohlednit dodate¢nymi okrajovymi podminkami. Potom provedeme diskretizaci

P=QOxEx{n|ke{0, 1, ..N}}, 4.1
kde
Q={x;;=GAL, jADT |ie (1,2, .No—1}, je{l,2, .. N, - 1}},

GO )

te = kAt.

[xp
1l

Yv

A je vzdélenost mezi body miizky po x-ové, resp. y-ové ose, t; nazyvame casovy krok, At = %tﬂn [s]
je délka Casového kroku. Hranice oblasti Q je diskretizovana jako mnoZina bodu

00 =0\0,
kde
Q= {xi; = (AL JAOT [i€{0, 1, .. Ny}, j €10, 1, .. N}, 4.2)

Po provedeni diskretizace fadzového prostoru se prejde k bezrozmérnym LB jednotkdm, viz. Sekce 4.2.
Diskrétni schéma mriZkové Boltzmannovy metody je [12]

Fun(Xij + Atrg €ns i) = fu(Xijyti) + Cy mef{0, 1, .8}, ke{0,1,. .N-1}, x;€Q, (43)

kde f,, [-1, m € {0, 1, ... 8} jsou hustoty pravdépodobnosti a C,, m € {0, 1, ... 8} je kolizni operator.
Hustoty pravdépodobnosti reprezentuji hypotetické Céstice, které se po miiZce pohybuji mikroskopic-
kymi rychlostmi e,, € & [-], m € {0, 1, ... 8}. m-t4 hustota pravdépodobnosti se 3if{ ve sméru m-té mik-
roskopické rychlosti. Aty p je Cas za ktery hypoteticka Castice urazi vzdalenost mezi dvéma sousednimi
body.

4.2 Prevody jednotek

LBM pracuje s bezrozmérnymi veli¢inami. Pro simulaci redlné fyzikdlni dlohy a fyzikdlni interpre-
taci numerického feSeni je zapotfebi znat pfevodni vztahy mezi fyzikdlnimi a bezrozmernymi veli¢inami.
Dolnimi LB indexy budeme znacit bezrozmérné veli€iny, f fyzikdlni a ch charakteristické.

Definice 6 (Charakteristické veli¢iny) _
Necht’ Q je oblast. Potom charakteristickd délka ly.c, [m] je délka libovolné kiivky leZici v Q. Hypotetickd

cdstice pohybujici se po této krivce charakteristickou rychlosti ug, ., [ms™'] urazi vzddlenost lfen za

ey lf.e
charakteristicky cas tyep [s], tedy tfen, = u;—’;

lf.cn se obvykle voli jako jeden z rozméri oblasti nebo jako jeden z rozméri téles v oblasti umisténych.
Uz je vétsinou urcena jako maximalni nebo primérna rychlost v oblasti.
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Pro feSeni fazové rovnice jsou tansformace provedeny pomoci bezrozmérného Pécletova Cisla Pe
[12], které udava pomér mezi advekei a difuzi. PoZadujeme, aby Pécletovo ¢islo mélo stejnou hodnotu
pro fyzikalni a bezrozmérné veliCiny, tj.

_Ufch &f  ULBch ELB
Mf Mg '

Pe

“4.4)

V naSem pifpadé budeme za Ir, uvazovat rozmér Ctvercové oblasti Q = (0, /rc4) X (0, 1), ktery

je diskretizovdn N, + 1 body miiZky, viz. (4.2). Hypoteticka Céstice tuto vzdédlenost urazi za t7,, ktery
je diskretizovan do N; ¢asovych krokt. Vzdalenost mezi sousednimi body v bezrozmérnych jednotkach

je Axrp a bezrozmérny Cas, za kterou ji hypoteticka Castice urazi je Aty p. Fyzikalni veli¢iny Axy, Aty
vypocteme jako

lf.cn Axpp
Axy = ,
Ny+1
tren AX
Alf _ f.ch LB
. Nt

Pro jednoduchost volime Ax;p = 1, At;p = 1. Pomoci Axy, Aty 1ze transformovat bezrozmérné veliCiny
na fyzikdlni

ty = t1pAty, (4.5a)

&r = EpAxy, (4.5b)

up = uLBi—)Z, (4.5¢)
Ax]%

My = MLBA_tf' (4.5d)

Dosazenim vztaht (4.5b), (4.5d) do (4.4) vyplyne, Ze pfi feSeni simulace fazové rovnice mame pro danou
vypocetni sit’ 1 stupeii volnosti.
Pri feSeni fyzikalni ilohy zname fyzikélni veliCiny. Volbou diskretizace oblasti € ur¢ime Axy.

4.3 Algoritmus

Algoritmus LBM Ize rozdélit do n€kolika krokd, viz. Obr. 4.2. V ¢asovém kroku #y probéhne iniciali-
zace neboli nastaveni poc¢ate¢ni podminky, tj. ureni hodnot hustot pravdépodobnosti f,,, m € {0, 1, ... 8}
v kazdém bodé mftizky. V této prici k inicializaci pouZijeme rovnovdZnou hustotu pravdépodobnosti

1. m e {0, 1, ...8} v Case t = 0, kterou uvedeme v Sekci 4.4. Nasleduje vypocet makroskopickych veli-
cin, které sledujeme. V této prici pocitime pouze jednu makroskopickou veli¢inu, a to stavovy parametr

8
6= fm (4.6)
m=0

v v

V kroku zvaném $i¥enti, se hustoty pravdépodobnosti §if{ do sousednich bodt, viz. Obr. 4.3. Pokud se

[ 2%

nachazime na hranici oblasti, pak si7eni probiha podle okrajovych podminek, jelikoZ bychom se provede-
nim kroku $i7eni, dle Obr. 4.3, dostali mimo mfiZku. V této praci pouZivame pouze periodické okrajové
podminky, viz. Obr. 4.4. V rovnici (4.3) je SiFeni zndzornéno translaci hustot pravdépodobnosti. V po-
slednim kroce algoritmu zvaném kolize se hustoty pravdépodobnosti pfepocCitdvaji pfictenim kolizniho
operatoru, viz. (4.3).
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Inicializace - Sifent = Makroskopické veli¢iny » Kolize
Okrajové podminky
A
Ne v o s P
Ukoncujici podminka -
Ano
Y
Konec
Obr. 4.2: Schématické znazornéni algoritmu LBM.
t = At t =t At
Jo e fs
s * s
J6 f 2 f 5
Xi-1j+1 Xij+1 Xitl j+1
/ / Xi-1j+1 . Xitl j+1
Xij+l
§
x._ . x .
X s fo L fE i=lj fo i+l
][3 Xi-1j Xitlj f] — f3 -9 Xij o [ — fl
Xij
x Yij-1 b
i-1j-1 ‘ i+1 j-1
Xi-1j-1 X;j-1 Xit1j-1 J j
f7 f4 f 8
y
t S fa /3
X

Obr. 4.3: SiFeni. Pohyb hustot pravdépodobnosti po skonéeni kroku kolize f%, m € {0, 1, ... 8} v Caso-
vém kroku #; do sousednich bodt dle smérd urcenych modelem D20Q9. f,,, m € {0, 1, ... 8} jsou hustoty
pravdépodobnosti pied zahdjenim kolize v Casovém kroku f .

Aproximaci kolizniho operdtoru se lisi nékteré typy LBM. Rozezndvdme napiiklad SRT-LBM ' [9],

4.4 Kolizni operator

MRT-LBM? [14], CLBM? [9], ELBM* [17], atd. V této prici vyuZivdame SRT-LBM a CLBM, o kterych se
vice zminime v sekci 4.4.

Nynf predstavime tvar koliznitho operatoru pro SRT-LBM a CLBM. Kolizi CLBM provadime pomoci

'LBM s jednim relaxaénim dasem
2LBM s vice relaxaénimi Gasy

3Kaskddovd LBM
“Entropickd LBM

17

centrdlnich momentt. Stejné mizeme postupovat i v SRT-LBM. Kolizi v SRT-LBM lze ale provést efek-
tivn&ji pomoci rovnovazné distribuéni funkce f,/, m € {0, 1, ...8}. V této Sekci nejprve ukdZzeme pro




e - . R U -
[ ] [ ] fl [ ] [ ]
I I A T
fi
e o _ Lﬁ;} ______ o

y )
b x
Obr. 4.4: Periodickd okrajovd podminka. Obrdzek znizoriiuje Sifeni hustot pravdépodobnosti

11> fio» fi—, na hranici AQ po skonleni kolize v Easovém kroku fx. fi1, fio, fi—1 jsou hustoty prav-
dépodobnosti pfed zahdjenim kolize v Casovém kroku #;,1.

oba kolizni operatory schéma kolize pomoci centrdlnich momenti a poté uvedeme jednodussi schéma
pro SRT-LBM pomoci f,,!. Jak jsme jiz zminili v Sekci 4.3, rovnovaznou distribu¢ni funkci pouzivdme
pfi inicializaci. V této prici nastavujeme pocatecni podminku pomoci f;, jak v ptipadé SRT-LBM, tak v
CLBM.

Symboly k.sz budeme oznaCovat centrdlni momenty pied provedenim kolize a k;b, centralni mo-
menty po koliznim kroku, a, 8 € {0, 1, 2}. Centralni momenty ziskdme pomoci hustot pravdépodobnosti
Jms me {0, 1, ...8} [12]

c

8
U\ u.\B
kaﬂ = Z fm (em,x - T) (em,y - ?y) s (47)
m=0

kde u, = (uy, u,)" je externi advekce, €,, = (€, €my)! je mikroskopickd rychlost a ¢ = if—fl’: =1je
mfiZkové rychlost.
Dle stejného postupu jako v [12] ziskdme tvar kolizniho operatoru v prostoru centralnich momentd

Z'B = (Y,B(l - w(l/,B) + w(lﬂkz%v a’a 18 € {0’ 15 2}3 (48)
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kde wy jsou relaxa¢ni frekvence a k,j; rovnovézné centralni momenty, které majf tvar [12]

k q ko(), (4.93)
1 —4¢?
klO = I’LXMLB f ¢ s (49b)
. 1 — 4¢?
kO? = I’lyMLB f ¢ 5 (49C)
k¢ = koo, (4.9d)
k q =Uu k()o, (4-96)
kj’{ =0, (4.9f)
e 2 e
ki3 = ugkig, (4.99)
e 27e
K1 = ulky!, (4.9h)
ks = uiskoo, (4.91)

kde u; = ‘% [-]je bezrozmérnd rychlost zvuku. V této préci budeme pocitat normélovy vektor n = (n,, ny)T
dvéma zptisoby a to bud’ z definice

- (7w - ))T 4.10
npp ((||V¢II2)X’(||V¢||2y ’ (4.10a)

anebo pomoci centrdlnich momentt [12]

T

ng ~ (4.10b)
\/kZ e \/kZ + R,
Nynf urc¢ime relaxalni frekvence wqp, @, B € {0, 1, 2}. VSimnéme si, Ze Yw € R : ky, = koo = &,
tzn. hodnota stavového parametru ¢ se béhem kolize neméni. Rikdme, Ze ¢ je kolizni invariant.

Pro SRT-LBM jsou si vSechny relaxaCni frekvence rovny, tj. Ya, B wes = w, a vztaZeny k bezroz-
mérné mobilit€ Mg vztahem [12]

1 1
Mg =u*|l——-=]|. 4.11
LB = U (a) 2) (4.11)
Miizeme tedy napsat kolizni operator jednodussim zpisobem [18]
Cn = _w[fm(xij’ H - f (xtJ> nl, (4.12)

kdem € {0, 1, ...8},i € {0, 1, ...N,}, j € {0, 1, ...N,}. Rovnovdzna hustota pravdépodobnosti 9 mel0,1,..8)
je rovna [12]

2 2
Sl = i |1+ e’"u'%“e + ("’"Z'Mf;e) - u;‘ ] MuﬁB 1 _§4¢ Mol - 1), (4.13)
kde
g, m=0,
Mm=4%, mef(l,2,3,4),
=, mef5,6,7,8)

je vahova funkce.
Pro CLBM volime wgy; = w19 = w ze vztahu (4.11) a hodnotu zbylych relaxac¢nich frekvenci nasta-
vime na 1 viz. [13].
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Kapitola 5

Numerické testy

5.1 Vypocet normalového vektoru

V této Sekci se budeme vénovat problematice vypoctu normalového vektoru n. Ten, jak jiZ bylo zmi-
néno v Sekci 4.4, pocitaime bud’ z definice (4.10a) nebo pomoci vzorcti (4.10b). Pro vypocet z definice
. Vo Vo . . s 1 .
jsme (—”V o )x a (—”V o )y aproximovali centrdlnimi diferencemi

(Vo)u(xij, 1) = (V)ex(xij, 1) = (¢(x,+1 j» D = ¢xiz1 5 ), (5.1a)
(Vo) (xij, 1) = (Vo)y(xij, 1) = (¢(xl,+1, 1) = Pxij-1, 1), (5.1b)
196 0xij. Dll2 \/<V¢)cx<xl,, )+ (V¢>cy(xl-,~, 0, (5.10)
kdei € {0, I, ... Ny}, j € {0, 1, ... N,}. Pokud se i = O, resp. i = N,, pak bereme v tvahu periodické
okrajové podmlnky a dostavame i—1= Ny, resp.i+ 1 = 0. Pro j postupujeme analogicky. S rostouci

vzdélenosti bodii miiZky od rozhrani klesaji hodnoty |[Vé(x;;, 1ll> a , /k%o + k(z)1 k nule, tzn. roste vliv
numerickych chyb pfi d€leni velmi malym cislem. Z tohoto divodu je tfeba vypocet normalového vek-
toru upravit. V této praci jsme pouzili 2 rtizné tpravy vypoctu. Prvni z nich je takzvand u-regularizace
normy normdlového vektoru, ve které se do odmocniny jmenovatele pficte u << 1

199Geij. Dl ~ (VR xij. 1)+ (V) xije 1)+ 42, (5.2a)

B+ R~ Ry + K2+ 42 (5.2b)

tzn. vztahy (4.10a), (4.10b) se pii u-regularizaci transformuji na

T
2o (V). (Vo) s
\/(V¢)%x(xij, t) + (V¢) (xlja t) + /1 \/(V¢)Lx(xlj’ t) + (V¢) (xl]$ t) + /'l
.~ kio kor . (5.3b)
\/kz R+ \/kz TR, +
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Druhd mozZnost je motivovdna vlastnostmi metody fazového pole. V (3.10) jsme zvolili tvar stavo-
vého parametru ¢, ktery byl motivovany profilem funkce tangens hyperbolicky. ¢ jsme omezili shora %
a zdola —%. Stavovy parametr nabyva téchto hodnot na jednotlivych fazi a na rozhrani se spojité méni. Z
tvaru rovnovazné distribu¢ni funkce (4.13) a centrdlnich momentd (4.9) 1ze vidét, Ze pii limité

lim (1 -4¢*) =0
Pp—=+

D=

se nam vynuluji ¢leny, ve kterych vystupuje normdlovy vektor. Z tohoto diivodu upravime vypocet

K K, fed m e {0, 1, ... 8) na

1-4¢”
o _ MMt b i) € (St f - e), (5.4
o, jinak,
1-4.
keq — { SM LB~ ¢ ¢ ] ¢(x’ tk—l) € <_% + 83 % - 8>’ (5 4b)
01 .. .
0, jinak,
mUe mte 2 elte 1-4
|1 e (et et M I, o), p(x, o) € (=S e, -6,
fmq — s ( s )2 s s (540)
O |1+ e+ B — Sk . finak

kde x € 5, ke{l, 2, ..N}an® = (n{, ny) je normalovy vektor pii &-regularizaci, ktery ma stejné jako u
p-regularizace dvé podoby

T
DR 1+ TR i 0 J TR 0+ (V8 ey 0
T
ng, ~ (5.5b)
° \/kz VR, \/kz + 2,

V piipadé (5.5b) dostdvame stejny vztah jako (4.10b).

Disledkem téchto regularizaci ma difuze rozdilny vliv uvnitf a vné intervalu (—l + &, l — &), kde
0 < & << 1. Ukazuje se, viz. Sekce 5.3, Ze s rostoucim ¢ klesd experimentélni fad konvergence a vrs-
tevnice stavového parametru maji tendenci se vzdalovat. Tuto moZnost nazyvame e-regularizace normy

normalového vektoru.

5.2 Vypocet chyb

Nyni predstavime nékolik zptisobii vypoctu chyb, pomoci kterych jsme vySetfovali presnost nume-
rického feleni. Inicializace Uloh bude provedena pomoci (3.10). Ulohy jsou nastavené tak, aby pfi za-
nedbani difuze mélo rozhrani v Casech 7 = 74, a t = 0 stejnou polohu a tvar. V poCite¢ni podmince neni
zahrnuta difuze, kterd se béhem testu projevi. Pfesto se v literatufe [23, 6, 12] feSeni v Case t = ff;, s
pocétecni podminkou srovndva. JelikoZ ndm analytické feSeni rovnice (3.14) neni zndmo, tak budeme

vev s vrv

postupovat stejné. Vysledky budeme také srovndvat s feSenim naméfenym na nejjemné;jsi pouZité miizce
s rozméry 2048 x 2048. Pfi srovndnim s nejjemnéjsi miizkou jsou v chybdch zahrnuty chyby vzniklé
linedrni interpolaci.
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Uloha Nazev Strana

1 Vyvoj rozhrani ve tvaru kruznice pfi diagonalni translaci 24
2 Vyvoj rozhran{ ve tvaru Zalesakova disku v rotacnim rychlostnim poli. 34
3 Vyvoj rozhrani ve tvaru kruznice ve smykovém rychlostnim poli. 45
4 Vyvoj rozhrani ve tvaru kruZnice pfi deformaci A. 47
5 Vyvoj rozhrani ve tvaru kruznice pfi deformaci B. 49

Tab. 5.1: Seznam testovacich dloh.

Pro pfehlednost ve vzorcich a tlohdch oznacime ctvercovou miizku Q= {(iA{’, jA{’)T |i,j€{0, 1, .., 32r}}
symbolem A¢,, kde r € {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64}. Stavovy parametr v Case t = 0 na miizce Af, ozna¢ime
¢2& a stavovy parametr v ase ¢ = f;, na mfizce Af, oznacime ¢y, .

Pouzili jsme celkem Ctyfi zptisoby vypoctu chyb

1

.322{ [pac, (xij) — ¢g€,(xij)|k k
s = ¥ k kell,2) (5.6a)
Z ¢25r(xij)|
l,j:O
.35 bac, (xi)) — dace, (xi)F (Ax?gr)z 3
R - b 2 ’ ke{l,2}, (5.6b)
2 o] (45)

kde Axh je fyzikalni vzdalenost mezi body miizky A¢,. Pomoci téchto chyb jsou vypocitdny experi-
mentdlni fady konvergence [22]

In Li(¢hac,) — In Li(Pac,)

EOCy(AL,, Aly) = a 2 kel 2), (5.7)
lnAxf r —lnAxf s
InL? —InL?
EOCU(AL, Aly) = b Pa) = InLy(Oac,) kell, 2}, (5.7b)

AL ALy
In Ax 7 In Ax g

5.3 Ulohy

N

Pro ovéteni schopnosti miizkové Boltzmannovy metody fesit modifikovanou Allenovu-Cahnovu rov-
nici (3.14) jsme nasi implementaci numerického schématu otestovali na riznych dlohéach, viz. Tab. 5.1.

Testy byly provedeny na Ctvercové oblasti €2, jejiZ rozmér byl zvolen jako charakteristicka délka [y o,
tzn. Q = (0, lfen) X (0, lfcp). Parametry v Tab. 5.2 jsou spole¢né pro vSechny testovaci tlohy. Jak jsme
jiz zminili v Sekci 5.2, inicializaci vSech uloh jsme provadéli pomoci (3.10). Na vSechny tdlohy jsme
aplikovali periodické okrajové podminky. Jako ukonCujici podminku jsme pouZili t = #;,.
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Lt.ch 1 [m] | uren 100 [ms™!]
& 0.03 [m] | My 0.05 [m?s7']
Mg 0.001 [-] | Pe 60 -]

Tab. 5.2: Tabulka spolec¢nych parametrii pro v§echny tlohy

Pro lepsi orientaci v textu budeme zkratkou FD oznacovat normadly pocitané dle definice pomoci
konecnych diferenci (5.3a) pii p-regularizaci, resp. (5.5a) pfi e-regularizaci. G znaci pouZziti vzorct (5.3b)
pri p-regularizaci a (5.5b) pii e-reguarizaci.

LBM je metoda druhého fadu pro feSeni advekéni-difuzni rovnice [18]. Ocekdvame, Ze bychom
se méli dostat k podobnému fadu i pfi sledovani rozhrani mezi dvéma fiazemi. Z tohoto divodu jsme
v tabulkdch oznacili hodnoty experimentédlnich fadd konvergence v intervalu (1.7, 2.3) zelené. Kladné
hodnoty blizké nule, tj. v intervalu (0, 0.3) jsme oznacili Zluté a zaporné hodnoty jsme oznacili Cervené.
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5.3.1 Vyvoj rozhrani ve tvaru kruzZnice pri diagonalni translaci
Uloha 1

V této Uloze bylo rozhrani ve tvaru kruznice o poloméru Ry se stiedem S = (0.5/f,, 0.5/ f,ch)T
posouvéno rychlostnim polem u . Priibéh testu je zndzornén na Obr. 5.1.

e Rozhrani v ¢ase t = 0:

T(0) = {(x, y) | llx = Sl = Ry} Ry 025 [m]

e Rychlostni pole: trin - 0.1 [s]
_ T
ur= (uf,ch, ”f,ch) .
y y B
Ly.en Lfcn -
> X > X
0 lf,ch 0 lf,ch
y y
A = 0-7tf,ch A t=tfen
Lcn Li.ch
S > X > X
0 lf,ch 0 lf,ch

Obr. 5.1: Priibéh testu Ulohy 1. Na obrézcich vidime rozhrant, tj. nulovou vrstevnici stavového parametru
¢ = 0. Je zobrazena pouze prvni desetina vypocetniho Casu. Pribéh naznaeny na obrazcich se desetkrat
opakuje.
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V Uloze 1 jsme pouzili Styfi regularizace: p-regularizaci s u = 1072, u = 107 a e-regularizaci s
e =102, ¢ = 107°. Piedtim, ne’ okomentujeme jednotlivé regularizace, zminime, Ze v piipadé regu-
larizaci s 4 = & = 10~ vychézeji chyby pro SRT-LBM niZi neZ chyby pro CLBM, viz. Tab. 5.4, 5.6. Na
Obr. 5.3 Ize vidét, Ze oproti SRT-LBM ma rozhrani pro CLBM na nejhrubsi mfiZce tendenci deformovat
se do Ctverce (obrdzky pro CLBM FD vychézeji podobné jako pro CLBM G). Tento jev pozorujeme i na
miizkach Al a Aly. Disledek tohoto pozorovani vidime na Obr. 5.4, kde tvar rozhrani pro SRT-LBM na
mifZce Al se podoba tvaru rozhrani pro CLBM na miiZce Afg (pro CLBM vypadaji obrazky pro G a FD
podobné, e-regularizace pro SRT-LBM, FD i G vypada podobné jako u-regularizace pro SRT-LBM, G).
V tabulkéch také vidime, Ze chyby na téchto miiZkach jsou stejného faddu. Tento jev je pravdépodobné
disledkem manipulaci hodnot k% a k57. V [12], kde pouZili pro vypolty SRT-LBM, dosadili za tyto mo-
menty vyrazy (4.9g) a (4.9h), aby optimalizovali izotropii. Pfi CLBM jsme nastavili wi2 = wy; = 1 atim
jsme zménili velikost vlivu, ktery k{3 a k5! majf na kolizni operator (4.8).

Piipad: u = 1072

s vz

V Tab. 5.3 vidime, Ze nékteré experimentalni fady konvergence pro chyby vypocitané pomoci porov-
nani s pocatecni podminkou, tj. EOC?(th, hy), i € {1, 2}, vychazeji zaporné. Tato skutecnost znamena,
7e od uvedenych r Uloha diverguje. Domnivame se, Ze pozorovany jev je diisledkem piili§ velkého .

sV 2

Se zvysenim u klesnou hodnoty rovnovaznych centrdlnich momentt a rovnovazné distribu¢ni funkce

(5.4). To znamen4, Ze klesne hodnota Clenu nl_si’&z, ktery ptisobi proti sméru riistu stavového parametru
¢. To md za ndsledek vzdalovani vrstevnic na celé oblasti Q pro oba kolizni operatory a zpisoby vypo-
¢tu normdl, jak je vidét na Obr. 5.2a, 5.2¢. Obrazky pro CLBM vypadaji podobné jako pro SRT-LBM.
Hodnoty experimentalnich fadd konvergence na hrubych miizkach jsou pravdépodobné kladné kvili
nedostatku informaci pro simulaci hladkého pfechodu mezi fazemi.

Z divodu jednoduché geometrie rozhrani a tvaru rychlostniho pole Ulohy 1 neni tento jev dobie
efekt vyraznéjsi.

Nyni se podivdme na chyby vypoctené pomoci srovnani s feSenim na nejjemnéjsi miizce, tj. L, L;.
Experimentdlni fady konvergence sice nejsou zdporné, ale az na vyjimky jsou mensi nez prvniho fadu.

V nékterych piipadech se bliZi k nule. Tento jev je také nejspise zptisoben volbou pfili§ velkého u.

Pripad: u = 107°

Na Obr. 5.2b, 5.2d vidime, Ze se ndm oproti u-regularizaci s g = 107> méné vzdaluji vrstevnice.
Vzdalovani pozorujeme pouze pro G. Obrazky pro CLBM vychazeji podobné. Experimentalni fady kon-
vergence nidm jiZ nevychdzeji ani zdporné ani blizké nule, viz. Tab. 5.4.

Z hodnot chyb a experimentdlnich F4dd konvergence usuzujeme, e Uloha 1 pii p-regularizaci s
u = 107 konverguje rychlosti druhého fadu. Podotkneme jesté, Ze experimentalni fady konvergence

na jemnéjsich miizkach pro SRT-LBM jsou podobné stejnym experimentdlnim fadim konvergence vy-
poctenych pii e-regularizaci s € = 107°.

Piipad: ¢ = 1072

Pii této regularizaci vysly podobné jako pii u-regularizaci s u = 1072 experimentilni ¥ady kon-
vergence pro dostatecné velké r zdporné, viz. Tab. 5.5. Domnivdme se, Ze to je podobné jako pii
p-regularizaci s 4 = 1072 disledkem piili§ vysokého . Pfi této regularizaci pokladame nl_TW = 0 pro
¢ > 0.49. To znamen4, Ze na intervalu ¢ € (0.49, 0.5) neplisobi proti gradientu stavového parametru V¢
74dnad sila, tj. vrstevnice s ¢ > 0.49 se ndm budou vzdalovat, viz. Obr. 5.2e. KdyZ porovndme Obr. 5.2e
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s Obr. 5.2a, 5.2c, tak zjistime, 7e pii s-regularizaci s & = 1072 pozorujeme mens{ vliv tohoto jevu ne%
pfi u-regularizaci s u = 1072, coZ je znazornéno polohou vrstevnic ¢ = 0.5 - 102 a ¢ = 0.5 - 107,
Obr. 5.2e je podobny pro ostatni kombinace kolizniho operétoru a vypoctu normal.

Experimentélni fddy konvergence chyb L;, L, v Tab. 5.5 jiZ oproti u-regularizaci s 4 = 1072 nevy-
chazeji blizké k nule. Nékteré hodnoty experimentalnich fadli konvergence se pohybuji kolem druhého
fadu, ktery od této metody ocekdvame. Pro CLBM experimentdlni fady konvergence rostou a prevysi
hladinu 2.3, a proto miZeme fict, Ze chyby L;, L, konverguji rychlosti druhého fadu pro CLBM. Ostatn{

hodnoty v intervalu (1.7, 2.3) Ize oznacit za vychylky.

Piipad: £ = 107°

V této regularizaci jsme sniZili hodnotu € na & = 10~°. Disledek tohoto sniZenf lze pozorovat na
Obr. 5.2f. Obrazky pro ostatni kombinace kolizniho operdtoru a zptisobu vypoctu normdl vypadaji po-
dobné&. Vzdalovani vrstevnic, které jsme pozorovali pro u- a e-regularizace s u, € = 1072 a y-regularizaci
s u = 107 pro G jiZ pro e-regularizaci s & = 10~ nepozorujeme.

Z hodnot chyb a experimentdlnich fadi konvergence v Tab. 5.6 usuzujeme, Ze Uloha 1 pri
e-regularizaci s € = 1072 konverguje rychlosti druhého fadu. Podotkneme jesté, Ze experimentélni fady
konvergence na jemnéjsich miizkach pro SRT-LBM jsou podobné experimentdlnim radiim konvergence
vypoétenych pii u-regularizaci s u = 107°.
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SRT-LBM CLBM
FD G FD G
r LY EOC) LY EOCY) LY EOC LY EOC)
1] 1.14-107! )13 1.76 - 107! 5 09 1.50 - 107! 0.64 1.79 - 107! 091
2 261107 3‘23 2.21-1072 0'11 9.63-1072 1'07 9.54-1072 1‘04
4 {27810 1'18 2.04-1072 1'03 4.60- 1072 1'67 4.63-1072 0'55
8 | 6.28-107 _1'08 4.17-1072 _1'14 144102 030741072
16 | 1.33-1072 _1'03 9.18- 1072 _0‘83 9.09- 1073 e | 013 10-2 ‘0~84
32| 2.73-1072 _1‘07 1.63-107! _0‘26 2.54.102 ‘1'16 1.63- 10! ‘0-26
64 | 574-102 T 1195.1070 Tl 569.102 0 T 1 195.1070
0 0

r L EOC) L EOC) L EOC) LY EOC)
1]190-107! |56 2.85-107! - 2.65-107! 035 2.95-107! 0.49
2 | 6431072 3‘67 5.00- 1072 0'65 2.07-107! 1‘07 2.10- 107! 0‘98
4 1506-1073 0'87 3.20- 1072 1‘01 9.84 - 1072 1‘63 1.07-107! 0'75
8 | 9.26-107 _1'10 6.44-1072 _1'21 317-102 634107
16 | 1.98-1072 _1'06 1.48 107" _0‘83 157:102 S| 150107 ‘0~82
32 | 4.14- 1072 _1‘12 2.63-107! _0'22 3.86-1072 _1‘21 2.63-107! _0'22
64 | 9.01-102 " 1307-1000 1 g893.102 1 307-1000

r L EOC, L EOC, L EOC, L EOC,
1| 1.50- 107" 109 3.68-107! 055 1.74 - 107! 0.40 3.40-107! 059
2 17.02-1072 0'26 2.52-107! 0‘21 132107 0'50 2.78 107! 0'16
41585107 0'10 2.18- 107! 0'18 9.29 . 102 0'47 2.49 - 10-! 0-28
8 | 545-1072 0'21 1.92-107! 0‘57 6.70 - 1072 0'38 2.06- 107! 0'68
16 | 4721072 0'54 1.29-107 1‘69 5.14-1072 0'61 1.29 - 10"! 1-69
32 13.25-1072 ' 4.00-1072 ‘ 3.37-1072 ' 3.99-1072 '

r L2 EOC2 L2 EOC2 L2 EOC2 L2 EOC2
1]220-107" 094 478 107! 035 2.69-107! 030 4.33-107! 0ic
2 | 1.14- 107! 0'31 3.75-107! 0‘19 2.18-107! 0'63 3.88 - 107! 0-11
4 19.20-1072 0'09 3.28 - 107! 0‘18 1.41-107! 0'47 3.60- 10! 0~23
8 | 8.66-1072 0'19 2.89-107! 0‘60 1.02-107! 0'32 3.07- 10! 0-69
16 | 7.60- 1072 0'52 1.90- 107! 1'75 8.14-1072 0'57 1.90 - 107! 1-76
32 | 532-1072 ' 5.64-1072 : 5.49-1072 ‘ 5.62-1072 .

Tab. 5.3: Tabulka chyb a experimentélnich fada konvergence pro Ulohu 1 pro u-regularizaci s u = 1072,
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SRT-LBM CLBM
FD G FD G
r Ly EOCY Ly EOC) L) EOC! L EOC?
1 |1.20-107! 222.107! 1.47 . 10! 518 - 10-!
2 (a0 0 2 0502 2% ogs02 P g0 O
sl 7100 P las0s P sgr02 0 9P leos 02 0%
8 | 1.98-10% 220 10710 2 100102 M) 105 102 1O
16| 481-10° 22 ago.10° 2P 267100 2P | aes108 Y
2] 120-10° 2% 20005 2% 500104 2 Is10.104 2
64| 299106 200 5300106 Iy 30 g0 T 3y g0 I
’ L, EOCy| L, EOC| Ly  EOCy| L,  EOG
1|197-107! 3.64-107! 272 .10 373 . 10-1
2 (775102 2 1706102 2 a0 922 o610 0!
438100 PP a0 a0 Y7 s 07
8 [650-104 21 630-10¢ 272 4s50.102 10| 4zg.102 M
16| 1.56-10 20| s5.10% 20 760100 2 78710 2
321 387-105 200386105 O g0 2% g0 2
64 | 9.66-10° 2000 g6q.10-0 200 4 gq 00 I g qpe 1 1O
r L, EOC, Ly EOC, L EOC, L EOC,
1|1.20-107" 2.23.10°! 1.48 - 107! 19 10!
21311102 M 405102 2% 993 102 20| 9.0t O
41117-1073 4.74 1.46-1073 479 5.77-1072 0.75 6.05- 102 0.86
8 |1.92-107* 260 1.91-107* 293 1.90- 1072 1.60 1.95-1072 1.63
16 | 423105 2B 40 28 hss 0 20 056000 2B
6 254 6 254 4 277 277
3272510 7.24-10 37510 376 - 10
r Ly EOC, Ly EOC, L, EOC, L EOC,
1|197-107" 3.64-107! 272 . 10! 373 . 10-1
2775102 P 706002 2 054000 92 a0 0!
4382100 P ae00 a0 %7 yssiqer 970
8 | 626-10% > [ eia.10 27 L qas02 M0 402 M
16131104 220 150,104 22 g8 000 292 q4g.000 20O
32 | 1.94-107 215 1.93-107 275 1.33-1073 2.46 1.33-1073 2:49

Tab. 5.4: Tabulka chyb a experimentélnich fada konvergence pro Ulohu 1 pro u-regularizaci s u = 107,
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SRT-LBM CLBM
FD G FD G
r Ly EOCY Ly EOC) L) EOC! L EOC?
1 |185-107! 170 - 10! 242 .10 503 10-!
2 | 1.63-1072 350 1.51-1072 349 1.08 - 107! 116 1.03- 107! 0.99
ala36-10°  Pasea0s 005002 M2 50002 MO
8 152010 02 520.10% 92| 149,002 35002 1P
16| 556-10° 0 556100 010 388105 M 300000 10
32573100 0% 573000 0% g0gi0 700 4oga0s O
64 | 581-10° 0% 5100 00551000 T 5510 70D
’ L, EOCy| L, EOC| Ly  EOCy| L,  EOG
1 |270-107! 261-10"! 329.10-! 311 10-!
2 [376.102 ¥ 527002 0030000 992 o500 92
4695100 M lese 105 2P a0t M g7 00 MO
8 [747.100 0100747000 0 506002 19 350,002 OO
16 7.95-10° 0P 705,108 0% 509,105 2011 505105 20
32| 820-10° 0% P gag 100 O g5 08 1O g5 g 1 OIS
64 | 831-10° 021531000 T2 790103 T 790,105 TP
r L, EOC, Ly EOC, L EOC, L EOC,
1| 1.90-107" 1.75- 107! 2.46- 107! 206 10!
21201102 195102 V0 M s 0t %Y
4242100 P 1os0.105 B Pss0r M0 54002 O
8 | 7.11-107* 177 7.01-1074 177 1.84-1072 .53 1.87-1072 .54
16 | 2.62-107% Lad 2591074 Lad 4.04-1073 219 4.07-1073 2.20
285410 "Plgsgos P lag0e 2P g0 2P
r Ly EOC, Ly EOC, L, EOC, L EOC,
1|275-107" 2.67 107! 332.10"! 314.10-!
21405102 213651002 ¥ aus00 %9 an9i0r 92
4470100 M asi00 2P oo M 0100 O
8 [120-10° 00 17100 M0 563002 2 302 O
16 405-10¢ 2T L aor104 1 gazo108 2 g5y 0 2D
2142104 P laga0s M lies a0 PP lies00 P

Tab. 5.5: Tabulka chyb a experimentélnich fadl konvergence pro Ulohu 1 pro e-regularizaci s & = 1072,
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SRT-LBM CLBM
FD G FD G
r LY EOC) LY EOCY) LY EOC LY EOC)
1| 188-1071 399 1.74 - 107! - 2471071 - 2.04-1071 0.98
2 11.93-102 4'04 1.63-1072 3'48 1.11-107! 1‘16 1.03-107! 1'03
4| 1.17-1073 2'56 1.46-1073 2‘89 4.97-1072 1‘71 5.07-1072 1'72
8 | 1.98-107* 2'04 1.97-1074 2‘03 1.52-1072 2'68 1.54-1072 2‘69
16 | 4.81-1073 2'01 4.80-107° 2‘01 2.37-1073 2'22 2.38-1073 2'22
321 1.20-1073 2'00 1.20-107 2'00 5.09-107* 1'95 5.10-107* 1'95
64 | 2.99.107° : 2.99.107° : 1.32- 1074 : 1.32-107* :
0 0 0 0 0 0 0 0
r L9 EOC) LY EOC) L9 EOC) LY EOC)
1|272-107! 2 69 2.63-107! 5 09 3.32- 107! 0.64 3.12-107! 0.5
2 |1 420-1072 3'45 3.31-1072 2'96 2.13-107! 1'08 2.17-107! 1'04
4 |384-1073 2'56 427-1073 2‘74 1.01- 107! 1‘65 1.06- 107! 1'66
8 | 6.50-10~* 2'06 6.39-107% 2‘04 3.22-1072 2'24 3.34-1072 2'27
16 | 1.56-107* 2'01 1.55-1074 2‘01 6.81-1073 1'90 6.92-1073 1'92
32 | 3.87-1073 2'00 3.86- 107 2'00 1.82-1073 1'91 1.83-1073 1'91
64 | 9.66-107° : 9.64-107° : 4.84-1074 : 4.84-1074 ’
r L EOC, L EOC, L EOC, L EOC,
1|189-107! 399 1.74 - 107! - 2.47- 107! 15 2.05-107! 0.8
2 11.93-1072 ' 1.63-1072 ’ 1.11-107! ' 1.03- 107! ’
5 405 5 348 H 1.16 H 1.03
411.16-10 560 1.45-10 503 4.97-10 7 5.06- 10 7
8 [1.92-107* 2'18 1.91-107* 2'18 1.51-1072 2‘75 1.54-1072 2'77
16 | 423-107° 2'54 422.107 2'55 2.24-1073 2‘58 2.26-1073 2'59
32| 725107 ' 7.23-107° ’ 3.75- 1074 ' 3.76 - 107 ’
r L2 EOC2 L2 EOC2 L2 EOC2 L2 EOC2
11]272-107! > 69 2.63-107! 509 3.32-107! 0.6 3.12-107! 0.5
2 | 420-1072 3'46 3.31-1072 2‘96 2.13- 107! 1‘08 2.17-107! 1'04
4 |382-1073 2'61 4251073 2‘79 1.01-107! 1'66 1.05- 107! 1'67
8 | 6.26-107* 2'26 6.14-1074 2‘24 3.19-1072 2'33 3.31-1072 2'36
16 | 1.31-107* 2'75 1.30-107* 2'75 6.36- 1073 2'26 6.47-1073 2'28
321 1.94-1073 ' 1.93-107° ’ 1.33-1073 : 1.33-1073 ’

Tab. 5.6: Tabulka chyb a experimentélnich fadl konvergence pro Ulohu 1 pro e-regularizaci s & = 107,
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Lfcn

‘ L e x
0 Lt
a: p-regularizace s u = 1072, SRT-LBM, FD.

A

Lfcn

—— - X
0 L.ch

c: pu-regularizace s u = 1072, SRT-LBM, G.

A

Lten

X
0 lf,ch

e: e-regularizace s € = 1072, SRT-LBM, FD.

- x
0 Lf.cn

b: p-regularizace s u = 10™°, SRT-LBM, FD.

A

Lcn

0

d: p-regularizace s u = 10™°, SRT-LBM, G.
y
A

Lt.ch

0

f: e-regularizace s € = 10~°, SRT-LBM, FD.

$ary, € 101U {05107 i€ (1,3, 4,6,7, 8}

dace, = 0.5 — 1072
Py, =0.5-107°

Obr. 5.2: Zndzornéni vrstevnic stavového parametru pii posledni iteraci Ulohy 1 na miiZce Algy.
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A dae, — A dae, —
Lf.cn ¢2€| Lfch - % [

> X : > X
0 Lfen 0 Lten
a: pu-regularizace, SRT-LBM, FD. b: e-regularizace, SRT-LBM, FD.
y y
A dae, — A dae, —
Ly.ch o Lych Pap, —

> X X
0 Lcn 0 Lt
c: pu-regularizace, SRT-LBM, G. d: e-regularizace, SRT-LBM, G.
y y
A Pae, — A Pae, —
Lcn ¢2€1 Len " [

- X - X
0 Lfcn 0 Lcn
e: u-regularizace, CLBM, FD. f: e-regularizace, CLBM, FD.

Obr. 5.3: Srovnani rozhrani, tj. nulové vrstevnice stavového parametru ¢ = 0, na mfiZce Af; pfi posledni
iteraci s pocatecni podminkou pro Ulohu 1.

32



Lcn

[ f.ch

¢Al’2

0
¢Afz

> X

Lcn

a: pu-regularizace, SRT-LBM, G.

dac,

> X

lf,ch

Lf.cn

) fich

X

Lcn

b: p-regularizace, CLBM, FD.

bt

> X

lf,ch

c: p-regularizace, SRT-LBM, FD. d: e-regularizace, CLBM, FD.

Obr. 5.4: Rozdil mezi srovndnim SRT-LBM a CLBM s pocate¢ni podminkou pro Ulohu 1. Na obrazcich
je vykresleno rozhrani, tj. nulové vrstevnice stavového parametru ¢ = 0.

33



5.3.2 Vyvoj rozhrani ve tvaru Zalesakova disku v rota¢nim rychlostnim poli

V této Uloze byl Zalesakiiv disk o poloméru R + se sttedem S = (0.5/f., 0.517.)T a $iikou
Stérbiny 2w otdCen rychlostnim polem u ;. Priibéh testu je zndzornén na Obr. 5.5.

e Rozhrani v Case r = 0:

FO)={C, » | llx=Sl=ReyU{(x,0) | x€ Lgorx} U5l g e —wp, y) | y € Lgiory}
ULOSlren+wr, y) | Y € Liory} \ {(x, y) | x €15, Ay € (0,044},
Lsiorx = 0.5l pcn —wyp, 0.5lfc +wy),

Lijory = €0.5L5cn — VR? — w?, 0.51¢p).

e Rychlostni pole:

y 1 Ry 04  [m]
upx(x, y) = —upenm(— = 5 ), 5.8a
Fx(X, Y) fich ( Lron 2) (5.8a) v, 004 [m]
x 1 trin  0.02 [s]
ury(x, y) = upam(— - 5)- (5.8b) fin
lgen 2
y Yy B .
A t=0 i t =0.33ty,
lf,Ch lf,ch
X > X
0 L.ch 0 Len
y y
A t = 0.66l‘ﬁn A I =tfin
lf,Ch lf,ch
> X > X
0 L.ch 0 Lren

Obr. 5.5: Pribeéh testu Ijlohy 2. Na obrézcich vidime nulovou vrstevnici stavového parametru ¢ = 0.
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V Uloze 2 jsme pouzili &tyfi regularizace: u-regularizaci s u = 1072, u = 107® a g-regularizaci s
£ = 1072, & = 1078, Oproti pfedchozi dloze jsme nepouzili e-regularizaci s £ = 107, jelikoZ p¥i této re-
gularizaci byl vypocet v disledku délen prili§ malymi hodnotami nestabilni. Pro srovnani u-regularizace
s e-regularizaci jsme také pouZili u = 1078, K nestabilité vypoitu pii & = 10~°-regularizaci mohl pfispét
jev, ktery pozorujeme na obrdzcich Obr. 5.6, 5.7. Vidime, Ze stavovy parametr jako funkce vzdalenosti
od rozhrani neni monoténni. Tento jev mohl vzniknout kombinaci periodickych okrajovych podminek,
rychlostniho pole (5.8) a volby regularizace.

Pfedtim, nez okomentujeme jednotlivé regularizace, tak zminime, Ze se miizka Af; ukdzala nestabilni
pro SRT-LBM. Proto jsou chyby vypoctené na této mfiZce pro SRT-LBM vysoké. Na hrubé miiZce Al,
neni ve tvaru rozhrani znatelny rozdil mezi jednotlivymi regularizacemi. Pozorujeme také, Ze mimo
miizku Af; nachazime pro SRT-LBM mensi deformace rozhrani neZ pro CLBM, viz. Obr. 5.8. To mliZe
byt disledkem poruchy izotropie, coZ jsme jiz zminili v Uloze 1.

Piipad: u = 1072

Nz

V Tab. 5.7 vidime, Ze nékteré experimentalni fddy konvergence chyb vypocitanych pomoci porovnani
s pocatecni podminkou, tj. EOC?(Afgr, AL,), i € {1, 2}, vychédzeji zdporné. Tento jev jsme jiZ zazname-
nali pfi u-regularizaci s u = 1072 v Uloze 1. I v Uloze 2 dospivame k zavéru, Ze tento jev je zplisoben
priliS velkym u. Jev se projevuje vzdalovanim vrstevnic, viz. Obr. 5.6a (obrazky vypadaji podobné pro
ostatni kombinace kolizniho operatoru a zpisobu vypoc¢tu normal). Na této dloze 1ze efekt tohoto jevu
pozorovat i na rozhrani. Na Obr. 5.10 vidime vétsi deformaci rozhrani na miiZce Afes neZ na Aly.

Experimentélni fady konvergence chyb vypocitanych pomoci porovninim s feSenim na nejjemnéjsi
mfiZce, tj. EOCi(Aly,, Al)), i € {1, 2}, vychdzeji zdporné nebo blizké k nule. Stejné jako u chyb spocte-
nych pomoci srovnani s pocatecni podminkou, i tady se domnivdme, Ze je tento jev zplsoben volbou
vysokého p.

Piipad: u = 1073

Oproti predchozi regularizaci jsme sniZili g na hodnotu 4 = 1078, Z Obr. 5.6b (obrdzek pro CLBM,
FD vypada podobné jako pro SRT-LBM, FD), 5.6¢ a 5.6d pozorujeme, Ze se ndm pri této regularizaci
méné vzdaluji vrstevnice. Mirny efekt zaznamenavame pro SRT-LBM, G a CLBM, G. Oproti minulému
piipadu ndm také na nejjemnéjsi miiZce v piiblizeni na Obr. 5.9 tvar rozhrani v Case r = 4;, kopiruje tvar
rozhrani v Case t = 1.

V Tab. 5.8 se nam jiZ neobjevuji zdporné hodnoty experimentdlnich fadi konvergence. Ocekavali
jsme konvergenci druhého radu. Tu ziskdvame u EOC/ (A, Al,) pro CLBM. Druhy fad konvergence
také pozorujeme u dvou hodnot £ OC?(Afzr, AL)), i € {1, 2}, které miiZeme oznacit za vychylky. Chyby

mimo L; pro CLBM konverguji rychlosti prvniho fadu.

Piipad: £ = 1072

V Tab. 5.9 vidime, ze EOC,?(AKZr, A¢t,), k € {1, 2} klesaji s rostoucim r k nule. Domnivame se, Ze
jde o stejny jev, ktery pfi e-regularizaci s & = 102 pozorujeme v Uloze 1. Pouze kvili povaze Ulohy 2,
predevsim krats$i dobé testu, vySly experimentdlni fady konvergence aZ na E 0C?(A€64, Al3p) pro SRT-
LBM, FD kladné. Vzdalovan{ vrstevnic 1ze pozorovat na Obr. 5.7a a 5.7c (obrdzek pro SRT-LBM, G, resp.
CLBM, G vysel podobné jako pro SRT-LBM, FD, resp. CLBM, FD). Na rozhrani, tj. vrstevnici ¢ = 0, by
se tato deformace neméla vztahovat. To lze vidét na Obr. 5.9.

Pokud srovndvame s feSenim ziskanym na nejjemné&js$i mtizce, tj. EOCy(Aly,, AL,), k € {1, 2}, tak
ziskavame ocCekavany druhy fad konvergence pouze u jediné hodnoty pro EOC»(Aly,, Al,), kterou mu-
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Zeme oznacit za vychylku. Pro EOC(A¢y,, Al,) ziskdvame druhy f4d konvergence pro SRT-LBM, G a
CLBM.

Piipad: ¢ = 1078

V této regularizaci jsme sniZili & na hodnotu & = 1078, Disledkem tohoto sniZen{ je, Ze se nim
vrstevnice méné vzdaluji, viz. Obr. 5.7b (obrazky pro CLBM, FD i G vypadaji podobné). Mensi efekt
vzdalovani vrstevnic pozorujeme na SRT-LBM G, viz. Obr. 5.7d. Stejné jako v predchozi regularizaci
tvar rozhrani na nejjemnéjSi miiZce v Case t = t;, kopiruje v pfibliZzeni na Obr. 5.9 rozhrani pocateCni
podminky.

Ocekavany druhy fad konvergence ziskdvdme pouze pro EOC;(Aly,, Al,) pro CLBM, viz. Tab. 5.10.
Druhého fadu také dosahuji nékteré hodnoty EOC,?(AKZ,, A€, k€ {1, 2} a EOC,(Al,, AL)), které lze
oznatit za vychylky. Z vysledk® usuzujeme, Ze dloha pii e-regularizaci s & = 1078 kromé& chyby L; pro
CLBM konverguje rychlosti prvniho fadu.
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SRT-LBM CLBM
FD G FD G
r LY EOC) LY EOCY) LY EOC LY EOC)
1 ]6.70-10° 016 5.35-10° s 1.73 - 1071 077 2.00- 107! 0.20
2 (2351072 2'44 3.76 - 1072 0'67 1.01-107! 1'08 1.15-107! 1'07
4 |433-1073 0'34 2.37-1072 0‘62 4.81-1072 1‘52 5.45-1072 0'70
8 | 5.49.1073 _0'98 3.63-1072 _1'06 1.67-1072 0'84 3.36- 1072 1‘20
16 | 1.08 - 1072 _1'06 7.57 - 1072 _0‘77 9.36- 1073 1'21 7.75 - 1072 _0‘74
32 | 2.26-1072 _1‘10 1.29- 107! _0‘29 2.16- 1072 _1‘16 1.29- 107! _0'29
64 | 486-1072 158-1070 7l 484.102 158-1071
0 0
r L EOC) L EOC) L EOC) LY EOC)
1| 872-10° 750 7.62 - 10° 688 2.33-107! 075 2.71-1071 071
2 | 481-1072 1'55 6.45-1072 0'79 1.39-107! 0'94 1.66- 107! 0'85
41 1.65-1072 0'37 3.73-1072 0‘58 7.26- 1072 1‘10 9.24-1072 0'53
8 | 1.27-1072 0'50 5.58-1072 _1'08 3.40- 1072 0'73 6.30- 1072 0'96
16 | 1.80- 1072 _0'96 1.18 - 107! _0‘78 2.04-1072 0'74 1.22-107! _0‘73
32| 3.51-1072 _1‘09 2.02-107! _0'28 3.41-1072 _1‘14 2.03- 107! _0'27
64 | 748-102 7 l245.1070 Tl 746-102 12451070
r L EOC, L EOC, L, EOC, L EOC,
1| 7.00-10° 6.96 6.29 - 10° 596 1.50 - 107! 0.62 1.44 - 107! 0.06
2 |1 564-1072 0'21 1.64- 107! 0‘04 9.80- 1072 0'54 1.50- 107! _0'01
4 | 4891072 0'08 1.60- 107! 0'14 6.75-1072 0‘39 1.63-107! _0‘14
8 | 4.62-1072 0'20 1.45-107! 0‘57 5.16-1072 0'29 1.48-107! 0'63
16 | 4.04-1072 0'54 9.75-1072 1‘51 422.1072 0'57 9.54-1072 1'50
32| 2.78-1072 ' 3.43-1072 ’ 2.84-1072 ' 3.38-1072 ’
r L2 EOC2 L2 EOC2 L2 EOC2 L2 EOC2
11]9.09-10° 660 8.62-10° s1s 1.88-107! 0.6 1.56- 107! 015
2 | 8801072 0'22 2.42 - 107! 0‘01 1.16 - 107! 0‘42 1.73- 107! _0'35
4 | 7581072 0‘06 2.44.107! _0'15 8.69-1072 0'18 2.20-10"! _0'02
8 | 7.25-1072 0'17 2.20- 107! 0‘59 7.66 - 1072 0'21 2.17-1071 0'61
16 | 6.43-1072 0'52 1.46 - 107! 1'56 6.62-1072 0'54 1.45-107! 1'54
32 | 4491072 ' 4.98-1072 ’ 4.56 - 1072 ' 4.88-1072 ’

Tab. 5.7: Tabulka chyb a experimentdlnich fada konvergence Ulohu 2 pro u-regularizaci s u = 1072,
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SRT-LBM CLBM
FD G FD G
r LY EOC) LY EOCY) LY EOC LY EOC)
1 ]6.70-10° 510 5.34-10° 19 1.71 - 1071 073 1.93-107! 0.7
2 | 245-1072 2'87 3.65-1072 1'11 1.03-107! 1‘02 1.18-107! 1'05
4 |336-1073 1'37 1.69 - 1072 0‘96 5.10-1072 1‘47 5.67-1072 1'52
8 | 1.30-1073 1'05 8.66- 1073 0‘97 1.84-1072 1'91 1.98-1072 2‘00
16 | 6.25-107* 0'91 4.44.1073 1‘04 489.1073 1'48 495.1073 1'54
32 | 331-107* 0'89 2.16-1073 1'22 1.76 - 1073 1‘30 1.70- 1073 1'35
64 | 1.78 - 1074 ' 9.30- 1074 ' 7.15-1074 ' 6.70 - 107 ’
0 0 0 0 0 0 0 0
r L9 EOC) LY EOC) L9 EOC) LY EOC)
1| 8.61-10° 745 7.60 - 10° 6.90 2.31-107! 073 2.64-107! 0.66
2 1491-1072 1‘62 6.36- 1072 1'18 1.39-107! 0'93 1.67-107! 0'93
41159102 0'76 2.80- 1072 0‘91 7.28 - 1072 1‘11 8.77 - 1072 1'22
8 [943.1073 0'69 1.49-1072 0‘90 3.37-1072 1'02 3.78 - 1072 1'23
16 | 5.85-1073 0'74 7.98-1073 0‘88 1.66 - 1072 0'84 1.61-1072 0'91
32 | 3.50-1073 0‘83 435-1073 0'76 9.27-1073 0‘74 8.55-1073 0'70
64 | 1.97-1073 ' 2.57-1073 ’ 5.54-1073 ' 5.30-1073 ’
r L EOC, L EOC, L EOC, L EOC,
1 ]6.69-10° 510 5.33-10° a1 1.70 - 107! 073 1.93-107! 07
2 1243-1072 2'90 3.60- 1072 1‘14 1.03-107! 1'02 1.17-1073 1‘05
4 |326-1073 1'49 1.64-1072 1‘05 5.07-1072 1'49 5.65-1072 1'54
8 | 1.17-1073 ' 7.93-1073 ’ 1.80- 1072 ’ 1.94.1072 |
L 1.32 " 1.12 5 205 5 212
16 | 4.68-10 Ls6 3.64- 10 L8 4.34-107° o8 4.46 - 10 L9
32| 1.58-1074 ' 1.31-1073 ’ 1.10- 1073 : 1.12-1073 :
r L2 EOC2 L2 EOC2 L2 EOC2 L2 EOC2
1| 8.60-10° 4 7.60 - 10° 601 2.31-107! 073 2.63-107! 0.66
2| 485-1072 1'69 6.30- 1072 1‘22 1.39- 107! 0‘95 1.66- 107! 0‘93
4| 151-1072 0'90 2.71-1072 0‘98 7.21-1072 1'17 8.71-1072 1'26
8 | 8.11-1073 0'95 1.37-1072 1‘10 3.20-1072 1'26 3.63-1072 1'47
16 | 420-1073 1'37 6.40- 1073 1'45 1.34-1072 1‘54 1.31-1072 1'61
32| 1.63-1073 ' 2.35-1073 ' 4.61-1073 ' 4281073 ’

Tab. 5.8: Tabulka chyb a experimentélnich fadi konvergence pro Ulohu 2 pro u-regularizaci s u = 1073,
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SRT-LBM CLBM
FD G FD G
r LY EOC) LY EOCY) LY EOC LY EOC)
1| 1.83-10? 1.79 - 102 1.97 - 107! 2.11-1071
12.58 12.08 0.86 0.83
2 1298-102 ol 4.15-1072 L3 1.09- 107! 10 1.19- 107! 10
4 1560-1073 0'24 1.68 - 1072 0‘94 5.06-1072 1‘57 5.54-1072 1'62
8 | 4741073 0‘02 8.76- 1073 0‘71 1.70 - 1072 1'59 1.81-1072 1‘67
16 | 4.67-1073 0'01 5.35-1073 0‘18 5.63-1073 0'25 5.67-1073 0'28
32 | 4.64-1073 0'01 473-1073 0‘02 475-1073 0'04 4.67-1073 0'03
64 | 4.64-1073 4.67-1073 : 4.61-1073 : 4.57-1073 :
0 0 0 0 0 0 0 0
r L9 EOC) LY EOC) L9 EOC) LY EOC)
1| 251102 2.48 - 102 2.52-107! 2.81-1071
12.05 11.76 0.78 0.73
2 1592.-102 L7 7.12-1072 L6 1.47-107! 0.5 1.70 - 107! 0.0
4| 1.71-1072 0'54 2.78 - 1072 0‘91 7.60 - 1072 1'17 8.95-1072 1'25
8 | 1.18-1072 0'34 1.48-1072 0‘70 3.38- 1072 0'98 3.76 - 1072 1'18
16 | 9.29-1073 0'22 9.15-1073 0‘28 1.71-1072 0'58 1.66 - 1072 0'62
3217991073 0'12 7.55-1073 0‘09 1.15-1072 0'34 1.08 - 1072 0'33
64 | 7.35-1073 : 7.11-1073 : 9.03-1073 ' 8.64-1073 ’
r L EOC, L EOC, L EOC, L EOC,
1| 1.83-10? 12,55 1.79 - 102 1216 1.98- 107! 0.83 2.11-107! 081
2 13.06-1072 2'99 3.92-1072 1‘55 1.12- 107! 1'04 1.21-107! 1‘04
4 |3.86-1073 1'41 1.34-1072 1‘49 5.42-1072 1'43 5.89-1072 1'46
8 | 1.45-1073 1'31 478 -1073 1'92 2.02-1072 1‘85 2.14-1072 1‘91
16 | 5.87-1074 1'61 1.26-1073 2'15 5.59.1073 2'07 5.70- 1073 2'10
3211.93-10 ' 2.85-107% : 1.33-1073 : 1.34-1073 :
r L2 EOC2 L2 EOC2 L2 EOC2 L2 EOC2
1]252-10% 1207 2.48 - 102 1180 2.52-107! 076 2.81-107! 071
2 |5.86-1072 2'03 6.97 - 1072 1‘56 1.49 - 107! 0‘92 1.71 - 107! 0‘90
4 | 1.44-1072 0'93 2.36- 1072 1‘28 7.88 - 1072 1'20 9.19-1072 1'25
8 | 7.53-1073 0'99 9.72-1073 1‘47 3.43-1072 1'36 3.86- 1072 1'51
16 | 3.79-1073 1‘40 3.50-1073 1'66 1.33-1072 1‘60 1.36 - 1072 1'59
32 | 1.44-1073 ' 1.11-1073 ' 4.40-1072 ' 4.51-1072 ’

Tab. 5.9: Tabulka chyb a experimentélnich fadl konvergence pro Ulohu 2 pro e-regularizaci s & = 1072,

39



SRT-LBM CLBM
FD G FD G
r LY EOC) LY EOCY) LY EOC LY EOC)
1| 1.86-10? 1258 1.78 - 107 12.06 1.98-107! 0.86 2.12-107! 0.3
2 | 3.03-1072 3'18 4.16-1072 1'30 1.09- 107! 1‘10 1.19-107! 1‘09
4 1336-1073 1'37 1.69 - 1072 0‘97 5.12-1072 1'52 5.60 - 1072 1-57
8 | 1.30-1073 1'05 8.66- 1073 0‘97 1.78 1072 1'87 1.89-1072 1'93
16 | 6.25-107* 0'92 4.44.1073 1‘04 4.88-1073 1'47 4.94-1073 1'54
32 | 331-107% 0'89 2.16-1073 1'21 1.76 - 1073 1'30 170 - 1073 1-35
64 | 1.78-107* ' 9.31-107* ‘ 7.15-107* ‘ 6.70 - 10~ '
0 0 0 0 0 0 0 0
r L9 EOC) LY EOC) L9 EOC) LY EOC)
1| 255-10? 1207 2.46 - 10? 1175 2.52-107! 078 2.82-107! 073
2 |594-1072 1‘90 7.14- 107 1'35 1.47-107! 0'95 1.70 - 107! 0‘92
4 159-1072 0'76 2.80- 1072 0‘91 7.63- 1072 1'16 8.99.1072 1-25
8 9.43-107° 0'69 1.49-1072 0‘90 3.42-1072 1'05 3.78 - 1072 1'23
16 | 5.85-1073 0'74 7.99-1073 0‘88 1.66 - 1072 0'84 1.61 - 1072 0-91
32 13.50-1073 0‘83 435-1073 0'76 9.27-1073 0'74 8.55.10-3 0-69
64 | 1.97-1073 T 12571073 ‘ 5.54-1073 o 1530-1073 '
r Ly EOC, L EOC, L EOC, L EOC,
1| 1.85-10% 12,58 1.77 - 107 12.07 1.97-107! 0.86 2.11-107! 0.3
2 13.02-107 3'21 4.11-107 1‘33 1.09- 107" 1'10 1.19-107! 1'09
41326107 1'49 1.64-1072 1‘05 5.09-1072 1'55 5581072 1'59
8 | 1.17-1073 1‘32 7.93-1073 1'12 1.74 1072 2'01 1.85-1072 2‘06
16 | 4.68-107* 1'56 3.65-107° 1'48 4.33-107 1‘98 445107 1'99
32| 158-107* ' 1.31-1073 ‘ 1.10-1073 : 1.12-1073 .
r L2 EOC2 L2 EOC2 L2 EOC2 L2 EOC2
1| 255102 12.08 2.46 - 107 1176 2.51-107! 078 2.81-107! 0.7
2 |589-1072 1'97 7.09 - 107 1‘39 1.47- 107! 0‘96 1.70 - 107! 0‘93
411.51-1072 0'90 2.71-107 0‘98 7.56- 107 1'22 8.93-1072 1'29
8 | 8.11-1073 0'95 1.37- 1072 1‘10 3.25-1073 1'28 3.64- 102 1-48
16 | 4201073 1'37 6.40 - 1073 1'45 1.34-1072 1‘54 1.31-1072 1‘62
32| 1.63-1073 ' 2.35-1073 ‘ 4.61-1073 ‘ 4.28-1073 '

Tab. 5.10: Tabulka chyb a experimentalnich fadt konvergence pro Ulohu 2 pro e-regularizacis & = 1078,
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Lien /

L

0 Lich

a: p-regularizace s u = 1072, SRT-LBM, FD.

y
A

Lten /

X

0 Lich

c: pu-regularizace s u = 1078, SRT-LBM, G.

/

0 ' Iten

> X

b: p-regularizace s u = 1078, SRT-LBM, FD.

Licn

d: p-regularizace s u = 1078, CLBM, G.

Pt €10YU {05107 i € {1, 3, 4}}
Pace, =0.5-1072
bace, = 0.5-107
Pace, =0.5—-107°
Pace, =0.5—107"

Obr. 5.6: Znazornéni vrstevnic stavového parametru

p-regularizace a miizka Afgy.
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y y

A A
Lf.cn / \ Lf.ch
\ > X =X
0 Lten 0 Lfcn
a: e-regularizace s € = 1072, SRT-LBM, FD. b: e-regularizace s € = 10~8, SRT-LBM, FD.
y y
A A
Licn / \ Lt.en / \
N 24— x & / = X
0 Ltcn 0 Lfch
c: e-regularizace s € = 1072, CLBM, FD. d: e-regularizace s € = 1078, SRT-LBM, G.

ary €100U{05-107 i€ (1, 3,4} ——
Pace, =0.5-1072

bac, =0.5-107° —_—
Pace, =0.5—-107° —_—
Pace, =0.5—107" _—

Obr. 5.7: Znazornéni vrstevnic stavového parametru pii posledni iteraci Ijlohy 2. Byla pouZita
e-regularizace a miizka Alga.
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y
A dae, daes
R R
Lcn Pac, Lt e Pac,
N > X
0 Lcn 0 Lcn
a: SRT-LBM, FD. b: SRT-LBM, G.
y
A dae (d) daes
R (R
Lcn Pac, Lfch Pac,
> X X
0 Len 0 Ltcn

c: CLBM, FD.

d: CLBM, G.

Obr. 5.8: Srovnani rozhrani, tj. nulové vrstevnice stavového parametru ¢ = 0, na mfiZce A¢, pii posledni
iteraci s pocatecni podminkou pro Ulohu 2. VSechny regularizace vypadaji podobné.
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Lf.cn

> X

0 Lcn

Obr. 5.9: Srovnéni feSeni ve findlnim Case na mfiZce Ales s pocateéni podminkou pro Ulohu 2. Na
obrazcich je vykresleno rozhrani, tj. nulova vrstevnice stavového parametru ¢ = 0. VSechny kombinace
koliznich operdtord, zplisobdl vypod&ti normal a regularizaci kromé u-regularizace s u = 1072 vypadaji v
tomto méftitku podobné.

y y
A dac, A Dacs,

) fich

> X > X

0 Len 0 Ltcn

Obr. 5.10: Srovnani feSeni ve findlnim Case miiZce Alss s pocitecni podminkou pro Ulohu 2. Byla pou-
Zita p-regularizace s 4 = 1072, Na obrézcich je zachycena rostouci deformace rozhrani se zvySujicim se
rozliSenim mfiZky od r = 4 do r = 64. Je vykresleno rozhrani, tj. nulova vrstevnice stavového parametru
¢ = 0. Vsechny kombinace koliznich operator a zplsobil vypocti normal vypadaji v tomto méfitku
podobné.
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5.3.3 Vyvoj rozhrani ve tvaru kruZnice ve smykovém rychlostnim poli.

V této Uloze jsme rozhrani ve tvaru kruZnice o poloméru R se stiedem S = (0.5, 0.3/ f,ch)T
poloZzili do smykového pole us. Priibéh testu je zndzornén na Obr. 5.11.

Ry 025 [m]
trn  0.02 [s]

e Rozhrani v ¢ase t = 0:

L) = {(x, ») | llx = S|l = Ry}

_ X 1 . y 1 tfin )
up (X, y, ) = —Ugcpmcos [n( T 2)] sin [ﬂ( 2)} sgn( 7 tl, (5.9a3)

1 1 Lfin
upy(x, y, t) = usepmsin [n( * —)] cos [n( 2 —)} sgn(f— - t). (5.9b)
§ lf,ch 2 2

e Rychlostni pole:

lgen 2
Yy Yy - ‘
Lcn Len
> X > X
0 Lcn 0 Lch
Yy
A b= Lin
Len
> X
0 Ltcn

Obr. 5.11: Pribéh testu Ijlohy 3. Na obrazcich vidime nulovou vrstevnici stavového parametru ¢ = 0
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V Uloze 3 jsme pouzili pouze SRT-LBM a u-, s-regularizace s u = £ = 107°. I pro tyto regularizace nim
oproti Uloham 1, 2 vychézely zdporné experimentalni fady konvergence. V této dob& nevime, pro¢ tomu
tak je a budeme se tim zabyvat v budoucich pracich. Deformace rozhrani na miizce Afe4 1ze vidét na

Obr. 5.12 (e-regularizace vypada podobné jako u-regularizace). Chyby nalezneme v Tab. 5.11.

u=10"° £=10"°
0 0 0 0
Ll ‘ L2 Ll ‘ L2
FD| 130-1072 | 5.15-1072 | 1.08-10%2 | 5.15-1072
G | 1.73-102 | 645-1072 | 1.74-10% | 6.46-1072

Tab. 5.11: Tabulka chyb naméfenych na miiZce Algs pro Ulohu 3.

N Pac,
ﬁ ¢g£64 """ i/k ¢2564 -----
L.cn Lten
F\\ [//ﬁ\ \\\
), .
0 Ly.ch o 0 Lten =
a: pu-regularizace s u = 10~°, SRT-LBM, FD. b: p-regularizace s u = 10™°, SRT-LBM, G.

Obr. 5.12: Rozdil mezi srovnanim FD a G s pocatecni podminkou pro Ulohu 3 na miizce Afgs. Na
obrazcich je vykresleno rozhrani, tj. nulova vrstevnice stavového parametru ¢ = 0. e-regularizace s

£ = 10~ vypadd podobné.
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5.3.4 Vyvoj rozhrani ve tvaru kruznice pri deformaci A

V této tloze jsme rozhrani ve tvaru kruZnice o poloméru Ry se stiedem S = (0.5/,¢5, 0.51 f,ch)T
deformovali rychlostnim polem u . Priib&h testu je zndzornén na Obr. 5.13.

e Rozhrani v ase r = 0: Ry 0.2 [m]

I'(0) = {(x, ») | llx = S|l = R} trin 001 [s]

e Rychlostni pole:

1 tfi
sin [471( 4 + —) sgn(ﬂ - t), (5.10a)
lfen 2

1 1 tfi
upy(x, y, t) = —ifcp COS [47r( al + —)] cos [47r( J + —)] sgn(ﬂ = t) (5.10b)
’ lf,ch 2 lf,ch 2 2

1
uf,X(x’ y, ) = —Ufch sin [471'( al Tr —)
lf,ch 2

C )

Licn Lich

Lt.ch

X

0 lf,ch

Obr. 5.13: Pribéh testu Ulohy 4. Na obrézcich vidime nulovou vrstevnici stavového parametru ¢ = 0.
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V Uloze 4 jsme pouzili pouze SRT-LBM a y-, s-regularizace s u = ¢ = 107°. I pro tyto regularizace
nam oproti Ulohdam 1, 2 a podobné jako v Uloeze 3 vychdzely zdporné experimentalni fady konvergence.
V této dobé nevime, pro¢ tomu tak je a budeme se tim zabyvat v budoucich pracich. Deformace roz-
hrani na miizce Afgq 1ze vidét na Obr. 5.15 (e-regularizace vypada podobné jako u-regularizace). Chyby

nalezneme v Tab. 5.12.

©=10"° e=10"°
g | g |
FD | 623-1072 1.70-107! | 6.23-1072 1.70- 107!
G | 683-1072 1.78-107! | 6.83-1072 | 1.78-107!

Yrv

Tab. 5.12: Tabulka chyb namétfenych na miizce Afg4 pro Ulohu 4.

¢A564 o ¢Af 64
Y 0 y 0
A ¢A564 ----- A ¢A564
Licn Lf.cn

—
%

X > X

0 lf,ch 0 lf,ch

a: pu-regularizace s u = 10~°, SRT-LBM, FD. b: p-regularizace s u = 10™°, SRT-LBM, G.

Obr. 5.15: Rozdil mezi srovnanim FD a G s pocatecni podminkou pro Ulohu 4 na mii’ce Algs. Na
obrazcich je vykresleno rozhrani, tj. nulovd vrstevnice stavového parametru ¢ = 0. e-regularizace s

g = 10~ vypadd podobné.
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5.3.5 Vyvoj rozhrani ve tvaru kruznice pri deformaci B

V této tloze jsme rozhrani ve tvaru kruZnice o poloméru Ry se stiedem S = (0.5/,¢5, 0.51 f,ch)T
deformovali rychlostnim polem u ;. Priib&h testu je zndzornén na Obr. 5.

e Rozhrani v ase r = 0: Ry 0.2 [m]

I'(0) = {(x, ») | llx = S|l = R} trin 001 [s]

e Rychlostni pole:

1 1 t
ur(x, y, 1) = —Uufscp Sin [47r( al et —) sin [471( 2 + —)] cos(ﬂ—), (5.11a)
lpen 2 lgen 2 Lfin
1 1 t
ury(x, y, t) = —Ufcp COS [47r( al + —) cos [47r( 4 + —) cos(n—). (5.11b)
o lgen 2 lgen 2 Lfin
y y - .
Licn Lich
> X > X
0 lf,ch 0 lf ch
y =t
A F= Lfin
Lcn
> X
0 lf,ch

Obr. 5.16: Pribéh testu ﬁlohy 5. Na obrazcich vidime vrstevnici stavového parametru s hodnotou ¢ = 0.
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V této tiloze jsme pouZili pouze SRT-LBM a yi-, e-regularizace s u = £ = 107°. I pro tyto regularizace nim
oproti Uloham 1, 2 a podobné jako v Ulohach 3, 4 vychazely zaporné experimentalni fady konvergence.
V této dobé nevime, pro¢ tomu tak je a budeme se tim zabyvat v budoucich pracich. Oproti Uloze
4 jsme pouze misto ostrého piechodu rychlostniho pole v ¢ase t = 0.5¢7;, zvolili postupny piechod
pomoci ¢lenu cos (;—;) Postupny prechod se projevi mensi deformaci rozhrani, viz. Obr. 5.17 (obrazky

pro e-regularizaci vypadaji podobn¢). Chyby Ize vidét v Tab. 5.13.

u=10"° e=10"°
0 0 0 0
Lo L Lo |
FD | 399-1072 | 126-107" | 399-107%2 | 1.26-107!
G | 4341072 1.31-107! 434 -1072 1.31-107!

Tab. 5.13: Tabulka chyb naméfenych na miiZce Alss pro Ulohu 5.

Pate Pate
Y 0 Yy 0
A ¢A[64 ----- A ¢Aff>4 -----
Lten Lfen
PN VRN
C f) \ )
> X > X
0 Lfch 0 Len
a: pu-regularizace s u = 10~°, SRT-LBM, FD. b: u-regularizace s u = 10™°, SRT-LBM, G.

Obr. 5.17: Rozdil mezi srovnanim FD a G s pocitecni podminkou pro Ulohu 5 na miiZce Algy. Na
obrazcich je vykresleno rozhrani, tj. nulova vrstevnice stavového parametru ¢ = 0. e-regularizace s
& = 107 vypad4 podobné.
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Kapitola 6
Zaver

V teoretickém tvodu této prace jsme nejprve uvedli definice nékterych pojmu, které jsme nadale
pouzivali. Kapitolu 3 jsme vénovali popisu metody fdzového pole. Predstavili jsme kromé této metody
i fyzikalni model zvany Stefanova tloha, ke kterému metoda fdazového pole konverguje. Néasledn€ jsme
naznacili jak Y. Sun a C. Beckermann v [23] upravili metodu fdzového pole ke sledovani rozhrani. V
Kapitole 4 jsme popsali numericky fesi¢, kterym byla mfiZkovd Boltzmannova metoda, a predstavili
upraveny kolizni operétor k feSeni dvoufdzového rozhrani.

Cilem této prace bylo sledovat vyvoj rozhrani mezi dvéma fazemi pomoci mriZkové Boltzmannovy

z ¥z

metody. V praktické Casti jsme pracovali s kédem urenym pro simulaci nestlacitelného proudéni po-
moci miizkové Boltzmannovy metody, ktery je vyvijen na Katedfe matematiky FIFI, CVUT v Praze. Kéd
vyuziva architekturu CUDA od spolecnosti NVIDIA, ktera je ur€end pro vypocty na grafickych proce-
sorech. V rdmci této price byl kéd upraven na feSeni vyvoje rozhrani mezi dvéma fazemi. Slo o tpravu
kolizniho operatoru a odladéni kédu. Nésledné jsme vySetfovali, jaky vliv maji rizné regularizace a zpa-
soby vypocti normdl na feSeni. Zkoumali jsme vliv nejen na rozhrani, ale na celou vypocetni oblast.
Nakonec jsme se rozhodli pro u- a e-regularizace. Pro vypocet normal pomoci definice jsme se rozhodli
pro centrdln{ diference, k jejichZ vypoctu jsme pouZivali pouze informace ze sousednich bodii. Schop-
nost LBM fesit simulaci faizového rozhrani jsme vyzkouseli na nékolika testovacich dlohach. Ocekavali
jsme, 7e Ulohy budou konvergovat rychlosti druhého f4du, viz. [18].

Praktické casti této prace je vénovdna Kapitola 5, ve které jsme nejprve uvedli jiZz zminéné
u- a e-regularizace a predstavili vzorce pro vypocet chyb a experimentdlnich fadi konvergence. Nej-
prve jsme zkoumali jaky vliv tyto regularizace maji na feeni Uloh 1 a 2. To jsme provedli dosazenim
vysoké hodnoty parametru, konkrétné u = & = 1072, Zjistili jsme, Ze regularizace zpiisobuji vzdalovani
vrstevnic stavového parametru. Mimo piipadu Ulohy 1 CLBM, FD jsme u obou dloh pfi u-regularizaci
s i = 1072 pozorovali zaporné hodnoty experimentilnich fadi konvergence nebo hodnoty blizké k nule.
Tyto hodnoty jsme také pozorovali u e-regularizace s € = 1072 pro chybu Lg mimo Ulohu 2 CLBM a pro

Nz

chybu L(l). Pfi této regularizaci jsme ale ziskali druhy 4d konvergence pro Ulohu 1 pro CLBM pro chyby
L1, Ly a pro Ulohu 2 pro SRT-LBM, G a CLBM pro chybu L;.

Nésledng jsme v Uloze 1 dosadili za u a & hodnotu 107°. Vyslo ndm, Ze tGloha pfi téchto regularizacich
konverguje rychlosti druhého fadu. P¥i dosazeni hodnoty 1078 do y, & v Uloze 2 jsme ziskali konvergenci
druhého fadu pouze pro chybu L; pro CLBM. Ostatni vysledky Ijlohy 2 konverguji rychlosti prvniho
zabyvat v budoucich pracich.

V Ulohéch 3 - 5 nam vysli zadporné experimentalni fddy konvergence i pro u-, e-regularizace s
i =g =10"". Timto jevem se také hodldme zabyvat v budoucich pracich.
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