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Abstrakt: Tato prace se zabyva Cdsticovymi systémy s balancni vlastnosti, které maji praktické vyu-
Zit{ v teorii dopravy pii modelovani pravdépodobnostnich rozdéleni rozte¢i vozidel na vozovce. Nejdiive
jsme shrnuli zakladni vlastnosti tfidy balancovanych hustot a pridruZenych ¢asticovych systémil. Predsta-
vili jsme unifika¢ni proceduru analyzy dat dopravniho proudu, jejiZ aplikaci na redlnych datech z holandské
dalnice jsme metodou regresni analyzy ovérili balancni vlastnost casovych svétlosti. Déle jsme rigor6z-
nimi prostfedky zavedli statistickou rigiditu a pomoci centrdlniho limitniho teorému jsme odvodili z4-
vislost statistické kompresibility na parametrech Erlangovy hustoty. Na zavér jsme ovéfili pomoci graft

z vz

pfedpoklddané chovani statistické rigidity pro zndmé balancované ¢asticové systémy.

Klicovd slova: balancovand hustota, Casova svétlost, Casticovy systém, intervalova frekvence, statisticka
rigidita, trendova funkce

Title:

Asymptotic properties of statistical rigidity in particle systems with a balancing property

Author: Daniel Wohlrath

Abstract: This thesis deals with particle systems with a balancing property which have practical use in
modeling vehicle headways. First, we summarized basic properties of balanced density functions and as-
sociated particle systems. We presented a unification procedure that is used for analysing traffic data and
by applying this procedure to empirical data (recorded at a Dutch freeway) we verified, using methods of
regression analysis, the balancing property of time clearances. Further, we rigorously defined statistical
rigidity and via the central limit theorem we derived the dependancy of statistical compressibility on
parametres belonging tu Erlang’s density function. At last, we showed by graphs that the behaviour of
statistical rigidity in well-known balanced particle systems is in accordance with previous derivations.
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Uvod

Casové a prostorové rozestupy vozidel na vozovce piedstavuji zdkladni ndhodné veli¢iny teorie do-
pravnich proudd. Modelovani pravdépodobnostnich rozdéleni rozestupti je v soucasné dobé intenzivné
rozvijend védecka oblast a béhem své kratké historie dospéla k pomérné piekvapivym vysledkiim. Mezi
tyto vysledky patii napiiklad specifické pozadavky na hustotu pravdépodobnosti rozestupti, konkrétné
pak pozadavek balan¢niho axiomu, kterému je v této praci vénovana nejvetsi pozornost.

Hlavnim cilem této prace bylo vybudovani a podrobné shrnuti vlastnosti stochastického ¢4sticového
1-dimenziondlniho systému se specifickou balancni vlastnosti, ktery predstavuje matematickou inter-
pretaci jednoproudé silnice, na které se vozidla nemohou predjiZdét. Déle bylo odvozeno asymptotické
chovani balancovanych ¢asticovych systémi prostfednictvim analyzy asymptotického chovani tzv. tren-
dové funkce A(L) a statitické rigidity A(L), které jsou zndmymi zdstupci charakteristik prvniho a druhého
fadu Casticového systému.

Dalsim cilem této prace bylo ¢aste¢né analyzovat redlnd data z holandské ddlnice, kterd byla poskyt-
nuta univerzitou Delft University of Technology. Byl vysvétlen postup tiistupfiové unifikacni procedury,
ktery predstavuje standardni postup pii analyze dopravnich méfeni. Pfedmétem analyzy namérenych dat
bylo ovéfeni balan¢ni vlastnosti pravdépodobnostniho rozdéleni Casovych svétlosti. Toto ovéfeni bylo
uskute¢néno metodou regresni analyzy.



Kapitola 1

Balancovany casticovy systém

1.1 Casticové systémy a jejich popis

UvaZujme nejvySe spocetnou mnoZinu bezrozmérnych ¢4stic usporddanych na kladné poloose s ¢4s-
tici v pocatku & = 0, kterou nazveme referencni, nebo také nultou Castici. Dale necht’ se vzdalenostn{
rozestupy mezi ¢asticemi méni ndhodné a poradi Castic vici Castici referenéni zlistava zachovano.

Tento matematicky model se nazyva stochasticky cdsticovy 1-dimenziondlini systém s pevaym pocdt-
kem a je vyuzivan v teorii dopravy pii modelovani Casovych a prostorovych rozestupt vozidel. Pravé
aplikace v teorii dopravy je velkou motivaci pro studium podobnych Casticovych systémd, a tedy i této
préce.

S pojmem casticové systémy se mizeme setkat také v oblasti grafickych aplikaci, kde predstavuji
modelovaci a animacni techniku pro vytvéareni objektt, které neni mozné snadno reprezentovat svym
povrchem nebo objemem. Nejcastéji se jednd o pfirodni jevy jakymi jsou napiiklad proudéni vody, oheii,
kour ¢i exploze. Takové Casticové systémy ale v tomto textu uvaZovat nebudeme. [14]

Informace o 1-dimenziondlnim ¢asticovém systému miiZze byt zaddna pomoci nasledujicich pojmu:

Roztec¢ sousednich castic
Pro k € Ny se vzdalenost mezi k-tou a (k+ 1)-ni Castici nazyva k-tou rozteci, ozn. Ry.
Roztec je absolutné spojitd nezdpornd ndhodna veliCina, a tedy jeji rozdéleni je popsédno prislusnou
hustotu pravdépodobnosti g, ozn. Ry ~ gx.

Ro Rq Rip—1 Rg
£E=0 1 2 E—1 k k+1

Obrazek 1.1: Grafické znazornéni definice rozteci

V dal$im textu budeme uvaZovat roztece {Ry},_, se stejnym rozdélenim pravdépodobnosti, ozn. Ry £ g.
Pro takové Césticové systémy se hustota pravdépodobnosti pro rozte€ Ry nazyva generdtor édsticového
systému. Divodem, pro¢ budeme uvazovat pouze Casticové systémy s generdtorem, je mimo praktic-
nost pro odvozovani charakteristik ¢asticovych systémil i perfektni soulad se v§eobecné akceptovanymi
vlastnostmi mikrostruktury dopravnich systémd. [5]
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Multiroztec castice
Pro k € Ny se vzdalenost referencni Castice od (k + 1)-ni Castice nazyva k-td multirozte¢ Xp.
Multirozte¢ je absolutné spojitd nezapornd veli€ina s pfisluSnou hustotou pravdépodobnosti.

X0 o«

e kl;xk'
o=@ : ' ' : Pp—P——u@—)
£E=0 1 2 E—1 k k+1

Obrazek 1.2: Grafické znazornéni definice multiroztec¢i

Pro prehlednost vzdjemného vztahu mez multirozteCemi a roztecemi jsou uvedeny nésledujici vztahy:
1. Xo=Ro ~ g0,
k
2. Xk =Y o Ri~?

Nabizi se otdzka, jaké rozdéleni bude mit k-td multirozte¢ Xj v zavislosti na rozdéleni rozteci {Rl}é‘zo.

v s ey s

Za ucelem kompaktnéjSich a ucelengjSich vysledkti budeme predpokladat navic nezavislost rozteci, tedy
posloupnost {Rl};‘zo necht’ je i.i.d.'. Pfedpoklad i.i.d. se vyuZivd v mnoha analytickych studiich souvise-
jicich s modelovanim dopravnich tokd, ve skutecnosti je vSak v dopravé zavislost mezi rozteCemi jed-
notlivych automobild za urCitych okolnosti velmi vyrazna a odhaluje komplexnost interakénich zdkont
mezi fidici. [5]

Dovolime si tedy predpoklad nezdvislosti pouzit v nasledujici vété, kterd ndm vhodnou aplikaci
umozni ziskat rozdéleni pravdépodobnosti pro k-tou multirozte¢ Xj.

Nejdrive je vSak potieba definovat operaci konvoluce dvou klasickych funkci.

Definice 1.1 (Konvoluce). Bud’ redlné funkce f, g € L!(R). Pak konvoluci funkci f, g definujeme nésle-
dujicim zptisobem:

(9w = [ fg-pdy. vrer
R
Nynfi jiZz miZzeme vyslovit poZadovanou vétu.
Véta 1.2. Necht’ Xy, ..., X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny s hustotami pravdépodobnosti fx (xi) pro
k € {1,...,n}. Pak pro ndhodnou veli¢inu S , = 3!, X; plati
Sl’l ~ *:l:lﬁ(x) B
kde pro k € N definujeme *:'(:1 fix)=fi*xfHrx-* fi)(x).

k-1 konvoluct

Diikaz. Definujme n-rozmérnou ndhodnou veli¢inu X = (Xi, ..., X,) se sdruZenou hustotou pravdépo-
dobnosti fx(x) := fix,..x,)(x1,...,X,) atransformaci & : R" — R” nésledujicim zpiisobem:
X Y X
X Y, X
h — =
X, Y, X,

! Angl. zkratka pro identically and independently distributed
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JelikoZ takovd transformace % je reguldrni a prostd na R", pak ndhodna veli¢ina Y := h(X) m4 hustotu
pravdépodobnosti
fr@) = fx(' @) [det Ty ()| proy e R, (1.1)

kde J,-1(y) je matice prvni derivace inverzni transformace /.
Z definice transformace 4 plyne

T @)| =1,
a tedy dosazenim do (1.1) dostavame

@) = fx(F'®). (1.2)

Pro nezavislou n-tici ndhodnych veliCin plati, Ze jejich sdruZzena hustota pravdépodobnosti je rovna

soucinu margindlnich hustot, tedy
n

feo = | | A (1.3)

i=1
Dale mtiZzeme upravovat vztah (1.2) nasledovné:

@) = fx(F' @)

(1.3)

= Wi —y2—-—yn) l_[in(yi)-
i=2

Margindlni hustotu pro sloZku Y; ziskdme postupnou integraci pres zbylé proménné

fY](yl)=f“'ffY(y)dl/Z---dl/n
R R
n—1

:f"'fle(yl_y2_"'_!/n)l_[in(!/i)dyZ---dyn

R R i=2
n—1

= f---f(fx.*fo)(m —ys == | | o dys . dy,
R R i=3

n-2

= xfxo*x - % fx,)y1)-

Aplikaci pfedeslé véty na rozteCe a multiroztece v Casticovém systému zjistime, Ze pokud

i.id.
RO’---,RIC ~ g,

potom je hustota pravdépodobnosti pro k-tou multirozte¢ dana k iteracemi konvoluce generatoru ¢éstico-
vého systému

X~ * g, (1.4)
Abychom ze znalosti hustoty pravdépodobnosti pro multirozte¢ X byli schopni zpétné zrekonstruo-

vat hustotu pro i.i.d. roztece Ry, . . ., Ry, tedy generator g, potiebujeme zjistit, zda je zobrazeni
Qg kg (1.5)

prosté, pripadné za jakych podminek.
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Véta 1.3. Bud’ f po Cdstech spojitd hustota pravdépodobnosti, tedy
1. fePCR)?
2. [ f=1,
3. f=0.

Pak je zobrazeni ¢y definované vztahem (1.5) pro f prosté.

Diikaz. Bud’ f, g dvé po Castech spojité hustoty pravdépodobnosti takové, Ze

er(f) = @(g) .
Aplikaci Laplaceovy transformace ziskdme
F(p) = G“(p),
kde F, resp. G je pfisluiny Laplacetiv obraz funkce f, resp. g. ReSenf této rovnice v C dostaneme ve

tvaru )
F(p) = G(p) - exp (i2ﬂL]f)) :
kde j(p) € {0,...,k—1}.
Jelikoz Laplacetv obraz je holomorfni, musi byt j konstantni, a zroven z jednoznacnosti Laplaceovy
transformace déle vyplyvd, Ze vzory si jsou rovny aZ na mnoZinu Lebesgueovy miry nula, dohromady
tedy

£(x) ~ g(x) exp (i2n£) .

Z redlnosti funkce f vyplyvaji dvé moZné situace:

e Pripad j = —’5‘ nemuze nastat, protoZe pro takové f, g nemohou byt splnény predpoklady kladené
na hustoty pravdépodobnosti.

o Musi tedy nastat piipad j = 0. JelikoZ jsou navic funkce f, g spojité zleva v kazdém bodé€, musi
platit
VxeR: f(x)=gx).

O

Za ticelem zachovani predeslé vlastnosti funkce definované predpisem (1.5) nadale predpokladejme,

Ze generédtor je po Castech spojitd hustota pravdépodobnosti. Poté jsme schopni pfechdzet mezi popisy
¢asticového systému

(R0, 9) © (Xi, Ky_o 9) (1.6)

bez ztraty informace.
Dals{ zpisob zadéni informace o ¢asticovém systému je pomoci intervalové frekvence.

2Funkce je po &dstech spojitd na mnoZiné G C R, pokud m4 na této mnoZin& kone&né mnoho skokl kone&né délky a je
spojitd zleva v kazdém bodé¢.
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Intervalova frekvence Ny
N1 je diskrétni nahodna veliCina, kterd popisuje pocet ¢astic na intervalu (0, L) . Je definovéna pro
L > 0 vztahem

+00
Npi= ) Tixeery = max fk: Xy < L}, (1.7)
k=0
kde 1x,<r) je indikdtor mnoZiny {X} < L}, tedy

1 |1 pokud Xy <L,
W< 0 jinak.
Intervalovd frekvence je charakterizovdna hodnotami pravdépodobnosti P[N;, = k] pro k € Ny a
parametrizovdna hodnotou L > 0.

Veéty 1.2 a 1.3 odkryvaji vztah mezi Ry a Xj. Pokud ukdzeme, Ze N 1ze vyjadrit pomoci generatoru a
naopak, zavr§ime tim otdzku ekvivalence typl popisu Casticovych systémi. V praxi se tedy pfi platnosti
urcitych predpokladi miZe pfechdzet mezi typy popist v zavislosti na aplikaci daného modelu, ¢i dat,
které jsou k dispozici.

Z. divodu pohodlnéjsiho zdpisu budeme v dal$im textu oznaCovat generator Casticového systému
symbolem gy, tedy g = go.

1. Np a zavislost na generatoru gg
e ProL > 0ak =0 plati
PINL=0]=P[Ro=>L]=1-P[Ry<L]=1-Gy(L), (1.8)

kde Gy je kumulativni distribu¢ni funkce pfislusna generatoru, tj. Go(x) = fox go(T)dr.
e Didle pro k € N plati

PN, =k] =P[X;_; <L N Xy >L] = P[Xk_l <LNI[X;< L]C]
= P[[Xp-1 < L] \ [Xi < L]] = P[X)-1 < L] - P[X; < L]

e = Gii(L) - Ge(D) (19)
Gra(®) = [ mar ¢ -
L L

- fo g () dr — fo g0 dr (1.10)
L L

= f *A go(r)dr - f *~_ o go(r)dr. (1.11)
0 0

Pomoci vztaht (1.8), (1.11) je vyjadiena zavislost intervalové frekvence na generatoru.
2. Generétor gg a zavislost na N

e Dle (1.8) jiZ vime, Ze
Go(L)=1-PIN. =0].

Generator g ziskdme derivaci distribu¢ni funkce, kterd je spojitd, protoZe Ry 1 X jsou spojité
ndhodné veliciny. Navic gg je po ¢éstech spojitd, a tedy derivace bude ddna jednoznacné, a
sice

_dGo(x) _ dP[N, =0]

go(x) ix i . (1.12)
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e Dadle pro k = 1 dle (1.9) plati, Ze

PINL = 1] = Go(x) - G1(x) = G1(x) = Go(x) —P[N; = 1]
=1-P[N, =0] -P[N, =1].

o Analogicky pro libovolné k € N Ize dospét ke vztahu

k
Gux) = 1- ) PN =ml,
m=0

jehoZz derivaci obdrzime spolecné s (1.12) zavislost generdtou na intervalové frekvenci pro
libovolné x > 0 a k € N ve tvaru:

k

*5 o g0(x) = gu(x) = = )

m=0

dPNy = m] (1.13)
dx

Shrneme-li pravé dosaZené vysledky, mame
(1.11)
(Ro,g0) — N,

(1.13)
NL 5 (Xi k5 90) .

Spolu s (1.6) jsme tim plné zodpovédeli otdzku ekvivalence popist ¢asticovych systémda.

1.2 Trida balancovanych hustot

Motivace k zavedeni nasledujici specidlni tfidy funkci je nalezena opét v teorii dopravy, ve védecké
discipliné zabyvajici se modelovanim distribu¢nich funkci pro ¢asové a prostorové rozestupy na vozovce,
discipliné zvané VHM?.

Védecti pracovnici jiZ od pocatku tohoto védniho oboru, jehoZ kofeny sahaji do 30. let minulého
stoleti, testuji a vytvareji nové distribu¢ni modely, které nejlépe odpovidaji naméfenym datim a spliiuji
mnoho pozadavku a predpokladi vytvorenych vzhledem k riznorodosti této discipliny.

Ve VHM bylo jiz navrhnuto a nésledné zavrzeno mnoho distribu¢nich funkci, které mély nejpres-
néj$im moZnym zplisobem odpovidat empirickym datiim. ZavrZeny byly napiiklad z divodu mylnych
predpokladi, ¢i z nedostateCného mnozstvi méfenych dat a naslednych chybnych zavéri. Mezi zamit-
nuté modely pravdédobnostnich rozdéleni patii naptiklad zndmé Gaussovo rozdéleni, ¢i exponencidlni
rozdeéleni. [7]

Problém nalezen{ spravného rozdéleni pravdépodobnosti pro roztece je stile otevien. Nékteré studie
uvazuji tzv. GIG rozdéleni*, které ma mimo jiné tzv. platé v pocatku. Toto platé predstavuje velice
nizkou pravdépodobnost vyskytu velmi malych vzdalenosti mezi Casticemi, coZ reprezentuje snahu fidice
zabrénit srdZce s pfedchizejicim vozidlem.

V této praci se budeme zabyvat specidlni tfidou funkci, tzv. balancovanymi hustotami, které, jak se
postupem casu ukazuje, jako jediné mohou teoreticky, vzhledem k povaze dopravnich systémii, popisovat
rozdéleni vozidel na vozovce. [5]

Definice 1.4 (Ttida balancovanych hustot ). Bud’ ¢ redlna funkce redlné proménné a necht’ jsou
splnény nasledujici axiomy:

3Vehicle Headway Modeling
“Generalized inverse Gaussian distribution, pfedpis viz (1.17)



KAPITOLA 1. BALANCOVANY CASTICOVY SYSTEM 14

1. Dom(g) =R,
2. Ran(g) C R},
3. Supp(g) C Ry,
4. spojitost po Castech, tj. g € PC(R),
5. balanéni axiom, tj. 3w € R*:
(a) Ya>w: )}1_{1010 g(x)e® = +oo,
(b) Ya<w: xh—)Igo g(x)e™ =0.
Pak g nazveme balancovanou hustotou s balanénim indexem w, zna¢ime g € % (w).

Ttida £ je unikatni zvlasteé diky vlastnosti balancniho axiomu, kterd vyjadfuje exponencidlni pokles
funkce v nekonecnu. Jak takové balancované hustoty vypadaji, ndim zodpovi nésledujici véta, kterd nam
poskytuje nutnou a postacujici podminku pro pfislusnost funkce do %.

Véta 1.5 (Ekvivalentni definice balancované hustoty). Funkce f spliiujici axiomy 1—4 z definice 1.4 je
balancovand hustota s balancnim indexem w prdvé tehdy, kdyz
1
lim By (f) +w
X

X—00

=0. (1.14)
Diikaz.

e Bud nejprve f € B(w).
Pak pro libovolné g takové, Ze 8 > w vyplyva z vlastnosti balan¢niho axiomu

—Bx
lim f(x)ef* = 400 = lim S— =0 = Jxg > 0,Yx > x0: ¢ P* < f(x).
X—00 X—00 f(x)

Analogicky Ya < w vyplyva existence xo > 0 tak, Ze Vx > xg plati f(x) < e™*~.

Z predchoziho plyne pro x > max {xg, Xo}:

In(f(x))

X

PP f)<e ™ = —B< < -a,

kde @ a 88 1ze k sobé pribliZit libovoln¢ blizko a po provedeni limitniho pfechodu x — oo dosah-
neme poZadované rovnosti.

e Necht' nyni plati (1.14) a volme @ < w a § > w pevné, ale libovolné.

Z definice limity

Ye >0, dxg >0, Vx> xp:
X

In(f) w‘ -

vyplyva:
1. f(x) < e Xw—8) — F(x)e™* < e~ Mw-a-¢)

Navic, protoZe k libovolnému a < w existuje € > 0 takové, Ze w — a > &, pak plati

Ya < w: lim f(x)e** =0.
X—00



KAPITOLA 1. BALANCOVANY CASTICOVY SYSTEM 15

2. f(x)> e M wte) —y f(x)el* > e~ Xwp+e)

Navic, protoZe k libovolnému S > w existuje € > 0 takové, Ze w — § < —¢, pak plati
VB> w: lim f(x)eP* = +o0.
X—00

O

cvvs

nych hustot.

Exponencialni hustota
fexp(x: D) = O(x) 2™, (1.15)

kde O(x) je Heavisidova funkce a parametr A > 0.

Erlangova hustota

fe(x; A,n) = Ox) (nf nl) !x"—le—“, (1.16)
kde 1 >0, n e N.
Gamma hustota 1@
fr(x A, @) = GXX)@)C‘H e,

kde I'(«) je Gamma funkce® a parametry o, 1> 0.

GIG hustota

a\P/2
foi(x:a.b, p) = O() U A exp(—”+ ?‘) (1.17)
0P = O e () ) '

kde K, je modifikovand Besselova funkce druhého druhu® a parametry a, b > 0, p e R.

Shriime nyni zakladni vlastnosti a poznatky této tiidy, které primo vyplyvaji z definice, nebo aplikace
véty 1.5.

Necht @ >0, ¢ > 0a f € B(w), g € B(x). Pak plati:

f(x) + ag(x) € B(min{w, »}),
f(x) - g(x) € B(w + ),

x f(x) € B(w),

P f(x) € B(w - B) prof < w,
flex) € B(cw),

f, g jsou integrabilni,

A o e

7. f, g jsou omezené.

>Gamma funkce, neboli Euleriiv integrdl druhého druhu
SModifikovana Besselova funkce druhého druhu, nebo také Macdonaldova Sfunkce
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I kdyZ vime, Ze balancovand hustota klesd v nekone¢nu jako e™“*, tak i kdybychom ji byli schopni
derivovat, nemiZeme o jeji derivaci prohlésit, Ze opét spliiuje balanéni axiom. Jako protipiiklad uvazujme
funkci

sin(exz)) (1.18)

f(x)=e_x[1+ 10

jejiz graf je zndzornén na obrazku 1.3. Jisté plati f € Z(1) N C!, avsak derivaci ziskdme
cos(exz) e x

5 B

neomezené

)= =f(x) +e*
—~—

omezené

pro niZ neexistuje limita v nekone¢nu.

1.4

1.2

/(@)

0.6
0.4

0.2

X

Obrazek 1.3: Balancovand hustota (1.18), jejiZ derivace je neomezena

Mnoho funkefi spliiuje balanéni axiom se shodnym balanénim indexem w. Jak se takové funkce mezi
sebou odlisuji, popisuje tzv. balancni jadro.

Definice 1.6 (Balan¢ni jadro). Bud’ f € &(w), pak funkci g(x) = f(x)e“* nazyvame balan¢nim jadrem
hustoty f.

Balan¢ni index jsme v definici 1.4 definovali pouze pro kladnd w, avSak diky vété 1.5 lze definici
rozsifit i pro nulovou hodnotu w, coZ vyuZijeme pii formulaci ndsledujictho tvrzeni, které ndm pfinese
dalsi indicii o tvaru balancovanych hustot.

Véta 1.7. f je balancovand hustota s balancénim indexem w prdvé tehdy, kdyZ je ve tvaru
f(x) =g(x)e™, (1.19)

kde g splituje axiomy 1-4 z definice 1.4 a plati lim @ = 0, tedy pro balancni jddro plati g € 2(0).
X—00

Diikaz. Z definice balan¢niho jadra vyplyva tvar (1.19). Jeho tpravou dostaneme

In (f(x) In(g(x) _ In(g) _
X

= lim w=-w < lim

X—00 X X—00 X

lim

X—00

Tedy dle véty 1.5 je f € P(w) prave tehdy, kdyz g € Z(0). O
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Jakmile najdeme funkci spliiujici axiomy 1—4 z definice 1.4, kterd Vo > 0 roste pomaleji nez e**,
pak vime, Ze existuje balancovand hustota, pro niZ je jadrem. Balan¢ni jadra mohou byt zaroven rychleji
rostouci nez libovolny polynom, tvofice dalsi specidlni tfidu funkci.

Pro balancované hustoty pravdépodobnosti’ jisté plati viechny vztahy odvozené v sekci 1.1, dava
tedy smysl zavést novy Casticovy systém pomoci tiidy % s unikdtnimi vlastnostmi.

Definice 1.8 (Cisticovy systém s balanéni vlastnosti). Cdsticovym systémem s balan&ni vlastnosti, nebo

také balancovanym ¢asticovym systémem (déle jen BCS), rozumime zadanou posloupnost multirozteci
o _ [¥k s NP er . .

Xl = {Z 1=0 Rl} 10 spliiujici ndsledujici axiomy:

1. Axiom i.i.d.
o {Ri}ie, je posloupnost stejné rozdélenych a nezavislych roztedi.
2. Axiom balan¢niho generatoru
o Generdtor ¢asticového systému gg ~ Ry je balancovand hustota pravdépodobnosti.

Pokud je generdtorem BCS né&ktera z uvedenych znamych hustot f..,, f&, fr, fGiG, nazyvame potom
prislusny BCS exponenciélm’g, Erlangiiv, Gamma, ¢i GIG.

Jelikoz v BCS vime, Ze rozte¢e maji viechny momenty konené, miizeme zodpovédét otazku, zda-li
muzZe byt nekonec¢né mnoho Castic na intervalu kone¢né délky. Tedy zda Ny mtze nabyvat nekone¢né
hodnoty pro néjaké L < +oo. Abychom ukézali, Ze tato situace nemiize nastat, vyuzijeme tvrzeni ze
zakona velkych Cisel

— S E[R].
k+1 Kol
S . 8- . Ly “
JelikoZ E [Rg] > 0, pak musi X; — +oo. Proto plati X; < L nanejvys pro koneéné mnoho hodnot &, a
tedy dle definice (1.7) musi byt Nz, konecné.
Navic vime, Ze i kdyZ Ny < +oo pro vSechna L, tak plati skoro jisté

Llim N = +oo. (1.20)

Protoze jediny zpidsob, jak na intervalu nekone¢né délky miiZze byt pouze koneény pocet Castic je, kdyZ
pro néjaké k € Ny plati X = +o0, potom plati

P|1im A < +c>o] = P{Tk: Xy = +oo) = P{UL (X = +ool)

L—oo

+00

< ZP{Xk — 400} =0,
k=0

kde posledni rovnost vyplyva z faktu, Ze rozte¢e Ry maji v BCS kone¢nou stiedni hodnotu. Tim jsme
dokazali (1.20), pficemZ podotknéme, Ze v obecném Casticovém systému nejsme schopni predeslé zavéry
vyvodit pravé kvili nevédomosti o kone¢nosti momentti rozteci.

Nadile budeme v textu oznatovat stfedni hodnotu rozteéi BCS jako ui, tedy E[Ry] = ui. Pro ta-
kovy systém odvod’ me asymptotické chovéni intervalové frekvence, o kterém jsme jiz dokdzali, Ze plati

lim N, 2 +oc0. Bude nés tedy zajimat, jakym zptisobem N, roste nadevsechny meze.

Lo

"Funkce f je balancovan4 hustota pravdépodobnosti pravé tehdy, kdyZz f € ZB(w) A fR f=1.
8Exponencidlni, nebo také Poissondv &4sticovy systém
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Véta 1.9 (Zakon velkych Cisel BéS). Bud’ BCS, kde E[Ro] = u1. Pak plati

lim N L (1.21)
Lo L

Diikaz. Jist€ plati py > 0, jelikoZ Ry ~ go € 4. Definujme tedy ndhodnou veli¢inu Xy, = X, kde

v = max{k : Xy < L} viz obrdzek 1.4. Veli¢ina Xy, odpovidd multirozteCi ¢4stice nejvzdalengjsi re-

ferencni Castici, kterd leZi v intervalu (0, L). Analogicky definujeme Xy, 1 odpovidajici multirozteci

¢astice umisténé v intervalu [L, +00), kterd je referencni Castici nejblize.

XNL XNL+1

e o o : @ o o)

Obrazek 1.4: Ilustrace Xy, pro konkrétni volbu L

Pro N; > 0 dostavame

XNL < L < XNL+1 )
N NL NL

XNL <LSXNL+1 = (1.22)

Protoze X, = 1% ' Ry je soudtem i.i.d. integrabilnich velidin, pak dle zdkona velkych &isel plati

XN 8j. Sj.
—% = uy pro Np = +o0.
NL

. iy . ae s 8. . . . »
Navic jsme jiz v této sekci odvodili, Ze N — +oo pravé tehdy, kdyz L — +oo. Potom vSak obdrZime

XNL S.j.
- ro L — +oo.
NL M1 P

Nasledné dpravou druhé nerovnosti v (1.22) dostadvame pro L — +oo:

NL NL+1 NL

Xyt Xnpe1 Np+1 s
= ) - M.

Sj. Sj.
Suy —1

v e e v 2 . . S.j.
Z véty o limité seviené posloupnosti plyne Lh_}m A 2. O
[Se]

Tento vysledek je velmi intuitivni, protoZe pokud jsou Cdstice od sebe v priméru vzdileny o u
jednotek, pak je podil délky intervalu a poctu ¢astic na tomto intervalu pfiblizné roven praveé u;.

1.3 Charakteristiky prvniho radu pro BCS

M¢jme k dispozici ndmi definovany Césticovy systém, ktery ptfedstavuje jednoproudou silnici, na
které se auta nesméji predjizdét. Pravdépodobnost, Ze prvni Castice bude v néjaké vzdalenosti od re-
ferencni Céstice je principidlné stejnd, jako pravdépodobnost porouchdni néjakého vyrobku v néjakém
¢asovém intervalu od jeho zakoupeni. Pokud bychom mohli porouchany vyrobek okamzité vyménit za
novy, majici stejné rozdéleni pravdépodobnosti poruchy, a tento postup vymény mohli opakovat, pak
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s vz

se jednd o proces identicky ¢ésticovému systému, tedy se stejnymi vlastnostmi, které jsme prozatim
odvodili.

UvaZujme nyni, Ze mame v zasobé nekone¢né mnoho Zarovek, jejichZ Zivotnosti jsou i.i.d. ndhodné
veliCiny. Déle predpokladejme, Ze pouzivame vzdy pravé jednu Zarovku a kdyz se poroucha, tak ji oka-
mzité vyménime za novou. V tomto piipadé jsou ¢asy mezi jednotlivymi poruchami zarovek ekvivalentn{
rozte¢im Castic, Cas k-t€ vymeny zarovky je ekvivalentni umisténi k-té Castice a pocet vymeén v Case ¢ > 0
je roven intervalové frekvenci N, tedy se jednd o Casticovy systém. Takovy systém se nazyva renewal
process, neboli proces obnovy a je zdkladnim objektem v teorii obnovy.

Touto tivahou miZeme elegantné propojit teorii ¢asticovych systému s teorii obnovy, jejiz aplikace
zahrnuje napiiklad nalezen{ optimalni strategie pro vyménu opotfebovanych stroju v tovarnach, nebo po-
rovnavani dlouhodobych benefitti riznych pojistnych strategii. V obou oborech ma dilezitou roli stfedn{
hodnota intervalové frekvence/stfedni pocet poruch za €as 7, proto se v této sekci pokusime odvodit jeji
tvar a nékteré jeji vlastnosti. [8, 9]

Definice 1.10 (Trendova funkce). Pro BCS nazyvame stfedni hodnotu intervalové frekvence trendovou
funkci, kterou oznacujeme

A(L) = E[N.].
Jelikoz N}, je nezdporna diskrétni velicina, tak plati
+00 +o0 k
AL) = Y KPINp =kl = ) > PIN. = K]

k=1 k=1 n=1
+00 +00 too

= > > PIN =kl = ) PIN. 2 n]
n=1 k=1 n=1
+00 +00

=D PlXu1 < L= ) GulD), (123)
n=1 n=0

kde G, je kumulativni distribucni funkce veli¢iny X,.

v v

V praxi byva uzavieny tvar trendové funkce obtizné dosazitelny, protoZe nejsme schopni analyticky
pocitat konvoluce hustot ve vztahu (1.23). Pro specidlni pfipady je vSak vypocet trendové funkce velmi
jednoduchy, viz sekci 1.4.

Dals{ tvar trendové funkce miiZzeme odvodit pomoci zdkona o iteraci stfednich hodnot:

A(L) = E[NL] = E[E[NL | Ro]]
+00
= f E[NL|Ro = x]go(x)dx proRy>L = N =0
0
L
= f E[NLIRo = x]go(x) dx.
0
Nyni si uvédomme, Ze kazdou ¢astici mizeme povazovat za novou referenéni ¢astici a cely systém posu-

nout. Pokud tak u¢inime s prvni ¢éstici, kterd je interpretovdna pomoci nulté roztece, a systém posuneme,
obdrZime pak

L L
fo E[NL|Ro = x]lgo(x)dx = j; E[1 + Nz-xlgo(x) dx

L
= Go(L) + f AL — x)go(x) dx
0

= Go(L) + (A * go)(L). (1.24)
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Z tvaru (1.24) pak miZeme ziskat pomoci Laplaceovy transformace dalsi zplisob pro vypocet tren-
dové funkce, protoZe plati

AGs) = Z99) A L1go10s)

N
—

A(s)(1 = Llgol(s)) =

kde jsme oznacili A(s) Laplacelv obraz trendové funkce. Déle vime, Ze generator je balancovand hustota,
tedy go € Z(w), proto

Llgol(s)
s b

1 Llgol(s)
Vs, Re(s) > —w : [Llgol(s)| <1 = A(s) = — ————.
[£lgulcs) s 1= Llgol(s)
Pokud tedy nejsme schopni explicitné pocitat konvoluce v definici, miZeme se pokusit najit tvar trendové
funkce pomoci metod hleddni inverzni Laplaceovy transformace, kterd je ve tvaru
1
AL = L7 [— Aol ] |
s 1= Llgol(s)
Zavedeme nyni shlukovou funkci, ktera predstavuje hustotu ¢astic, a diky které dokazeme 1épe inter-
pretovat vysledek dosazeny v (1.24).

(1.25)

Definice 1.11 (Shlukova funkce). Bud’ BCS s generatorem go, pak definujeme shlukovou funkei r vzta-
hem

d/l d 400 +0o0
)= ()= E;Gk(m = %gk(L), VL>0.

Poznamenejme, Ze zdména derivace a sumy v definici shlukové funkce byla korektni, protoZe existuje
¢ €(0,L): A(c) < 40, azaroven r konverguje stejnomérné na (0, L). Dtikaz o kone¢nosti trendové funkce
dokonce v kazdém bodé€ lze najit napt. v [10]. V tomto textu pouze dokdZeme konvergenci shlukové
funkce na kazdém omezeném intervalu.

Véta 1.12. Shlukovd funkce r konverguje stejnomérné na kazdém omezeném intervalu.

Diikaz. Protoze gg € 4 je omezend funkce, tak
X
M >0: go <M = g1(x) = go(x) * go(x) = O(x) f 90®)go(x — y) dy < O(x) M>x.
0
Necht’ nyni plati pro pevné k € N indukéni ptedpoklad
k+1 xk +
gr(x) <M i VxeR™. (1.26)

Poté plati

g1 (1) = () % go(x) = O) fo g:)go(x — ) dy

k+2

1 X
<® Mk+1_Mf kd :G) k+l‘
SOWMT Y @

Timto jsme Yk € N dokézali platnost vztahu (1.26), ktery vyuZijeme k nalezeni konvergentni majoranty
pro shlukovou funkci r na libovolném intervalu (0, L), kde L > 0.
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Z pravé dokdzaného vyplyva, Ze Vx € (0, L) plati:

xk

o = MM < MMt e R

+00
r(x) < Z MK
k=0

Nasli jsme tedy konvergentni majorantni fadu pro r a z Weierstrassova kritéria plyne dokazované tvrzeni.
O

Matematickd interpretace shlukové funkce je, ze r(L) - dL popisuje pravdépodobnost vyskytu C4s-
tice vintervalu (L, L + dL). Shlukova funkce je ve skutecnosti intenzita, se kterou se Castice vyskytuji.
V literatufe se vSak vyrazy intenzita a hustota ¢astic vzdjemné zaméfuji, a tak mezi nimi nebudeme
rozliSovat.

S vyuzitim shlukové funkce miiZeme pokracovat v (1.24) s tpravami tvaru trendové funkce

d
A(L) = Go(L) + &(/1 * Go)(L)

= Go(L) + (r * Go)(L)
= (6(L) + r (L)) x Go(L), (1.27)

kde 6(L) je Diracova delta funkce a opravnénost provedenych zdmén derivace s konvoluci vyplyva z
uvahy v diikazu véty 1.13 a omezenosti shlukové funkce.

Tento zapis ve smyslu distribuci jisté ddva smysl, protoze shlukova funkce i distribu¢ni funkce ge-
nerdtoru jsou funkce tiidy Llloc. O takovych klasickych funkcich vime, Ze pro né existuje jednoznacné
pfifazeni k jejich pfisluSnym reguldrnim distribucim.

Diracova delta funkce figurujici ve vyjadreni (1.27) odpovida tomu, Ze se referencni Castice s jistotou
nachdzi v pocatku. Konvoluce shlukové funkce a kumulativni distribu¢ni funkce generdtoru pak urcitym
zpusobem odpovida vyjadieni pravdépodobnosti vyskytu Castice v dané vzdalenosti od vyskytu pred-
chozi ¢astice. Podatilo se ndm tedy vyjadfit stfedni pocet ¢astic na intervalu (0, L) pomoci vzdjemnych
pozic dvou sousednich &stic. Dale poznamenejme, Ze i kdyZ generétor BCS nemusi byt spojitd funkce,
tak A(L) je vZdy spojitd, coZ plyne z jeji diferencovatelnosti, kterou jsme ovéfili pfi zavedeni shlukové
funkce.

Zajimalo by nds, jestli umime z tvaru trendové funkce urcit BCS, se kterym pracujeme. Skute¢nost,
Ze mezi distribucni funkci generatoru a trendovou funkci existuje korespondence 1:1, dokdZeme v nasle-
dujici vété.

Véta 1.13. Trendovd funkce A jednoznacné urcuje distribucni funkci generdtoru, a tedy i pFislusny BCS.
Diikaz. Pfti znaCeni L[A](s) = A(s) dostaneme aplikaci Laplaceovy transformace na vyraz (1.24)
A(s) = L[Gol (5) + L[(A * go)(L)] (5)
=L[Gol(s)+ L

d
g Go)(L)] () (1.28)
= L[Gol(s) + sA()L[Gol (), (1.29)

kde jsme v (1.28) zaménili derivaci s operaci konvoluce a nasledné v (1.29) jsme vyuZili vlastnost Lapla-
ceovy transformace. Zaména derivace byla korektni, protoZe distribu¢ni funkce Gy je diferencovatelnd,
a jeji derivaci je generdtor BCS, ktery je omezeny. Navic plati

|A(D)go(L)] < [max{go}A(L)| < +o0, YL >0.
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Tim jsme nalezli integrabilni majorantu na intervalu poZadovaném pro zdménu derivace s konvolu¢nim
integralem. Ostatni podminky pro zdménu jsou jisté trividlné spln€ny.
Jednoduchou tpravou (1.29) dostaneme

A(s)
G = —.
L[Gol(s) T+ 5AG)
Tvrzeni pak plyne z jednoznacnosti Laplaceovy transformace. O

Jak bylo jiz zminéno, ziskat trendovou funkci miize byt velice obtiZné, a proto se pfistupuje k riznym
aproximacim. Mohli bychom ocekdvat, Ze pokud pro intervalovou frekvenci plati véta 1.9, pak pro jeji

“ g L . $j- P . « . .
stredni hodnotu vyplyva, Ze také % - ll Toto tvrzeni jisté neplati obecné pro libovolnou ndhodnou
veliCinu, ale specidlné v pripadé intervalové frekvence ano. Dikaz této véty, kterd se v teorii obnovy
nazyva Elementary renewal theorem, l1ze nalézt napiiklad v [10]. Zformulujme pouze znéni této véty,

kterou si dovolime v souvislosti s timto textem pojmenovat Zdkladni véta teorie Cdsticovych systémii.
Véta 1.14 (Zikladni véta teorie Casticovych systémi). Bud’ BCS, pak plati

. AL) s 1
Iim — = —,
Lo L )75

pricem?Z pouZivame znaceni pro stiedni hodnotu rozteci E[Rol = u;.
Tvrzeni této véty ndm poskytuje cennou informaci o prvnim pfibliZeni asymptotického chovéni tren-
dové funkce, a sice, Ze stoupd linedrné s délkou intervalu. Dokonce lze dokézat, viz [11], Ze plati
L
AL)y=—+qg+o(l), (1.30)
M1
kde g se nazyva intercept trendové funkce. Uvedeme jednu z jeho nejznaméjsich aproximaci, ve které se
vyuZziva znalost prvniho a druhého momentu rozteci

H2

g=42 1,
2/,1%

kde u1 = E[Ro] , resp. up = E[R?] je prvni, resp. druhy obecny moment Ry.
Tato aproximace muze byt ddle rozsifena a zpresné€na vyuzitim znalosti momentt vyssiho fadu. [2]

1.4 Ukazky shlukové a trendové funkce

V této sekci je znazornéno pomoci grafii chovani shlukové a trendové funkce BCS, kde generétory
jsou znamé balancované hustoty uvedené v sekci 1.2. Uvedené grafy budou odpovidat pouze konkrétnim
hodnotdm stfedni hodnoty rozteci, a sice y; € {0,5; 1; 2}.

Poissoniv BCS
Generdtor ¢4sticového systému je ve tvaru

Jexp(x:2) = O(x) A&,
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Ze vztahu (1.11) 1ze odvodit, Ze v Poissonové BCS mé intervalovi frekvence Poissonovo diskrétni
rozdéleni. Naslednym dosazenim do definice trendové funkce dostaneme

+00 k
L

A=Y ket k')
k=1 ’

+00 k

AL
= Le )’ @Ly - |)
=0

L
=AL=—. (1.31)
M1
Tedy pro Poissontiv BCS je trendova funkce linearni se sklonem A. Zaroveii dle véty 1.13 vime,
Ze takové prifazeni trendové funkce je jednoznacné a ze zakladni véty teorie ¢dsticovych systému

plyne, Ze se kazd4 trendové funkce BCS asymptoticky chova jako u% Z toho vyplyva, Ze Poissontiv

BCS je jediny &asticovy systém, ktery je popsdn linedrni trendovou funkci.
Prislusnou shlukovou funkci obdrzime derivaci vztahu (1.31)

di 1
rx)=—=—.
dL
Grafy chovéni trendové a shlukové funkce pro Poissoniiv BCS jsou zobrazeny na obrazku 1.5.

Erlangiv a Gamma BCS
hustoty 74dné neotekavané chovéni shlukové &i trendové funkce, jsou piipady téchto dvou BCS
slouceny do spolec¢né ukazky.

Generdtor ¢4sticového systému je ve tvaru

! 1 -4

n— —AX
X e .
(n—1)!

SfEr(x; A,n) = O(x)

Pro ilustraci uvedeme ukédzky pouze pro 3 rizné hodnoty parametru n € {1;2;6}.

e Volbou n = 1 dostaneme tvar exponencidlniho rozdéleni, pro které jsou trendova a shlukova
funkce zobrazeny na obrazku 1.5.

e Pro volbu n = 2 dostaneme postupné s vyuZitim podminek stfednich hodnot y; € {0,5; 1;2}
hodnoty pro parametr A € {4;2; 1}. Chovani pfislusné trendové a shlukové funkce je zobra-
zeno na obréazku 1.6.

e Pro volbu n = 6 ziskdme hodnoty parametru postupné A € {12;6;3}. Trendové a shlukova
funkce jsou zobrazeny na obrdzku 1.7.

V piipadé Poissonova, Erlangova a Gamma ¢asticového systému jsme schopni urcit shlukovou a tren-
dovou funkci analyticky, av§ak pro GIG hustotu jsme nuceni pouZit numerického vypoctu. V pripadé
tohoto textu byly vypocty uskutecnény v programovém prostfedi MATLAB.

GIG BCS
Generator ¢asticového systému je ve tvaru

a\P/? b
(E _ ax + T
feic(x;a,b, p) = O(x) ———— x""" exp (— ]
2K
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(a) Trendova funkce
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(b) Shlukova funkce

Obrizek 1.5: Trendovi a shlukova funkce pro Poissontv BCS s riznymi stfednimi hodnotami generatoru

UvaZujme pouze hodnoty parametri b = 2 a p = 6, kde a ur¢ime z podminky stfedni hodnoty.
Dtivodem, pro¢ jsou parametry zvoleny timto zpisobem je, aby v ukdzkdch shlukové a trendové
funkce byla zahrnuta netrividln{ zdvislost generatoru na ¢lenu x”~! a zaroveii jednoduchy netrivi-
aln{ zpiisob zavislosti ¢lenu exp (— %) Chovan{ piislusné trendové a shlukové funkce je zobrazeno
na obrizku 1.8.
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5 T T T T
p1 =0.5 =——
P = 1  —
= 2
4k #1 |
—~3r —
~
N——r
~ 5L |
1_ -
1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
(a) Trendova funkce
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(b) Shlukova funkce

Obrézek 1.6: Trendova a shlukova funkce pro Erlangtiv BCS s parametrem n = 2 a riiznymi stfednimi
hodnotami generatoru
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0 1 2 3 4 5
L
(a) Trendova funkce
5 T T T T
H1 = 0.5 m—
py =1 —
py1 = 2

(b) Shlukova funkce

Obrézek 1.7: Trendova a shlukova funkce pro Erlangtiv BCS s parametrem n = 6 a riiznymi stfednimi
hodnotami generatoru



KAPITOLA 1. BALANCOVANY CASTICOVY SYSTEM 27
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(a) Trendova funkce
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(b) Shlukova funkce

Obrézek 1.8: Trendovd a shlukové funkce pro GIG BCS s parametry p = 6,b = 2 a riiznymi stfednimi
hodnotami generatoru



Kapitola 2

Analyza realnych dat

2.1 Typicky vzorek dopravnich dat

Metody méfeni dat v dopravnich proudech jsou typicky rozd€leny do dvou kategorii:
e intrusivni metody — napft. indukéni smycky, piezoelektrické kabely,
e neintrusivni metody — napt. detekéni drony, pasivni infracervené senzory.

Za icelem analyzy velkého mnoZstvi dat je k méfeni nejvhodnéjsi pouZiti dvousmyckovych indukénich
detektort, které se fadi mezi intrusivni metody méfeni. V praxi se dvousmycka umisti pod vozovku
do casové neménné pozice, kterd se nazyva linie detektoru, a pri prejezdu vozidla zaznamenava zménu
efektivniho napéti LC obvodu. Z téchto zmén elektromagnetického pole dvousmycky lze vyvodit poza-
dované dopravni mikroveli€iny, kterymi jsou Cas protnuti vstupni linie detektoru, ¢as protnuti vystupni
linie detektoru, rychlost vozidel a jejich délka. [5]

Typicky vystup takového méefeni v jednom jizdnim pruhu je ve tvaru

T = 7™ e R ke f0,....N}, 7"} <7, 7§ = 0}, .1

T =" eR: ke 0,... N}, ") <7D < 1" < 70, 70 = 0, 2.2)
YT ={neR:ke{0,...,N}}, (2.3)

A={leR*: ke{0,...,N}}, (2.4)

kde Tii'z), resp. TI(CO”I) je Cas, kdy predni, resp. zadni ndraznik k-tého vozidla protnul linii detektoru, vy je
rychlost k-tého vozidla pfi prijezdu linif detektoru a /; délka k-tého vozidla.

Je-li pfi méfeni dvousmyckou navic k dispozici technologie ke zpracovani obrazu, 1ze ziskat dalsi
soubory dat, které udavaji pozici prednich, resp. zadnich ndrazniki M vozidel v konkrétnim Case. Takové
dvojné méfeni se v praxi provadi pouze vyjimecné, proto jsou vétSinou pozice jednotlivych vozidel
zatizeny systematickou chybou, jelikoZ jsou odvozeny z ¢asovych udaja, rychlosti a délek vozidel, které
se pri méfeni dvousmyckou nazyvaji primdrnimi velicinami. Aktudlni pozice pfednich, resp. zadnich
néarazniktl se poté nazyvaji sekunddrnimi veli¢inami. [5]

28
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2.2 Popis dopravniho systému

2.2.1 Mikroskopicky popis

Pti prechodu od modelu ¢asticového systému predstaveného v kapitole 1, v némzZ jsou Castice bez-
rozmérné, k modelu s rozmérnymi ¢4sticemi se nabizi vice moZnosti, jak nahliZet na rozestupy mezi
¢asticemi, neboli roztece.

V oblasti VHM se pouZivaji pro Casovy rozestup mezi ¢dsticemi ndsledujici dva mirné odli$né pojmy,
které se Casto zaménuji, nicméné jejich rozdil je ziejmy.

Casovy odstup'
je definovéan jako uplynuly ¢as mezi detekci pfedniho ndrazniku pfedchoziho vozidla a detekci
predniho ndrazniku ndsledujiciho vozidla. Casovy odstup je ndhodn4 veli¢ina a definujeme empi-
rickou hodnotu ¢asového odstupu mezi k-tym a (k + 1)-nim vozidlem jako

(in) (in)
K~ Tk-1e

=1
Casova svétlost
je ¢as mezi protnutim linie detektoru zadnim naraznikem pfedchoziho vozidla a protnutim linie
detektoru prednim ndraznikem nésledujiciho vozidla. Empirickou hodnotu €asové svétlosti mezi
k-tym a (k + 1)-nim vozidlem definujeme jako

. in) _ _(our)
Tk =T, Ty -

Analogickym zpGsobem Ize také definovat prostorovy odstup a prostorovou svétlost,® piicemz kazdou
zuvedenych variant definice rozestupu mizeme ztotoznit s definici rozte¢i uvedenou v sekei 1.1.

V tomto textu se budeme zabyvat Casovymi svétlostmi. Odlivodnénim této volby je napfiklad dvaha,
Ze 1idi¢ vétSinou udrzuje rozestup s predchozim vozidlem dle vzdalenosti mezi svym prednim ndrazni-
kem a zadnim ndraznikem pfedchazejiciho vozidla, nikoliv jeho pfedniho. Vyjimkou miiZze byt piipad,
kdy ptedchozi vozidlo je velmi dlouhé (napiiklad se jedna o kamion), a proto zkuSeny ridi¢ bude pii
udrZovani odstupu s timto vozidlem zohlediiovat i jeho délku, a tedy i pozici predniho ndrazniku. Takova
statistickd analyza je vSak nad rdmec tohoto textu.

Stav dopravniho systému miZe byt popsdn pomoci veli¢in pfislu§nych jednotlivym vozidldm, kte-
rymi jsou napiiklad jednotlivé Casové a prostorové svétlosti/odstupy, rychlosti a délky vozidel. V tom
ptipade se jedna o mikroskopicky popis dopravniho systému. K popisu se mohou také vyuzit veliciny,
které odpovidaji vétsSimu souboru vozidel, napiiklad 50-ti po sobé jedoucich vozidel. Poté takovy popis
dopravniho systému nazyvame makroskopicky.

2.2.2 Makroskopicky popis
Mezi tii zdkladni fazové veliCiny popisujici makroskopicky stav souboru vozidel patii:
e hustota provozu p(&, 1),
e intenzita provozu I(£, T),

e primérnd rychlost souboru V(&, 1),

' Angl. time headway
2Angl. time clearance
3 Angl. spatial headway a spatial clearance
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kde £ € R znadi prostorové soufadnice a T € R™ znadi Cas. Pro definici téchto fazovych velicin je potieba
zavést pojem vyhlazeného poctu cdstic.

Definice 2.1 (Vyhlazeny pocet ¢astic). Bud’ soubor M € N bezrozmérnych Castic, které se v Case 7
nachdzi v soufadnicich a1 (1) > a2(t) > - -+ > ay (7). Dile bud’ p(x) € C*(R) hustota pravdépodobnosti
s nulovou stiedni hodnotou. Pak definujeme vyhlazeny pocet ¢astic jako

M
N, 1) = f D Py - (@) dy.
% k=1

Rozumnou volbou hustoty p(x) z definice 2.1 se jevi naptiklad hustota normdalniho rozdé€leni, ¢i
libovolna hladkéd hustota pravdépodobnosti s kompaktnim nosi¢em. [lustrace chovéini vyhlazeného poctu
¢éstic je zobrazena na obrdzku 2.1, ze kterého je ziejmé, Ze veli¢ina N je urCitym vyhlazenim intervalové
frekvence Ny, kterd je stupiiovitou funkci.

Pomoci vyhlazeného poctu ¢éstic definujeme hustotu a intenzitu provozu jako

__ON(,7) _ _ON¢. 1)
p(é""‘) T aé“ ’ I(f,T) = aT .
Tvary pro hustotu a intenzitu poté miiZzeme zjednodusit
M M
PETD = ) pE—a®), 1T =) u®plE - @),
k=1 k=1

kde vy (1) = % je rychlost k-té Castice v Case 7. Ilustrace chovani hustoty provozu je zndzornéna na
obrazku 2.1.

N(Ev T) _I
sk P& T) |

-10 -5 0 5 10

§

Obrazek 2.1: Graf vyhlazeného poctu ¢astic N(&, 7) a hustoty provozu p(&, T) pro soubor tfi ¢astic umis-
ténych v bodech & € {-8,0,8} v Case 7, pficemz jako hustota p(x) z definice 2.1 byla pouzita hustota
standardizovaného normalniho rozdéleni.

Z dostate¢né hladkosti hustoty pravdépodobnosti p(x) z definice 2.1 plyne

dp &N N _ al
ot dé0t  0tdE 9E’
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Dostavame tedy rovnici kontinuity v diferencidlnim tvaru

Op.T) OIET) _

v R xR*
9 9% 0, VY 1)eRXRY,

kterd v interpretaci dopravniho systému vyjadiuje zakon zachovani poctu vozidel.
Omezenim se na homogenni dopravni proudy, kde plati Vk : vx(7) = V(7), obdrZzime rovnost

1§, 7) = V(D)p(&, 1), 2.5)

kterd je v pfipadé nizkého poctu vozidel v analyzovaném souboru obecné pfijatelnou aproximaci vztahu
mezi tfemi zdkladnimi fazovymi veli¢inami. [5]

2.3 Fundamentalni diagram a unifika¢ni procedura

V redlném dopravnim proudu se typicky vyskytuji zndmé charakteristické znaky, kterymi jsou na-
priklad vyraznd nelinearita v kondenzovanych stavech (stav kondenzované dopravy popsan na str. 32),
chaoticky vyvoj fazovych proménnych a dalsi, viz [3]. Tyto efekty zplisobuji, Ze rozsahlejsi datové sou-
bory vozidel vykazuji zna¢né nehomogenity. Jejich mikrostruktura je poté také zna¢né nehomogenni, coz
zpltisobuje, Ze piislu§né hustoty pravdépodobnosti nejsou jedno-komponentové, spiSe naopak maji pribéh
typicky pro systémy smiSené z vice riznych rozdéleni. Pokud chceme najit homogenni charakteristiku,
musime pfi analyze kompletnich datovych zdznami aplikovat nejdfive tzv. tFistupriovou unifikacni pro-
ceduru, kterd zabranuje neZadoucimu miseni dopravnich stavili s riznymi statistickymi vlastnostmi (napft.
rezistivita, stochasticka rigidita, kompresibilita), nebo také se zasadné odliSnymi dopravnimi vlastnostmi
(napf. Casové a prostorové odstupy/svétlosti, rychlosti vozidel). [5]

K identifikaci riznych dopravnich stavd se vyuziva fundamentdlni diagram, ¢imz rozumime grafické
znazornéni vztahu mezi tfemi zdkladnimi makroskopickymi veli¢inami dopravniho proudu, tedy mezi
intenzitou 7, hustotou p a primérnou rychlosti souboru V, viz obrazky 2.2 a 2.3.

V minulosti se pfedpoklddala funkéni zdvislost intenzity na hustoté¢ I = I(p) a analogicky také
funkéni zavislost primérné rychlosti na hustoté V = V(p). Tato domnénka byla vyvricena Kernerovou*
tfifdzovou teorii a jeho hypotézou o dvou-dimenziondlnich stavech dopravniho proudu. Z Kernerovy
prace vyplynulo, Ze pfedpoklad funkéniho vztahu I = I(p), resp. V = V(p) neni opravnény a mély by se
uvazovat bindrni relace ve tvaru

Qip =i 1) :i€{1,2,...,m}} C (0, +c0)?,
Qup = {01, Vi) 1 i €{1,2,...,m}} C (0, +c0)?,

kde m je poCet naméfenych vzorku, ktery kazdy obsahuje M nasledujicich se vozidel a (p;, I;), resp.
(pi» Vi) je hustota a intenzita, resp. hustota a primérnd rychlost piislu$nd i-tému vzorku. [5]
Z fundamentalniho diagramu na obrazku 2.2 jsou zietelné dva stavy dopravniho systému:

e stav volné dopravy

— vozidla mezi sebou neinteraguji v takové mife, aby byla nucena zpomalovat, proto s rostouci
hustotou provozu roste linearné intenzita provozu,

e stav kondenzované dopravy

“Boris S. Kerner (*1947), némecky inZenyr a fyzik narozen v Moskvé
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Obrézek 2.2: Fundamentélni diagram zobrazujici bindrni relace Q;p

— pfi rostouci hustoté provozu jiz musi vozidla mezi sebou vyraznéji interagovat, coz vede
kjejich zpomalent, a tedy i ke stagnaci ristu intenzity provozu, ¢i dokonce k jejimu sniZeni.

Ziskani tvaru fundamentalniho diagramu tizce souvisi s unifikaéni procedurou, ktera je nezbytnou

soulasti jakékoliv analyzy dopravnich dat. Tato procedura se skladd4 ze ti{ C4sti:

1) vzorkovani — rozd€leni dat do téméf homogennich vzorkid nékolika sousednich vozidel,

2) segmentace — vybér vzorki nalezicich malé oblasti fundamentédlniho diagramu a vyfazeni ostatnich
vzorki z dal$i analyzy,

3) Skalovani — vhodné preskdlovani ndhodnych proménnych (odstupt, svétlosti) v kazdém vzorku,
ktery nebyl vyfazen v segmentacni fazi.

Nyni predstavme podrobny postup této unifikacni procedury.

Vzorkovani
M¢éjme k dispozici datové soubory (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) a zvolme vzorkovaci velikost M € N.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze celkovy pocet vzorkl je m € N, kde mM = N. Pak

obdrzime pro i € {1, ..., m} datové vzorky
S ={@™ 1" v ) €R th=(i- DM+ 1, - DM +2,....iM]}.
Pro kaZzdy vzorek ur¢ime lokalni intenzitu / a lokdlni priimérnou rychlost V ze vztahi
M
M U
=t V=S 26
Ty — T M

M

a pro odhad lokalni hustoty p vyuZijeme vztah (2.5), tedy p = I/V. Timto postupem ziskdme
binarni relace Q;p, resp. Qyp viz obrazek 2.2, resp. 2.3.

Segmentace
7 fundamentdlniho diagramu vyberme (malou) oblast W, jak je znidzornéno na obrdzku 2.2, a
znasledné analyzy vyloucime vzorky §;, pro jejichz piislusné binarni relace plati (o;, I;) ¢ V. Sta-
tistické rozdéleni odstupti, svétlosti nebo individudlnich rychlosti bude tedy odhadovano z témér
homogennich dat.
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Obrézek 2.3: Fundamentélni diagram zobrazujici bindrni relace Qyp, kde kondenzovany a volny stav
dopravy odpovidaji vzorkiim ozna¢enym ve fundamentalnim diagramu na obrazku 2.2.

Skalovani
V kazdém vzorku, ktery nebyl v predchozi fazi procedury vyloucen, provedeme preskalovani na-
hodné proménné, kterd je pfedmétem statistické analyzy, aby méla stiedni hodnotu 1. Bud’ tedy
Zi={zx :k=(G—-1)M+1,...,iM}mnoZina empirickych hodnot analyzované Veliéiny5 , kterd pri-
slusi jednomu vzorku, kde i € {1,...,n < m} urCuje potradi vzorkl piislusnych segmentacni fazi.
Pak definujeme $kdlovany tvar y; veli¢iny z; jako®

_ Mz
ez Ziy’

Po provedeni skélovani veliCin v kaZdém vzorku mtizeme na tyto data aplikovat standardni statis-
tickou analyzu dat, viz sekci 2.4.

Yi 2.7

2.4 Balan¢ni chvost rozdéleni ¢asovych svétlosti

V této sekci ovéiime na zdkladeé redlnych dat balancni vlastnost Casovych svétlosti. Zpracovana data
byla poskytnuta univerzitou Delft University of Technology a byla naméfena na tiiproudé holandské
dalnici metodou indukéni dvousmycky, jejiz princip byl vysvétlen v sekci 2.1. Datové soubory jsou
ve tvaru (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), a proto se miiZze na jednotlivé dopravni pruhy aplikovat tfistupriova
unifika¢ni procedura piedstavena v sekci 2.3.

Na pozorované ddlnici bylo béhem 49-ti dnii naméfeno vice nez 1300000 vozidel ve vSech tfech
jizdnich pruzich, véetné odstavného. ProtoZe naméfend data v odstavném pruhu jsou velmi fidkd, nema
smysl, abychom je analyzovali stejnym zptisobem, jako data z hlavniho a pfedjizdéciho pruhu, a proto
byla z analyzy vynechéna.

Datové soubory hlavniho a predjizdéciho pruhu byly rozdéleny do vzorkt po 50-ti vozidlech, tedy
podle znaceni z minulé sekce M = 50. Nasledné byly pro kazdy vzorek vypocteny lokalni intenzita, pra-
mérnd rychlost a hustota dle vztaht (2.6), ¢imz vznikly binarni relace Q;p, které vytvareji fundamentalni
diagramy, viz obrazky 2.4 a 2.5.

SV pifpadg, Ze analyzovan4 veli¢ina je odstup &i svétlost, pak pro index k plati pouze k = i — DM + 1,...,iM — 1.
6V piipadg, Ze z; je odstup i svétlost, pak se definice y; upravi pfendsobenim pravé strany (2.7) koeficientem (M —1)/M .
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Obrazek 2.4: Fundamentalni diagram Q;p pro Obrazek 2.5: Fundamentalni diagram Q;p pro

hlavni pruh predjizdéci pruh

Uvedené fundamentdlni diagramy maji dva jasné rozliSitelné stavy dopravniho proudu, avSak pfi
stejné hustoté provozu se v predjizdécim pruhu dosahuje ve volné fazi zna¢né vyssich hodnot intenzity
provozu, neZ v hlavnim pruhu. To je pravdépodobné zpisobeno tim, Ze vozidla v predjizdécim pruhu
jezdi obecné vyssi rychlosti. Navic, narozdil od predjiZdéciho pruhu, intenzita v hlavnim pruhu pouze
ojedinéle prekroci hranici 1/2 vozidel za sekundu, tedy 1800 vozidel za hodinu. Tento fakt miZe byt
zpusoben tim, Ze povaha fidici v hlavnim pruhu je spiSe pasivni ve smyslu zvySovani, ¢i udrzovani
stejné rychlosti pfi postupném zvySovani hustoty provozu. Diivodem toho plyne provoz v hlavnim pruhu
obecné pomaleji neZ v predjizdécim, kam fidi¢i z hlavniho pruhu Casto pfejizdé;ji, pokud maji zdjem se
dostat do cilové destinace rychleji, a to za pfipadnou cenu toho, Ze musi byt opatrn€jsi a obezretné&;jsi
kvlli moznym srazkdm s ostatnimi vozidly.

2.4.1 Analyza hlavniho pruhu

V dalsi fazi bylo z fundamentédlniho diagramu pro hlavni pruh vybrano 9 segmentt, viz obrazek 2.6,
ze kterych byly postupné extrahovany piislusné vzorky a Skdlovany jejich Casové svétlosti.
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Obrazek 2.6: Rozdéleni fundamentalniho diagramu hlavniho pruhu na segmenty ‘¥;
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Diéle byly pro skédlované svétlosti vytvoreny histogramové odhady hustoty pravdépodobnosti, viz
naprt. obrazek 2.7. Za tucelem ovéreni jejich balanéni vlastnosti byly hodnoty pfislusné jednotlivym bi-
niim histogramu zlogaritmovany a nasledné¢ metodou linedrni regrese byla prostiednictvim aplikace cf-
tool v programovém prostiedi MATLAB odhadnuta pfimka, kterd nejlépe aproximuje hodnoty prislusné
chvostu hustoty $kalovanych ¢asovych svétlosti, viz napf. obrazek 2.8. V tomto textu byly za chvost roz-
déleni skalovanych svétlosti povazovany hodnoty hustoty prislusné skalovanym svétlostem vétsich nez
2,5 sekundy.

Uved’ me nyni ukdzky histogramovych odhadid pro rizné segmenty fundamentalniho diagramu z ob-
rdzku 2.6 a ovéfme fakt, Ze jejich zlogaritmované hodnoty klesaji od jisté hodnoty linedrné. Tim bude
ovéfena vlastnost balan¢niho chvostu.

Pro ilustraci uvedeme ukédzku pouze jednoho segmentu z volné faze a jednoho segmentu z konden-
zované faze. Ostatni segmenty byly také testovéany, ale v§echny vykazovaly téméf stejné charakteristické
rysy a Zadné vyrazné odlisné chovani, proto je zde nebudeme uvadeét.

Fazovy Segment ¥,
Provedenim skalovani v pfislusnych vzorcich ziskdme histogramovy odhad hustoty zobrazeny na
obrdzku 2.7. Poté jeho zlogaritmovanymi hodnotami, které ndlezi Skdlovanym Casovym svétlos-
tem veétsi nez 2,5 sekundy, proloZime pfimku pomoci linearni regrese, viz obrazek 2.8. Statistické

vlastnosti tohoto odhadu jsou shrnuty v tabulce 2.1.
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Obrazek 2.7: Histogramovy odhad hustoty Obrazek 2.8: Ovéfeni balancniho chvostu
rozdéleni Skalovanych casovych svétlosti v hustoty $kalovanych svétlosti v segmentu ‘¥

hlavnim pruhu v segmentu ¥,

Fazovy segment Vs
Analogickym zptsobem ziskdme histogramovy odhad, viz obrazek 2.9, a odhad jeho logaritmu,
viz obrazek 2.10, pro vybrany segment ¥'s z kondenzované faze dopravy.

Aplikace cftool v prosttedi MATLAB poskytuje rizné statistiky, které popisuji miru shody dat s regres-
nim modelem. Pro uvedené segmenty ¥, a W5 jsou tyto statistiky shrnuty v tabulce 2.1, ve které SSE
odpovida rezidualnimu souctu &tvercdi,” ktery byl pfi hledani optimélni pfimky minimalizovan. Nizka
hodnota SSE odpovid4 dobrému odhadu. Déle R-square oznaluje tzv. R? statistiku, ktera vyjadfuje po-
mér variability v datech vysvétlené linearnim modelem. Hodnoty této statistiky blizké jedné odpovi-
daji dobrému vysvétleni dat pomoci daného modelu. Kone¢né RMSE?® oznaduje odmocninu ze stfedni
kvadratické chyby a opét plati, Ze hodnoty blizké nule svédci o vysoké kvalit€ odhadu. Z uvedenych

7 Angl. summed square of residuals
8 Angl. root mean squared error
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hlavnim pruhu v segmentu Vs

Segment SSE  R-square RMSE

) 0.004 09993  0.0336
s 0.301 09533  0.2745

Tabulka 2.1: Tabulka statistik vyjadfujici dobrou shodu dat s pfislusSnymi linedrnimi modely na obrazcich
2.8,2.10

histogramd, jejich logaritmd a z tabulky 2.1 mliZeme ulinit zavér, Ze balancni vlastnost Casovych svét-
losti v hlavnim pruhu byla potvrzena, tedy pravdépodobnost, Ze vozidla v hlavnim pruhu budou udrzovat
velké Casové rozestupy klesd exponencidlné.

2.4.2 Analyza predjizdéciho pruhu

Dle postupu unifikaéni procedury bude nejdiive fundamentdlni diagram rozdélen na 8 segmentd a
poté bude provedena analyza casovych svétlosti pro kazdy segment zvlast’. Podrobné bude analyzovan
pouze jeden zdstupce z volné faze a jeden zdstupce z kondenzované faze, jelikoZ ostatni segmenty ne-
vykazovaly Zadné neocCekdvané chovani. Z uvedenych grafi a tabulky statistik dobré shody 2.2 bude
zfejmé, Ze i v hlavnim pruhu maji Casové svétlosti balancni vlastnost, proto bude pozornost soustfedéna
predevs§im na rozdilnost mezi hlavnim a pfedjizdécim pruhem.

Fazovy segment V',
Z obrazku 2.12 je ztetelné, Ze hustota pravdépodobnosti nabyva okolo své stfedni hodnoty vyssich
hodnot nez v pfipadech v hlavnim pruhu. Tento efekt odpovida nizZ§imu rozptylu pfislusné hustoty,
ne vSak nutné vyss§i hodnoté balan¢niho indexu.

Fazovy segment ¥
Rozptyl hustoty na obrazku 2.14 je jesté nizsi, nez v segmentu V4. Tento fakt odpovidd tomu, Ze ve

stavu s velmi vysokou dopravni hustotou jiZ jednotlivé vozidla nemaji téméf Zaddny rozsah vybéru
rozestupu, ktery udrzuji s predeslym vozidlem.

Statistiky uskute¢nénych modelt linedrni regrese v segmentech W4 a W, viz obrazky 2.13, 2.15, nabyvaji
opét velmi piiznivych hodnot, viz tabulka 2.2. Timto tedy byla ovéfena balan¢ni vlastnost ¢asovych
svétlosti i v predjiZzdécim pruhu.
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Na zavér této analyzy porovnejme hodnoty balan¢niho indexu v hlavnim a predjizdécim pruhu.
V obou dopravnich pruzich se hodnota balan¢niho indexu ve volné fézi pfili§ neliSila, viz tabulka 2.3,
pfi¢emz v hlavnim pruhu jsou hodnoty konzistentné vyssi, nez v predjizdécim. K rozdilnému chovani
dochdzi v kondenzované fazi, kde se hodnota balanénich indexi vyrazné vyviji v zdvislosti na poloze
segmentu. Balan¢ni indexy jednotlivych segmenti ndleZicich kondenzované fazi jsou shrnuty v tabulce
2.4.

Je potieba poznamenat, Ze segmentu W, v hlavnim pruhu nemusi odpovidat stejné hodnoty hustoty
a intenzity jako segmentu ¥y v predjizdécim pruhu. Tyto dva segmenty dokonce ani nemusi naleZet
stejnému dopravnimu stavu. Tento fakt byl zohlednén v tabulkach 2.3 a 2.4 ponechdnim urcitych bunék

prazdnymi.
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predjizdécim pruhu v segmentu ¥¢

Segment SSE  R-square RMSE

Yy 0232 09152 0.241
Y 0.163 09777  0.233

Tabulka 2.2: Tabulka statistik vyjadfujici dobrou shodu dat s pfisluSnymi linedrnimi modely na obrazcich
2.13,2.15

Segment: ¥ ¥, Ys Yy

hlavni pruh: 133 1.34 1.33
predjizdéci pruh: 0.67 0.66 0.67 0.82

Tabulka 2.3: Hodnoty balan¢nich indext v segmentech ndlezicich volné fazi v hlavnim a pfedjizdécim
pruhu

Segment: ¥4 Y5 Y Y, g Yy

hlavni pruh: 1.16 129 1.36 1.33 1.71 1.31
predjiZzdéci pruh: 1.72 143 0.64 0.78

Tabulka 2.4: Hodnoty balan¢nich indexid v segmentech naleZicich kondenzované fazi v hlavnim a pred-
jizdécim pruhu



Kapitola 3

Charakteristiky druhého ¥4du pro BCS

3.1 Rozptyl intervalové frekvence a statisticka rigidita

V ndvaznosti na kapitolu 1 uvazujme obecny BCS, ktery je zaddn pomoci generdtoru gy a intervalové
frekvence Np. Mdme jiZ k dispozici limitni vétu, udédvajici asymptotické chovani stfedniho poctu ¢4stic
na intervalu (0, L) pro L — +o0. V této kapitole se budeme zabyvat dal§im pfiblizenim asymptotického
chovani ¢asticového systému, konkrétné rozptylem intervalové frekvence a statistickou rigiditou, ktera
bude niZe definovéna. Jiz vime, 7e mezi trendovou funkci a generitorem BCS existuje jednoznacny
vztah. Dale ukaZme, Ze podobny vztah existuje i mezi generatorem a rozptylem intervalové frekvence.

S vyuZitim znaceni prvniho, resp. druhého obecného momentu rozte¢i E [Ry] = u, resp. E[Rg] =
oznacme rozptyl rozteci

Var[R] = o — i = 02,
ktery je v pfipadé BCS kladny a kone&ny.

Dal3i charakteristikou druhého fadu pro BCS je rozptyl intervalové frekvence, tzv. rozptyl poctu
cdstic,

+00
ar[N] = > (k—=E[NL] ' PINL =] .
k=0

V praxi se rozptyl intervalové frekvence ziskd z formule
Var [N7] = E[N7] - (L),

kde A(L) je trendova funkce a tvar E [Nf] Ize zjednodusit nasledujicim vypoctem:

ozn.

Y(L) =

+00 L
= fo E[N? | Ry = xlgo(x) dx = fo E[N7 R0 = x| go(x) dx

E[N7] = E[E[N} | Rol]

L L
= f E[(1+ Np-0)?| go(x) dx = f (1 + 2A(L - x) + (L — x))go(x) dx
0 0
= Go(L) + 2(A % go)(L) + (¥ * go)(L). 3.1

Poznamenejme, Ze tento postup je velmi podobny odvozeni tvaru trendové funkce v sekci 1.3, kde
jsme také vyuzili zdkon iterace stfednich hodnot. Ovéfme nyni dosazenim do (3.1), Ze feSeni této rovnice
je ve tvaru

Y(L) = AL) +2(A x r)(L),
39
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kde r je shlukova funkce. S vyuZitim diive odvozeného vztahu (1.24) dostaneme

Y(L) = Go(L) + 2(A % go)(L) + (¥ * go)(L)
= A(L) = (A % go)(L) + 2(A * go)(L) + 2((A % ) * go)(L) + (A * go)(L)
=Go(L)
= A(L) + 2(2 % go)(L) + 2((A * r) * go)(L) . (3.2)

Nyni derivaci (1.24) dostdvame vztah
r(L) = go(L) + (r *x go)(L) & r(L) = go(L) = (r x go)(L),
jehoZ dosazenim do (3.2) a vyuZitim asociativity konvoluce ziskdme

Y(L) = AL) + 2(A % go)(L) + 2(A x r)(L) = 2(A * go)(L)
=AL)+2(A*xr)(L).
Tim bylo dokazano, Ze v BCS lze rozptyl intervalové frekvence vyjadfit vztahem
Var [N.] = A(L) + 2(2 % r)(L) — A2(L). (3.3)
Velmi dilezitou limitni vétou je centrdlni limitni teorém pro Casticové systémy, ze kterého mimo jiné
vyplyvd véta 1.9.
2

Véta 3.1 (Centrélni limitni teorém). Bud’ BCS se stiedni hodnotou rozteci y, a rozptylem rozteci o>.

Potom plati
NL—-Lju D

— Z proL — +oo, 3.4)
o JL/15

D . . . . PN . . . P o
kde — znaci konvergenci v distribuci a ndhodnd velicina Z md standardizované normdlni rozdélent.
Z asymptotické normality (3.4) nutné neplyne konvergence rozptylu

S.j. 0'2
— —3 s
1

Var[ N, |
L

=

avSak podobné vété 1.14 1ze tuto konvergenci dokazat, protoZe dokonce plati obecnéjsi tvrzeni
Var[Np] = xL +x + o(1), (3.5)

kde y je sklon linedrni asymptoty rozptylu a nazyva se statistickd kompresibilita, x je intercept rozptylu
intervalové frekvence a v BCS plati

o2

X=—. 3.6)
Hi
V teorii dopravy se k odhaleni spojeni mezi generdtorem g a intervalovou frekvenci nevyuziva roz-
ptylu intervalové frekvence, nybrZ je pouZivdn pojem statisticka rigidita. Statisticka rigidita poskytuje
néstroj vhodn&jsi k popisu a porovnavani riznych BCS a jejich vlastnosti, mezi které patii napf. in-
terakéni pravidla mezi ¢asticemi. Mimo teorii dopravy nachdzeji veliiny obdobné statistické rigidité
lisp&sné aplikace i napf. v dynamice pohybu davu.! [4]

! Angl. pedestrian dynamics
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Definice 3.2 (Statistick4 rigidita). Bud’ BCS, pak definujeme statistickou rigiditu vztahem

+00

A(L) = B[N = Lim)*| = ) (k= L/ PIN, = A1 .
k=0

Vztah mezi statistickou rigiditou a rozptylem intervalové frekvence je zfejmy ze vztahu
A(L) = Var[Np] + (A(L) - L/m)*.
Z vlastnosti trendové funkce BCS (1.30) totiz vyplyva, Ze
. 2_ 2
lim (A(L) - Ljm ) = ¢,
L—+o0
kde g je intercept trendové funkce, a tedy

A(L)  Var[Ni] sj. o
= —3 =X-
1

[

lim
Lo+oo L L

=

Proto maji linedrni asymptoty statistické rigidity i rozptylu poctu ¢éstic stejny sklon y. Navic s vyuzitim
aproximaci (1.30), (3.5) 1ze najit limitn{ tvar statistické rigidity

A(L) = yL + % + o(1) + (¢ + o(1))*
=xL+x+¢*+o(1) (3.7)
——

=y
=xL+vy+o(l),

ktery udava vztah mezi interceptem statistické rigidity vy a interceptem rozptylu intervalové frekvence »
y=x+q".
Specidlné pro Poissoniiv BCS plati VL > 0 :
AL) = L/my = A(L) = Var[N,],

tedy pojmy statistickd rigidita a rozptyl intervalové frekvence splyvaji. Zaroven z jednoznacnosti tren-
dové funkce vyplyva, Ze tato skuteCnost nastava pouze pro Poissoniv BCS.
V deterministickém systému, ve kterém je o> = 0, plati

L 1
AL) = — -5 +o(l),
w2
Var[Np] =% + o(1),
z ¢ehoZ vyplyva pro statistickou rigiditu
S.j. 1
A(L) = % + 1 pro L — +co.
Z predchoziho je ziejmé, Ze statisticka rigidita konverguje ke konstanté prave tehdy, kdyZ plati podminka

o2 = 0. Tato podminka nastdvé pouze v deterministickém systému, a proto pro BCS, kde o2 > 0, plati
obecné A(L) — +o0.
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3.2 UKkazKky statistické rigidity

V této sekci odvodime obecny tvar statistické kompresibility y v Erlangové BCS v zévislosti na pa-
rametrech generdtoru n € N, 1 > 0. Dile uvedeme grafy statistické rigidity ve zndamych BCS pro uréité
hodnoty parametrt, které budou obecné ilustrovat jeji chovani, a navic znazornime rozdily mezi statis-
tickou rigiditou a rozptylem intervalové frekvence. V ndsledujicim textu rozliSme parametr generatoru A
a trendovou funkci A(L) pomoci zddraznéni zavislosti trendové funkce na L > 0.

Poissoniiv BCS
Poissontiv BCS je pfipadem Erlangova BCS pro hodnotu parametru n = 1 s generatorem ve tvaru

Foxp(; ) = O(x) 1™,

pro ktery plati 4y = 1/1,02 = 1/A%. Dosazenim do vztahu (3.6) ziskdme tvar statistické kompre-
sibility v Poissonové BCS
1
X = A= —.
H1
Tento vysledek Ize ovéfit jednoduchym vypoctem vyrazu (3.3), protoze plati

L 1
AL =—, rlL)=—,
M1 M1

L
2(A % r)(L) = %f ydy = l;i
My Jo 1231
Ziskame tak funkéni predpis pro statistickou rigiditu
A(L) = Var[N(]

= AL) + 2(A % r)(L) — 2>(L)

L

=
ktery je v Poissonové BCS funkénim piedpisem i pro rozptyl intervalové frekvence a trendovou
funkci, jejiz graf je zobrazen na obrdzku 1.5 nahote. Z vyrazu (3.8) je zfejmé, Ze pro intercept plati

(3.8)

% = 0.
Erlangiv BCS
Pro Erlangiiv BCS md generdtor tvar
/ln
fe(x; A,n) = Ox) x e (3.9)
(n—1)!
Pomoci substituce Ax = y a vlastnosti Gamma funkce’ vypocteme piislu$né momenty hustoty
(3.9)
A" oo n o—Ax A" f+oo n+l —Ax
= — - = d
Ui =D L x"e” " dx H2 a0 J; xXTe X
1 f+oo n —yd _ 1 f+oo yn+le—y dy
= 14 Y
-1 ), 7Y 2= Jo
1 1
= =—T(n+2
-t PUPETTRAG
_n _nn+1)
A’ o2

2Pro Gamma funkci plati ¥n € N: I'(n) = (n — 1)!
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ze kterych vyjadiime rozptyl rozte¢i

n
E .

2 2
o =M~ M =

Naslednym dosazenim do (3.6) dostdvame obecny tvar statistické kompresibility pro Erlangiv
BCS v zdvislosti na parametrech generitoru n, A

X—;-

Na obrazku 3.1 jsou zobrazeny grafy statistické rigidity a rozptylu intervalové frekvence pro hod-
notu parametru n = 2 a stfedni hodnoty generatoru y; € {0,5; 1;2}. Z obrazku je zfetelné, ze

VL > 0: A(L) > Var[N;],

zéroven jsou od jisté hodnoty Ly grafy téchto dvou veliin rovnobéZné, a tedy se lisi pouze o
konstantu, kterd je dle (3.7) rovna kvadratu interceptu trendové funkce ¢.

Obrazek 3.1: Graf statistické rigidity a rozptylu poétu &stic v Erlangové BCS s hodnotou parametru
n = 2 pro ruzné stfedni hodnoty generdtoru. Statistickd rigidita je oznacena plnou barevnou Carou a
prislusny rozptyl poctu ¢astic, majici stejny sklon linedrni asymptoty, je oznacen preruSovanou cernou
carou.

Na obrdzku 3.2 jsou zobrazeny grafy statistické rigidity a rozptylu intervalové frekvence pro pa-
rametr n = 6 a stfedni hodnoty generdtoru u; € {0,5;2}. Na obrazku je pozorovatelné podobné
chovénf statistické rigidity, jako v pfipadé n = 2, avS§ak u hodnot blizké L = 0 Ize pozorovat strmy
ndrtst podobny naristu shlukové funkci na obrazku 1.7 dole.

GIG BCS
Nyni uvedeme ukazky statistické rigidity pro GIG BCS s volbou parametrii b = 2, p = 6 v generi-

toru n
fog(xia.b, p) = O() W (aﬁg]
Gig\x;a,b,p) = X)) ————— X exXpl— ,
27(,,(\/6117) 2

kde parametr a byl nasledné urcen z podminky na stfedni hodnotu y; € {0,5; 1; 2}.
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Obrazek 3.2: Graf statistické rigidity a rozptylu poétu &astic v Erlangové BCS s hodnotou parametru
n = 6 pro ruzné stfedni hodnoty generdtoru. Statisticka rigidita je oznacena plnou barevnou Carou a
piislusny rozptyl poctu C4stic, majici stejny sklon linedrni asymptoty, je oznacen pferuSovanou cernou

v

carou.

1.4 r r r r
ni1 = 0.5 —
1_2 L IJ’]. = 1 — -
By = 2
1 - -
’q 0 8 7
N—
<] 0.6 4
0.4} .
0.2 J
0 4 5

L

Obrézek 3.3: Graf statistické rigidity v GIG BCS s parametry b = 2, p = 6 pro riizné stfedni hodnoty
generatoru.

Na obrazku 3.3 je zobrazen vyvoj statistické rigidity pro rtizné stiedni hodnoty generdtoru a na
obrazku 3.4 je zobrazen rozdil statistické rigidity a rozptylu intervalové frekvence. Z obrazku 3.4
je opét zfejmé, Ze od urCitého Ly je rozdil statistické rigidity a rozptylu intervalové frekvence
konstantni, coZ potvrzuje analytické odvozeni (3.7).
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Obrazek 3.4: Graf rozdilu statistické rigidity A(L) a rozptylu intervalové frekvence Var[N;] v GIG BCS

s parametry b = 2, p = 6 pro rizné stfedni hodnoty generatoru.



Zaver

V prvni ¢4sti této prace jsme nejdiive pro generdtor ¢dsticového systému postupné vybudovali po-
trebné pozadavky, pro které jsme ukazali, Ze pfi jejich splnéni jsou zptisoby zadani Casticovych systémi
pomoci znamych veli¢in ekvivalentni. Déle jsme definovali tfidu balancovanych hustot a Casticovy sys-
tém s balancni vlastnosti. Pro tuto tfidu a pfidruZené Césticové systémy jsme shrnuli jejich vlastnosti,
pfi¢emz netrividlni tvrzeni jsme zformulovali do vét, které jsme az na vyjimky dokazali. NejdaleZit&jsi
asymptotickou charakteristikou prvniho fddu v balancovaném ¢4sticovém systému je linedrni asymptota
trendové funkce, kterou jsme pro pfiklady zndmych balancovanych systéma ovéfili numerickymi vypo-
Cty a vysledky zobrazili pomoci grafa.

Ve druhé ¢asti jsme pri analyze dopravnich dat postupovali dle predstavené unifikacni procedury
a pomoci linedrni regrese jsme ovéfili balancni vlastnost ¢asovych svétlosti v hlavnim i predjiZdécim
pruhu. Navic jsme zaznamenali hodnoty balan¢nich indexti v zavislosti na typu dopravniho pruhu a ob-
lasti ve fundamentdlnim diagramu. Preciznéjsi analyza uvedenych vysledkti mdZe byt ndplni budoucich
praci zabyvajicich se podobnou tématikou.

Ve treti Casti jsme pokracovali odvozovanim asymptotického chovani balancovaného Casticového
systému pomoci charakteristik druhého fddu, mezi které patii rozptyl generdtoru, rozptyl intervalové
frekvence a statistickd rigidita. Pomoci centralniho limitniho teorému pro balancované casticové systémy
jsme odvodili limitni tvar statistické rigidity, a sice

A(L) = yL+ 2%+ ¢* +o(1),

kde y je statistickd kompresibilita, x je intercept rozptylu intervalové frekvence, g je intercept trendové
funkce a v balancovaném &asticovém systému plati y = o> /,uf , kde 0% je rozptyl generdtoru a u; je
stredni hodnota generatoru. Na zavér jsme tyto analytické predpovédi ovéfili ve zndmych balancovanych
systémech numerickymi vypoéty a zdtraznili rozdil v chovén{ statistické rigidity a rozptylu intervalové
frekvence.
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