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Uvod

V této préci se sezndmime s vlastnostmi Zobecnéného inverzniho Gaussova rozdéleni (ddle zkricené
GIG), které se v poslednim desetileti ukdzalo jako piinosné zejména v dopravnim modelovéani. Pfi mo-
delovéni Casticovych systémi se zpravidla pracuje s balancovanymi hustotami, najdeme proto takovou
parametrizaci GIG rozdéleni, aby spliiovalo poZadavky této tfidy. Nasledné navdZeme na vyzkumny tkol
Ing. Jany Vackové [2] a na této tiidé vySetiime normovaci konstantu a pokusime se aproximovat $kalo-
vaci vztah pro zdpornou hodnotu parametru a. Behem vypoctu narazime na jistd omezeni a bude nutné
se zabyvat i otdzkou samotné existence feSeni Skalovaci rovnice.

Ve druhé ¢asti sestavime generator pseudonahodnych Cisel, ktery bude generovat Cisla z GIG distribuce
a pomocf statistickych metod tento generdtor porovndme s jiZ existujicim, avSak taktéZ netestovanym
generatorem z roku 2017. K porovnani pouzijeme metody pro bodové odhady parametrd, konkrétné
metodu momentld, metodu maximalni vérohodnosti a metodu minimélni vzdélenosti. V této ¢4sti také
ziskdme predstavu o tom, které metody jsou pro odhad parametrii GIG distribuce vhodné, a bude je tak
mozné v této praci vyuZzit i pii analyze dopravnich dat.

V posledni ¢asti zpracujeme data z rychlého dalni¢niho pruhu holandské dalnice A9. Analyzou téchto dat

ukédZeme, Ze Casové rozestupy dvou vozidel v rychlém pruhu 1ze popsat pomoci GIG hustoty se zapornou
hodnotou parametru a.
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Kapitola 1

Trida balancovanych hustot

Tato kapitola je vénovana tfid€¢ balancovanych hustot, konkrétné jejimu zavedeni a pokrocilejsim

>y

reprezentacim. Ackoliv oproti obecné tfidé hustot ziZime nas okruh adeptli, prilepSime si o nékolik
vyznamnych vlastnosti, které ndm nasledné¢ pomohou pfi zkouméani Zobecnéného inverzniho Gaussova
rozdéleni.

1.1 Zavedeni pojmu

Definice 1.1 (Hustota a balancovana hustota). Bud’ f : R — R funkce spliiujici nasledujici axiomy
(1) Ran(f) CR]
(2) Dom(f) =R

3) f(x) e XFR), ¢cimZ rozumime, Ze funkce f(x) ma konecné mnoho bodl nespojitosti, je spojitd
zleva vSude v R a vSechny nespojitosti jsou tzv. skoky kone¢né délky, kdy

lim f(x)— lim f(x) € R.
xX—ay xX—a-
@) f(x) € Z(R), ¢imZ rozumime, Ze integral j;% f(x)dx existuje a je konecny.
(5) supp(f) C (0, +0), tj. f(x) = O(x)f(x), kde ®O(x) je Heavisideova funkce definovana jako

1 pro x > 0,
Ox) =
Oprox <0.

(6) balan¢ni axiom: 4% € R* takové, Ze
a>x= lim f(x)e™ = +oo,
x—+00

a<x= lim f(x)e** =0.
X—+00

Potom funkci f(x) prohldsime za hustotu, resp. za balancovanou hustotu, splituje-li axiomy (1) — (4),
resp. (1) — (6). Znacime f(x) € JZ, resp. f(x) € A.

Poznimka 1.2. Necht f: R — R, potom definujeme nosic¢ funkce f(x) jako mnozinu

supp(f) := {x € Dom(f) : f(x) # 0}.
13



14 KAPITOLA 1. TRIDA BALANCOVANYCH HUSTOT

Jak je zfejmé z definice, balancované hustoty se od obecnych hustot lisi zavedenim balan¢niho axi-
omu a také tim, Ze vlevo od nuly jsou striktné nulové. Plati vztah %8 C 2. Je pro nds vyhodou, Ze
mizeme naddle vyuzivat véty zndmé pro ¢ a balancni axiom i kladny nosi¢ ndm umozni pridat nova,
silnéjsi tvrzeni, kterd ov§em budou platit pouze pro 4.

K definici balancované hustoty se obCas (zejména v dopravnich aplikacich) pfiddva 7. axiom, ktery po-
zaduje aby ¥ n € Ny : f(0) = 0, nebo-li Ze funkce f(x) m4 v nule takzvané platé. Pro nase tcely vSak
postaci axiomy (1) — (6).

Pokud bychom chtéli definovat hustotu pravdépodobnosti, musi platit axiomy (1) — (5) a axiom (4) musi{
byt specifikovan na fR f(x)dx = 1. Tim je oSetfena nejen integrabilita na celém R, ale také zarucena
normovanost hustoty.

V Sestém axiomu jsme pro kazdou f(x) € A nasli Cislo x takové, Ze spliiuje balancni axiom. Toto x > 0
budeme naddle nazyvat balancnim indexem funkce f(x) a oznacime inb(f) = x. K hled4ni balan¢niho
indexu mtzeme také vyuzit balancniho kritéria:

fx)e# o lim (&) g

X—+00 X

Limita vpravo pak pfedstavuje vzorec pro vypocet zdporné vzatého balancniho indexu. Vyslovme a do-
kazme si nyni dva body z véty o rozsahlosti soustavy %, nebot’ se na n¢ budeme dale v textu odkazovat.

Véta 1.3 (O rozsahlosti soustavy %). Necht' f(x) € #,a > 0,8 € R. Potom plati:

a) x¥f(x) € # aplati inb(x?f) = inb(f).

b) Pokud 8 < inb(f), potom f(x)e’* € % a plati inb(fef*) = inb(f) — .
Diikaz. Je tfeba ovéfit platnost 6 axiomii z definice [1.1]za pfedpokladu, Ze f(x) € 2.

a) x*f(x), a>0
Funkce x%(a > 0) je spojitd funkce definovana na celém R. Diky Heavisideové funkci uvnitf f(x)
i po pfendsobeni x* zlstane Ran(f) C R a Dom(f) = R. Vyndsobime-li po ¢dstech spojitou
funkei funkef spojitou, bude vysedek nadéle po ¢astech spojitou funkei a tedy x* f(x) € ZE(R).
VySetieni integrability rozdélime na pfipady x € (—oo, xp) a x € (xg, +00).

e Funkce x“ f(x) je nulovd na (—o0, 0) a na (0, xp) je po Castech spojitd. Oznacme body nespo-
jitosti &1, ...,& € (0,xp). Necht plati 0 < & < & < -+ < & < xp. Integrdl od 0 do xg lze
z linearity rozdé€lit na soucet k+ 1 integrald. V téchto d{l¢ich integralech integrujeme spojitou
funkci na kompaktnim intervalu a ziskdme tak soucet k + 1 konecnych integrald. Odtud jiz
plyne x* f(x) € Z((—00, xp)).

e Jelikoz f(x) € A, potom lze zvolit y € R takové, aby 0 < y < inb(f). Z balan¢niho axiomu
zname hodnotu limity lim f(x)e” = 0. Odtud vyplyva, Ze
X—+00

Ye>0 dxp eR* : |[f(x)e¥|<e = |f(x)| <ege™. (1.1)
Nyni uZ snadno najdeme integrabilni majorantu na (xg, +o00) pro x® f(x):
X f(0] < Ix"e €| € Z((x0, +00)).

Ukdzali jsme, Zze x? f(x) € Z(R). Nosi¢ je diky f(x) € £ taktéZ podmnozinou R*. V poslednim
kroku zbyva ovéfit 6. axiom.
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Nejdfive zkusime pomoci balan¢niho kritéria najit inb(x®f) a s touto znalosti poté prekontrolu-
jeme splnéni balan¢niho axiomu:

GO _ L I InG)
X

X—+00 X X—+00 X

=inb(f)

inb(x?f) = — lim

xX—+00

=0 + inb(f) = inb(f).

Odtud pro y € R plyne

lim x%f(x)e? =

X—+00

0 proy < inb(f),
+00 pro y > inb(f).

Tim jsme ovérili, Ze x* f(x) € & pro @ > 0 a inb(x*f) = inb(f).

b) ¥ f(x) proB € R AB < inb(f)

Funkce e*(8 € R) je spojitd a definovand na celém R, navic je pro vSechna x € R kladn4. Proto
i soudin f(x)e®* m4 nadile Ran(f) C Ry a Dom(f) = R. Vyndsobime-li po ¢dstech spojitou funkci
funkci spojitou, bude naddle po &éstech spojité a tedy " f(x) € P%€ (R). K diikazu integrability
ndm staci vyuzit odhad (I.1I)) z bodu @) a volme 7 tak, aby platilo 8 <y < inb(f). Potom

1% F(x)] < |8 £ e 77| < £ BV € 2((0, +0).

Na intervalu (—co, 0) je funkce nulové, a tudiZ také integrabilni. Proto ef*f(x) € .Z(R). Nosi¢ je
diky f(x) € £ taktéz podmnozinou R*. Nakonec piekontrolujeme balan¢ni axiom:

0 proB+vy < inb(f),

lim f(x)e® ¥ = _
X0 +00  pro S + vy > inb(f).

Vidime, Ze inb(e#*f) = inb(f) — 8. Ukézali jsme tedy, Ze x?f(x) € % pro B € R a zirovei
B < inb(f).

O

Véta jest dokdzana a miize byt v dalSich dvahéach pouzita. Mame-li funkei f(x) € 9 apron € Ny je
vyraz x" f(x) integrabilni na celém R, potom ¢islo

L = f X f(x)dx (1.2)
R

nazveme n-tym obecnym momentem a posloupnost (i), , momentovym kédem hustoty f(x), ktery zna-
&ime symbolem 7Z. Z prvniho bodu Véty vime, ze pokud f(x) € &, potom VY n € N plati x" f(x) € £,
¢imzZ je zaru€ena integrabilita na celém R pro vSechna n. Z toho plyne, Ze kazda balancovana hustota ma
vSechny momenty. UZite¢nost tohoto tvrzeni miZeme demonstrovat na teorii Laplaceovskych transfor-
maci.

Laplaceovu transformaci na % zavadime predpisem

F(s) = Z1F1(s) = fR Fedx, (13)

kde f(x) € Z. Chtéli bychom vysettit Dom(F(s)), proto budeme hledat s € R, pro kterd je funkce
f(x)e™* integrabilni. Odkazeme se opé€t na vétu konkrétn€ na druhy bod, ze kterého plyne, Ze pro
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B < inb(f) je f(x)ef* € A, a tudiz musi byt f(x)ef* € Z(R). Pfevedeme-li to na n4s pfipad, pak pro
—s < inb(f) musi byt f(x)e™** € Z(R). Pak zjevné

Dom(F(s)) = (—inb(f), +o0).
Zjistili jsme, Ze pro f(x) € 4, inb(f) > 0 existuje okoli, které celé lezi v defini¢nim oboru F(s):
Uinb(s)(0) € Dom(F).
Uved 'me zde dalsi vlastnosti, které prislusi obrazu balancované hustoty:
a) F(s) € €°(Dom(F)).
b) F(s) je nezdpornd na Dom(F).
¢) F(s) je klesajici na Dom(F), coz plyne z faktu, ze V s € Dom(F) : F'(s) < 0.
d) F(0)=
o) lim Fs) =
f) F(s) je omezend na (0, +00).

V defini¢nim oboru F(s) lezi okoli nuly o poloméru rovném inb(f). F(s) je tiidy €*°(Dom(F)) a v nule
ji odpovidd nulty moment. Prohlédnéme si ostatni jeji derivace v nule:

F®(s) = (=1) f K f(xedx,
R

odkud dostavame, Ze

F®©0) = (1) f Ffodx = (=D
R

Vyuzijme nynf teorii Maclaurinovskych rozvojt a sestavme fadu pro F(s):

F®
pisy 3 Uy Z( D i 14

k=0

Lze ovéfit, Ze F(s) je v nule analytickd a pro polomér konvergence R plati R > inb(f). Diky vlastnostem
balancovanych hustot jsme tedy schopni sestavit Maclaurintiv rozvoj Laplaceova obrazu F(s) a staci
nam k tomu znat momentovy kéd vzoru f(x). Funkce f(x) je navic svym momentovym kédem urcena
jednoznacné.

Pomoci nultych a prvnich momentl jsou zavedeny podtiidy A, a %B)1. Necht’ f(x) € £ a ug, 11 jsou
momenty f(x). Potom definujeme

e f(x)e B © up =1.0 f(x) € % prohlasime, Ze je normovana,
o f(x)e B © up =u1 = 1.0 f(x) € A1, prohlasime, Ze je normovand a Skalovana.

Prejdeme-li do Teci statistiky, 1ze z momenti vypocist stFedni hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny X pii
rozdéleni f(x) pomoci znamych vztahti:

E(X) = 1,
VAR(X) = 1> — 11}
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Piibuznymi pojmy ke stfedni hodnoté jsou medidn x a modus Mod(X). Medidn X ndhodné veli¢iny X
popsané hustotou pravdépodobnosti f(x) definujeme jako

X:= inf{c eR: f:c f(x)dx = %}

Modusem rozumime Mod(X) = argmaxf(x). Rekneme, Ze f(x) je unimoddlni hustotou, pokud existuje
¢ € R takové, Ze f(x) je pro x < c¢ neklesajici a pro x > ¢ nerostouci. Pro unimodalni hustotu je Mod(x)
prave bod c.

Zadefinujme jesté pomezi a rozpéti. Necht' f(x) € Z. Potom pravym, resp. levym pomezim funkce f(x)
rozumime ambg := sup {supp(f(x))}, resp. amb; := inf {supp(f(x))}. Rozdil ambg — amb; nazyvame
rozpétim a znaCime marg(f). Oznaceni pochazi z anglického ambit a margin. Je-li pro f(x) € S levé
pomezi rizné od nuly, jedna se o tzv. posunutou hustotu.

1.2 Priklady balancovanych hustot

Vime, ze % C F¢. Pojd’'me se podivat, jestli do % budou spadat i ucebnicova rozdéleni, jako jsou
Gamma, Erlangovo a Exponenciélni, pfipadné jak to ovlivni volbu jejich parametrd. Hustoty budeme
uvadét v alternativni fyzikdlné motivované parametrizaci, kterd vzesla z dopravniho (fyzikalniho) mo-
delu. Nazorné provedeme urovani parametrd u Gamma rozdé€leni. U Erlangova a Exponencidlniho by
byl postup obdobny, nebot’ jak si ukdZeme, jednd se o specidlni pfipady Gamma rozdéleni. A protoZe
predmétem této prace je zejména GIG rozd€leni, tak jeho vlastnosti a parametry budeme rozebirat velmi
podrobné.

1.2.1 Gamma rozdéleni
V souladu s touto praci zavedeme Gamma rozdéleni pfedpisem
gr(x) = AB()x"e™", (1.5)
kde «a je tzv. tenze a A tzv. koncentrace. Volbu parametrii @, 1,A € R nyni chceme provést tak, aby
gr(x) € A, tzn. aby byly splnény axiomy z definice[I.1]

Diky Heavisideové funkci ndm bez velkych obtiZi plati axiomy (1), (2), (5), budeme-li uvazovat A > 0,
abychom zarucili nezdpornost oboru hodnot. Funkce gr(x) je nezdpornd a na R* nenulova.
Duslednéji vySetiime po ¢dstech spojitost z axiomu (3) v xg = O:

L™ = lim A®(x)x%e™" = |®(x) = 0| = 0,
X—

Oproa > 0,1 €R,
L' = lim AB(x)x"e™™ = A lim e ={ Aproa=0,1€R,
x—04 x—04

+ooproa < 0,1 R,

Oproa > 0,1€R,
LT —L = Aproa =0,1€R,
+ooproa < 0,4 €R.

Po ¢astech spojitost ndm dovoluje pouze kone¢ny pocet skoki kone¢né délky. Proto

gr(x) e ZZ€R)proa >0,1€R,A > 0.
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Axiom (5) také nebude obtiZzné ovéfit:

+00 +00
f AO(x)x%e Ydx = A f x%e ™ dx = |Adx = 1] =
— 0

(o0

+oo Al'(a + 1
f tae_’dt:L,/l>0,a20.
0

/1(x+1 /lcx+1

Tedy pro 2 > 0,a > 0 je gr(x) € Z(R). Odsud vidime (diky splnéni (1) — (4)), Ze gr(x) € S pro

A >0,1>0,a > 0. Findlni formu parametrd pro piislusnost do 2 ovlivni balan¢ni axiom (6). Hleddme
» > 0 takové, aby pro w € R platilo

w>x = lim AO)x%e e = +oo,

xX—+00
w<x = lim AO(x)x%e ¥e® = 0.
X—+00
Piimym vypoctem ziskdme (pro A # 0)

lim A@(x)x%e " e“" = A lim x%e @ V¥ =
X—+00 X—+00

+00 pro w > A4,
0 pro w < 4.

Tim jsme nasli takové » = A, pro které axiom plati a z definice pak dostdvame inb(gr) = A. Zavérem
miZeme souhrnné napsat:

gr(x) € S pro volbu parametrd A > 0,1 > 0,a > 0,
gr(x) € & pro volbu parametria A > 0,1 > 0,a > 0.

1.2.2 Erlangovo rozdéleni
Erlangovo rozdéleni je specidlnim piipadem rozdéleni Gamma, kdy za « volime n € Ny. Jeho obecny
predpis je
gE(x) = AB(x)x" e ™, (1.6)

kde n je fad Erlangova rozdéleni a A koncentrace. VySetfovani parametrd by prob&hlo stejnym postupem
jako v[[.2.1]a dosli bychom k zavéru, Ze

ge(x) € J€ pro volbu parametri A > 0,4 > 0,n € Ny,

gEe(x) € & pro volbu parametri A > 0,4 > 0,n € Nj.

1.2.3 Exponencialni rozdéleni
Provedeme-li pro Gamma rozdéleni volbu @ = 0, ziskdme tim Exponencidlni rozdéleni

Jexp(X) = A@(x)e—/lx, (1.7)

kde A je tzv. koncentrace. Z pfedchozich tivah nenf t€7ké domyslet, Ze volba parametrti bude opét rozdilna
pouze u parametru A.

Jexp(X) € J pro volbu parametrd A > 0,4 > 0,
Jexp(X) € % pro volbu parametri A > 0,4 > 0.
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1.2.4 Zobecnéné inverzni Gaussovo rozdéleni (GIG)

Zobecnéné inverzni Gaussovo rozdélenti, které nadéle budeme oznacovat zkradcené GIG (z anglického
Generalized Inverse Gaussian Distribution), neni sice typickym ucebnicovym piikladem hustoty, ale
pravé jeho vlastnosti budeme v této praci zkoumat velmi diikladné. Rozumime jim funkci

g616(x) = AB(x)r%e Ve s, (1.8)

kde « je tenze, B intenzita a A koncetntrace. Parametry a, 8, 1, A € R si opét uréime tak, aby ggjc € F7,

resp. ggig € 4.

Je-1i § # 0, potom se jednd o ryzi GIG-hustotu. Vylucujeme v této chvili moZnost 8 = 0, jelikoZ touto

volbou piejdeme ke Gamma rozdéleni.

Pro urCovani parametri je nasledujici ¢islovani sladéno s ¢islovanim v definici|l.1|tak, Ze bod (1) odpo-

vid4 prvnimu axiomu, (2) druhému atd.

(D+(2) Stejné jako tomu bylo u Gamma rozdéleni, Heavisideova funkce ®(x) a nezapornost vyrazu x“e‘“e‘é

na R* i v pifpad€ GIG zajist uje Ran(ggrc) C R} a Dom(ggig) = R. To je splnéno pro @, 8, 1 € R,
A>0.

(3) Vysetfovani CasteCné spojitosti rozdélime na dva piipady: @ € R\{0} a @ = 0. V obou mame
podezieni, Ze by mohl nastat problém v bodé xg = 0:

a>0:

L™ = lim A®(x)x%e Ve % = 1O(x) = 0] = 0.

) 2 B i Lprof=0 Oprof>0,1€R,
L"=1mA®Kx) x* eYer=|ex—>q Oprof>0 |=
=0, —— +ooprof<0,1>0.
510 -0 -l +oopro8 <0

It 1= Oprof=>0,1€R,
+ooprof < 0,40,

tedy proa > 0,8 > 0,4 € R je GIG spojita funkce.

a=0:

L = lir(r)l AG)(x)e_Me_g =|0(x)=0[=0.
xX—U_

1prog=0 Aprof=0,4€R,
o -8 | - _
L —XILI&A Bx) e ei=|er > OproS >0 = Oprof>0,1€R,
-1 —l +ooproff <0 +ooprof < 0,4 €R.

AeRprof=0,1€R,
LT - = OproB>0,1€R,
+ooprof < 0,4 €R,

aneb pro @ = 0,8 > 0, 2 € R je po Castech spojitou funkei.
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a<0:
L™ = lim AO()xe et =10(x) = 0] = 0.
X—U_

_1
24 1im O () "e# et =0prop> 0120,

. — _B t—+o00
L™ = lim A®(x) x* e ex= 50 o1
x—04 ~ ~ -0
—00 -1

+ooproff<0,1€R.

It = Oprofs>0,42>0,
+ooprof <0,4€R,

tudiZ pro a < 0,8 > 0,4 > 0 je GIG spojité funkce.

Piislusnost do tiidy Z?% (R) vyzaduje konecné mnoho skokd kone¢né délky. Z toho vyplyvd, Ze
zamitdme v8echny piipady, kde nam skok L* — L™ vySel nekoneény. Piipustné hodnoty parametrd
zustaly o € R,8> 0,4 > 0,A > 0, tedy pokud se omezujeme pouze na ryzi GIG.

(4) Integrabilitu budeme zkoumat pro ryzi GIG s parametry @ € R, > 0,4 € R,A > 0. Vidime, Ze

Ax -5 e Ax -5
fA@(x)x“e_ e xdx = Af x%e e xdx.
R 0

—Ax

VyuZijeme toho, Ze pro 8 > 0 je funkce f(x) =" x®e et spojitd na (0, +o0), a budeme zkoumat

limitu x — 0% a x — +oo:

Oproa #0,

x—0,4

lim x%e~ e % = |viz 3)| =
1 proa =0,

proa>0 lim x%e = 0 pro >0,
x—+00 +oo  pro 1<0,
0 prod>0
roa <0 lim %e—/lx: ,
h{fl e e‘”'_é N ' xoreo t { +o00 prod <0,
X—+00
B 0 prod>0,
X—+00
1 proa=0.

Zjevng, pokud ptijde funkce v nekonecnu do nekonecna nebo do jednicky, nebudeme schopni zis-
kat konec¢ny integral. Proto pro dalsi tcely uvazujme pouze 1 > 0 a @ € R stdle zdstdva libovolnym
parametrem. Nyni, kdyZ vime, Ze funkce zaCina v nule (piipadné v 1), a do nuly se vytraci, ma-
Zeme se pokusit najit integrabilni majorantu.Vysetfovani rozdélime na pripady, kdy @ = 0, > 0
aa<0.

a < 0 : Pokusime se o nésledujici odhad:

_ 17 —E_ —-Ax —Ax ?
IfCl =1 x¥e”x e ™| < |e” " hi(Xmax)| € ZL((0, +00))

ozn. hi(x)

P s . _B . ,
Zkusme nalézt globdlni maximum funkce /;(x) = x*e™x na (0, +0c0). Derivaci funkce % (x)
ziskdvame rovnost

!

_B 1. £ oy _B
Hi(x) = (x"e™5) = ax®'e™s + px?%e 77 = 0,
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kterou resi hodnota

a

Xmax =

Protoze Citatel ve zlomku je kladny a jmenovatel zdporny, bude bod X, = —g naleZet
do (0, +00). Typ extrému muzeme ovéfit z druhé derivace:

1 B o _E
R (x) = (@x*'e % + gx" e 75y
o _B 3 _B 3 _B 4 _B?
= a(a — Dx¥2e7 + afx" e + (@ - 2)Bx" e + fAx¥ e <0

Dosadime x4, a vySetiime znaménko druhé derivace

(@ = D)y, + QB = 2B) ke + 2 < 0
B 28°
s

?
— 4B <0
(07
2
— <0 & ﬁ2>0aa<0.
a

B - 28+

B

ProtoZe je druhd derivace v bod€ x4y zapornd, tj. Ay (Xpmax) < 0, je bod Xpey = —7 maximem

pro a < 0,8 > 0. Lze provést odhad:

B

If(0)] = [x¥e e ¥ < < Ke ™ € Z((0, +o0)),

(_é)a IR

a

kde K je konstanta. Tim jsme ukazali, Ze g6 € -Z(R) pro parametry a < 0,8 > 0,4 > 0.

a = 0: Tento piipad bude velmi jednoduchy. Vime, Ze Vx € (0, +o0) je e " < 1. Tudiz
e e ™| < e M| € Z((0, +o0)),

tedy i pro @ = 0 je ggic € ZR).

a > 0 : Znovu zuzitkujeme fakt, Ze Vx € (0, +0) je et < 1, a odhad povedeme ve stejném duchu.
8
[xPe e i < [x%e™| € Z((0, +00)).
Nasli jsme zde integrabilni majorantu i pro a > 0.

Shriime si, ¢eho jsme v bod€ (4) dosdhli. Dokdzali jsme najit dvé mozné kombinace parametrd,
pro které je GIG integrabilni funkci. Jedna moznost byla pfevést GIG na Gamma rozdéleni s vy-
sledkem volby 8 = 0, > 0,4 > 0,A > 0 a druhd projit kompletni postup vySetfeni integrace pro
ryzi GIG, ktera je zaru¢ena dokonce proa € R, > 0,4 > 0,A > 0.

Nadadle tedy uvazujeme rozmanitéjsi volbu parametri @ € R,8 > 0,1 > 0,A > 0 pro ryzi GIG roz-
déleni a v tomto okamZiku miiZeme prohlasit, Ze pravé pro tyto parametry spliiuje ggic(x) axiomy
(1) — (4) a miZeme ho nazvat hustotou.

(5) Plati trivialn€ ze zavedeni GIG.

(6) Posledni axiom odhali, pro které parametry je GIG balanéni hustotou, tzn. gg;6(x) € Z. Vyzkou-
Sejme opét piimy vypocet a uvazujme @ € R, > 0,4 > 0,A > 0:

+00 pro w > A4,

X—+00 X—+00

lim A@(x)x“e_ge_“e“’x =A lim xae—éew—m —
0 pro w < A.
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Pravé jsme tedy nasli inb(ggs) = 4 a dokézali jsme, Ze

gcic(x) € € pro volbu parametri @ € R, > 0,4 > 0,A > 0,
gcic(x) € & pro volbu parametrd @ € R,8> 0,1 > 0,A > 0.

Odted’ uz vime, pro jaké parametry je GIG balancovanou hustotou, proto v ndsledujicim textu uvazujme
jen a pouze tuto ryzi volbu, nebude-li feceno jinak.

-

0.16

[~
[}
-~ o

0.14 -

0.12

X

Obrazek 1.1: Ukdzka GIG rozdéleni pro parametry A= =41=1aa =-1,0,1.



Kapitola 2
Skalovani

V pfedchozim textu jsme zavedli tiidy %, a %B;;. V této kapitole budeme vySetfovat tvar normova-
cich a Skédlovacich konstant pro gr(x), ge(x) a gexp(x). Ke Skdlovéani GIG rozdéleni piistoupime aproxi-
mativne.

Budeme fesit rovnice pro balancovanou hustotu f(x) € 4 takové, aby f(x) € %,. Tvary téchto rovnic
jsou nésledujici:

B —+00
normovaci rovnice: po(f) = f f(x)dx i f f(x)dx:! 1,
R 0

B + 00
Skalovaci rovnice: uo(f) = f xf(x)dx Je f xf(x)dx 11
R 0

KaZda z rovnic eliminuje jeden parametr na normovaci, resp. $kdlovaci konstantu.

2.1 Exponencialni rozdéleni

Exponencidlni rozdéleni (1.7) je z tiidy 2 pro parametry A > 0, 1 > 0. Normovaci rovnice je tvaru
e—/lx

A

+00
A
=21,

0 A

+00
ﬂO(gexp) = Af e Pdx=A [_
0

z néhoz plyne, Ze normovaci konstanta musi mit hodnotu A(1) = A.
Skalovaci rovnice ma tvar

+00

+00 e—/lx
/Jl(gexp) = Af xe Ydx PﬁR A [_X 1 ]
0

Tvar 8kdlovaného a normovaného Exponencidlniho rozdéleni je tudiz g..,(x) = O(x)e™.

+00 e—/lx 1
+/1f dx:zil,odtuddosévéme&:l.
0

0 A

2.2 Erlangovo rozdéleni

Erlangovo rozdéleni (1.6) je z tiidy % pro parametry A > 0,4 > 0,n € Ny. Normovaci rovnice ma

tvar
+00 Ax=y | A [*/y\ AT(n+1)
=A X'e¥dx = = —f (—) eV =" =1,
Holgr) fo ‘/ldx - dy‘ 1o 1 Pl

23
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Z ngj plyne, 7Ze A(A,n) = Skalovaci rovnice

I(n+1)
n+1 +00

n+l —Ax
T(n+1)

e

f+°° "+1e_y_ I'n+2) *n+1 i

Hi(gE) = Tt D) N

r(n +1)

Ax =y
|adx = dy

pak vede k hodnoté A(n) = n + 1. Tvar Skdlovaného a normovaného Erlangova rozdéleni je

ge(x) = O(x) ('F’zrnll'; ~(1+Dx "Symbol * ve vypodtu znadi vyuZiti vztahu I'(z + 1) = zI(2).

2.3 Gamma rozdéleni

Gamma rozdéleni (1.5) je z tiidy 2 pro parametry A > 0,4 > 0, @ > 0. Normovaci rovnice

+00 /1x — A +00 a AF 1
Holgr) = Af x%e Ydx = - _f (Z) eV = Alla+ 1) 1 1
0 Adx = dy A Jo A Qo+

a Skalovaci rovnice

dava A(4, @) = r( +1)

Ax = +°° “+1 C(a +2 +1
milgr) = f X e iy = f evo Latd o+l
F(a/+ 1)) Adx = dy F(a+ 1) Ma+1) A

vede na A(a) = a + 1.
a+1
Tvar Skdlovaného a normovaného Gamma rozdélent je gr(x) = @(x)% ~(a+l)x

2.4 GIG rozdéleni

Ryzi GIG rozdéleni je z tfidy % pro parametry A > 0,a € R,4 > 0,8 > 0. NeZ zacneme

s normovéanim a Skdlovanim, pfedstavme zde Macdonaldovu funkci (modifikovanou Besselovu funkci

druhého druhu) a jeji vlastnosti. Jde o funkeci, ktera fesi modifikované Besselovy obycejné diferencidln{
rovnice zndmé z [1] jako

XA (x) + x K] (x) — (2% + @) Ho(x) = 0 (2.1)

a md ndsledujici integralni tvar:

2(1—1 +00 2
Ho(x) = f y* e Ve wdy. (2.2)
x® 0
Pro @ € R plati vztahy:

2
Ao (x) = A1 (x) = —7“%()0,
t%/w(x) = f%/—a(x)-

(2.3)

2.4.1 Normovaci rovnice

+oo A.x = +oo Q/+1 1 (2r)2
Ho(gGic) = Af xeVe tdy = ’ Y I = f e Ve dy =
0

/_1
A
A 2 a+l '
@ /la+1 ( \/2_a) Har1(2 \/_) [\/g) Har1(2 ‘/ﬁ_/l) =L
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Z ni vyplyva, Ze

W~

Aeb = VB

2.4.2 Skalovaci rovnice

7 a+l
(\/;) f+ooxrz+1 L :‘ /lx:y ‘:
0

mi(geic) = Ao D e e rdx Adx = dy
B (\/%)(Hl 1 +00 y a+2-1 y _<2\4/3ﬁ)2d B (2-4)
e, G e e
i)
@ B 1 2B+ Har22NBY (B 1

Yar Has2(2ABA) = oo V-

Z tohoto vypoctu se ndm nepodafi explicitné vyjadfit A(a, ). Pokusime se tuto zdvislost najit pomoci
aproximativnich metod.

2 H a1 (2VBA) A7+

PoznAmka 2.1. Uvazujeme-li ryzi normovany GIG, potom je k—ty obecny moment tvaru

_ B % a+1+k(2\/ﬁ_/l)
Hi(gGiG) = (/_l) m (2.5

2.4.3 Aproximace Skalovaci podminky

Skélovanim GIG hustoty pro @ nezéporné se zabyvala ve svém vyzkumném tkolu [2] Ing. Vackova.
My chceme dopogitat $kédlovaci podminku pro zdporné @. Klademe diiraz na druhy vztah zminény v (2.3),
dle kterého je 7,(x) = #_,(x). Diky této rovnosti se miZeme inspirovat postupem v [2]] a provést
obdobné vypocty.

Existence reSeni Skalovaci rovnice

Nez se zaCneme zabyvat aproximaci Skdlovaci podminky, prozkoumejme nejdfive, pro jakd « lze
Skélovaci rovnici fesit. Diky vysledkim uvedenym v [2]] vime, Ze Skdlovaci rovnici lze fesit pro kazdou
dvojici parametri ¢ > 0,8 > 0. OvSem pro @ < 0 tomu tak vZdy byt nemusi. Demonstrujme si tento
problém na druhém obecném momentu ;.

Predpokladejme normovanou a skdlovanou GIG hustotu, tzn. gy = u; = 1. Mdme platnou $kalovaci

podminku (2.4)
- \ﬁ%ﬂ(z«/m) 4
1 «%fwl (2 \/,8_/1)

’

odkud ziskame rovnost

\/é%ﬂ(z VBA) = Har12BA). (2.6)
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Druhy moment je roven

&3 B HarsCVBD @ pFar12VBD + 275 Har22NBA)

SRV ARy 7 S A1 NBD ) 27
§+(a+2)¢%{y+1(2\/ﬁ_/l):,3+a+2
A /l%ﬂ(z‘/ﬂ_/l) A '

S ohledem na definici druhého momentu (I.2) musi platit, Ze

—+00 B
Uy = f x"*2e v M dx > 0,
0

odkud pro nalezeny vysledek plyne
L+ra+2

A
Pravé jsme narazili na omezeni, které muselo vzejit ze Skdlovaci podminky, a to aby a + 8+ 2 > 0.
Zkotrolujme proto, pro ktera «, 8 € R existuje feSeni Skdlovaci rovnice

\[ B Har22NBD) L |
a+1 (2 \/_)
Uvazujme fixnf o a zaved’'me funkci @ : R — R piedpisem

B Har22NBA)
- 1. 2.8
\/7 (y+1(2 \/_) ( )

VyuZijeme nyni teorii implicitnich funkci. MyS$lenkou nésledujiciho postupu je ukazat, Ze najdeme-li
vhodnou mnoZinu M v§ech moZnych voleb 8, pro které funkce ®(g, 1) spliuje, Ze

> 0.

DB, ) =0 YBeM, (2.9)

potom (B, 1) generuje jednoznacné implicitni funkci A(8), tzn. existuje feSeni Skalovaci rovnice. Vy-
Setrme nyni prubéh funkce ®(B, 1). Divejme se na ni jako na funkci jedné proménné ®(1) s parametrem
B > 0 a pro zjednoduSeni ozna¢me z = 2 v4. Tedy zkoumejme funkci

Z_ﬁ %+2(Z) _
Z %H(Z)

Pro defini¢ni obor a obor hodnot plati Dom(®) = (0, +o0), Ran(®) C (-1, +00). Nds bude zajimat maxi-
mum/supremum funkce ®(z), protoZe se chceme ujistit, zda funkce ®@(z) viibec nabyva nulové hodnoty.
Skélovaci rovnice md totiz po reformatovani tvar ®(z) = 0. Jako prvni zkusme najit staciondrni body
pomoci prvni derivace

D(z) =

90 ~2BHar1 (D) Ha2(2) + 2B (Mo Q)H] @) — K], (K@) |
oz 2H2 (D) )

Reseni rovnice
H a1 @D Har2(2) = 2 (Han1 @A 5(2) = K (D Hira(2))

by ovSem bylo zdlouhavé a nemuselo by viibec existovat. Pokracujme proto dal$im bodem a k tomuto
staciondrnimu bodu se vratime kratkym komentafem v dal$im textu. Dal§im bodem podezielym z ex-
trému je hrani¢ni bod defini¢nitho oboru Dom(®), kterym je z = 0. VySetfme limitni hodnotu funkce
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®(z) pro z — 0% a respektujme vztah (2.3), kvili kterému se nam situace pro @ < —2
tedy o limitu
2p Har2(2)
im ———— —
-0, 7 f%ﬂ (2)
Vyuzijeme odvozeny vztah pro aproximace Macdonaldovy funkce pro malé x z [2]

27

zméni. Jedna se

1
1 2 a2
X () ~ 227 T (@)2a - 177 2x + 20— 1) 2 e = 52°T@)|1+ 5 & 1] e . (2.10)
o —
Vypocet rozdélime na vice piipadi
Da>-1:
a+3
23 %+2(Z) “1=1im 2 2B Za+2%+2(2) _1 ZI10) lim -2 43 e + 2)[ 2a+3 1 =
Z—’0+ z %H(Z) =0, 22 227 H011(2) -0, 72 (o + 1)[ 2,+1 a+id
22 (I+%
1|1+
£ 4(a + 1) lim —2[2"—”1 — 1% 4o,
7—0; Z [1 + 2, 19%2
2a+1
Da=-
1
28 2B.4 2611 +2z7]2
m ﬂ%(zz IQH%I%ﬂ 12(3)5/ —l@lirg ﬂ[; z]? 1=
0. 2 0(z =0, 2.2(2) 1(2) =0, 2F(2)[1 N % 001 4220}
3
[1+22]2 ([1 +E e+ 2z]%)
= 8 lim 1=
0 [1+ %] -1 +22]
\/1 +4z+ 102+ 893 4+ 0441422
= lim 1 5 -1 = +o0,
7—04 §Z + fz3
3ae(-1,-2):
a+3
im 2B Hai2(2) L= 1 28 292 Hy40(2) | B p2Xe? o+ 2)[1 =1 1<
z—04 Z <%/(1+1(Z) z—04 Z2 Z_a’_ljg/_a—l(Z) 704 ZZ(CH—Z) r( a— 1) [1 _ 2a+3 (l_%
) 22 e +2) (|1 + 525 -1 - 2a+3])a+2 »
=fIm e T(—a—1) -
4 2 at+s
_ 8 lim 2@ D (@ + 2) (1 - (2ai3)2) 2 1=+
= _ = 0
=0, T[(—a-1) 2a+2) ;
—_—
>0
4 a=-
l' 2 0 lim 2B8.%
RN = L R st I
0. 7 Ho1(2) =04 (1 +22)3 hm(l +22)3 I ’

=04

@Jﬁ (2)
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5)a<-2:
2B Hond) D T ) g, Tee-2[ls T
m £ -1 28 lim = 5 g lim _ 12
200 2 Hon (@) 20, 77 K01 (D) RS I D] P
1+ 2]
£ 4 lim 20 . —12——62—1,
ZH+(a/+2)[1+_2%j_3 2 @

kde v krocich oznacenych ® byl vyuzit vztah I'(z + 1) = z['(z) a v % limity

3
2% (l’+§
bm 1 [1 + 5013 _ 1 pro x = 0,
x—0, X% [1 oy 1043 +oo  prox €N,
2a+1
3
2x (l+§
lim x"[l ~ 3043 3 1 prox =0,
x—0; [ 2 f”’% 0 pro x € N.
2a+1

Fakt, ze pro @ > -2 se funkce limitné bliZi k nekonecnu, znamen4, Ze funkce ®(z) ma supremum na
pravém okoli nuly. Vysledek pro @ < —2 ndm tikd, Ze funkce v nule zprava nabyva kone¢né hodnoty.
Zkusme spocitat, jestli miiZze hodnota ®(z) pro z > 0 a @ < —2 prevysit nebo nabyt hodnoty, které se blizi
pro z — 0*. Dosad’me

B ? 2B Hoa(2)
a2 VT T Ao ©
B2 B+ Han
a+2 " Za+2) Hei(z)
B B BHo3(2)
_ S _ ¥ ,
a+?2 a+2 (@+2)%,:102)
—_————

<0

D(0,) > D(2).
Pravé jsme odhalili, Ze supremem @(z) jsou v zdvislosti na @ hodnoty

B

a+2_

sup(P)g>-2 = +00 a sUp(P)g>-2 =

Z tohoto divodu pro nas nemd smysl vracet se k vypoctu stacionarniho bodu, protoZe i kdyby v ném
funkce nabyvala lokdlniho maxima, nevyrovna se globalnimu supremu. Ze zavedeni oznaceni z = 2 /54
je ztejmé, Ze sup(®@(z)) = sup(P(B, 1)) a v nasledujicim textu prejdeme zpét k proménnym S, A.

Nyni, kdyZ jsme spocetli supremdlni hodnoty, vrat me se k ptivodni myslence postupu. SnaZime se na-
lézt B, pro které je splnéna podminka (2.9) a odvodit podobu mnoZiny M. Pokud supremum funkce
bude mensi nebo rovno 0, potom podminka nebude nikdy splnéna. TudiZ aby podminka platila, musi byt
sup(®) > 0. Pro @ > -2 je situace jednoduch4, nebot’

sup(P)y>—p =+00 >0 VB >0.

Pro @ < -2 ziskdme poZadavek

sup(@)a<_2=—£—l>0 s a+pB+2>0.
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Tedy aby mohla platit rovnost ([2.9), pro @ < -2 je tieba splnit poZadavek na g, ¢imZ zformulujeme
hledanou mnoZinu
M={BeR": a+p+2>0}

Tim se dostdvame k z4véru této sekce. Nasli jsme vhodnou mnoZinu M vSech moZnych voleb S, pro
které funkce @(B, 1) spliiuje podminku (2.9). Z definice implicitni funkce potom ®(8, 1) jednoznacné
generuje imlicitni funkci A(8), coZ znamena, Ze existuje feSeni Skalovaci rovnice. Aneb abychom v praxi
byli schopni fesit $kdlovaci rovnici, musi mezi @ a § platit vztah

a+p+2>0. (2.11)

Tento vzah navic garantuje také fakt, Ze vzorec (2.7) dava skute¢né kladnou hodnotu.

Aproximace Macdonaldovy funkce pro malé hodnoty x

V celé této podkapitole budiz @ < 0. Dalsi nezbytny krok, ktery musime vySetfit pfed samotnou
aproximaci Skdlovaciho vztahu, je odvozeni aproximace Macdonaldovy funkce pro malé hodnoty x.
Zaved me novou funkci y(x) predpisem

() = x e (0 B xoet (). 2.12)

Z této funkce vyjadiime #_,(x) a napoc¢itime prvni a druhou derivaci podle x. Nasim cilem je vysledky
dosadit do (2.1)) a prevést tak diferencidlni rovnici do feci y(x). Dostdvame:

Ho(x) = x"e T y(x),
K (x) = x* e y(x)(a - x) + xTe Y (),

K (x) = x*2e M y(x) (x2 —2ax+a? - a/) + X e ™y (x) (<2x + 2) + x%e ™y (x).
Takto ziskame diferencialni rovnici
Xy (%) + (=2x + 2 + Dy’ (x) — Qa + Dy(x) = 0. (2.13)

K nasi nové diferencidln{ rovnici (2.13) dopocitdme v dal§im textu pocate¢ni podminky y(0,) a y’(0,),
¢im7 ziskdme Cauchyho tlohu. Snadno

2—&—] +00 2
lim y(x) = lim x %e*# 4(x) = lim e*- lim x“ f y *leVe Wdy =
0

x—0,4 x—0,4 x—0,4 x—04 x~@
" + 00 Xz +00
Z1.279! f y e lim e wdy = 279! f y e Vdy =27 'I(~a).
0 x—04 0

Symbol x znaci aplikaci véty o limité integralu s parametrem. Musime tedy ovéfit predpoklady této véty
vyslovené a dokédzané v [4].

2
OV B < S P Y . o
e Pro skoro viechna y € (0, +o0) existuje lim y™*"le™¥e™% =y *"le7¥, coZ jsme pravé splnili.

x—04

2
e Pro kazdé x € R\{0} musi byt y +— y *leYe % méfitelnd (pri klasické mite). Ale mame-li
funkci spojitou pro vSechny y € (0, +o0), potom je dle véty o méfitelnosti z [4] méfitelnd v klasic-
kém prostoru s Gplnou mirou.
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e V poslednim pfedpokladu musime najit integrabilni majorantu nezdvislou na parametru x. ProtoZe

2
|y—a—1e—ye—47| < |y_"_1e_-’/| € Z((1, +0)),

2 xo>|x

X2
e e | S el W] € 2((0, 1)),

a uvedené nerovnosti plati pro kazdé x € R\{0}, vyfesili jsme tim integrabilitu na R*. Pfedpoklady
jsme splnili a nase uZiti véty ve vypoctu je v poradku.

Spocétéme druhou Cauchyho podminku g’ (0%):

lim y'(x)

x—0,4

lirg y(x) + lir(r)l ' (XA o(x)) =

d oo 2
li + lim e*- lim — (27" o leYe udy| =
1m y(x) 1r(1)1 e’ lim dx( [) Y e ’e wdy

x—0, x— x—0,

+00 d _ﬁ
hrn y(x) + lim 27¢°! f — (y_"_le_ye 4y)dy =
x—0; x—0, 0 dx

+00 2
hm y(x) — lim 277 2f xy e Ve Wdy =
0

x—0, x—0,
—+00 2
= lim y(x) — f lim xy *2e¥e Wdy = lim y(x) = 27 'I(-a).
x—0, 0 x—0, x—0,

Symboly v a m opét znaci pouziti vét z [4], které je tfeba ukdzat. Jako prvni ukdZeme splnéni predpokladi
u v, ktery znaci vétu o derivaci integrdlu podle parametru. Oznaéme

i(fﬂw y—a—le—ye—idy) (f F(y, )dy ) dF(x)
dx 0

e F(x) konverguje pro alespon jedno x € R. Volme napiiklad x = 0, potom F(0) jisté konverguje
a predpoklad je splnén.

e Pro vSechna x € R musi byt y — f(y, x) méfitelna. To uz jsme vytesili v limite integrdlu s para-
metrem *.

e Najdeme integrabilni majorantu derivace integrandu nezavislou na parametru x € R. Snadno

‘df(y,x) :‘l 0l oy

y xo>|
xy “e’e #
dx 2

Ixoy* “e™| € L1, +0),

2

20V
—xy* e Ve W
2

Xo>|x]|

x2
< oy e W] € Z2((0, 1))

Predpoklady jsou splnény a mizeme provést derivaci. Nyni ovéfime opét predpoklady z véty o limité
integrlu s parametrem v kroku oznaceném m.

XZ
e Pro vSechna y € (0, +00) existuje lilg xy ®2e¥e % =0 a predpoklad je tak splnén.
x—0,4

2
—L L3 oA 7
e Funkce y — xy~*2e e % je méfitelnd na R*.

o Integrabilni majorantu jsme nalezli jiZ pii ovéfovani derivace integralu s parametrem V.
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Posledni dprava ve vypoctu limity je ospravedlnéna a tim jsme nasli tvar Cauchyovych podminek pro
rovnici (2.13).

Jesté pied tim, neZ se pustime do feSeni diferencialni rovnice, se podivejme, jak vypada ¢len x%y"’(x)
pro velmi malé hodnoty x. Vidime, Ze
lim X%y (x) = lim X (XY A y(x) = lim x2e* (XY A g (x) + 2 YA (%)) + (XA 0 (x))") = 0.
x—0, x—0, x—04
V posledni rovnosti je zahrnuto vice kroki, které jsou analogické k tém, které jsme jiZ provedli, nebu-
deme je proto nadéle rozvadet.
Miizeme nyni zacit fesit rovnici , a protoZe pro malé hodnoty x je x?y”(x) — 0, tak tento Clen
zanedbame. Dostdvame novou diferencidlni rovnici

(—2x+2a+ Dy'(x) - Qa + Dy(x) =

s podminkami y(0*) = y’(0") = 272 'T'(-a). PouZijeme metodu integra¢niho faktoru. Najdéme inte-
graéni faktor e”™, kde

2a+1
P(x):fL (2a/+1)ln(2x 2o —1) =
2x-2a -1

odtud

2(l/+l

ef™ = 2x=2a0-1)72

Obecné feseni po aplikaci integracniho faktoru je

2a+1

yx) =K-2x-2a-1) 2

Dosadime-li po¢dte¢ni podminku
y(0) = K- (<20 — 1)7°73 £ 27711 (=),

dostdvame, 7e K = 27 'T(-a)(-2a — 1)‘”%. Ziskali jsme feSeni

2ll/+|

y(x) = 27 N(—a)(=2a — )* 2 (2x =20 — 1) 2
Vysledek dosadime do (2.12) a ziskdme chténou aproximaci .#,(x) pro mald x a @ < 0. Ta je tvaru:

K o(x) = Ho(xX) ~ 27 T (—a)(=2a — )P (2x — 20 — )% x% %, (2.14)

Skalovani pro malé hodnoty y

Opét se v této kapitole soustfedime na piipad @ < 0. Skédlovaci konstanta pro & > 0 jiz byla odvozena
v [2] a jeji asymptota je popsdna rovnici A(a,B) = o+ S + %

Jako prvni se pokusme odvodit Skédlovaci rovnici pro malé hodnoty y. Pro ndsledujici vypocty pie-
jdéme od klasického znaceni ke znaceni @ < —a, abychom ve vypoctech zdtiraznili zdpornost @, ndzorné
napf.

1+4(-10)=1+a < 1+(-(-10)=1-«
~—— S~— —_———— S~——
a <0 —a >0
Stéale chceme vyfesit Skdlovaci rovnici, ale tentokrat zvolime jiny postup. PoZadujeme, aby pro kazdé
byla splnéna rovnost

—+00
Af xR £ 1, (2.15)
0
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(vi)"

k A volime norm { konstantu A = —————.
de za A volime normovaci konstantu 3o CNED

y\=

p=(3)"
2

A=xTa

ni-e, (2.16)

Oznacme pro nésledujici vypocty

2
e B 2 0
I(y,%):f xre e gy B %Jff_aﬂ ((Z‘Qy%)“l").
0

Pfendsobime-li integral I(y, ) konstantou X(y, x) = A(f, 1), zjevné bude platit A- I(y,x) = 1. Proved’'me
derivaci integralu podle parametru x

Lta o 912
algy,%);_zl%nfa f* x_‘”]e_(Z)x] e"“’%xdx,
X —-a Jo

!

= A~! z podminky (ZI3)

pricemz podminky pro v reprezentujici vétu o derivaci integralu s parametrem nebudeme znovu ovéio-
vat, nebot’ jsme tak jiz ucinili v pfedeslé sekci, kde je operace oznacena symbolem ¥ a postup by byl
obdobny. Z derivace podle parametru plyne, Ze

1 - a+l aI(y, %) ~1
— a-1 = A =T s 5
2 " ox . )
¢imz ziskavame diferencidlni rovnici
1- ex1 0L(y,
(o) + 10 it 1WA 2.17)
ox
Zderivujme také pravou stranu integralu I(y, x)
1
9 [y e, e y ey pEE e e ((2 "y %)H)
2 L (@07 )| = =t (@) 4 =

Gy 1- N E
Y Ao ((2‘“;/ %)‘1“) + T | =LA ((2—“;/ %)nla) AR _
V4 2 % " @

l-a 2 _ L , _ L
1= | Lt (@ ¢ it (@) <o

2 T—a ) 1-a
3-a
coZ lze po pfendsobeni vyrazem (21%—;; upravit na tvar
2 2 R 1 o o, N
| [ ((2 y%)l—w) e QY A ((2 y%)l—a) 0.  (218)

Do tohoto okamZiku byl postup obecny a plati pro malé i velké hodnoty y. Teprve nyni se zaCneme
zaméfovat na malé hodnoty y a pouZijeme aproximaci pro mald y funkce #_,(x). Z (2.14) ziskame
vztah pro J#~,1(x) a jeho derivaci £~ (x):

K1 () % 27T (—a + 1)(=2a + 1) 22x = 20 + 1) 5 x>,
A () % 27T (= + 1) (=20 + D2 2x = 20 + 1)77T 1y 27 |-2x = 2x(1 - @) + 30 - 207].
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Aproximace £ o1 a £ | dosad’'me do diferencidlni rovnice li a prozatim z diivodu piehlednosti

1
ponechme oznaceni (2™%y %) = = x. Tim ziskdvame rovnost

‘ 8]

2 1
[1 T ](Zx 2a+1)+ 5 |27 = 2x(1 - @) + 3 = 20?| = 0.

- -«
Nasledné, provedeme-li sérii dprav a dosadime-li za x argument Macdonaldovy funkce (27%y %)ﬁ, do-
jdeme ke Skélovaci rovnici pro malé hodnoty y

23« 1 3 1-3a

2T yl-axT-a —2my

L L 2 2 2-3a 1 1 2-3a
-y 1-

—dan T + 2% e +2Tr ayTe T —2 Ta yTax T —3a—4a?—1 = 0, (2.19)

V4

kde % = x(y).
Predpokladejme, Ze x(y) je popsana asymptotou x%(y) = ky, kde redlné Cislo k je smérnici asymptoty
této funkce. Dosad’me tento vztah do rovnice (2.19), ¢imZz vznikne

130 4 2
1

2 l—zy y]—akl—zy —2T-a ylik —a

2
1

2 2 .2 2-3a 2 1 2-3¢ 2 1 2
—4a/yl—ak —a +2yl—akl—a +2 T ayl—akl—a —2 T« yl—akl—a —3a-4a“-1 =0.

. c e, 4 . .
Dile, vydélime-li tuto rovnici vyrazem y1-o, dojdeme k rovnosti

2 2-3a 1 2-3¢ 1 1
1

o, 2 rakn 2T yTexT 3a—4a* -1

s 3 e o dak L 2% o

2 2 2 2 4

yl—n yl—a yl—a yl—a yl—n
pricemz nas bude zajimat situace, kdy y — +oco. Ackoliv se v této kapitole zabyvame malymi hodnotami
y, tak diky préci [2] sméfujeme nds vypocet zdmérné touto cestou a k této nejasnosti se vratime na konci
Kapitoly [2] (ozna¢me si ji symbolem ®, aby bylo moZné se na ni pozdéji odkdzat). Aby méla nase tloha
smysl, vyvstdvd ndm po provedeni limitniho pfechodu rovnost

2-3a 3 1-3a 2
1

l*(‘zkm—zlﬂyk*a :0

Po snadné dpravé ziskdme stejnou podminku jako v [2], a to

1 xy _ 1
k=L 1 2.20
3 zn y > (2.20)
Nez dosadlme nalezeny pomér (2.20) do $kélovaci rovnice (2.19), pfeved’me ji pfendsobenim vyrazem
(y»)~ ™5 na tvar

—3a 2 1-3a 1
21 (t%lar—zl Llyl (t%lzr —40_/!/ l(t%l(r +2y l(r%la+2laa/ 21 —a :O
pricemz Clen ‘3“‘—4“1‘] zanedbavame. Nyni dosad’me vztah (2.20) a rovnici upravme do podoby
(yn)T-e
2 12 11
4pT-a —2TayTaxTa + 20 —3 = 0. (2.21)

Proved’me substituci £(y) = T, kterd prevede rovnici ( na rovnici kvadratickou

) —2a+1 1
46 = 2T yToé — (2a+3)=0
Kofeny 1ze nalézt znamym zpisobem pies diskriminant D, pficemZ diky zavedeni &, resp. » budeme

uvaZzovat pouze kladny kofen. Odtud

—4a+2 2

D =270 yTo — 320 + 48

—2a+1 1 —4(r+2
2 I-a 17 Jz = 320” + 48 a=2 1 2a—4 2 a
Ey) = =21mayTe + \/
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2
I-a

Po aplikaci inverzni substituce 8 = (%) dojdeme ke vztahu

_NB, [B_a 3
W=5*Ni 2%

odkud nésledné& ze zavedeni £(5) = HTa VA plyne

_B_a 3 B,
/l(,B)_2 2+4+ 4(,8 2a + 3).

V samotném zavéru vypoctu zbyva uz jen pouzit definici asymptoty funkce A(8) v nekonecnu danou
vztahem
A= kB + qo,

kde k je smérnice a gg absolutni ¢len. Vypoctéme nejdiive smérnici

1 1
T N R P W
B—+00 IB ﬂ—>+002 2B 4B 4ﬁ

poté absolutni ¢len gg
. a 3 g 1
g0 =lim (1) ~kg) = ~5 + 7+ lim =5+ 5 JBB—2a+3)

lim -
PL—+o0
f1
1 B(B—2a+3)—1L,H

@ . AYBB-2a+3)-B a 3 .
=——+—+ lim =——+-+4+- lim =
2 B—o+oo 2 2 4 2 potoo é
L a+3+1 lim 3 -2« (x+3+3—2a +3
=+ D= =— += =—-a+ =.
2 4 2,8ﬁ+cx>2 /é(ﬂ—2a+3) 2 4 4 2

Dosadime-li k£ a g¢ do definice asymptoty, tak pro mald y (mald ) ziskdvdme asymptoticky vztah

Aa.p)=B—-a+ % (2.22)

Vratime-li nyni naSe pfeznaceni @ < —a, dochdzime k totoZnému vysledku jako v [2]
3
Na,p)=a+L+ 3 (2.23)

k cemuz jsme smérovali. Jediny rozdil, na ktery je tfeba upozornit, je podminka existence feseni Skalovaci
rovnice (2.T1)). A protoZe prozatim se ndm plni pfedtucha, Ze pro zdporné « plati stejnd pravidla jako pro
kladné, ovéfime i Skdlovani pro velké hodnoty y.

Skalovani pro velké hodnoty y

Opét se budeme zabyvat pouze tilohou pro @ < 0 a stejné jako v predchozi sekci, zaméinme zna-
¢eni @ & —a. Pro velké hodnoty y nebudeme odvozovat vlastni aproximaci Macdonaldovy funkce, ale
pouZijeme aproximaci uvedenou v [5], kterd plati pro libovolné @. Uvazujme tedy dle [5]

2 _
Ho(X) = Hoa(d) ~ /zlxe—X(l + 4“8x 1). (2.24)
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Spoctéme derivaci £, (x)

Pre 1 42 -1 402 -1\ 4a?-1
(X))~ — 4] —e | —1 1 )
A0 > =y 75e [2x( T T )+( T T )+ 82 }

Dosad’'me .#_, a .#_, do rovnice (2.18), kterd v této formé jesté nebyla ovlivnéna aproximaci pro mald
y. Stejné jako v minulé sekci ponechme pro prehlednost v tomto mezivypoctu oznaceni argumentu Ma-

cdonaldovy funkce jako (2‘0‘y%)ﬁ = x. Ziskame tak rovnici
2 2 402 -8a+3) x [1  4e®-8a+3 40 —8a+3 4a’-8a+3
wT-« — 1[|1+ - — + +1+ + =0,
l-a 8x l1—a|2x 16x2 8x 8x2

L . 1 s «1 4 . . .
kterou po dosazeni argumentu x = (27 %yx)™ upravime na findlni tvar $kdlovaci rovnice pro velké
hodnoty y

4-6a 2

—(4aP—16a+15)2 T ¥ TayTa —2 Fe x Ty Ta +8a° —360%+46a—15 = 0.

(2.25)
Predpokladejme opét, Ze #(y) = ky, kde redlné Cislo k predstavuje smérnici asymptoty této funkce.
Dosad’'me vztah pro x#(y) a celou rovnici vydélme vyrazem yl -a

2
I

5=6a 3 1 2
2Ta yTayTa+(16a”"—32a+12)x T

o s [4(40® - 8o + Bk — (40® - 16 + 15)2 T kT ] 803 — 3602 +46a _15
2Ta kToa — ] =0.
yra Y
ProtoZe pro y — +oco se druhy a tfeti Clen bliZi k 0, dovolime si je zanedbat a zlistane rovnost
2T kT — 2T kT = 0,
ktera musi platit, aby nase skdlovaci tiloha méla smysl. Snadou tdpravou se dostaneme k vysledku
1
k= oh
z n¢hoZ plyne pomér % = % Jako v predchozi sekci se opét vratime ke Skalovaci rovnici (2.25)),
podélime ji vyrazem (y %)1%, a dosadime pomér. Vyjde rovnice
AxTa — Qi yTaxTa + 2a—3 = 0, (2.26)

pfi¢emZ Clen W byl zanedban.

yT-a
Podivame-li se zpét do sekce Skdlovdni pro malé hodnoty y, zjistime, Ze jsme nasli naprosto totoZnou
rovnici k (2.21) pro malé hodnoty y. Hledani asymptotického vztahu by tudiZ probéhlo stejné a dosli
bychom k vysledku (2.23)). Tim se ndm ospravedliiuje i nejasnost ®, protoZe, ackoli jsme si dovolili pro-

vést limitu do nekonec¢na, nenarusilo ndm to spravnost feSeni, nebot’ i pro velkd y plati stejny vztah.
V této kapitole jsme navdzali na vyzkumny tkol [2], ve kterém byl nalezen asymptoticky vztah pro
a>0,ato
3
Aa,B)=a+B+ R

My jsme nyni ukdzali, Ze pro @ < 0 je asymptoticky vztah tGplné stejny. Spojime-li nalezeny vztah
s podminkou existence feSeni (2.11]), miZeme prohlasit, Ze asymptoticky vztah Skédlovaci konstanty A
pro GIG distribuci s parametry @ € R, 8 > 0,4 > 0 je dan predpisem

Napy=a+pss,

pokud je splnéna podminka existence feseni @ + 8 + 2 > 0.
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Obrazek 2.1: Porovndni asymptotického vysledku Skdlovact konstanty s jejim presnym chovdnim
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Kapitola 3

Statistické porovnani generatoru
pseudonahodnych cisel

Nabyté znalosti o Zobecnéném inverznim Gaussovu rozdéleni vyuZijeme k sestaveni vlastniho gene-
ratoru pseudondhodnych Cisel z této distribuce. Tento novy generator (fikejme mu dile NewRNDGIG)
budeme chtit statistickymi metodami porovnat s jiZ existujicim (ale neovéfenym a netestovanym) gene-
ratorem (ddle OIdRNDGIG). V tomto experimentu nam kazdy generator vygeneruje n ndhodnych cisel
a my budeme statistickymi metodami hledat, dle jaké parametrizace hustoty byla ¢isla vygenerovéana.
ProtoZe zadand parametrizace je zndma, miZememe porovnat kvalitu odhadovaného parametru s redl-
nym zaddnim a posoudit tak G¢innost/kvalitu generitoru.

Budeme mit k dispozici vysledky experimentu (tzv. realizace ndhodného vybéru xi, ..., x,) a bu-
deme zkoumat jejich ptivod. Za ndhodny vybér X oznacujeme n-tici nezdvislych ndhodnych veli¢in
X1,...,X, se stejnym rozdélenim f. Najdeme funkci onoho ndhodného vybéru, jejiZ predpis nezdvisi na
parametrech piislusného rozdéleni. Takovou funkci oznacujeme za statistiku a jejimi piiklady jsou

e vybérovy prameér X, =1 2 Xi,

T
SbErovy 2_ 1 yn v \?
e vybérovy rozptyl s, = -5 X0, (Xi - X,,) ,

e r-ty vybérovy obecny moment m/ = % i1 X!, nebo také

e r-ty vybérovy centrdlni moment m, = % o (Xi - Yn)r

Abychom nasli plivod, resp. v naSem pripadé ptivodni rozdéleni fx (x, ), ze kterého vzesly vysledky,
potiebujeme nalézt tzv. bodovy odhad parametru 8 € ® c R, kde ® nazyvame parametrickym prostorem
a symbol X reprezentuje vektorovou funkci. Timto odhadem je statistika T, (X) zobrazujici z populace
Q" do prostoru R¥ a k jejimu nalezeni ndm slouZi metody pro hleddni bodovych odhadii. O tom, jak
uZzitecny je nalezeny odhad, vypovidaji jeho vlastnosti. Napfiklad fakt, Ze nalezeny odhad parametru
neni nadhodnoceny ani podhodnoceny, vyjadiuje tzv. nestrannost odhadu. Jedna se o vlasnost, pii které
je stiedni hodnota odhadu rovna pfimo hledanému parametru, formalné zapsano

Ey(T,(X)) =60 VY0e®VneN,

pficemz symbolem Ey rozumime stfedni hodnotu vhledem k rozdéleni Pg . Pokud neni odhad nestranny,
ale jeho stfedni hodnota alespon konverguje k hledanému parametru, tj. lim Ey(T,(X)) = 0, pak se
n—+oo

37
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jednd o slabsi formu nestrannosti, kterou nazyvame asymptotickou nestrannosti. Naskytne-li se nestran-
nych odhadd parametru vice, budeme muset rozhodnout, ktery si vybereme. V takovém pfipad¢é budeme
chtit odhad T,(X) s nejmens$im rozptylem, tedy aby

VT,, V0 € © : E[(T,(X) - 6] < B [(’fn(X) - 9)2] .

Této vlastnosti se odborné fikd eficience (vydatnost) odhadu. Zadané také je, aby se odhad zpiestioval
s nardstem rozsahu ndhodného vybéru, tj.

P/s.j.
Ty (X)——6 VOeO.

Potom se jednd o konzistentni odhad. Stejné jako nestrannost i konzistence ma slabsi a silnéjsi podobu.
Konverguje-li odhad k parametru podle pravdépodobnosti P, resp. skoro jisté, jednd se o slabsi, resp.
o silnéj8i formu. Jako posledni piiklad vlastnosti uved’me asymptotickou normalitu, ktera je uZité€na
zejména diky moZnosti prechodu od libovolného rozdéleni k normélnimu rozdé€leni. Odhad je asympto-
ticky normdlni pravé tehdy, kdyZ V0 € © : T,(X) ~ AN (9 l0'2(9)) , coZ lze také prepsat jako

’n

\/ﬁ%)_g _9_> N(@O,1),

kde symbolem & znacime konvergenci v distribuci.

3.1 Metody pro hledani bodovych odhadia

Ackoliv jsme vySetfili Skdlovaci vztah, budeme v ndsledujici sekci opét uvazovat neskalované GIG
rozdé€leni. Pfipomenme si tvar ryzi GIG hustoty

e

2 A1 (2VBA)

Mame tedy celkem tii parametry @, f, 4, ke kterym budeme v této sekci hledat jejich piislusné bodové
odhady @,8, 1. V souladu s vySe uvedenou teorii je v nasem piipadé 0 = (@,8,1) € Q c R3, kde
Q=RxR*xR".

ax B
gcig(x) = O(x)x%e e x.

3.1.1 Metoda momenta (ME)

Jak je naznaCeno v ndzvu, metoda momentu je zaloZend na uziti vybérovych momentt, pomoci kte-
rych sestavime takzvanou soustavu momentovych rovnic (ozn. ME,). Vyhodou této metody je zohled-
néni vSech dat z vybéru. K vytvoreni soustavy potfebujeme na zvolené tiidé hustot zavést regularni
a prosté zobrazeni

) = (i(O), ... 1us(0) : R > R,

ke kterému v dané tfidé existuje inverzni zobrazeni p~!. Toto zobrazeni nazyvame momentovym sub-
-kédem délky s a je definovano vztahem

ur = u,(0) =EX", rew.

Uvédomme si nyni rozdily mezi definicemi momentového kédu (I.2) a momentového sub-kédu. Mo-
. 21— v . z v N N v
mentovy kéd g = (un),, pfirazuje balancované hustoté nekonecnou posloupnost ¢isel, tedy v naSem
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pripadé zobrazuje z tiidy GIG distribuci do tfidy posloupnosti nezdpornych ¢isel. Naproti tomu momen-
tovy sub-kod je vektor konecné délky s a zobrazuje z parametrického prostoru dané ti¥idy. Tedy laicky
feceno, momentovy kod se v piipadé GIG distribuci vztahuje k hustoté (I.8)) a je nekonecny, zatimco
momentovy sub-kdd pfifazuje trojici parametrt 6 = (a, 8, 1) kone¢ny vektor (uy, uz, .. ., is) a zobrazuje
tedy z R? do R*.

Prostiednictvim momentového sub-kédu g4(6) miZeme zavést momentovy odhad 8, parametru
6 € R jako

O = Ou(X) = p~ (M (X), ..., mi(X),

kde m/. predstavuje r—ty vybérovy obecny moment. Odhad 8y, je fesenim ME; rovnic tvaru

w(@) =m(X) Vrevw. 3.D

YoV v

Pokud soustava ME, neni jednoznacné feSitelnd, nebo néktery z momentii nezdvisi na 6, pak miZeme

pridat dalsi rovnici ve tvaru g, (6) = m; +1(X). V této metod€ lze také alternativn€ pouZit centralni

momenty m,(X), pficemZ u,(9) = E(X — EX)".

Naleznéme nyni odhady parametrt &7, 3y Ay, budeme-li mit vygenerovanych X, ..., X, nihod-
nych Cisel z GIG distribuce. Tedy v souladu se zavedenou teorii madme 6 = («, 8, A) € O, kde
® =R xR" xR* ak = 3. Podle (3.1) sestavime ME,:

1 n

p@p )=~ X
i=1
1 n

@ p )=~ > X,
i=1

1< s
#3(0,’,['3, /l) = ; ZIXl s
=
kde za py, pp, u3 pomoci (2.5) dosadime

‘%/(1+1 (2\/:8_/1)’
, _ BHass (2NED)
A Ao (24BA)

3 Hoea (2B
#3(0,,3,/1)=1EX3:(’§) +(2vB7)

3 Hoa (2481
m(cz,ﬁ,ﬂ):Exz(g) 2 (2VBY)

ma(a, B, 1) = EX

,%/m,] (2 \/ﬁ_/l)

Ziskame tak soustavu 3 rovnic o 3 nezndmych

(g)i K2 (2\/[3_/1) _ EZ”:Xi,
%+1(2\/ﬁ_/1) i
é%w(ZW) 1< e
A%+1(2\/,3_/1) n&t
(@)3 Hars2VBT) 15
V' o (24B1) T
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ze které ovSem neplyne jednoznacné feSeni, protoZe tfi po sobé ndsledujici Macdonaldovy funkce jsou,
jak plyne ze vztahu (2.3), zdvislé. Pfiddme proto dal3{ rovnici pro us(a, B, 1) tvaru

B Has 2VBT) 135,

p = X

z ji/cw—l (2 ﬁ/l) n i=1
Jednim ze zptisobd, jak tuto soustavu rovnic vyfesit, je prevedeni vSech fadi Macdonaldovy funkce na
fady Ho+1 a Hy42 pomoci vzorce (2.3)) a postupnym dosazovanim rovnic eliminovat nezndmé proménné
@, B, A. Resenim jsou nésledujici odhady

2 3 2
B DD 6l IED YD (DD 6D YD GEEID VAP cOHEP ofK] Dl I DY ED A [P VP ¢

3 2 2
DD DD CE DD cl IR DyD I IDIEP )Y P el IR SIS O wAD chINP o

1

. 1. & , 1 n
M= ZAMZ;X" - ;(QM + Z)Z;Xi,
= 1=

~ R 2
n(@y +3) By X2 — (@ +2) [T, Xi]
3 2
nZLXi - ?:1Xi Z:?=1Xi

>

M

(3.2)

3.1.2 Metoda maximalni vérohodnosti (MLE)

Tato metoda spociva ve snaze maximalizovat sdruzenou hustotu experimentu vzhledem k parametru
obsazeném v navrzeném rozdéleni. Ziskdme tak vérohodnostni funkci L(6). Maximaln{ vérohodny odhad
(MLE) je pak zaveden jako

OmLe(X) = argsup(L(6)),
0e®

je-li By borelovsky méfitelnd, jednoznacna a zdvisi na X . Mame-li i.i.d. veli¢iny (nezdvislé a se stej-
nym rozdélenim - identically independently distributed) s rozdélenim fx (x, §), potom lze zapsat véro-
hodnostni funkci jako

L©) = f@,0) = | | fu(xi.0).
i=1

Cast&ji se k samotnému vypo&tu pouZiva tzv. logaritmickd v&rohodnostni funkce
n
6O = L©) = )" In fi,(x;,0).
i=1

Soustavu sestavenou z parcidlnich derivaci

0001, . ..,6k)

36 -0 Viek,

nazveme systémem vérohodnostnich rovnic (LE,). Obecné se odhady ziskané touto metodou vyznacuji
dobrymi statistickymi vlastnostmi.

’
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Méjme tedy opét vygenerovanych X, ..., X, ndhodnych isel z GIG distribuce (I.8). Zapisme véro-
hodnostni i logaritmickou vérohodnostni funkci:

a+l n(a+1)
. (é)T Ax; -£ (% o A5y —BYn L L
L(a,B, ) = — e MieTh = Pl o Soxia AL 5 @
) l_ll 2o QVBY) 2 W)e ) l—llx (3.3)
f(a/,ﬁ,/l):n(a+1)[ ~Ing] -nln2 - nln%ﬂ /lle BZ_+azlnxz

Spoctéme parcidlni derivace £(a, 5, 1)

a+l 2\/_ 1

ol(a,p, 1) n B B
oo = 2 ind - Ing] —UH (2\/_ ;lnx,,
., _ na+l) \/7 (z+1 _ & 1

6'3 2'3 a+1 (2 ‘/_) i=1 xi’

l@.p, ) _n@+1) f <r+1 _ Zn“x.

e - 22 (l+1 (2 \/_) i=1

Protoze hleddme supremum funkce (@, S, 1), vyuZijeme nutnou podminku pro lokilni extrém funkce
vice proménnych, podle které ma-li v bodé 6 = (&,, 1) diferencovatelna funkce £(a, 8, 1) extrém, pak
mus{ byt

Jinak fe¢eno gradf(d) = 0. Tim dospéjeme k soustavé rovnic LE,

5
(% 1 2\/ n
2[ln/l—ln,B]— i +Zlnx,— ,
2 a/+1(2V

i=1

@+ 1) \[fm o1

2'8 a+1 (2 ‘/_) i=1 Xi

n(a + 1) [ a+l

1 |
- i =0,
21 St (2 v—) Z :

|
=0,

jejimZ feSenim jsou odhady &, 3, A. Pokud bychom chtéli mit jistotu, Ze nalezeny stacionarni bod loga-
ritmické vérohodnostni funkce je skutecné¢ bodem maxima, bylo by nutné zkoumat definitnost Hessovy
matice

. (8% Y
HI(6) =( (9))
06,00, "), j1

To se ale v praktickych aplikacich neprovadi s odvoldnim se na béZnou praxi. Zkouméni definitnosti
uvedené Hessovy matice bude nicméné namétem navazujicich praci.
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3.1.3 Metoda minimalni vzdalenosti (MDE)

Metoda minimdlni vzdalenosti se hodi predevsim pii hledani konzistentnich odhadd, avSak oproti
metodé maximélni vérohodnosti je méné eficientni. Jeji princip je zaloZen na minimalizaci vzdédlenosti
mezi parametrizovanou distribu¢ni funkci a empirickou distribu¢ni funkcf ziskanou z dat. Pokud mame
nezavislé ndhodné veliCiny se stejnym rozdélenim Xi,...,X,, pak zavddime empirickou distribu¢ni
funkci Fj(x) jako

1 n
Fulx) = — ) Lo (X0),
i=1

kde I znaci charakteristickou funkci. Mlzeme ji také chépat tak, Ze pro jednotlivé x; je F,(x;) pocCet
prvki mensi nebo roven x; a podélen celkovym poctem prvki. Méjme tedy ndhodny vybér Xi,..., X,
z rozdéleni f(x,0), 0 € ® c R, a empirickou distribuéni funkci F,(x). Existuje-li 0 =0Xi,....,X,
takovy, Ze

d[F(x,0), F,(x)] = inf{d[F(x,6), F,(x)],0 € O},

nazveme ho odhadem s minimalni vzdalenosti. Zobrazeni d(:,-) z tfidy funkci do prostoru redlnych ¢i-
sel chdpeme jako obecnou funkciondlni metriku, kterd spliiuje axiomy metriky na vhodnych prostorech
funkci. V této praci pouZzijeme konkrétné Kolmogorovu vzdéalenost definovanou pro funkce F,G : R - R
jako

K :=sup|F(x) - G(x)|. 3.4

xeR

Pro kaZzdy generitor budeme zv1asSt zkoumat, jestli empirickd distribucni funkce odpovida distribucni
funkci GIG rozdéleni.

Alternativné lze metodu MDE aplikovat také na hustoty pravdépodobnosti (empirickou a teoretic-
kou), ale pro systémy s mensim rozsahem datovych vzorkd neni tato metoda vhodnd, nebot’ jeji vysledky
ovliviiuje volba déleni osy x (tzv. binovani).

3.2 Konstrukce NewRNDGIG

V této sekci predstavime princip programu NewRNDGIG, ktery byl naprogramovan v prostredi
MATLAB (verze R2019a) za tcelem demonstrace statistickych metod uvedenych v textu vyse. Prin-
cip vychazi z nasledujici véty vyslovené a dokazané v [8].

Véta 3.1. Je-li ¢ ~ F,kde F je jeji distribu¢ni funkce, a ma-li tato nahodna veli¢ina hustotu f, je ndhodna
veli¢ina y = F(¢) rovnomérné rozdélena v intervalu (0, 1), tj. y ~ U(0, 1).

Dle této véty je tfeba ke konstrukci generdtoru nalézt distribucni funkci GIG rozdélenf a funkci k ni
inverzni. Distribu¢ni funkce balancované hustoty f(x) € & je obecné definovana jako

F(x) = fx f(Hdt = O(x) fxf(t)dt.
-0 0

Piimo z této definice lze distribu¢ni funkci GIG hustoty zapsat ve tvaru

Ggig(x) = O(x)

(\/Z)(H—l
P ! a o= At —’[;
) L e rdr.

S S — re
21 (2VBA



3.2. KONSTRUKCE NEWRNDGIG 43

Protoze je GIG rozdéleni unimodélni, nabizi se moZnost numerického vypoctu distribu¢ni funkce pres
teorii Riemannova integralu. Zaved’me déleni intervalu (0, x) (zna¢ime D) a velikost kroku A,. Poté

D ={(0,A,); (A, 2A,); 2Ax, 3A); .. .5 (x — Ay, X)},
——— e — ———
S[ Sz S3 Sm

pficemz je ziejmé, Ze sjednocenim W S; ziskdme interval 0, x). OznaCme

vi = inf ggi6(x), Vi = sup ggic(x).
xeS; xeS;

Dolnim Riemannovym integradlem L(D, ggic), resp. hornim Riemannovym integralem U (D, ggjG) rozu-
mime

m m

LD, g616) = Ax ) vis 1esp. U(D, ggic) = Av ) Vi

i=1 i=1
Hodnotu hledané distribuéni funkce Ggc(x) v bodé x 1ze ziskat odhadem pomoci horniho a dolniho
Riemannova integralu jako

(D, gci6) < Gaic(x) < U(D, gsic)-

Zjevné, ¢im jemnéjsi déleni intervalu volime (¢im veétsi je m), tim presnéji bude hodnota distribuéni
funkce urcena (viz Obrazek . Maximdlni chyba tohoto odhadu je |U(D, gcic) — L(D, gcic)|- V pro-
gramu NewRNDGIG je k urceni aproximativni hodnoty distribu¢ni funkce v bodé€ x; vyuZit aritmeticky
primér hodnot horniho a dolniho integralu

U(D, gi(x) + L(D, gc16(xi))
) )

Navic, aby byla numericky spoc¢tend distribucni funkce spojitd, byla provedena jednoducha linedrni in-
terpolace. K nasim dcelim je v NewRNDGIG nastaveno déleni intervalu A, = 0,0001, ¢imz ziskame

vvvvv

Gaig(x) =

I1ze jemnéj$im délenim dosdhnout jesté veétsi presnosti.

Obrazek 3.1: Ukdzka distribucni funkce GIG rozdéleni pro riizné a privolbé 8= 1,4 = 1.

GGIG

—a=-1
—a=0 ||
a=1
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Obrézek 3.2: Odhad distribucni funkce pomoci horniho a dolniho Riemannova integrdlu pro délent in-
tervalu s riuznymi velikostmi krokii A,.

a) odhad pomoci L a U je-li Ax=0,09

b) odhad pomoci L a U je-li Ax=0,00]
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Nyni, kdyZ je sestrojena distribu¢ni funkce Gg;g(x), je tfeba najit funkci k ni inverzni. VyuZijeme
faktu, Ze uz z definice je distribu¢ni funkce neklesajici, v naSem pfipadé dokonce rostouci. Dle véty [3.1]
v této fazi vygenerujeme ndhodna ¢isla &1, . . ., &, z rovnomérného rozdéleni U(0, 1). Tedy pro distribuéni
funkci v bodé€ x;, i € n plati

Gero(xi) = &i.

Nezname ovSem x;. Chceme-li nalezt inverzni hodnotu G(‘;}G(fi), Ize zvolit postup, pfi kterém v prvnim
kroku nalezneme mnozinu M; = {x € R : Ggig(x) < &;} aCislo x .= sup M;. Pak

Ggig(é) = x9.

Tento aproximativni postup aplikujeme pro viechna &, ..., &, a nalezené inverzni hodnoty x(, ..., x®
jsou nové vygenerovana pseudonahodna ¢isla z GIG distribuce.

Vyhodou kédu sestaveného pomoci tohoto postupu je jeho snadnd Citelnost, moZnost nastaveni poZa-
dované presnosti a zaroven diky volbé tohoto primého postupu pouziti minima predvytvorenych funkci
v MATLABu, tudiZ kéd neni zatiZen nadbyteénymi poZadavky externich funkci. Zaroven je tento kéd

aplikovatelny i na jiné unimodalni hustoty.

3.3 Predstaveni OldRNDGIG

OIdRNDGIG je program sestrojeny v roce 2017 na zdkladé ¢lanku [9] Luce Devroye a je mozné ho
stdhnout z webovych stranek MathWorks [[10]]. Jedna se o aplikaci Devroyova algoritmu pro vzorkovani
dat z GIG rozdéleni parametrizovaného parametry p € R,a > 0,b > 0 ve tvaru

()

P
2

(s
goig(x) = —L— xP~lemalax+d),
2.,(Vab)
K ndmi zvolené parametrizaci (1.8)) pak lze jednoduse piejit pomoci vztahii
p=a+l,
a =24,

b =28
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Obrézek 3.3: Histogram cisel generovanych z NewRNDGIG prof=1,1=1aa = 1.
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3.4 Statistické porovnani NewRNDGIG a OldRNDGIG

Oba generatory jsme si tedy popsali v sekci vySe a ani jeden z téchto generatoril jesté nebyl statis-
ticky testovan. ProtoZe se v této praci zabyvame predev§im negativni hodnotou parametru a, zvolme pro
nésledujici postup fixni @ = —1, 8 € (0,4) a pro A vyuzijme $kdlovaci vztah ([2.23)), ktery pro zafixovanou
hodnotu parametru @ nabyva tvaru 4 = 8 + % Vykreslené grafy budou znédzoriiovat odhady zvoleného
parametru pro rizné volby 8. Kazdy zobrazeny odhad parametru v grafu je ve skuteCnosti aritmeticky
primér ziskany z 10 nezdvisle provedenych experimentt. Napiiklad

@@ g (00
a = P

10

tzn. na jeden odhad bylo vyuzito 10 datovych sad ndhodné vygenerovanych cisel. Jeden experiment
zahrnuje vygenerovani 5 000 pseudondhodnych cisel (dat) z NewRNDGIG a OldRNDGIG a nésledné
vypocteni odhadu z vygenerovanych dat dle poZadované metody. Stejny postup zopakujeme i pro 20 000
pseudonahodnych &isel. Ziskané vysledky jsou zakresleny do grafii a pro porovnani je pfidana i kfivka
reprezentujici presnou hodnotu parametru. Kvili symbolice MATLABu budou v této kapitole odhady
parametru &, f}, Pl oznaceny jako a*, 8", A*.

3.4.1 Aplikace metody momentu (ME)

K vypoétu odhadti pomoci metody momentt byly pouZzity odvozené odhady (3.2)). Vysledky lze vidét
na obrdzcich [3.5]a[3.6 V nasledujici tabulce je piehled aritmetickych priméri odchylek sq-, sg:, s2- od
skute¢né hodnoty parametrt pro experimenty ¢itajici 5 000 a 20 000 dat:

5000 dat | NewRNDGIG | OIdRNDGIG | 20 000 dat | NewRNDGIG | OldRNDGIG
Sqt 0,3187 0,4123 Sar 0,1905 0,1568
spr 0,1533 0,1896 s 0,0938 0,0741
Sy 0,1346 0,1841 S 0,0771 0,0655

Podle ocekavani pozorujeme, Ze odhady z obou generatorii se zvySenim poctu dat zpfesnily, tedy
miZeme o nich prohldsit, Ze jsou konzistentni. V prvanim experimentu s 5 000 daty byl jednoznacné lepsi
NewRNDGIG, ¢imz mame na mysli, Ze data z néj generovana lé€pe odpovidala zobecnénému inverznimu
Gaussovu rozdéleni. Odhady byly celkové bliZe presné hodnoté, o cemz vypovidd primérnd smérodatna
odchylka. Také si mtizeme vSimnout, Ze ve vSech tfech pfipadech v experimentu s 5 000 daty maji od-
hady ziskané z dat vygenerovanych pomoci OlJdRNDGIG vétsi maximalni odchylku neZ odhady ziskané
z NewRNDGIG. V experimentu s 20 000 daty naopak vykazoval pfesn€jsi hodnoty OIdRNDGIG.
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Obrazek 3.5: Porovndni odhadii ziskanych metodou momentii s presnou hodnotou pro 5 000 dat.
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Obrazek 3.6: Porovndni odhadii ziskanych metodou momentii s pfesnou hodnotou pro 20 000 dat.
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3.4.2 Aplikace metody maximalni vérohodnosti (MLE)

Grafy na obrézcich a [3.8] znazornuji porovnani NewRNDGIG a OldRNDGIG pomoci metody
maximdln{ vérohodnosti. K vypoctu téchto odhadd byla vyuZzita logaritmicka vérohodnostni funkce
a matlabovska funkce ,,fminsearch*. V nasledujici tabulce jsou zapsany hodnoty aritmetického priméru
smérodatnych odchylek pro pfislusné odhady parametri:

5000 dat | NewRNDGIG | OIdRNDGIG || 20 000 dat | NewRNDGIG | OldRNDGIG
So 0,1063 0,1443 So 0,0777 0,1291
g 0,0456 0,0746 5B 0,0325 0,0819
S 0,0578 0,0732 S 0,0396 0,0805

Opét jsme zvySenim poctu dat dosdhli zpresnéni odhadid. MLE metoda vyrazné 1épe odhadla vétSinu
parametrt oproti ME a zejména u odhadu a* pro malé hodnoty 8 zaznamela dobré vysledky. BohuZel
u odhadu a* v obou experimentech pozorujeme tendenci naristu odchylky se zvétSujicim se 8. Prekva-
pivy a potésujici je fakt, Ze odhady ziskané MLE metodou jsou v obou experimentech presnéjsi pro
NewRNDGIG.
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Obrazek 3.7: Porovndni odhadii ziskanych metodou MLE s presnou hodnotou pro 5 000 dat.
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Obrazek 3.8: Porovndni odhadii ziskanych metodou MLE s presnou hodnotou pro 20 000 dat.
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3.4.3 Aplikace metody minimalni vzdalenosti (MDE)

K metodé MDE bychom potiebovali empirickou distribu¢ni funkci ziskanou z dat a distribu¢ni funkci
hustoty GIG, ke které ovS§em nezndme jeji analyticky pfedpis. PouZijeme proto metodu minimdlni vzd4-
lenosti v upravené formé pro hustotu. Z hlediska numerického pfistupu to tedy znamena napocitat z vy-
generovanych dat histogram a nésledné hledat takovou volbu parametrd, aby byl minimalizovéan rozdil
mezi grafem GIG hustoty a vrcholy histogramu. Stejné jako v metodé MLE zde uplatnime matlabovskou
funkci ,fminsearch®. Bohuzel, sami timto postupem vneseme do kédu chybu, nebot’ budeme nuceni
uméle navolit pocet sloupcti v histogramu (binovat), proto by byla empiricka distribu¢ni funkce vhod-
né&jsi.

Vysledky ziskané MDE metodou jsou k nahlédnuti na obrazcich[3.9]a[3.10]a stejné jako v pfedchozich
piipadech jsme do tabulky zaznamenali primérné smérodatné odchylky odhadu:

5000 dat | NewRNDGIG | OIdRNDGIG | 20 000 dat | NewRNDGIG | OIdRNDGIG
S 0,8075 0,9644 S 0,6198 0,5908
s 0,1897 0,2092 s 0,1381 0,1448
S 0,8746 0,9202 Su 0,5349 0,5134

Ze vsech pouzitych metod je jiz od pohledu jasné, Ze MDE je nejméné vhodnou metodou, i kdyz
za jeji nepfesnost je ¢asteéné zodpovédny postup zminény vySe. Odhady a* a * jsou v obou variantidch
vyrazné podhodnocené a 8 naopak nadhodnoceny. S nardstajici hodnotou S také naristd odchylka od-
hadd o* a A*. Stejn€ jako u predchozich metod doslo narGstem poctu dat ke zpresnéni. NewRNDGIG
vykazoval mensi primérnou odchylku v prvnim experimntu, ale pro set s 20 000 daty se prokazal lepsi
OIdRNDGIG.

3.4.4 Shrnuti

Zavérem miZzeme s jistotou tvrdit, Ze nejlepSi metodou zde zminénou pro odhad parametri GIG
distribuce je metoda maximéalni vérohodnosti MLE, kterd pro oba dva generdtory spocetla odhady, jeZ se
v priméru lisily maximalné o 15 setin od pfesné hodnoty pivodni parametrizace. Co se tyce porovnani
generatort, OIdRNDGIG se vSeobecné prokdzal jako lep$i generator pfi praci s vétsim poctem dat. Na
druhou stranu data z néj generovand neprinesla tak dobré vysledky pfi pouZiti metody MLE, jako data
generovand z NewRNDGIG. Dochizime tim tedy k zavéru, Ze pfi pouZiti metody MLE byl jednoznaéné

Vv

lepsi NewRNDGIG, ale pro obecné pouZiti v praxi a adaptaci na rizné dlohy je vhodnéjsi OldRNDGIG.
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Obrazek 3.9: Porovndni odhadii ziskanych metodou MDE s piesnou hodnotou pro 5 000 dat.
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Obrazek 3.10: Porovndni odhadii ziskanych metodou MDE s pFesnou hodnotou pro 20 000 dat.
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Kapitola 4

Zpracovani dopravnich dat

Zobecnéné inverzni Gaussovo rozdéleni se v poslednim desetileti ukdzalo jako vhodné zejména v do-

pravnim modelovani. V této praci budeme analyzovat data porizena na holandské dalnici A9. Jedna se o
(viz [13]]) bylo ovéreno, Ze Casové rozestupy namérené v pomalejSim pruhu odpovidaji GIG hustoté s ne-
zdpornou hodnotou parametru. V rychlém pruhu ovSem vznikaji anomadlie a na$i predikci je tvrzeni, Ze
pravé tyto anomadlie 1ze popsat pouZitim Zobecnéného inverznitho Gaussova rozdéleni se zapornym pa-
rametrem «.
Poskytnuta data jsou predupravena tak, Ze z nich lze vycist, jaké byly rozestupy mezi vozidly pfi rizné
hustoté provozu. Data jsou sortovdna podle rozsahu hustot v intervalech p € (4 + k,9 + k)volf—rigel, kde
k =1,2,...,81. Takto pfedupravend data jsme ocistili od zdpornych hodnot (Casovy rozestup nabyva
kladné hodnoty), od outlierd (tj. od velkych Casovych rozestupi) a preskalovali.

Jako prvni jsme na naméfené rozestupy v daném hustotnim intervalu pouZzili metodu momentd a me-
todu maximélni vérohodnosti. Metodu minimdalni vzdalenosti v této kapitole vynechdme, jelikoZ se jeji
pouziti kvili neznalosti analytického predpisu distribu¢ni funkce ukazalo jiZ v predchozi kapitole jako
nevhodné. Po provedeni obou metod zjist' ujeme, Ze odhady ziskané metodou moment porusuji poZada-
vek na kladnost parametrd 3 a A, proto k analyze dat pouZijeme pouze metodu maximdlni vérohodnosti
MLE, podle které se jednotlivé parametry odhadnuté z naméfenych dat pohybuji v nasledujicim rozsahu

~6,7643 < a < 0,4068,
0,1977 <8 < 5, 8786,
0,1259 < A < 4,3632.

Na obrazku [.1] jsou zobrazeny GIG hustoty s parametry ziskanymi metodou maximdlni vérohodnosti,
ptri¢emz pro prehlednost grafti jsme vykresleni rozdélili do ti{ ¢asti, kde kazda kiivka vZdy odpovida
jednomu hustotnimu padsmu. Na prvni pohled jisté zaujmou kiivky v grafu a) reprezentujici hodnoty,
o kterych mame tuseni, Ze by je GIG distribuce mohla vysvétlovat velmi dobfe. O tom, jak moc GIG
distribuce odhadnutd metodou maximdlni vérohodnosti prokldda data s nizkou hustotou provozu se lze
presvédcit na obrézku 4.2} kde jsme GIG hustotou proloZili histogram ziskany z ¢asovych rozestupi vo-
zidel v daném hustotnim pdsmu. Zaroven jsme se presvédcili, Ze GIG hustota dostateéné proklad4 i data
pfi vyss§i hustoté provozu. Zde je vhodné zdiraznit, Ze s narlstajici hustotou provozu rapidné ubylo
naméfenych dat, podle ¢ehoZ jsou upravovany pocty sloupcti v histogramu. Pozorovani, jak dobie dis-
tribuce prokldda histogram namétenych hodnot, bylo provedeno pomoci Kolmogorovy a L; vzdalenosti.
Kolmogorova vzdélenost K byla zavedena v pfedchozi kapitole (viz (3.4)) a L; vzdélenosti u nazyvime
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metriku zavednou pfedpisem

u(f.g) = \/fR () — g(x0)l du.

Zminéné vzdalenosti histogramu a GIG distribuce jsou vyobrazeny na obrizcich f{.3] a [4.4] Vysledky
vypovidaji o tom, Ze piiblizné¢ do hustoty provozu p = 70%;‘11"1 GIG hustota dobie prokladd prislusné
histogramy, pro hustoty vyssi nez 84"01?—11361 uz zaznamenavame velké odchylky. Na obrazku jsou
zakresleny hodnoty logaritmické vérohodnostni funkce vycislené v bodé maxima, je tedy mozné na-
hlédnout jakého maxima jsme maximalizaci dosdhli. V posledni sérii obrazkt sledujeme vyvoj
odhadu parametrd «a a 8 s rostouci hustotou provozu. Zejména pro hustoty do 34%{1361 pozorujeme, Ze
zvoleni zdporného « se prokazuje za vhodné.

Shriime si nyni zdsadni poznatky z provedené analyzy Casovych rozestupd. Cilem bylo potvrdit
predikci o tom, ze GIG distribuce je vhodna hustota k popisu Casovych rozestupl vozidel jedoucich
v rychlém dalni¢nim pruhu. K odhadu parametrti jsme vyuZili metodu maximalni vérohodnosti a podle
prvotniho ndhledu na vykreslené odhadnuté GIG distribuce jsme nabyli podezieni, Ze by GIG distri-
buce se zdpornou hodnotou @ mohla dobie popisovat zejména rozestupy namérené v hustotnim pasmu
p € (5, 30)%{13‘31. Pfi bliz§im zkouméni odhalujeme, Ze ackoliv méné zdarné, ale stdle dostatené dobie
vysvétluje GIG hustota i data s vy$s§imi hustotami provozu. Prvni velké nepresnosti zaznamendvame az
pro data s hustotou 80%@1.



Obrazek 4.1: Ukdzka GIG distribuct ziskanych odhadem metodou maximdlni vérohodnosti MLE.

a) hustoty pravdépodobnosti pro p € <5+k,10+k>, kde k=0,1...,20.
T T T T T

1.5

hustota pravdépodobnosti

25 3
Casové rozestupy (TCL)

b) hustoty pravdépodobnosti pro p € <5+k,10+k>, kde k=21,...,50.
T T T T T

o
©
T

hustota pravdépodobnosti
o o
N [o)]
T T

0 1 | | | [ —_—
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Casové rozestupy (TCL)

- ¢) hustoty pravdépodobnosti pro pe<5+k,10+k>, kde k=51,...,81.
B T T T T T

o o =
o o N [N}
T T T T

hustota pravdépodobnosti
N
T

0 ,,"" | —
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Casove rozestupy (TCL)

59



60 KAPITOLA 4. ZPRACOVANI DOPRAVNICH DAT

Obrazek 4.2: Prokldddni GIG distribuce namérenymi daty.

(a) ProloZeni histogramu rozestupii pri hustoté p € (22, 27)"013—111‘351 GIG distribuci ziskanou metodou MLE s odhad-
nutymi parametry o = =3,2205,8" = 1,6854, 4" = 0,2839.
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(b) ProloZeni histogramu rozestupui p¥i hustoté p € (79, 84)""13—;‘351 GIG distribuct ziskanou metodou MLE s odhad-
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Obrazek 4.3: Kolmogorova vzddlenost p histogramu a prokladané GIG distribuce pro kaZdé hustomi
pdsmo p € (4 +k,9 + ky*°4d pge k=1,2,..,81
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Obrazek 4.4: L vzddlenost u histogramu a proklddané GIG distribuce pro kazdé hustotni pdsmo
p € +k9+k)ySadl  kdek =1,2,..,81.
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Obrazek 4.5: Hodnota logaritmické vérohodnostni funkce vycislend v bodé maxima pro kaZdé hustomi
pdsmo p € (4+k,9+ k)"o]f—rlgel ,kdek=1,2,...,81.
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Obrazek 4.6: Zdvislost odhadu parametru a na hustoté provozu p € (4+k, 9+k)"°]f—rigel ,kdek=1,2,...,81.
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Obrazek 4.7: Zavislost odhadu parametru 8 na hustoté provozu p € (4+k, 9+k)"°lf—rlr‘1iel ,kdek =1,2,...,81.
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Zaver

s Yz

Tato prace byla rozdélena do tif hlavnich ¢asti. V prvni ¢asti jsme se sezndmili se tfidou balancova-
nych hustot 4 a vysetiili vlastnosti Zobecnéného inverzniho Gaussova rozdéleni pro negativni hodnotu
parametru . Navizali jsme tak na préci [2] a naSli asymptoticky Skdlovaci vztah GIG hustoty pro @ < 0
tvaru

3
A= -,
a+,8+2

ktery je shodny s asymptotickym Skdlovacim vztahem pro nezdporny parametr. Zaroven jsme také for-
mulovali existenéni podminku feSitelnosti Skalovaci rovnice GIG distribuce, podle které 1ze GIG hustotu
Skdlovat pouze tehdy, je-lia + 8+ 2 > 0.

Ve druhé ¢asti jsme predstavili zdkladni statistické metody pro bodové odhady parametrl a sestrojili
vlastni generdtor pseudondhodnych ¢isel NewRNDGIG, ktery jsme posléze pomoci uvedenych metod
porovnali s OIdRNDGIG, tj. generdtorem sestavenym podle ¢lanku Luce Devroye [9]. Pomoci téchto

statistickych metod jsme dosli k zavéru, Ze OJdRNDGIG je vhodnéjsi pro praci s vét§im mnoZstvim dat,
nicméné pro malé datové sady vykazoval lepsi vysledky NewRNDGIG.

Posledni ¢ést byla zaméfend na zpracovani dat z dopravniho méfeni z holandské dalnice A9. K tomu
jsme vyuZili metodu maximdlni vérohodnoti MLE. Vysledky potvrdily nasi teoretickou predikci o tom,
Ze data namétend v rychlém pruhu do urcité hranice hustoty provozu odpovidaji GIG distribuci se zapor-
nou hodnotou parametru a.

Béhem psani této prace jsme narazili i na problémy, které sice nebyly pro tuto prici vyznamné, avSak
jejich dal$im zkoumdnim by bylo moZné na tuto praci navazat. Jednd se naptiklad o vySetfeni analytic-
kého predpisu distribucni funkce GIG hustoty, ¢imZ by se v numerickych vypoctech uvedenych v této
praci sniZila chyba vypoctu. Déle bychom se, stejné jako Ing. Vackova ve své praci [2], mohli pokusit
o vylepseni vztahu pro zavislost Skdlovaci konstanty A na zbylych parametrech « a 5. V neposledni fadé
je ndmétem do budoucna také zkoumani definitnosti Hessovy matice vypoctené z logaritmické vérohod-
nostni funkce GIG hustoty ve stacionarnim bod¢ pfi vypocétu v metodé maximalni vérohodnosti (MLE),
¢imz jsme se nezabyvali, nebot’ ndm k vypoctim stacil numericky postup.

Soucasti prace je CD s programem NewRNDGIG a souborem s daty, kterd byla taktéZ zpracovana v
prostfedi MATLABu.
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