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Abstrakt: UrCeni zdrojového Clenu ndhlého niku radioaktivniho materidlu do atmosféry je klicové pfi
vyhodnocovani rizik a nasledki s inikem spojenych. Informace o zdrojovém ¢lenu jsou Casto neurCité a
uloha spojend s urcenim zdrojového Clenu Spatné podminéna. Kombinaci naméfenych dat s atmosféric-
kym transportnim modelem a linedrnim inverznim modelem je jednim z moZnych piistupti k této proble-
matice. V této praci predpokladdme znalost apriornich informaci o zdroji, z nichZ pro nés nejdulezitéjsi
je informace o pomérech jednotlivych radionuklidt ve zdrojovém Clenu, kterymi linedrni inverzni tlohu
regularizujeme. Tuto informaci jsme pfidali do iteracniho optimalizaniho pfistupu a vytvorili novy pfi-
stup k dané problematice. Na sadé syntetickych a realistickych dat porovndvadme jednotlivé piistupy a
sledujeme chovani jednotlivych algoritmi za riznych podminek ve snaze urdit, ktery z algoritmi bude

vev s

nejvhodnéjsi pro danou situaci.
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Abstract: Determination of the source term of an acccidental release of radioactive material into the at-
mosphere is crucial for evaluating risks and consequences associated with the release. Information about
source term is often vague and the task associated with determination of the source term is typically
poorly conditioned. Combination of measured data with the atmospheric transport model and the linear
inverse model is one of the possible approach to solve this issue. In this work, we assume knowledge
of a priori information on ratios of radionuclides in the source term. This information is used for regu-
larization of the linear inverse problem. We added a priori information on ratios of radionuclides to the
iterative optimisation approach and created new approach to the problem matter. On sets of synthetic
and realistic data, we compare individual algorithms and we study the behavior of individual algorithms
under different conditions in order to determine the performance of algorithms in the particular situation.
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Uvod

Nechtény dnik nebezpecného materidlu do atmosféry je pro dnesni svét stdle hrozbou [1]. Takovy
tnik muze, ale také nemusi mit pfimé dopady na zdravi a Zivot vefejnosti. UrCeni zdroje dniku je proto
klicové béhem krizovych situaci a bylo tedy vyvinuto znacné tsili na nalezeni metod a zplsobu, jak
zjistit lokaci a Casovy pribéh uniku. Jednim z moZnych pristupti k této problematice je kombinovani
atmosférickych modeld s daty naméfenymi ze stanic rozmisténych po Zemékouli [2]. Tyto stanice jsou
vétSinou prvni, které na podobny tnik upozorni a v piipade radia¢niho tniku jsou jimi naméfené kon-
centrace atmosférické aktivity kliCové pro tspésné urceni zdroje tniku. K zpfesnéni jsou potieba dalsi
dodatecné informace z nichZ jednou miiZze byt informace o pomérech radionuklidd. Atmosférické mo-
dely poté predpovidaji dalsi rozsifeni latky a jsou dileZité pro rychlou a efektivni pomoc zasazenym
regiontim [15]. Pfi situacich, kdy je tfeba okamzité odpovédi na vzniklou situaci, je nejCastéji pouzivano
méfeni gama ddvek. Radioaktivni nebo nebezpecny materidl, ktery unikne z mista jeho zdroje po nehodé
m4 ¢asovy priubéh a budeme ho oznacovat jako zdrojovy Clen. Problém uréeni zdrojového ¢lenu je Spatné
podminén vzhledem ke kumulaci neurcitosti z méfeni, atmosférickych modeli a meteorologickych dat.

Nasim cilem bude pomoci linedrniho inverzniho modelu, co nejptesnéji urcit zdrojovy ¢len. Budeme
se toho snazit dosdhnout kombinaci atmosferického transportniho modelu s naméfenymi daty. Existuje
fada algoritmu, které tento problém fesi. My se zaméfime na tzkou skupinu algoritmi s pfedpokladem
znalosti pomért jednotlivych nuklidi a budeme snazit urcit, jak si ktery algoritmus stoji za riznych
podminek, které mohou simulovat vzniklé situace. Za icelem dalsiho zpresnéni doddme algoritmim
rizné dodatecné informace a budeme pozorovat, jak se chovaji. Provedeme nékolik experimentd, které
se toto chovani pokusi zachytit a demonstrovat.



Kapitola 1

Inverzni uloha v atmosférickém
modelovani

1.1 Atmosférické modely

V této kapitole shrneme hlavni vyuZivané pristupy v atmosférickém modelovani dle [4], pro detail-

Vv

néjsi popis odkazujeme Ctenafe na [4] a reference v tomto ¢lanku uvedené.

Prenos radionuklidii atmosférou je vétsinou nejrychlejsi zptisob jejich Sifeni. Zasdhne také mnohdy
nejvetsi oblast a potenciondlné miiZe ohrozit nejvetsi skupinu lidi. Tento pfenos je ovlivnén z velké Casti
vétrem, turbulentni difizi, radioaktivnim rozpadem, rychlosti depozice a také chemickymi a fyzikdlnimi
procesy, které se odehravaji v pohybujicim se oblaku radionuklidi. VSechny tyto procesy jsou popsany
atmosférickou transportni rovnici,

%:—UVC+VKVC+E+R+D (1.1)

kde ¢ znadi koncentraci, v je vektor vétru a K je matice turbulentnich difiznich koeficientd. Prvni
vyraz na pravé strané tedy popisuje prenos a druhy turbulentni difdzi. £ jsou emise, R chemické reakce a
D depozice. Chemické reakce a depozice jsou bud’ vypocitany pomoci simulace nebo parametrizovany
pomoci jednoduché rovnice.

Velikost oblasti, kterou si pfejeme namodelovat urcuje, jaky atmosféricky model budeme chtit vy-
uzit. Pfi délce strany oblasti od 1 do 10 kilometrii se d4 numericky model zjednodusit predpokladem
homogenniho a stacionarniho vétrného pole. Tento predpoklad sniZi potfebnou vypocetni kapacitu, ale
také se miZe stat vyznamnym zdrojem chyb. Pri vétsi skdle uz meteorologickou situaci musime zahrnout
a s tim také rostou naroky na vypocetni kapacitu. Na globdlni $kéle poté musime délat kompromis mezi
sofistikovanym fyzikdlnim modelem a proveditelnymi vypocetnimi ndroky.

Meteorologicka data jsou pro modelovani atmosférického transportu zcela zdsadni. Numerické mo-
dely predpovédi pocasi jsou proto paroviny s modely atmosférické disperze. Existuji dva hlavni druhy
parovani téchto modell a to offline a online. Offline parovani pouZiva jiZ predzpracovand meteorolo-
gicka pole jako vstupni data a je proto méné vypocetné naro¢né. Z tohoto divodu této metody vyuzivaji
hlavné lidé v operacni praxi. Online parovani simuluje meteorologickou situaci s atmosférickym rozpty-
komplexnich meteorologickych podminek. Online parovani se dédle déli na online integrované modely,
kde meteorologické a disperzni modely maji stejnou miizku, numerickd schémata a také stejny ¢asovy
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krok a tudiZ interpolace nenf nutna a online pfistupové modely, které nemuseji mit stejnou miizku, ale
sdileji spolu data v urcitych intervalech. Pfesnost disperznich modeld zavisi na presnosti parovanych
numerickych modelech pfedpovédi pocasi, které mohou byt regionalni nebo globalni. Regionalni maji
Casto lepsi prostorové rozliSeni a nejsou hydrostatické na rozdil od globalnich.

Emise jsou nutnym vstupem pro disperzni modely. Pro tyto modely jsou emisni data pocatecni nebo
okrajovou podminkou. V klasickém pfistupu k disperznimu modelovani predpokldddame, Ze emisni data
zname. V komplexnéjSich situacich jako jsou radiacni havérie, ¢i napf. uvoliiovani radionuklidd pfi vel-
kych poZarech, se stdva neurcitost prekazkou pro dspésné disperzni modelovani.

Depozice je proces pii kterém jsou radionuklidy zachyceny na vegetaci, zemském povrchu nebo
vodnich plochédch. Radionuklidy se poté kumuluji v suchozemskych nebo motskych ekosystémech. De-
pozice se déli na suchou a vlhkou. Suchd depozice je fizend turbulentni difiz{ a gravitatnim usazovanim.
Obvykle ji charakterizujeme pomoci rychlosti depozice neboli pomérem toku povrchové depozice ku at-
mosférické koncentraci. Pro pfesnou a detailni parametrizaci tohoto procesu potfebujeme data, kterd jsou
dostupnd pouze vzicné a proto se Casto v disperznich modelech pouZiva konstantni hodnota rychlosti
depozice. Vlhka depozice je komplexni proces, ktery vyznamné prispiva k neurCitostem v disperznim
modelu. Zvlasté v pripadech, kdy maji radionuklidy dobrou rozpustnost ve vodé jako jédové a césiové
aerosoly. Disperzni modely, proto ¢asto misto komplexnich schémat vlhké depozice, pouZivaji odhad
zaloZen na koeficientu vyplachovéni, ktery zdvisi na empirickych konstantdch pro plyny a ¢éstice a na
uhrnu srazek.

1.1.1 Gaussovské modely

Pii pfedpokladu jediného zdrojového ¢lenu za homogenniho, stacionarniho vétru a intenzity turbu-
lence se da atmosféricka transportni rovnice (1.1) vyresit analyticky, ¢imZ se ziskd pole koncentraci
s normalnim rozdélenim [7]. Na tomto jsou zaloZeny Gaussovské modely, které ndm poskytuji dobré
vysledky na lokdlni prostorové doméné. Pro Gaussovsky model vyZadujeme meteorologicka data pro
jediny zdrojovy Clen a pfedpokldddme homogenn{ a staciondrni pocasi. TudiZ data pozorovand v monito-
rovacich stanicich mohou byt pouZita pro retrospektivni simulaci, zatimco numerické modely pfedpovédi
pocasi jsou pouZita pro predpovéd’ rozptylu.

Gaussovsky model predpokladd dvou dimenziondlni normdlni rozdéleni koncentraci pro pricny a
vertikdlni smér, centrované okolo osy po vétru od zdrojového Clenu. Klicové parametry pro tento model
jsou laterdlni a vertikdlni intenzity turbulence, které definuji Sifeni dvou dimenziondlniho normélniho
rozdéleni. Pfi vyssi intenzité lateralni turbulence se sniZi nejvyssi bod povrchové koncentrace ve sméru
Sifeni, ale postiZena oblast se zvétsi. Pokud je vyssi intenzita vertikdlni turbulence miiZe se povrchova
koncentrace zvysit nebo snizit. Tyto parametry casto odhadujeme pomoci empirickych hodnot.

Hlavni vyhodou Gaussovskych modeld je jejich rychlost a mald potfeba vstupnich dat. Tyto mo-
dely mohou fungovat bez piistupu k gridovym meteorologickym dattim jako jsou numerické modely
pfedpovédi pocasi. Diky tomu mohou byt tyto modely propocteny i na pfenosnych zatizenich a s pouze
nékolika vstupnimi parametry. Jsou tedy Casto pouZivany pfi stavech nouze, kdy je potieba rychlych roz-
hodnuti. Za tuto vyhodu ovSem plati pfesnosti omezenou na plochu o hrané nékolika desitek kilometra.
Za komplexnich podminek je jejich pfesnost taktéZ omezena.

1.1.2 Eulerovské modely

Eulerovské modely jsou zaloZeny na matematickém feSeni atmosférické transportni rovnice (1.1) s
prislusnymi pocate¢nimi a okrajovymi podminkami. Eulerovsky model je soustava parcidlnich diferen-
cidlnich rovnic druhého f4du s nezdvislymi proménnymi prostoru x,y,z a Casu ¢ [8]. VyfeSeni téchto
rovnic ndm poskytne ¢asoprostorovou zménu koncentraci radionuklidt. AvSak atmosféricka transportni
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rovnice (1.1) se kvili prostorové a ¢asové variabilité rychlosti vétru a turbulence neda vyfesit analyticky.
Bylo tedy vyvinuto nékolik numerickych metod, jak tuto soustavu rovnic vyftesit. Nejcastéji je pouZivana
takzvand metoda piimek, ktera se skldada ze dvou ndvaznych krokt. Prvnim je prostorova diskretizace,
ktera poté vede na pocatecni tlohu pro soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic. Tuto soustavu lze
resit nékolik integraCnimi metodami z nichZ nejcastéji pouZivany jsou implicitni a explicitni Eulerova
integraéni metoda a Rungeova-Kuttova metoda. Reseni tfidimenzionalniho Eulerova modelu ma viak
vysoké Casové ndroky. Za ticelem zkrdceni potfebného Casu a zachovéni urcité presnosti je pouzividno
nékolik metod. Nejefektivnéjsi jsou paralerizace a adaptivni sit’ovani.

1.1.3 Lagrangeovské modely

Langrangeovsky ¢ésticovy disperzni model vyuZiva stochastického piistupu k feSeni atmosférické
transportni rovnice (1.1). Zavislymi proménnymi jsou v této metodeé souradnice ¢astic uniklého materi-
alu. Kazd4 ¢éstice reprezentuje ¢ést z celkového objemu uniklého materidlu.

Langrangeovsky model je soustava stochastickych obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho radu,
kterd popisuje pohyb mnoha Cdstic. Rychlost ¢astice je definovdna sumami turbulentni difize a advekce.
Rychlost advekce ziskdvame z vétrného pole parovaného numerického modelu predpovédi pocasi.

Priméarn{ vystup Langrangeovského modelu je vzorec prostorového znecisténi popsany pomoci sou-
stavy souradnic Castic v kazdém casovém tseku. Pole koncentraci se poté ziskd spoctenim hustoty na
specifické miiZce jako suma celkového uniklého materidlu reprezentovand vSemi ¢dsticemi v rdmci néja-
kého objemu. VEétsi mnoZstvi ¢astic umoziuje pouZiti jemnéjsiho rozliSeni miizky. ProtoZe koncentrace
v tomto modelu nenf{ zavislou proménou, stava se feSeni komplexnich chemickych mechanismd pomérné
naro¢né.

Vypocetni ndroky jsou zavislé na poctu Castic pro které jsou trajektorie pocCitany, ale uz spocteni
nékolika trajektorii ndm dod4 informaci o sméru disperze a to dokonce i na vétsich skdldch. BéZnou praxi
je spocteni deterministickych trajektorii uvazovanim pouze vétru na velké skéle a zanedbanim turbulentn{
difdze [9]. Takto neziskdme koncentracni diagnostiku, ale bez ndkladného feSeni Eulerovského modelu ¢i
Langrangeovského modelu s mnoha ¢asticemi ziskdme rychlou informaci o rozptylu. Dalsi vyhodou je,
Ze inverzni problém, pfi kterém se snazime identifikovat lokaci zdroje, se dd formulovat velmi jednoduse
a to s pouZzitim zpétnych trajektorii.

1.2 Inverzni model

Inverzni modelovani je formdln{ piistup k odhadnuti neurcitych parametrii, pokud mame néjaka re-
levantni méfeni. V atmosférickém modelovani se ispésné pouziva k odhadnuti zdrojového ¢lenu tniku
s danymi méfenimi a poskytuje ndm hypotézu o zdrojovém clenu tniku. Zdkladem tohoto pfistupu je
systematické porovnavani vysledkt simulaci zaloZenych na riznych hypotézach s naméfenymi daty.
Obvykle pracujeme s mnoha zdrojovymi ¢leny a méfenimi najednou. Necht' x = [xy, ..., x,]7 je nezndmy
vektor zdrojového Clenu ay = [y, ...,y ,,]T je vektor méfeni. Predpoklddame, Ze vektor y se da vysvétlit
pomoci linedrniho modelu

y = Mx,

(1.2)

kde M je matice zdroj-receptorové senzitivity dand atmosférickym modelem [5]. Zdroj-receptorova sen-
zitivita popisuje citlivost zdrojového ¢lenu k méfeni. Pri predpokladu linedrniho modelu plati nasledujici
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rovnice: m; j = y;/x;. Vyslednd matice M, poté vypadd takto: M € RP*". Cilem inverzniho modelu je
nalézt takové x, aby reziduum ||y — Mxll% bylo minimdlni, coZ je vlastné metoda nejmensich Ctverca.
Dostat toto reziduum na nulu je pro redlnd data nerealistické a to kvili chybam, které obsahuje y a
M. Tyto chyby, ale miZeme vycislit, pfedpokladat jejich rozd€leni a zachazet s nimi jako se statisticky
konzistentni veli¢inou.

1.3 Poméry uniklych latek

Vliv chyb, které obsahuje matice M a vektor y se budeme snaZit, co nejvice potlacit a to doddnim
vice informaci a dal$im méfenim. Méfeni koncentraci atmosferické aktivity je pro nds nejuZitecnéjsi.
Tyto koncentrace se daji zméfit pro kazdy nuklid. Nevyhodou je, Ze méfeni musi probihat po urcitou
¢asovou periodu, typicky nékolik hodin ba i n€kolik dni a je tak nevyuZitelné pro systémy okamZité
reakce.

Meéteni povrchové aktivity je dal$im zplisobem, jak ziskat vice informaci. Povrchova aktivita se metfi
pomoci radioaktivniho spadu kazdého nuklidu, ktery integrujeme pies Casovou periodu. Tento zplisob
se diky jeho dostupnosti, nejcastéji vyuziva v piipadech, kdy je potfeba rapidni reakce [33]. Nicméné
pro inverzni metodu je tento pfistup ponékud ndroCny, jelikoz data, kterd ziskdme jsou sumou vSech
prispévku vsech nuklidd, které tvoii radioaktivni oblak a radioaktivni depozici [11].

V piipadé, kdy mame multi-nuklidovy zdroj, je pfedpoklad o pomérech jednotlivych nuklidi dilezity
napf. jako omezujici podminka inverzniho problému [11], [33]. Tento pfedpoklad lze ziskat naptiklad
analyzou nuklidové kompozice aktivni jaderné elektrarny. Metodologie v¢lenéni téchto informaci do
inverznich metod je stile otevieny problém.

Jednim z moznych pfistupii k tomuto problému je pouzit interval pomérii misto presného poméru.
Takto omezime optimalizacni problém formou bariérové protek¢ni funkce [11].

1.3.1 Inverzni modelovani nechténych viniku pomoci méreni radiac¢nich davek

V této sekci shrneme hlavni vyuzivané pristupy v inverznim modelovani pomoci méfeni radiacnich
ddvek dle [11], pro detailnéjsi popis odkazujeme Ctendfe na [11] a reference v tomto ¢ldnku uvedené.

Proménnad "okolni radiacni davka"v sob¢ zahrnuje riizné informace. Jednd se o sumu vSech prispévki
vSech radionuklidd, které emituji gama zafeni, at’ uz ve vzduchu nebo jako spad.

M M
Dokol = Z Doblakn + Z Ddepozit,l (13)
n=1 n=1

D o1 je okolni radiacni davka, Dopax, je prispévek n-tého radionuklidu z radioaktivniho oblaku, Dyepozir,
je prispévek n-tého radionuklidu z depozitované radiace a M je poCet gama vysilacu.

Idedln{ situace, pri které se méfi okolni radiaéni ddvka kontaminované vzduchové masy, kterd pre-
chézi pfes monitorovaci stanici miZe vypadat ndsledovné. KdyZ je oblak pfimo nad monitorovaci stanici,
radiacni davka vzroste a dosdhne ur¢itého maxima. Oblak se posouva déle a radiacni ddvka klesa. Radi-
acni ddvka poté, co oblak prosel je na hodnotdch vysSich neZ pred jeho pfichodem. Tento rozdil prameni
z depozit, které se zformovali béhem prichodu oblaku. V tomto bodé€ je doCasny vyvoj radia¢nich davek
tvofen hlavné radioaktivnim rozpadem radionuklidi, které tvoii depozit. Radia¢ni davky se postupem
Casu sniZuji a naméteny signdl radiacnich ddvek se sniZuje kvuli isotopickému sloZen{ depozitu.

U nehod jadernych elektraren je hlavni ¢ast signalu radiacni davky tvorena nékolika radionuklidy.
Tyto relevantni radionuklidy mohou byt identifikovany uZitim dalSich typti méfeni, provedenych v okol-
nim prostfedi nebo pouzitim hlavniho inventafe poSkozeného zatizeni. PoCet nezndmych parametri je
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sniZen redukovanim kompozice zdrojového Clenu na seznam radionuklidd. Piispévky téchto hlavnich
radionuklidd se museji rozliSit pouze na zakladé informaci obsazenych v méfenich radiacnich davek.
Docasny vyvoj signdlu obsahuje kvili radioaktivnimu rozpadu nepifimé informace o isotopickém sloZen{
emisi. Je nezbytné nutné, aby byli poloCasy rozpadu vybranych radionuklidd dostate¢né rozdilné, tak aby
inverzni proces dokdzal rozlisit jejich pfispévky k signélu radiacnich ddvek. Z fyzikdlniho pohledu jsou
vypustény rozlicné radionuklidy soucasné v proporcich, které zaviseji na jejich fyzikdlné-chemickych
vlastnostech. Inverzni problém muZe byt podminén vynucovanim realistickych proporci vypusténych ra-
dionuklidi. Napiiklad mira uvolfiovani radionuklidu i ve vztahu k radionuklidu j mtize byt donucena v
kaZzdém Casovém kroku ¢ k respektovani ndsledujici proporce:

L0

b = o) <a, 1.4)

kde a; a b; jsou limitni hodnoty izotopickych vztaht. o je vektor zdrojového ¢lenu. o zahrnuje ¢asovy
vyvoj miry uvoliiovani pro kazdy radionuklid. a; a b; mohou byt odhadnuty diky inventafi jadra poskoze-
ného reaktoru a méfenim koncentraci a povrchovym aktivitim. Toto ohrani¢eni miize byt vice, ¢i méné
flexibilni na zakladé znalosti o emisich.

1.4 Optimalizacni pristup

V této sekci fesime problém (1.2) s podminkou (1.4) a predstavime zde hlavni vyuZivané pristupy
v optimalizaci dle [15], pro detailn&jsi popis odkazujeme Ctendfe na [15] a reference v tomto ¢lanku
uvedené.

Optimaliza¢ni pristup se snazi nalézt kombinaci parametrt, kterd minimalizuje ndkladovou/icelo-
vou funkci J. Tato funkce md mnoho podob, ale nejcastéji je odvozena ze sumy kvadratl rozdild mezi
predikovanymi C, a pozorovanymi D, koncentracemi. Predikované hodnoty obdrzime z atmosférického
transportntho modelu a pozorované z umisténych senzorii. Predpokladdme, Ze kombinace parametrd,
ktera produkuje nejmensi rozdil je optimélni odhad zdrojového ¢lenu. Mnoho optimalizac¢nich technik
pouZiva iterativni proces, kde tcelova funkce J je minimalizovdna pouZitim riznych pravidel, kterd v
kazdé iteraci poskytnou novy vylepseny odhad hledanych parametri.

Hlavni cil vyzkumu optimalizaéniho pfistupu se snaZil hodnotit vykon existujicich algoritmt v op-
timalizovani nakladovych funkci, avSak rtizné metody také prozkoumaly rozdilné nakladové funkce a
uziti lepSich pocétecnich odhadti. Rozmanité metody byly ve vyzkumu pouZity pro optimalizaci uce-
lové funkce jako tfeba metody gradientti [16], metody piimého hledani [17], inteligentni optimalizacni
metody [18], [19].

1.4.1 Metody gradientu

1.4.1.1 Metoda nejmensich ¢tvercu

Cilem odhadu pomoci nejmensich Ctverct je minimalizovat sumu ¢tverct rezidui mezi pozorovanymi
koncentracemi D, a predikovanymi koncentracemi C, pro celkovy pocet senzorti N. Nakladova funkce
se d4 zapsat takto:

N
J= Z(Cr - D). (1.5)
r=1

Metoda nejmensich Ctverct je aplikovatelna pouze na pfili§ determinovany inverzni problém. Iterativn{
minimalizace ndkladové funkce J vyzaduje pocatecni odhad zdrojového ¢lenu. JelikoZ neni optimalizaéni
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metoda nejmensich Ctvercti globalni optimalizacni technikou, je z velké ¢asti zavisla na dobrém pocatec-
nim odhadu, jinak miZe uviznout v lokdlnim minimu a dovést nés k Spatnému feSeni kvili nelinearnosti
prostoru feSent.

1.4.1.2 Re-normalizace

Re-normalizace nebo regularizovana metoda nejmensi Ctverct je strategie linedarni asimilace koncen-
traCnich méreni, kterd identifikuje nezndmé tiniky [20]. Tato metoda vyuZiva prirozené statistky posky-
tované geometrii monitorovacich siti. Tyto statistiky jsou vyjadieny ve formé& vdhové funkce odvozené
z kritéria minimalni entropie. Toto kritérium zabranuje nadhodnoceni dostupnych informaci. Vahové
funkce slouZi jako apriorni informace o tniku, ktery je zjevny monitorovaci siti a poskytuji regularizaci
limitujici algoritmem prohleddvany prostor a také pocatecni odhad.

1.4.1.3 Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno algoritmus (BFGS)

BFGS algoritmus [21] je jednou z nejpopularnéjsich kvazi-Newtonovych optimalizacnich technik
[22]. Metoda je pouZivand k rychlému hledan{ extrémi funkce. Je podobnd Newtonové metodé, ale in-
verzni Hessidn je aproximovan pfimo, coz vyrazné redukuje vypocetni naroky. Sdm o sobé by mél algo-
ritmus potiZe s ur¢enim zdrojového €lenu, jelikoZ muiZe uviznout v lokdlnim minimu. V rdmci pfekondn{
tohoto problému byly pouZzity inverzni atmosférické transportni modely k vygenerovani vhodného poca-
te¢niho odhadu.

1.4.2 Meta-heuristické metody

Meta-heuristické optimalizacni algoritmy benefituji z jejich vykonu pfi globalnim hledani ve snaze
vyhnout se uviznuti v lokdlnim minimu. Nésledujici algoritmy uZivaji rizné metody k iteraci az do
konvergence k feSeni, zaloZené na vyhodnoceni nakladové funkce J. Metody se 1is{ zplsoby, jakymi
upravuji parametry k nalezenf{ lepSiho feSeni.

1.4.2.1 Metoda hledani vzorcu

Metoda hledéni vzorct je jedna ze zdkladni optimalizacnich metod. Skldda se z dvou jednoduchych
krokti. V prvnim kroku definujeme teoretické parametry (silu zdrojového ¢lenu Q a soufadnice x,y) a
jejich pocétecni hodnoty. V druhém kroku algoritmus odliSuje kaZzdy parametr zvySovanim ¢i snizovanim
jejich hodnot z jejich soucasného bodu aplikovanim konstantniho faktoru, zndmého jako smér pohybu
osy. Nékladova funkce je poté vypocitiana pro nové hodnoty parametrd. Pokud nezaznamename zvysen{
¢i snizeni hodnoty nakladové funkce v porovnani s hodnotou pro predchozi set parametrd je délka kroku
sniZena na polovinu a proces se opakuje dokud nejsou dosaZena kritéria pro ukonceni [23].

1.4.2.2 Simulované temperovani

Algoritmus simulovaného temperovéni je globélni optimalizacn{ algoritmus [24]. Je zaloZen na ana-
logii s termodynamikou. Specidlné s procesem ohiivanim a kontrolovanym ochlazovanim materidlu za
ucelem redukovani defekti. Tento proces piimo zdvisi na termodynamické energii E. Cilem je privést
systém z jeho pocatecniho stavu do konvergentniho stavu ve kterém systém vyuZivd minimum energie.
Pravidlo pro akceptovani zmény stavu je zaloZeno na Boltzmannové pravdépodobnostnim rozdé€leni [18].

En - En—l )

- (1.6)

R ~u(0,1) <exp (—
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R je zde ndahodné ¢islo z uniformniho rozdéleni u mezi nulou a jednickou. E, je energie systému (po-
dobné jako ndkladova funkce) a T, je teplota nebo parametr ochlazovani. Toto umoZiiuje algoritmu
obcasné prijmout parametry, které zvysuji E,. Diky tomu je algoritmus schopen uniknout z lokélniho
minima. Algoritmus opakuje generovani novych parametri nahodné, dokud nezkonverguje k feseni. Bé-
hem simulace je 7, sniZzeno za Gi¢elem vylepSeni chovani konvergence systému.

1.4.2.3 Geneticky algoritmus

Geneticky algoritmus je populdrni globalni optimalizacni technikou. Je klasifikovan jako jedna z me-
tod optimalizace umélé inteligence. Podobné jako vétSina optimalizacnich technik i geneticky algoritmus
je zalozen na iterovani. Hlavnim rozdilem tohoto algoritmu je pozméniovani odhadovanych parametri k
vygenerovani novych kandidati na feSeni. Tento piistup je inspirovdn procesem prirozené evoluce. Pro-
ces genetického algoritmu se d4 shrnout do ndsledujicich bodu.

1. Inicializace: Nahodna populace kandidatd na feSeni nazyvana chromozomy je vygenerovana.
2. Selekce: K méreni kvality feSeni je vyhodnocena ndkladova funkce.

3. Pareni: Reseni vysoké kvality jsou spolu "spéareny"”, za ticelem vygenerovani novych odhadt pa-

rametrd, ¢imZ vytvoii druhou generaci feSeni, ktera obsahuje vyssi kvalitu chromozomil neZ pred-
chozi generace.

4. Mutace: Stejné jako u evoluce je urCity vybér chromozomt zmutovan za Gc¢elem vygenerovani
vice novych feseni.

5. Dostavame konvergenci nebo ukonceni, za néjaké podminky.

6. Opakovani druhého az patého kroku.

1.5 Bayesovsky pristup

V této sekci shrneme hlavni vyuZivané Bayesovské pristupy dle [15], pro detailnéjsi popis odkazu-
jeme Ctendie na [15] a reference v tomto ¢lanku uvedené.

Bayesovské metody umoziuji, aby byla do problému vzata v dvahu pravdépodobnost. Diky tomu
muiZeme do vstupnich dat zahrnout neurcitosti. Dal§im zpiisobem, jak vyuZit Bayesovsky pfistup neni
jen hledani jednoho optimdlniho feSeni, ale ziskani hustoty rozdéleni pravdépodobnosti odhadovanych
zdrojovych parametrd. V tomto piipadé je zdrojovy ¢len definovan sadou parametri, které nas zajimaji.
Stochastické vzorkovani je jednou z moznosti, kterou se vyhodnoti aposteriorni rozdéleni pravdépodob-
nosti téchto parametrd, za icelem popsani téchto parametri zdrojového ¢lenu a jejich neurcitosti. Cilem
je hledat nejpravdépodobnéjsi parametr zdrojového Clenu za podminek aposteriorni pravdépodobnosti.
Bayesovo pravidlo odhaduje pravdépodobnost hypotézy nebo pravdivého vypoctu aposteriorniho rozdé-
leni, pfi dodani normalizaéni konstanty modelu pozorovani:

L o apriorni rozdéleni X model pozorovani
aposteriorni rozdéleni o — — — P | D,M,]I) (1.7)
normaliza¢ni konstanta modelu pozorovani

L .. POIDXPWD|6,M,I)
aposteriorni rozdéleni o (1.8)
P(D| M, 1)

kde tato rovnice odhaduje pravdépodobnost hypotézy 6 jako pravdivou, za pfedpokladu dat D, modelu
M a apriorni informace I. Apriorni rozdéleni P(6 | I) vyjadiuje stav znalosti 6 pfed znalosti dat D.
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Pravdépodobnostni funkce P(D | 6, M, I) je model pozorovéni, ktery popisuje pravdépodobnost dat D, za
predpokladu, Ze hypotéza 6 je pravdiva. Je znama také jako vzorkovaci distribuce, kdyZ je na ni pohliZeno
jako na funkci dat. Aposteriorni rozdéleni P(6 | D, M, I) je celé feSeni k problému vypoctu aposteriorniho
rozdéleni a vyjadfuje pravdépodobnost § vzhledem k danému D. Cilem je provést odvozeni parametrd,
které definuji 6 a aposteriorni rozdéleni vyjadifuje kompletni znalost t€chto parametrti vzhledem ke vS§em
dostupnym datdim.

P(D | M, I) je normaliza¢ni konstanta hustoty P(D | 8, M, I). Pti aplikaci na hled4n{ zdrojového ¢lenu
je hypotéza 6 odvozena sada parametrd, které popisuji zdrojovy ¢len. Data D jsou zméfené koncentrace
ze senzorl. Model M je néjaky atmosféricky transportni model a apriorni informace I mizZe byt jakako-
liv informace relevantni k problému. Pfi uvazovani pouze jednoho zdrojového ¢lenu miiZzeme zanedbat
normalizacni konstantu hustoty P(D | 8, M, I) a dostaneme pak:

aposteriorni rozdéleni « apriorni rozdélenixmodel pozorovdni — P(6 | D, M,I) o« P(6 | )XP(D | 6, M, I).

1.9
Pomoci modelu pozorovéni je kvantifikovdna pravdépodobnost diskrepance mezi naméfenymi a pre-
dikovanymi koncentracemi v kaZzdém senzoru. Predikce se tvoii vloZzenim odvozenych parametrii do
atmosférického transportniho modelu. Apriorni pravdépodobnost je pouZita k zahrnuti informaci o pa-
rametrech zdrojového &lenu, které zname jesté pred jakoukoliv detekci. Casto nepredpokliddme Z4dnou
apriorni informaci a proto Casto prifazujeme uniformni rozdéleni. Aposteriorni pravdépodobnost para-
metrl je poté proporciondlni k modelu pozorovani. Po probéhnuti vypoctu aposteriorniho rozdéleni v
sekvencnim procesu je apriorni nastavena jako aposteriorni predchozi iterace.

Monte Carlo vzorkovaci metody spolu s variaénimi metodami jsou pouZivany k uréeni pfesného od-
hadu aposteriorni hustoty rozdéleni pravdépodobnosti parametru zdrojového ¢lenu 6. Odhad a neurcitosti
parametru se daji urcit ze statistiky aposteriorniho rozdéleni, béZné ze stfedni a standardni odchylky. V
prostoru s vysokou dimenzi je mnoho parametrd odvozeno a vypoCetni naroky rostou exponencialné.
Z tohoto diivodu jsou pouzivany ucinné vzorkovaci techniky jako Markovovy fetézce Monte Carlo a
sekvenéni Monte Carlo. Sekvencni aspekt umoziiuje aktualizovat data pfi jejich obdrzeni, ¢imZ7 je tato
technika vice pouZitelnd pro dynamické oblaky.

1.5.1 Markovovy retézce Monte Carlo

Metody Markovovych fetézci Monte Carlo jsou pouzivany k efektivnimu vzorkovani z pravdé-
podobnostnich rozdéleni. Dosahujeme toho konstrukci Markovova fetézce s poZadovanym rozdélenim
ekvivalentnim k jeho rovnovaznému rozdé€leni [25]. Markoviv fetézec je vytvofen s pocCatecnim né-
hodnym nebo informovanym vychozim bodem, tam kde nové vypolty aposteriorniho rozdéleni jsou
vytazeny z aktudlniho ¢lanku v fetézci. Pravdépodobnost aktudlniho vypoctu aposteriorniho rozdéleni je
vyhodnocena a zaloZena na kritériu pfijmuti a je bud’ odmitnuta nebo pfijata jako dalsi clanek v Mar-
kovové fetézci. Neékolik technik bylo navrZeno, aby generovalo a pfijimalo nové vypocty aposteriorniho
rozdéleni. Nejpopularnéjsi z nich je algoritmus Metropolis-Hastings [26], ktery je popsan nasledujicimi
kroky.

e Krok 1 Inicializace: NavrZeni vychoziho odhadu parametru zdrojového Clenu 6;
e Fori=1:N

° Krok 2 Navrh: Generace nového odhadu 6*. Vzorkovani z navrzeného rozdéleni g(.): 6* ~
g0 | 6;)

e Krok 3 Ohodnoceni pravdépodobnosti pfijeti: @ =
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o L : . {e* kdyz @ > u(0,1),
o Krok 4 Prijeti nebo zamitnuti novych parametrii Markovova fetézce: 6;,1 = .
0; jinak,

kde u reprezentuje uniformni rozdéleni. Inicializacni proces zahrnuje vybirdni pocate¢niho odhadu pa-
rametrl zdrojového ¢lenu. Ten by mél byt zaloZen na apriorni informaci, jelikoZ miize mit vyrazny vliv
na konvergenci algoritmu. Nésledujici ndvrh je generovdn vzorkovanim z konce pfedchoziho ¢lanku v
Markovove fetézci. Nejpopularnéjsi technikou je ndhodnd prochazka, ale byly navrZeny i informované;si
techniky. B&€hem tfetiho kroku je pravdépodobnost ptijeti ndvrhu spoctena na zdkladé aposteriorniho roz-
déleni a navrzené hustoty pfedchoziho odhadu. Ve ¢tvrtém kroku se rozhodne, zda je nebo neni prijata

v v

jako dal3f ¢lanek v Markovové fetézci na zdkladné jejtho porovndni s ndhodnym Cislem.

1.5.2 Sekvenc¢ni Monte Carlo

Sekvencni Monte Carlo je dalsi technika pouzivana pro efektivni vzorkovani. Na rozdil od Markovo-
vych fetézcti Monte Carlo je tato metoda ze své podstaty paralelni, coZ umozZnuje vsem navrhiim Monte
Carla byt generovany a hodnoceny soucasné [27]. Z tohoto diivodu je povazovana za efektivnéjsi vzhle-
dem k vypocetnim naroklim nez Markovovy fetézce Monte Carlo. Sekven¢ni Monte Carlo také dobie
konverguje. Dal$im benefitem je sekvenéni povaha, dovolujici novym datim se zapojit do algoritmu
hned, jak jsou dostupna [27]. Popularni sekven¢ni Monte Carlo metoda pouZiva diileZitostni vzorkovani.
To zahrnuje vzeti uritého poctu vzorki z aktudlniho odhadu parametrii zdrojového ¢lenu, jejich zvazeni
a uziti téchto vah k vytvoreni nového aposteriorniho rozdéleni, ze kterého jsou tazeny nové vzorky. Tyto
kroky zde nacrtneme:

e Krok 1 Inicializace: Ndvrh pocatecniho dileZitostniho vzorku: @, = {QE’;)IO, w(li:)to i=1,...,N}

e Fortr=1:T

e  Krok 2 Navrh: Generace nového odhadu. Vzorkovani z navrzené distribuce ¢g(.):
e Fori=1:N vzorkuj

o 0L~ a0, = a0 10, a0, )

e Krok 3 Aktualizovani dileZitostnich vah:

e Fori=1:N,ohodnot dilezitostni vahy

) _ @D P6 O MDP@16;, ) 1@ )
e & gy ¢ (A 0
: a:(0,,) A P a0,

o Krok 4 Normalizace vah:

: . . (i)
e Necht 9(11.)[ = QT(;) a w(ll')t = Nwlzt -
. . . Z.f:1 Wiy

e Krok 5 Aproximace aposteriorniho rozdéleni:

o m(0) = YN, wis®; - 6)
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1.5.3 Diferen¢ni evoluce Monte Carlo

Diferencni evoluce Monte Carlo je kombinace diferenc¢ni evoluce a Bayesovskych metod Marko-
vovych fetézci Monte Carlo. Je to vlastné Bayesovskd verze genetického algoritmu uvadéného vyse.
Metoda je populacnim Markovovym fetézcem Monte Carlo, kde vice Markovovych fetézct béz{ para-
lelné. Proces selekce je zaloZen na Metropolisove kritériu prijeti a hlavni rozdil je v generaci novych
navrhli skokem. Namisto naladéné ndhodné prochdzky nebo multivarietniho normélniho rozdéleni po-
uziva diferen¢ni evoluce Monte Carlo vice fetézci k adaptivnimu ureni navrzeného skoku na zakladé
jejich diference [28].

1.5.4 Expanze polynomického chaosu

Expanze polynomického chaous vzesla z rozsifeni mySlenky homogenniho chaosu rozvinuté Wiene-
rem [29]. Tato metoda neni zaloZena na vzorkovani. Hlavni princip tohoto pfistupu pfi feSeni inverzniho
problému je rozsitit ndhodné proménné pouzitim polynomickych funkci baze. Vhodné zvoleny polynom
rychle konverguje k feSeni aposteriornimu pravdépodobnostnimu rozdéleni.
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Kapitola 2

Modely

2.1 Optimaliza¢ni modely

Inverzni problém se d4 preformulovat jako optimalizacni problém. Budeme tedy feSit minimalizaci
$patné podminéné matice M. Z toho diivodu budeme vyuZivat dodate¢nych podminek a predpokladii.
Ulohu tedy budeme regularizovat, abychom ziskali, co nejlepsi vysledky.

2.1.1 Regularizace

Castym problémem je $patnd podminénost tlohy, kterd ndm zabrafiuje nalézt stabilni feSeni bez do-
date¢nych ptfedpokladii. Musime tedy dlohu regularizovat. To znamenad, Ze do tlohy prfiddime dodate¢né
informace a podminky, které povedou k lepsi feSitelnosti tilohy a pfesnéj$im vysledktm.

Maiame tedy vektor méfeni y o velikosti p a matici zdroj-receptorové senzitivity M o velikosti p X n,
z nichz za pfedpokladu funk&nosti linedrntho modelu (1.2) ziskdme zdrojovy €len x o velikosti n. Toho
dosahujeme minimalizaci ndkladové funkce J;:

x" = argmin Jy, 2.1
X

kde
Ji = (y - Mx)! o5 (y — Mx). (2.2)

J1 méfi rozdily mezi hodnotami, které dostaneme z modelu a hodnotami pozorovanymi, kde o je stan-
dardni chyba pozorovani.

Takto definovany problém je vlastné problém nejmensich étverci. Metoda nejmensich Ctverct je
ovSem prili§ slabd na to, aby si poradila s Spatné¢ podminénou matici M. V grafu 2.1 ukazujeme odhad
zdrojového ¢lenu metodou nejmensich ¢tverct na datech definovanych v 3.0.1.

Tento problém vyfe§ime dodanim dalS$i podminky. Ukazuje se, Ze jednoduchou Tichonovovou re-
gularizaci Ize ziskat uzite¢né feSeni pro inverzi [10]. Inverze je poté provedena minimalizaci funkce J,
kde

J=J1+ /o, (2.3)

kde
Jo = x! diag(o?)x. (2.4)

J> méfi odchylku od apriornich hodnot. o, je jeji neurcitost vyjddfend jako vektor standardnich chyb
a pozaduje, aby feSeni bylo fidké. Pfi¢tenim J, jsme tedy pfidali podminku fidkosti, kterd potlacuje
ojedin€lé hodnoty v feSeni x*.
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Obrazek 2.1: Odhad metodou nejmensich ¢tverca

Dodédnim dal$i podminky déle zpfesnime feSeni. Rozumnym pfedpokladem se jevi podminka na
hladkost feSeni. Tu zajistime pfictenim J3 k ndkladové funkci J. Dostaneme

X" = arg min J, (2.5)
X
J=Ji1+Jh+ Js, (2.6)
kde J3 vypadd nasledovné:
J3 = (Dx)! Dx. (2.7)

JelikoZ se jedna o diskrétni derivaci, pak matice D miiZze vypadat takto:

1 0 0 --- 0
-1 1 0 0
D,, = 0o -1 1 0
0 O -1 1

J3 tedy reprezentuje deviaci aposteriorniho profilu od hladkosti.

Minimalizace J vede na linedrni systém rovnic o velikosti n, ktery se d4 velmi rychle vyfteSit za
pouziti standardnich ndstroji linedrni algebry. Jelikoz toto je analytické feSeni, miZeme si byt jisti, Ze
nalezneme globdlni minimum J [10].

Dalsi cesta, jak dlohu regularizovat je vyuZzit informaci o pomérech uniklych latek, coz je hlavnim
piinosem této prace, pokud jsou k dispozici. Pfedpokladdme, Ze pocet druhti nuklidi je m a pocet Ca-
sovych bodi je g. Pfedpokladame tedy, ze kompozice zdrojového ¢lenu x, kde poméry aktivit kazdého
z druhi nuklidi jsou uloZeny ve sloupci vektoru, vypada takto: x = [XlT, ey X,fl]T. Necht’ tedy n = mgq
a k-ty prvek vektoru X je x; = [Xk.1, ..., xk,q]T pro kazdé k = 1,...,m. Senzory méfi pouze sumu vsech
piispévki riznych druhi nuklidi. Separace téchto druhii dosdhneme pouze z jejich rtizného chovani
pri atmosferickém transportu nebo z jejich rozdilného polocasu rozpadu. Tyto efekty jsou reflektovany
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zdroj-receptorovou matici, ale jsou velmi slabé. Vztah mezi k-tym a m-tym prvkem lze vyjadfit v kazdém
casovém kroku ¢ podobné jako [11] nasledujicim zptisobem:

Ay < < Mk =1, m— LV = 1,0, 2.8)
Xm,t
kde ay; a by, jsou zndmé hranice pomért. Tyto hranice mohou byt zavislé na Case a nebo celou dobu
uniku konstantni. ZaleZi na dostupnych informacich.
Z fyzikalni roviny tlohy, lze také predpokladat, Ze vektor feseni x bude spliiovat x > 0. Tuto pod-
minku lze vynutit pfimo a nebo iteraéné, coZ popiseme v dalsich sekcich.

2.1.2 Optimalizace s podminkou

JelikoZ optimalizac¢ni problém popsany rovnici (2.1) je konvexni, vyuZivdme k feSeni tohoto pro-
blému CVX toolbox [12], coZ je Matlabovsky toolbox, ve kterém muZe byt rovnice (2.1) implemento-

Y,

véna a vyfeSena. Nejjednodus$im optimalizacnim modelem, se kterym jsme pracovali je tento:

X" = argminy{|ly — Mx|3}. (2.9)

MiZeme si v§imnout, Ze zde chybi podminka x > 0, coZ jak predpokldddme bude mit negativni vliv
na vysledky.
Dal$im modelem je tento:

x* = argminy{|ly — Mx|[3} subject to x > 0. (2.10)

Zde jiz figuruje predpoklad na kladnost feseni, ktery se projevi na kvalité vysledka.
Dals{ logicka podminka, kterou midZeme klast na feSeni je Tichonovova regularizace (2.4). Model
bude poté vypadat nasledovné:

X" = argming{|ly — Mxll% + al|x||2}, subjectto x > 0. 2.11)

Parametr & ndm zde umoZiiuje pfidat Tichonovové regularizaci uréitou vahu. ReSeni pak silné zavisi na
sprdvném zvoleni parametru @. Pomoci techniky L-kfivky 2.2 se d4 nalézt idedlni vdha tohoto parametru
[34]. Jedn4 se o graf na jehoZ ose y nalezneme euklidovskou normu ||y — Mx||; a na ose x euklidovskou
normu |[x|[,. Idedlni vdha se nachdzi ve zlomu grafu, od ¢ehoZ se odviji ndzev L-kiivka. Tato vdha je v
grafu 2.2 oznacena modrym koleckem.
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Obrazek 2.2: L-kfivka

Dalsi metodou nalezeni idedlni vahy « je naptiklad metoda Cross-validace [35].
Také se zde opét objevuje predpoklad kladnosti feseni. Tento predpoklad miZeme vynutit také ite-
ra¢né a nikoliv pevnou podminkou.

2.1.3 Iteracni optimalizace

V podstaté se jednd o identicky model jako (2.11) s tim rozdilem, Ze podminku x > 0 si vynucujeme
iteracnim algoritmem a nikoliv pevnou podminkou. Podobné¢ jako [32] navrhneme iterativni algoritmus,
ktery bude potlacovat negativni ¢asti feSeni. Algoritmus opakuje inverzi a redukuje standardni chybové
hodnoty téch prvki zdrojového €lenu, které jsou negativni, ¢imz stahuje feSeni blize k apriornim hodno-
tdm. Tato procedura se iteruje dokud neni suma negativnich feSeni mensi neZ jedna promile nebo ndmi
zadany maximalni pocet iteraci. Tato technika rychle konverguje a prvky, které byli nejdiive negativni

mohou zménit znaménko. Nésledujici pseudo-kéd tento algoritmus reprezentuje.
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y. M, a,
B=I,a

Xneg = 0
Xpos = 0

while x4/ x,05 < 0.001 or iter > 50 do
CVXbpegin

min ||y — Mx||§ +x! Bx
CVXend
for j=1tondo
if x(j) < 0 then
Xneg = Xneg T x(J)
B(j, j) = 0.5B(j, ))
else
Xpos = Xpos + x(j)
B(j, j) = min(1.1B(j, j), @)
end

end

end
Algoritmus 1: Iteracni algoritmus

y je vektor pozorovini a M je matice zdroj-receptorové senzitivity. « je vdha, kterou prikladdme
podmince fidkosti. 7, je identickd matice a tim paddem je B matice, kterd obsahuje pouze prvky « na
diagondle. x,e4 a Xxpos jsou sumy vSech pozitivnich a negativnich feSeni. Dokud nejsou splnény nami
zadané podminky probih4 while cyklus. V cyklu probéhne minimalizace pomoci CVX, kde ¢len x’ Bx
ma stejnou funkci jako Clen x|l v (2.11). Je to podminka fidkosti. Po této minimalizaci probih4d for
cyklus, ktery vezme poporadé vsechny prvky hledaného vektoru x a pokud jsou negativni, pak matici B
na prislusném misté zmensi o polovinu. V opa¢ném piipadé dosadi na prislusné misto v matici B Cislo
0 10% vétsi nebo parametr a. Z téchto dvou si vybere to mensi. Timto docilime toho, Ze negativni ¢ésti
feSeni se budou bliZit nule a pozitivni ¢asti se budou naopak zvétSovat.

Takto navrZeny algoritmus, ale nemusi nikdy dojit k nimi poZadované piesnosti. Obecné se tak stane
pokud z minimalizace pomoci CVX dostaneme extrémné Spatné feseni, které je hluboko po nulou. To se
stava v mistech, kde je matice M velmi $patné podminénd a algoritmus neni schopen toto vyfesit. Toto
je poté vyraznym zdrojem chyb. Potfebujeme tedy pridat do algoritmu dal$i podminku a to napriklad
podminku hladkosti.

2.1.4 Modely s predpokladem hladkosti reSeni

Pro lepsi odhad zdrojového Clenu jsme zavedli model, ktery zohlediuje predpoklad hladkosti. Model
vypadé néasledovné:

X" = arg min{|ly — Mx||§ + al|x||2 + B||Dx||2}, subjectto x > 0. (2.12)
X

B je zde véha, kterou pfikladdme hladkosti. Nasim cilem zde neni ladit vzajemné vahy « a 8. Namisto
toho pouZijeme rozumny a heuristikami (L-kfivka) podloZeny ndstfel, ktery pouZijeme pro dal$i srovnin{
a vypocty. Reseni tohoto modelu je tedy fidké, hladké a vétsi neZ nula o coZ jsme se pokouseli. Opé&t
nemusime podminku pozitivity vynucovat pfimo, ale pomoci itera¢niho algoritmu, kde do minimalizace
pomoci CVX ptidame Clen G||Dx||»}.
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2.1.5 Modely s poméry

Hlavnim pfinosem této prace je, Ze jsme se k predchozim modelim pokusili pridat informaci o po-
mérech jednotlivych druhii nuklidi nebo informaci o tom z jakého intervalu uvedené poméry jsou. Pravé

tuto obecnéjsi informaci jsme zde pouzili. Takto definované modely by méli byt podle nasi dvahy pies-
né&jsi, protoze pridavame fyzikalni informaci o tniku.

X" = arg min{|ly — Mxll% + +a|lx|l2 + BlIDx|l2}, subjectto x >0, ax, < Zht < brs, Yk, V),  (2.13)
X

Xm,t

aky a by, jsou hranice zminéného intervalu pro kazdy druh nuklidu a kazdy ¢asovy krok. Tato podminka
Ize pridat i do itera¢niho algoritmu nésledujicim zpisobem.

Y, M’ Cl,ﬁ

B=I,«a

Xpeg = 0

Xpos = 0

while x4/ x,05 < 0.001 or iter > 50 do
CVXbegin

min |ly — Mx||3 + x” Bx + B|IDx|l
subject to ay; < % < bis, Yk, YV j
CVXend
for j=1ton{
if x(j) < 0 then
Xneg = Xneg T x(J)
B(). j) = 0.5B(j, j)
else
Xpos = Xpos + x(j)
B(j, j) = min(1.1B(j, j), @)

end

end
Algoritmus 2: Iteracni algoritmus s poméry z intervalu
Takto regularizovany iteracni algoritmus odhaduje zdrojovy ¢len daleko 1épe nez Algoritmus 1 po-
psany vyse.

2.2 Bayesovské modely

2.2.1 Souvislost optimaliza¢niho a Bayesovského pristupu

wev s

V této kapitole shrneme hlavni metody Bayesovského pristupu dle [13], pro detailné;jsi popis odka-
zujeme Ctendie na [13] a reference v tomto ¢lanku uvedené.

Minimalizaéni problém optimalizacniho pfistupu se d4 zapsat také jako: x* = argming J. Tento
problém lze také vyjadrit jako maximalni odhad ve smyslu nasledujictho pravdépodobnostniho modelu:

P(y | X) = N(MX, 031,) oc ¢” 20 MO0 6=M) (2.14)

P(x) = N(0, diag(c2)) oc ¢~ 2% diag@)x, (2.15)

kde N oznacuje Gaussovo, tedy normalni pravdépodobnostni rozdeleni s danou stfedni hodnotou a roz-
ptylem. /, oznaCuje identickou matici px p a symbol e pfedstavuje rovnost aZ po normalizacni konstantu.
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Zlogaritmovanim podminéné pravdépodobnosti P(y | x) dostaneme vyraz
1
log P(y | x) = —E(y - MX)TO'BZ(y - Mx) +c, (2.16)

kde c je konstanta nezavisl4 na x. Vidime, Ze tento vyraz neni nic jiného nez log P(y | X) = —%J +caze
minimalizace funkce J pfi optimaliza¢nim pfistupu a maximalizace log P(y | X) jsou ekvivalentni.

2.2.2 Bayesovska formulace linearniho inverzniho problému

Pfi této formulaci pfedpokldddme, Ze informace o pomérech uniklych latek se dd zahrnout do kova-
rian¢ni matice.
Necht w™! = O'%. Poté
P(y | x,w) = N(Mx, w™'I,). (2.17)

Parametr w je povaZovan za nezndmy a tudiZ se ho pokusime odhadnout. Definujeme jeho pravdépodob-
nostni rozdéleni jako P(w) = G(9o, po), podobné jako [14]. Fy, pg jsou konstanty, které doporucujeme
nastavit jako 107! kviili numerické stabilité tilohy. G oznaduje Gamma rozdélent.

Model je zaloZen na specidlni roli posledniho podvektoru x,, vektoru x. Tento podvektor je modelo-
van nezdvisle. PouZivdme pfedpoklad hladkosti a fidkosti.

Pms | Xmet14) = Nyt Xom g1, 07 1, [0, 00]), (2.18)
Pl | Yme) = No, ) (2.19)

P(wm,t) = g(é:()s 770),[ = 2’ o q, (220)

P = Glap, Bo),t =1, ...q, 2.21)

kde 1,1, a Y, jsou odhadnuty z dat. JelikoZ x,,, zavisi na x,, ;-1 vyhovuje rovnice (2.18) pouze pro
t=2,..,qaprot = 1 pfedpoklddame P(x,, 1) = N (0, 191‘1, [0, co]).
N oznacuje zkracené normélni rozdéleni definované na intervalu [a, b] jako

V2 exp(— 2= (x = 1)?)

N"(u, o, [a,b]) = Vroerf(B) — erf(a)

Xla.b1(X), (2.22)

kde a = f/;%, B = %, funkce y(qp)(x) je charakteristickou funkcf intervalu [a, b] definovand jako
w=ll Kdyzxelabl e hybova funkee definovand jako erf(r) = 2 [lerd
X) = a erf je chybova funkce definovana jako erf(f) = == [ e * du.

Xian(O =)0 je chy j = b

Momenty zkraceného normalniho rozdéleni jsou

V2[exp(—f%) — exp(—a?)]

Vr(erf(B) — erf(a))

2[bexp(—3?) — —a?
02 = o + i - N YL EXP(B?) ~ acxp(-a?)] .24
Vr(erf(B) — erf(a))

Model v podstaté fikd, Ze dva po sobé jdouci prvky jsou vztaZeny k sobé pomoci nezndmého para-
metru /,, a zndme pouze . Predpokladdme, Ze Iy = 1 pro co nejhladsi feseni a &, g zvolime jako 1072.
Konstanty aq a By zvolime jako 107!, Zbyvajici podvektory vektoru x namodelujeme pomoci linedrniho
modelu korelace. Vynasobenim rovnice (2.8) vyrazem x,,, dostaneme nésledujici rovnici:

(xy=p— Vo

(2.23)

Xt = beiXmes iy < e < Dy, (2.25)
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kde /i ; je koeficient regrese. Abychom dovolili modelu nepfesnost zavedeme nésledujici pravdépodob-
nostni model.

P(xiy | Ximg) = N X v 14 10, 00]), (2.26)
Pl | i) = N0,y Laks bea)) (2.27)
P(W) = G(ko,v0), (2.28)

prot=1,..,q.k=1,...,m—1, kde lt;, 9 a ¥, budou odhadnuty z dat. Konstanty o, vo opét doporucu-
jeme zvolit jako 10710
Spojenim rovnic (2.18) a (2.26) midZeme zapsat model pomoci vektoru X, x = [x], .., x] 7.

P(x| Q) = N"(0,Q7", [0, o)), (2.29)

kde Q oznacuje matici piesnosti. Matice piesnosti md specificky tvar: Q = LYL”, kde L je doln{ trojd-
helnikova matice s nasledujici strukturou:

L 10| O 0 0
0| 0 0 0
L= 010 .10 0o |
00| 0 I, |0
Ll LZ e Lm—l Lm

kde submatice Ly, k = 1,...,m — 1, jsou sloZeny z neznamych koeficientd regrese takto:

k1 O 0 0
0 k> O 0
Ly = ) k=1,...,m—-1 (2.30)
0 0 0
0 0 0 —ly
a submatice L,, vypada takto:
1 0 0 0
—Iny 1 0 0
L, = ) (2.31)
0 . . 0
0 0 —lng-1 1

Matice T je diagondlni s kladnymi hodnotami na diagondle. Podobné jako v modelu matice L se
snazime matici Y provazat s m-tym prvkem. Pfedpokladame blokovou strukturu ndsledujicim zpisobem:

Ty | O

T = , (2.32)

oS o (O

OE'_%O o]

0 .
010
010

-
3

kde ', je diagondlni matice dimenze ¢ s diagondlou vy, ..., vy.
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2.2.3 Variacni Bayesovské reseni

Nezndmé parametry modelu se budeme snaZit aproximovat pomoci variaéni Bayesovské metodologie
[30], kde pravdépodobnostni rozdéleni jsou predpokldddna ve specifické formé podminéné nezdvislosti:

P, vp, ks Yo w | y) = P | )P | Y)PUiy | Y)PWky | Y)P(@ 1 Y). (2.33)

Nejleps$i moZna aproximace lze ziskat pomoci minimalizace Kullbackovi-Leiberovi divergence [31]. Tato
minimalizace jednoznacné urcuje tvar posteriornich rozdéleni jako

P(x | y) = N (pix, Zx, [0, +00]), (2.34)
P, |y) =GanB).t=1,....q, (2.35)
Py |y) = N, Zip ot = 1,0, — 1, (2.36)
PWms 1Y) = Gémpntima) t=1,...,q -1, (2.37)
p(lk,l | y) = Ntr(/“llk,,’ Z[k,ty [ak,ta bk,t])at = 1’ LR Qa (238)
P(Wrs 1Y) = Glkrssvia)st = 1,....q, (2.39)
P(w|y) =G#.p), (2.40)
prok =1,...,m— 1, kde tvarovaci parametry px, Xx, @, Br, i, ,» Zi,,0» Emts Tmts Ml s 2> Kieits Vit U, 0 jSOU
zavedeny nésledujicim zpsobem:
-1
% = ({(0)M'M+ (LYLT)) (2.41)
px = Zx ((0)M"y), (242)
1
a =qq+ Elq’l’ (2.43)
1 1 m—1
B = Bo + 5 diag (LD XXt L) + 5 ; (LIxix{ L) . (2.44)
_ -1
Zl,,,,, = ((Uq(m—1)+t><xq(m—1)+txq(m—1)+t> + dlag (<¢’m,t>)) s (2.45)
My, = i, (<Xq(m—1)+t+1xq(m—1)+z> X <Uq(m—l)+t> + lpdiag (<¢mt>)) ; (2.46)
1

fm,z=§0+§,t=1,---,q—1, (2.47)
T = 10 + 1(12 ) = lo{ln.) + Lp (2.48)

m,t 2 m,t m,t ) 0° .
Z, = (<Uq(k—l)+t><xq(k—1)+txq(k—l)+t> + diag (<lﬁk,z>))_ ; (2.49)
Hi, = 2, ((Uq(k—1)+t><xq(k—1)+txq(m—1)+t>) ; (2.50)

1
Kk’[=K()+§,t=1,...,q, 2.51)
1

ks = vo + §<li’t>,k =1,....(m—1), (2.52)
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9=+ 2, (2.53)

2
0 =po+ %tr ((xx")M"M) - y"M(x) + %yTy. (2.54)
PoZzadované momenty Gamma rozdéleni jsou:
(1) = diag((@op™).....(@0p™), (2.55)
g" 5
(Wm.) = nmi t=1,....q, (2.56)
(W)= 2 k=1, om=11=1,...q (2.57)
Uk t
<a)> = ﬁ, (2.58)

kde symbol o znac¢i Hadamardtv soucin. Momenty tvofici L, jsou spocteny nasledovné:
() = (2.59)

(lfn,z) =, +Zippo (2.60)

a momenty <X>, <XXT>, <lk’,>, <llit>, k=1,...,m— 1, jsou spoCteny v souladu se zkrdcenym normdlnim
rozd€lenim (2.22).

Tvarovaci parametry pux, Xx, @z, Brs iy, > 20> Emts Mints K> Zlyss Kkt> Vier» 0 p Spolu se standardnimi mo-
menty tvori soustavu implicitnich rovnic, které je tieba fesit iterativné. Pravdépodobnostni rozdélent,
které se iterativné vyhodnocuje jako prvni je 2.34, kde (L) a (') nastavime jako identické matice a

_ 1
(w) = maxM M’
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Kapitola 3

Experimenty

Veskeré experimenty byly provedeny v softwaru Matlab.

V této kapitole provedeme fadu experimentl s riznymi podminkami a budeme se snazit ukazat, Ze
zahrnutim znalosti o pomérech jednotlivych uniklych prvkid do tlohy pro optimaliza¢ni formulaci ma
smysl. Oc¢ekavame, Ze pfiddnim podminky na poméry dosdhneme lepsich vysledkl neZ bez ni. O stejnou
véc se pokusime i pro bayesovskou formulaci problému.

3.0.1 Generovani syntetickych dat

Nejprve budeme pouZivat syntetickd data, kterd si vygenerujeme néasledujicim zptisobem. Nejprve
si zvolime, jak bude vypadat zdrojovy Clen x;,.. Aby se ndm s nim lépe pracovalo, budeme mit tii
konstantni dseky u nichz ptfedpokldddme znalost poméru aktivit. Konkrétni volba byla takova to:

x,mz[o,s 0,5 0,5 1 1 1 0,1 0,1 0,1]T. (3.1)

Generovani poté probihd nisledovné:
Y= Mxyye + e, 3.2)

kde ¢ € R?°X! m4 funkci Sumu. Jedn4 se o vektor ndhodné generovanych &isel z normalniho rozdélent,
ktery je vynasoben koeficientem 0,3. M € R?** je matice zdroj-receptorové senzitivity, kterd je opét
sloZena z ndhodné generovanych ¢isel z normdlniho rozdéleni. V matici M jsme také vynulovali v§echny
prvky mensi nez 0,8 a druhy, sedmy a osmy sloupec jsme nasobily koeficientem 0,001, abychom doséhli
Spatné podminénosti matice. Tyto sloupce jsme zvolili, tak aby jeden odpovidal vZdy jednomu druhu
nuklidu. y € R?™! reprezentuje vektor méfeni. Rovnici (3.2) jsme nechali prob&hnout pro 100 riiznych
Sumt e a ziskali jsme tak sadu dat, sloZenou ze sta riznych vektorti méfeni y se kterou jsme dale praco-
vali.

3.1 Optimalizace se syntetickymi daty

V této sekci porovname 7 rozdilnych modeld, které jsou variacemi na (2.12). Ve vSech pouZivame
podminku fidkosti (2.4), které pfifazujeme vahu o = 102 a podminku hladkosti (2.7), které pfifazujeme
véhu 8 = 107!, Drobné zmény téchto hodnot, pfipadné zmény intervalu, neméni nijak zdsadné vysledky
dosazené v této praci.

U vSech modelii jsme posuzovali jejich vysledky na zakladé jejich rozdilu od skute¢ného zdrojového

¢lenu v Euklidovské normé. Tedy ||xue — xll2 = \/ 21.9:1 (Xirue; — Xi)*. Tyto vysledky jsme si poté zobrazili
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pomoci funkce boxplot. Boxplot je piehledny zptsob zobrazeni souboru dat. Cervend &dra oznaluje
medidn, spodni modra oznacuje 25. percentil a vrchni modra 75. percentil. Tyto tfi ¢ary tvori box, ktery
ndm ukazuje, kde se koncentruje vétSina dat. Spodni a vrchni Cernd jsou nejextrémnéjsi data, neboli
minimum a maximum. Cervenym kiiZkem jsou oznatena data, kterd leZi od jejich nejblizii modré &ary

déle nez 1,5 ndsobek vzdélenosti mezi modrymi ¢drami, tedy 25. a 75. percentilem.

T T T T T
i
0.7 i
= + [
06 - i = ! .
I | |
I | |
! | | .i ¥
0.5 |- ! | | |
; | ! + +
I \
— | | T i3
Soal ! N o
x I I
= — — | I
' | | I
0o3f —- i : \ ' .
! T I I
| | | | |
: : : : . | |
0.2+ | ‘ | I 7
i \ I
] L
011 i | i
I I
L | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7
algoritmy

Obrézek 3.1: Optimalizace se syntetickymi daty

V grafu 3.1 ocislujeme nami pouZité algoritmy a vytvoiime zde seznam popisujici jejich vlastnosti v
ramci zachovani prehlednosti.

e Algoritmus 1: bez podminky pozitivity
o Algoritmus 2: s podminkou pevné pozitivity
e Algoritmus 3: s podminkou iteracni pozitivity
e Algoritmus 4: s podminkou pevné pozitivity a podminkou pevnych pomért
e Algoritmus 5: s podminkou itera¢ni pozitivity a podminkou pevnych pomérd
e Algoritmus 6: s podminkou pevné pozitivity a poméry z intervalu
e Algoritmus 7: s podminkou iteracni pozitivity a poméry z intervalu
Prvnim modelem, ktery je oznacen jednickou na ose y, je nejzdkladnéjsi model.
X" = argming{lly — Mx||3 + @lxll2 + BIIDx|2} (3.3)

V tomto modelu jsme nepouzili podminku pozitivity a miZeme si v§imnout, Ze dopadl nejhife.
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Druhym a tfetim modelem, které jsou oznaceny dvojkou a trojkou na ose y, jsou stejné modely jako
(3.3) s tim rozdilem, Ze tentokrét jsme jiz pouZili podminku pozitivity, kterou jsme u dvojky vynutili
napevno, stejné jako u (2.12) a u trojky iterativné. Vidime, Ze druhy dopadl o trochu 1épe neZ treti a Ze
oba dva dopadly 1épe neZ (3.3). Z toho si vyvozujeme, Ze pfedpoklad pozitivity rozhodné smysl ma a
projevi se ve vysledcich.

Ctvrty a paty model, které jsou oznaleny &tyfkou a pétkou, jsou modely, ve kterych jsme pouzili
pfedpoklad o pomérech mezi jednotlivymi nuklidy nédsledujicim for cyklem.

fori=1to3do

x(i) = pomérl - x(i + 3)
x(i) = pomér2 - x(i + 6)

end

V nagem piipadé byl pomérl = 0,5 a pomér2 = 5. Ctvrty model vynucoval pozitivitu pevné, zatimco
paty iterativné. Vidime, Ze jejich vysledky jsou téméf identické, ale miizeme si povSimnout rozdilu mezi
zbylymi modely. Modely s pevnymi poméry mezi jednotlivymi nuklidy dopadly zdaleka nejlépe a mi-
Zeme Tici, Ze ptidani pomérd do inverzni dlohy zptisobi zlepseni vysledki na syntetickych datech.

Sesty a sedmy model, které jsou oznaceny Sestkou a sedmickou, jsou modely, kde jsme opét dodali
informaci o pomérech mezi jednotlivymi nuklidy, ale tentokrat je tato informace méné ptfesnd. Pomoci
ndasledujiciho for cyklu jsme stanovili, Ze pomér pochdzi z intervalu, jehoZ spodni hranice je 0 30% mensi
neZ skute¢ny pomér a horni hranice je o 30% vé&tsi neZ skuteCny pomér.

fori=1to3do

0,7 - pomérl - x(i + 3) < x(i) < 1,3 - pomérl - x(i + 3)
0,7 - pomér2 - x(i + 6) < x(i) < 1,3 - pomér2 - x(i + 6)

end

Opét byl pomérl = 0,5 a pomér2 = 5. Sesty model vynucoval pozitivitu pevné a sedmy iterativné.
Znovu nevidime valného rozdilu mezi témito dvéma modely. Na vysledcich nicméné vidime, Ze si mo-
dely vedly 1épe, neZ modely 1, 2 a 3, ve kterych nebyla zahrnuta informace o pomérech a zdroven si
vedly hiife nez modely 4, 5, ve kterych jsme pouZzily pevné poméry.

Uk4zali jsme tedy, Ze zahrnuti informace o pomérech do minimalizacni tlohy m4 smysl i kdyby tato
informace nebyla pfesnd nybrz pouze z néjakého intervalu. V tomto experimentu jsme si také opakované
v§imali, Ze pfi pouziti informace o pomérech, nebyl rozdil mezi podminkou pozitivity zahrnutou pevné
nebo iterativné. Modely totiz dopadli velice podobné, takZe budeme jejich rozdil déle studovat a to v
experimentu nasledujicim.

3.2 Porovnani optimaliza¢niho a Bayesovského pristupu

V tomto experimentu budeme hledat rozdil mezi algoritmy pouzivajici pevné pozitivity a iterativni
pozitivity. Pro porovnéni do néj také zahrneme variacni Bayesovskou metodologii. PouZivame referencni
implementaci algoritmu z [13]. PouZivame podminku fidkosti (2.4), které pfifazujeme vdhu a = 107! a
podminku hladkosti(2.7), které piifazujeme vahu 8 = 10~!. Model pevné pozitivity vypadd jako (2.13) a
iterativni jako Algoritmus 2 z sekce 2.1.5.

Tyto tfi modely jsme opakované poditali pro riizné intervaly. Prvni propoditani je s pevnym pomérem.
V kazdém dal§im jsme pfidali (resp. ubrali) 5% k horni (resp. spodni) hranici intervalu, ze které byl
pomeér. Toto ilustruje nasledujici for cyklus.
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for j =0to 19 do
fori=1to3do
(1 =((j) - 0.05)) - pomérl - x(i + 3) < x(i) < (1 + ((j) - 0.05)) - pomér1 - x(i + 3)
(1 = ((j) - 0.05)) - pomér2 - x(i + 6) < x(7) < (1 + ((j) - 0.05)) - pomér2 - x(i + 6)
end
end
Vysledky jsme opét od¢itali od skute¢ného zdrojového €lenu v normé, tedy || x4, — x||. Tyto vysledky
jsme nezobrazovali pomoci boxplotu, ale jako prosty prameér, kvuli lepsi prehlednosti.
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Obrazek 3.2: Porovnéani optimaliza¢niho a Bayesovského piistupu pro syntetickd data

Zluté linie v grafu 3.2 je stejny model jako (2.13) bez jakékoliv informace o pomérech. Zafadili jsme
ho do experimentu z diivodu prehlednosti. Uvidime diky nému, zda je vZdy model s poméry z intervalu
lepsi neZ ten bez n&j a popiipadé pi jakém prodlouzeni intervalu uz neni. Cern4 linie naopak predstavuje
model s pevnymi poméry.

Na ose y vidime primérnou hodnotu sta rozdilt vypocitanych hodnot od skutecného zdrojového
¢lenu v normé. Na ose x vidime procentudlni odchylku od pfesného poméru, kdy O odpovidd pevnym
pomérdm. 5 odpovidd 5% prodlouZeni intervalu na obou stranich, 15 odpovida 15% prodlouZen{ atd.

Z grafu 3.2 jasné vidime, Ze pii pevnych pomérech neni rozdil mezi pozitivitou vynucenou pevné a
iterativné. Bayesovsky model si vede htife nez predchozi dva a vede si hiife i pfi prvnim roztazeni o 5%
na obou stranach intervalu. Od této chvile uz Bayesovsky model jasné vitézi a stoupd pouze nepatrné. Pri
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roztazeni o 95% na obou strandch intervalu dojde zhruba do ¢tvrtiny vzdélenosti mezi ¢ernou a Zlutou
linif.

Iterativni pozitivita a pevna pozitivita se ndm jevi téméf totoZné do prodlouZeni o 10%. Pfi pro-
dlouZeni o 15% zacne mit iterativni pozitivita viditelné horsi vysledky neZ pevna pozitivita a to azZ do
prodlouZeni o 70% na obou strandch intervalu, kdy zacne mit lep$i vysledky neZ pevna pozitivita. Graf
pevné pozitivity od tohoto prodlouzeni stale pomérné prudce stoupd, ale nedosdhne Zluté linie. To ovSem
neni automatickd zdleZitost. Pfi pokusech s 1épe podminénou matici jsme zaznamenali pfekroceni této
linie jak pevnou tak iteracni pozitivitou, coz je velice zajimavé, protoze puvodné jsme ocekavali, Ze
Zadny z algoritmu tuto linii nepfekroCi, protoZe jsme predpoklddali, Ze model s néjakou informaci navic
si povede 1épe neZ ten bez této informace.

Z obavy, aby néjak4 sloZka nalezeného vektoru x, pfili§ nedominovala a nezkreslovala tak vysledky,
jsme se rozhodli provést stejny experiment ovsem s rozdilnou metodikou zaznamenavani vysledki. Ten-
tokrat jsme podivali vZdy na konkrétni prvek nami nalezeného vektoru a porovnali ho se skute¢nym
zdrojovym vektorem a zaznamenali, jak se 1i$ procentudlné. Toto jsme zaznamenali pro kazdy prvek
vysledného vektoru a zprimérovali. Dostali jsme tedy o kolik procent se prumérné li§il ndmi nalezeny
vektor od skute¢ného zdrojového Clenu. Odstranili jsme tak moZnost, Ze by vysledky zkreslovala jedna
dominantni slozka. Vysledky si miZeme prohlédnout na grafu 3.3.
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Obrézek 3.3: Procentudlni rozdil mezi optimalizaci a Bayesovskym algoritmem pro synteticka data
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Vidime na ném, Ze pomérné dobfe kopiruje chovani algoritmti z 3.2, aZ na drobné rozdily, jako jsou
mista, kdy zacne néktery z algoritmu vitézit nad druhym.

Abychom si mohli 1épe prohlédnout rozdil mezi pevnou a iteracni pozitivitou do 2. prodlouZent,
rozhodli jsme se jejich vysledky od sebe odecCist. Vysledny graf vidime v 3.4.

Absolutni rozdil mezi pevnou a iteracni pozitivitou
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Obrazek 3.4: Rozdil mezi pevnou a iteracni pozitivitou

Z grafu 3.4 mizeme vycist, Ze pii pevném pomeéru a prvnim prodlouzeni je lep$i pevna pozitivita a pfi
2. prodlouZeni je na tom lépe iteracni algoritmus. Nalezli jsme tedy rozdil mezi t€émito dvéma pfistupy.
Proti iterativnimu piistupu mluvi jeho pomalost. Jeho vypocteni trvalo ndsobné déle, jak oproti Bayesov-
skému pfistupu, tak oproti algoritmu s pevnou pozitivitou. Naproti tomu je iteracni piistup robustnéjsi i
pro velké intervaly, coZ miiZze vykoupit jeho Casovou narocnost.

3.3 Chovani optimaliza¢niho a Bayesovského pristupu pro ruzna o

Diéle nds bude zajimat jestli se zméni ndmi pozorované chovini Bayesovského algoritmu a optima-
liza¢nich algoritmt s pevnou ¢i iteracni pozitivitou, pii zméné vihy «, kterou pfikladdme Tichonovové
regularizaci neboli fidkosti (2.4). Podmince hladkosti pfifadime vdhu 8 = 107!, protoZe za takovéto
volby B pro nase syntetickd data, jsme dosahovali lepsi presnosti nez pro jiné volby. Vyssi volby kladli
moc velky diraz na hladkost, zatimco niZs$i moc maly.

Nase modely budou stejné jako v predchozi sekci a budeme také pouzivat stejné metody zaznamena-
vani vysledkut. Totozné bude také prodluzovani intervald. Budeme zobrazovat vysledky pro rizné a do
stejného grafu. Zlutd a Cernd linie bude mit stejnou funkci jako v predchozi sekci a kazd4 z nich bude

propocitana pro konkrétni «, tudiz uvidime nékolik skoki.
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Obrazek 3.5: Porovnani optimaliza¢niho a Bayesovského pristupu pro riizna « a syntetickd data

Na 3.5 pozorujeme &tvefici grafi zapracované do jednoho. Prvni graf zleva pocital s @ = 10°, druhy
zleva s @ = 107!, tieti zleva s @ = 1072 a graf GpIn& vpravo s @ = 1073, MiZeme si pov§imnout, 7e
nejmensi pramér reziduf obecné nastal pro & = 10° a @ = 107!, kdy itera¢ni pozitivita se chova 1épe pro
a = 107!, kde s prodluzovanim intervalu zaéne zpomalovat sviij riist a konéi s lep§im vysledkem neZ
pevnd pozitivita a iteraéni pozitivita pro @ = 10, zatfimco u pevné pozitivity je tento trend opaény. Pro
a = 10° zpomali pevna pozitivita sviij riist t&sné pred koncem a pro @ = 10~! dopadne naopak hiife. U
« = 1072 pozorujeme u obou pozitivit prudsi rist, kde ale vitézi iteraéni pozitivita, zatfmco pro @ = 1073
se oba algoritmy drZi na témér totozZnych hodnotéch.

Bayesovsky algoritmus ma vyborné vysledky jak pro @ = 10°, tak pro @ = 107!, kde pozorujeme
pouze pozvolny narust s natahujicim se intervalem, ze kterého jsou poméry. Zajimavé ovSem je chovani
Bayesovského algoritmu pro @ = 1072 a @ = 1072, kde pfi poslednich dvou prodlouZenich o0 90% a o
95% dojde k prudkému zhor3eni vysledki. Ndznak tohoto pozorujeme i u @ = 107" U @ = 1072 se
dostane na trovefi optimalizace s pevnou pozitivitou a u @ = 107> dokonce jesté daleko vyse. Piekon4
tak Zlutou linii zobrazujici vysledky bez poméri skoro o dvojndsobek jeji hladiny pro & = 1073. Zd4 se,
7Ze se Bayesovsky algoritmus dostal do néjakého lokdlniho optima, ze kterého se nedokdzal vyprostit a
prestava, tak byt spolehlivy.

35



Rozdil v procentech
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Obrazek 3.6: Procentudlni rozdil mezi optimalizaci a Bayesovskym algoritmem pro synteticka data a
riznd «

Abychom se ujistili, Ze vysledky nezkresluje jedna dominantni sloZka, rozhodli jsme se provést stejny
experiment, pii kterém ale zaznamendvame primérné procentudlni odchylky od skute¢ného zdrojového
Clenu, ktery vidime zde 3.6. Jak vidime, tak chovani vSech algoritmil pomérné pékné odpovida grafu 3.5.
Je zde 1épe vidét odskok poslednich dvou vysledki Bayesovského algoritmu pro o = 107! .

Zjistili jsme, Ze pro nase synteticka data 1épe funguji vétsi hodnoty vahy pro fidkost (2.4). Také jsme
si povs§imli, Ze pfi natahovan{ intervald ze kterych bereme poméry jednotlivych nuklidd, se pfesnost jed-
notlivych algoritmd miiZze ménit a Ze kazdy funguje pro jina prodlouZeni jinak pfesné. Nyni se podivdame
na realistickd data.

3.4 Experiment s realistickymi daty

Budeme pouZivat data ze simulovaného tniku smési radionuklidi z jaderné elektrarny. Tento tnik byl
sloZen z Cesia 137, J6du 131 a Xenonu 133. Jako atmosféricky transportni model byl pouZit Langrangov-
sky casticovy disperzni model FLEXPART, ktery byl fizen meteorologickymi poli ECMWF Era-Interim
s horizontdlnim rozliSenim 0,5° pro matici zdroj-receptorové senzitivity a 0,25° pro vektor méteni. Pro-
storové rozliSeni modelu bylo priblizné 10 X 10 km. Tento hypoteticky unik byl simulovan z jaderné
elektrarny Temelin. Jako sit’ receptor uvazujeme rakouskou sit’ monitorujici radiaci, skladajici se z vice
nez 300 receptort. Ty poskytly data o gama davkach z oblaku a depozici za hodinu. Senzory méfily pouze
gama davky a tudiz nebyly schopné rozlisit jednotlivé piispévky radionuklidii. Separace nuklidti mohlo
byt dosaZeno pouze z rozdilnych poloc¢ast rozpadu a rozdilnych vlastnosti pfi atmosférickém transportu,
které jsou reflektovany v zdroj-receptorové matici. Tyto efekty jsou ale velmi slabé a problém separace
nuklidi je tak velmi $patné podminén.

Experiment 3.1 nyni provedeme znovu, ale tentokrét s realistickymi daty. Porovndvdme opét 7 roz-
dilnych modeld, které jsou variacemi na (2.12). Podmince fidkosti (2.4) pfifazujeme vahu @ = 1072 a
podmince hladkosti (2.7) piifazujeme vdhu 8 = 10~!. Prvni model je prost podminky pozitivity, druhy
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model ji obsahuje a jedn4 se o pevnou pozitivitu, tfeti model pracuje s iterani pozitivitou. Ctvrty a paty
model obsahuji informaci o pevnych pomérech a Ctvrty pracuje s pevnou pozitivitou, zatimco paty model
pracuje s itera¢ni pozitivitou. Sesty a sedmy model pracuji s poméry z intervalu, ktery vznikl podobné
jako v 3.1. Takto ocislované budou také v 3.8

%1018 Vypoétené vektory

35 — — — - skutecény zdrojovy élen
alg1: bez pozitivity
alg2: pevna pozitivita J
3L alg3: iteraéni pozitivita _
- alg4: pevné poméry a pozitivita

alg5: pevné poméry a iteracni pozitivita

ool
25| algB: pevna pozitivita a poméry z intervalu  EERE N = =l
alg7: iteracni pozitivita a poméry z intervalu 1 ; 2 |
g 2
=
=
T 15
1 -
0.5
D ~ — = - -
—0.5 | 1 1 | 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Obrazek 3.7: Vysledné zdrojové Cleny optimalizace pro realisticka data

V grafu 3.7 vidime vysledky jednotlivych modelt oproti skute¢nému zdrojovému ¢lenu. Na prvni
pohled miiZeme fici, Ze nejhlire dopadl model s iteracni pozitivitou bez informace o pomérech a také lze
fici, Ze model bez pozitivity a s pevnou pozitivitou se od sebe prili§ nelisi. O moc vice, ale z tohoto grafu
nedostaneme, proto jsme se rozhodli sestavit graf, kde porovname rezidua jednotlivych modeld. Vidime
ho zde 3.8.
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x10'® Absolutni porovnani

26} :

algoritmy

Obrézek 3.8: Optimalizacni pfistup pro realistickd data

Z grafu je vidét, Ze model bez pozitivity a s pevnou pozitivitou jsou na velice podobné hodnote. Treti
model s iteraéni pozitivitou je jasnym porazenym v tomto porovndni. Ctvrty model s pevnou pozitivitou
a poméry a paty model s iteracni pozitivitou a pevnymi poméry maji o dost lepsi hodnoty oproti predcho-
zim algoritmam. Vysledky patého modelu jsou v absolutnim porovnéni nejlepsi. Sesty a sedmy model
maji celkem podobné hodnoty jako ¢tvrty a paty, a to i pres to, Ze jejich informace o pomérech uniklych
latek byla z intervalu roztaZzeného o 30% na obou stranach.

V tomto grafu 3.8 je nékolik pomérné zvlastnich vysledkii. Za prvé si vede model bez pozitivity
Iépe nez modely 2 a 3, které podminku pozitivity obsahuji. Ddle ma ctvrty model s pevnymi poméry
a pozitivitou hors$i vysledek, neZz Sesty model, ktery rovnéZ obsahuje pevnou pozitivitu, ale mad méné
kvalitni informaci o pomérech. Za ticelem pfesnéjsi predstavy o chovani algoritmt jsme provedli také
procentudlni porovnéni, které vidime na grafu 3.9.
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Obrazek 3.9: Procentudlni rozdily optimaliza¢niho pfistupu pro realistickd data

Z. grafu procentudlniho porovnani zjist'ujeme, Ze nékteré zvlastni chovani jednotlivych modelt vi-
ditelné na 3.8 lze vysvétlit dominanci nékteré ze sloZek vyslednych vektorti. PovSimneme si, Ze druhy
model mé v procentudlnim porovndni lepsi vysledek nezZ prvni, avSak tfeti model s iteracni pozitivitou
ma opé&t nejhorsi vysledek. Ctvrty algoritmus mé lepsi vysledek neZ modely 6 a 7 i kdy? to témé&F nelze
postifehnout. Péty algoritmus s pevnymi poméry a iteracni pozitivitou mé i v procentudlnim porovndni
nejlepsi vysledek. Sesty a sedmy model méli v absolutnim porovnani pomérné rozdilné vysledky, ty jsou
ale v procentudlnim porovnini smaziny.

3.5 Porovnani optimaliza¢niho a Bayesovského pristupu pro realisticka
data

Dale budeme hledat rozdily mezi algoritmy pouZivajici pevné a iterativni pozitivity a Bayesovskym
algoritmem. V podstaté provedeme stejny experiment jako v sekci 3.2 na realistickych datech. Opét bu-
deme pouzivat podminku hladkosti s vahou 8 = 10~! a podminku fidkosti s vahou & = 107! Bayesovsky
algoritmus je referencni implementaci algoritmu z [13]. Znovu budeme natahovat intervaly, ze kterych
jsou poméry uniklych latek viz. 3.2 a pozorovat chovani jednotlivych algoritmu.

V predchozich experimentech jsme pouZzivali Zlutou a Cernou linii, které nam ukazovali vysledky z
algoritmu, které bud’ obsahovali informaci o pevnych pomérech nebo neméli Zddnou informaci o téchto
pomérech. Tyto algoritmy pouZivali pevnou pozitivitu. Iteracni jsme nezobrazovali, protoZe pro pevné
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pomeéry byli vysledky téméf totozné, zatimco algoritmus bez informace o pomérech mél vysledky natolik
Spatné, Ze pri jejich zobrazeni nebylo v grafu nic vidét. Nyni zavedeme zelenou linii, kterd predstavuje
pravé algoritmus s pevnymi poméry a iteracni pozitivitou, jelikoZ pro realistickd data md smysl ji zobra-
zit.
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Obrazek 3.10: Porovnani optimaliza¢niho a Bayesovského pristupu pro realistickd data

V grafu 3.10 Ize pozorovat, pro¢ jsme se tak rozhodli. Graf iteracni pozitivity zacina nize nez graf
pevné pozitivity, ale pouze do prvniho prodlouZeni o 5%. Graf iteracni pozitivity si drZi staly thel stou-
pani a az pri poslednich tfech prodlouZenich zacne svij rist zpomalovat.

Graf pevné pozitivity se ov§em chovd pomérné zvlastné. Pro pevné poméry mé hor$i vysledky nez
pro prodlouzené intervaly a to az do prolouZeni o 30%. Do prodlouZeni o 15% klesa a od té doby uz
stoupd podobné rychle jako graf iterani pozitivity a to az do prodlouzeni o 70%, kdy se jeho riist vyrazné
zpomali. Vysledek pro prodlouZeni hranic intervalu o 30% ma lepsi vysledek nez algoritmus s pevnymi
poméry, coz odpovida vysledkim z 3.8, kde 6. a 7. model méli stejné prodlouZeny interval.

Chovéni Bayesovského algoritmu je na prvni pohled trochu zvlastni. Pro pevné poméry ma nejhorsi
vysledek a od té doby se jeho vysledky pouze zlepSuji navzdory hor$im informacim o pomérech. Je
nutno si vSak uvédomit, Ze data obsahuji Sum, ktery pfesné feSeni s pevnymi poméry vychyli a pokud
tedy dame algoritmu vétsi flexibilitu, napriklad moznost vybrat si z néjakého intervalu, miZe se dobrat
lepsiho vysledku nez s pevnymi poméry. Nezapominejme také, Ze jsme zobrazovali rezidua [|x — X;yell,
tudiz mohl byt vysledek zkreslen dominantni sloZkou vysledného vektoru.
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Obrazek 3.11: Procentudlni rozdil mezi optimalizaci a Bayesovskym algoritmem pro realistickd data

Graf 3.11 zobrazuje priméry procentudlnich rozdili mezi nasimi vysledky a skute¢nym zdrojovym
¢lenem. Iteracni pozitivita se chova stejné jako v 3.10 a nebudeme ji proto dle komentovat.

Graf pevné pozitivity naproti tomu vypada daleko 1épe, kdyZ pozorujeme primér procentudlnich
rozdilt. Sice z pocatku lehce klesd, ale drzi se okolo drovné Cerné linie a pii prodlouzeni o 30% je jiz
nad nf a stéle roste. Od prodlouzZeni o 75% se poté drzi drovné Zluté linie, coZ by odpovidalo nas{ piivodn{
pfedstavé o tom, jak se budou algoritmy chovat za zhorSujicich se podminek.

Bayesovsky algoritmus také vypada 1épe. Sice se do prodlouzeni o 35% klesa, ale zato je to velice
pomalé klesani{ a od tohoto prodlouZeni uz jenom roste a pro prodlouZeni o 95% ma horsi vysledky, nez
pro pevné poméry, coZ pii zobrazovani rezidui vidét nebylo.

3.6 Chovani optimalizacniho a Bayesovského pristupu pro rizna « a re-
alisticka data

Stejné jako pro syntetickd data budeme nyni pozorovat, jak se méni chovani Bayesovského a optima-
liza¢nich algoritmt pfi zméné vahy a pro podminku fidkosti (2.4). Podmince hladkosti pfifadime vdhu
B = 107!, tedy stejnou jako pfi experimentu se syntetickymi daty. Modely budou sefazeny stejné jako v
sekci 3.3. Opét zde figuruje Cernd, Zluta a zelena linie viz. pfedchozi sekce.
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Obrazek 3.12: Porovnani optimalizacniho a Bayesovského pfistupu pro riiznd « a realistickd data

Z grafu 3.12 vidime, Ze pro libovolné a dosahuje nejlepsich vysledkt pravé Bayesovsky algoritmus.
Pro pevné poméry z néj dostaneme nejhorsi vysledek. Poté se s roztahovanim intervalu jeho rezidua stéle
zmensSuji. Pro rdzné a u tohoto algoritmu nenastavaji Zadné vyrazné zmény, proto ho jiz nebudeme dale
komentovat.

Pro @ = 10° (1. zleva) dosahuje algoritmus s pevnou pozitivitou daleko lepsich vysledki neZ algo-
ritmus s pozitivitou iteraéni. Pro prvni dvé prodlouZeni je lepsi neZ Bayesovsky algoritmus. Algoritmus
s iteracni pozitivitou ma pomérné Spatné vysledky hned z pocéatku, nicméné po jisté dobé se dostane na
stejnou droven jako algoritmus s pevnou pozitivitou.

a = 107! (2. zleva) jsme popisovali v predchozi sekci. Pro @ = 1072 (3. zleva) dosahuje lepsich
vysledkil model s iterani pozitivitou a je to jeho nejlepsi vysledek ze vSech voleb a. Pozorujeme u néj
klesani pro prvnich par prodlouZent, kterého jsme si mohli povsimnout i pro @ = 10°. Po tomto tivodnim
klesani zacne stoupat a od jistého prodlouzeni se drZi na konstantni drovni.

Algoritmus s pevnou pozitivitou je pro @ = 1072 a @ = 1073 (1. zprava) modelem s nejhorsimi
vysledky. Pro pevné poméry je jeho vysledek na podobné trovni jako pro zbylé dva modely, avSak poté
prudce roste neZ dosdhne Zluté linie, kde za¢ne byt jeho priibéh konstantni. Pro @ = 1073 (1. zprava) je
prubéh algoritmu s iterani pozitivitou podobny tomu s pevnou pozitivitou s tim rozdilem, Ze prestane
rist difve a mé lepsi vysledky.

Nyni se podivime na procentudlni rozdily mezi jednotlivymi algoritmy v grafu 3.13.

42



KAPITOLA 3. EXPERIMENTY 43

Rozdil v procentech

110 T T
pevna pozitivita
100 #  iteraéni pozitivita =
*  Bayes
L bez pomérl *
20 s pevnymi poméry pevna poz. 2
s pevnymi poméry iter. poz.
g BD — ée ¥ * e
R b d
g |* o *7] 4
L * v 3 ! o
R * ] ‘ v o
£ * : *
E ** ¥ * ‘ *
€ 60 - & ok % * 5 il
£ *; * : *
g * o * . f¥ *ee *
. 50 *e . * »¥ % =t
B % * *
E * ** *
o 40 - i * + ** . P 3
v 3 3 * 3 * ¥
* £ * * * T T i ] i
30 B *********** ****H**** Fokey #wak ii*i*****x*
20 % * o
: FES
1 1 | I I
45 95 45 95 45 95 45 95
alpha=10e0 alpha=10e-1 alpha=10e-2 alpha=10e-3

procentualni odchylka od presného poméru

Obrazek 3.13: Procentudlni rozdil mezi optimalizaci a Bayesovskym algoritmem pro realisticka data a
riznd a

Graf pro a = 107! (2. zleva) jsme komentovali v predchozi sekci a tudiZ ho vynechdme. Bayesovsky
algoritmus ma opét stejny pribéeh pro libovolnou volbu @. Z pocatku klesa a od jistého prodlouZeni zac¢ina
rdst.

V grafu 3.13 pro a = 10° (1. zleva) vidime podobné chovini jako v 3.12. Pevnd pozitivita je zpo¢atku
daleko lepsi, ale poté se dostane na stejnou trovei jako iteracni pozitivita. [teracni pozitivita mé zpocatku
Spatné vysledky, které se do jistého prodlouZeni zlepSuji a poté opét zhorSuji. Zajimavé je, Ze dosahuje
stejnych vysledkl pro pevné poméry i pro poméry z intervalu prodlouzeného o 90% na obou stranach.

Pro @ = 1072 a @ = 107 dosahuje lepsich vysledki algoritmus s iteracni pozitivitou. Ten je pro
« = 1072 konstantni a poté za¢ina rist. Algoritmus s pevnou pozitivitou pro @ = 102 aa = 107 a
algoritmus pro iteraéni pozitivitu pro @ = 10~3 za¢inaji na pomérné dobrych vysledcich a od té chvile se
uz pouze zhorsuji.



Zaver

Pomocf linedrniho inverzniho modelu a kombinovédnim atmosférického transportniho modelu a na-
méfenych dat jsme se snaZili, co nejpfesn&ji urit zdrojovy ¢len. Uloha byla kvili neurditostem velice
$patné podminénd a standardni postupy jako napiiklad metoda nejmensich ¢tverci pro ni selhavaly. Tyto
prekazky jsme se snazili odstranit regularizaci ulohy, tzn. pfiddnim riiznych podminek a dodate¢nych
informaci jako napriklad informaci o pomérech jednotlivych nuklidd ve zdrojovém ¢lenu. Kombinovali
jsme v této problematice pouZzivané pfistupy s riznymi regularizacemi a testovali chovani jednotlivych
algoritmu. Také jsme vytvorili novy pfistup k této problematice, jimz je iteracni optimalizacni pristup s
informaci o pomérech jednotlivych radionuklida.

Provedli jsme experiment, pfi kterém jsme aplikovali rtizné pfistupy na sadu syntetickych a rea-
listickych (takzvany twin experiment) dat. Optimalizacni algoritmy byly citlivé na volbu jednotlivych
parametrt a pri jejich zméné se vysledky mohly podstatné ménit, nicméné obecné si algoritmy s pevnou
a iteracni pozitivitou si vedly Iépe pro pevné poméry, zatimco pro rozvolnénéjsi poméry dominoval Ba-
yesovsky algoritmus. Algoritmus s iteracni pozitivitou bez informace o pomérech mél pomérné Spatné
vysledky a byl vypocetné€ naro¢ny, avSak s pridanou informaci o pomérech dosahoval vétSinou lepsich
vysledkt nez algoritmus s pevnou pozitivitou a to hlavné pro realisticka data.

Dalsim logickym smérem, kterym bychom se mohli ubirat je aplikace téchto pifistupl na redlnd data.
Pfi aplikaci na redlnd data by tedy bylo pro volbu algoritmu zdsadni, jakou informaci o pomérech bychom
méli k dispozici. Také by bylo potfeba najit vhodnou kombinaci vah jednotlivych regularizacnich ¢lend,
kterd by ndm poskytovala nejlepsi vysledky.
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