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Uvod

J s

Internet se stal nedilnou soucasti nasich Zivotii a mnozi si uz ani nedokaZzi predstavit, jak by
bez ného fesili kazdodenni starosti. Se zvySujicim se provozem v internetu, se zvySuje téZ pocet
pokusti o jeho zneuZiti, at’ uZ pomoci vird, odposlouchdvani, botnetii ¢i malwaru obecné. Tra-
di¢ni obrannd feSeni se spoléhaji na identifikaci predem stanovenych znak, kterymi se malware
1i$1 od neskodného programu. Inteligence a adaptivita malwaru vSak neustdle roste a prakticky
tak znemoznuje nalezeni deterministickych pravidel ¢i postupi k jeho detekci.

Moderni metody detekce vyuZivaji umélou inteligenci (Al), zejména pak neuronové sité
a sestavuji diskriminativni modely, ¢imZ se snazi klasifikovat pocita¢ do tfidy nakaZeny nebo
nenakazeny a to na zékladé jejich HTTP(S) [4], [15]. Tyto metody na rozdil od klasického
strojového uceni, vyuZivaji tzv. multi-instanéni uceni, kde jsou data hierarchicky rozloZena do
stromovych struktur, presnéji feCeno do tzv. vektord pfiznakti. Mnoho autort se pokusilo tento
koncept vylepsit, priCemz nejnovéjSim fenoménem je unifikovand knihovna HMill [2].

My k tomuto problému v této bakaldrské praci pristoupime jinak a zaméiime se na mo-
dely generativni, pfi¢emzZ jesté¢ nebudeme fesit redlné problémy. Prace je koncipovédna do tfech
kapitol v logickém sledu. Na trovni této prace se budeme zabyvat i nezbytnym matematic-
kym aparatem, ktery bude shrnut v prvni kapitole. Hlavnim ucelem této kapitoly bude odvodit
ELBO (Evidence Lower Bound). Ve druhé ¢asti budeme diskutovat rozdily mezi generativ-
nimi a diskriminativnimi modely, definujeme neuronovou sit’ a predstavime metodu variacni
autoencoderu. V posledni tfeti ¢4sti se budeme vénovat stromovym strukturdm, predstavime
multi-instanéni u€eni a jeho rozdil oproti klasickému strojovému uceni a nakonec koncept vno-
feného prostoru. Problematiku kazdé kapitoly se vZdy pokusime osvétlit pomoci jednoduchych
prikladd. Pfi jejich feSeni budeme vyhradné pouZzivat programovaci jazyk Julia [[16]. Primarnim
cilem celé prace je pak najit takovou distribuci, kterd umi generovat stromové struktury. Tato
prace by méla slouZit jako odrazovy mistek pro hlubsi pochopeni této problematiky.



Kapitola 1

Teorie

1.1 Optimalizace

Optimalizace je matematickd dloha, jejiZ snahou je nalezeni takovych hodnot proménnych,
pro které dana funkce nabyva minima ¢i maxima. My se budeme snaZzit najit minimalni hodnoty
vektoru parametra 6 tzv. ztratové funkce (loss function). Ztratovou funkci budeme dle anglic-
kého vyrazu znacit L(6). Minimalizaci ztratové funkce ziskame odhad parametrt

A~

6 = arg min L(6), (1.1)
0

ktery budeme vzdy znacit pomoci stiisky. Existuje nespocet zptsobu jak danou funkci minima-
lizovat. My budeme vyhradné pouZivat metodu zvanou Gradient Descent.

1.1.1 Gradient Descent

Jednd se o iterativni optimalizacni metodu. Minimalizujeme L(6), tedy derivujeme dle vek-
toru parametrd 6, diky cemuZ dostaneme V4 L(6). Symbol V, znadi gradient funkce L(6) pres
vSechny hodnoty 6. Pouzijeme bod 6, funkce L(6) jako vychozi bod. JelikoZ gradient uddva
smér nejvyssiho ristu, pohybujeme se ve sméru zadporného gradientu a to s krokem s € R,.
Matematickou interpretaci tohoto postupu miZeme vyjadrit nasledujicim zapisem

Ops1 =0, —h- VGL(Qn) (12)

Tento postup provadime, dokud se nenachdzime v minimu funkce, ¢imz ziskdme vektor para-
metri 6, jak je popsano v (I.T). Ackoliv se tento algoritmus miize zd4t na prvni pohled jako silny
ndstroj pfi feSeni optimalizacnich tloh, ve skuteCnosti je opak pravdou. Ve velkych dimenzich
a obrovském mnozZstvi dat je tato metoda pomald a prakticky se nepouZziva.

ADAM

Kviili divodim uvedenym vyse, pouzivame vylepsenou variantu metody Gradient Descent,
jedna se o tzv. Stochastic Gradient Descent (ddle jen SGD). V této rodiné existuje nékolik al-
goritml vypoctu extrému. My budeme vyuZivat adaptivni iteracni metodu ADAM (Adaptive
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Moment Estimation) (6], kterd navic pouziva druhy moment gradientu. Zatimco klasicky Gra-
dient Descent mé krok stéle stejny, u metody ADAM je krok % adaptivni. Vice ji specifikovat
v tomto textu nebudeme. Pro nds je dilezité, Ze je tento algoritmus silnéj$i a mnohem rych-
lejsi v feSent sloZitych optimalizacnich tloh. Dal$i pouZzivané algoritmy z SGD jsou RMSprop,
Adagrad nebo AdaMax.

1.1.2 Metoda nejmensich ¢tvercu

Metoda nejmensich ctverct [[13] je nejzdkladnéj$i metoda pro hledani nejlepsiho prolozeni
urcitych dat néjakou kiivkou. Predstavime zjednodusSenou alternativu, jak tuto metodu odvodit.
Predpoklddejme, Ze mdme mnoZinu x = {x;}i_,, kde ke kazdému x; mdme pravé jedno po-
zorovani y;, které je zatiZzeno néjakou nezndmou chybou &;. Ozna¢me y = {y;}i_,, komplexné
zapsadno zobrazenim jako (xy,...,x,) +— (y1,...,Yy,). Nasim cilem je najit nejlepsi prolozeni

dat, ¢ili fit, pomoci polynomické funkce fddu p < n a to ve tvaru

P
GG 0) = O + 01 + 000 + -+ 6,37 = > O, (1.3)
i=0
T
kterd je linedrni v nezndmych parametrech 6 = (60, O,..., 9,,) . Takové modely nazyvéame line-

arni. JelikoZ se jednd o tak jednoduché modely, jejich mira vyuZiti je znacné omezena. O tom
jak tyto modely vylepsit, se dozvime v kapitole [2.2]

Abychom nasli ten nejlep$i mozny fit, je nutno minimalizovat ztratovou funkci, kterd ma v
tomto pfipadé tvar

n

LO) =) -5 0F = ) &l = -X-0 (y-X-0). (14)
i=1

i=1

Tato funkce zndzoriuje Ctverec vzdédlenosti pozorovani y k hledané funkci j(x, 6), jenZ chceme
mit co nejmensi - proto metoda nejmensich ctverct. Matice X je tvaru

1 ox 2 o X
1 x x2 ... x

x=|. 0 r (1.5)
1 x, x2 xh

Odhadovat parametry § miiZzeme numericky a to pomoci gradientni metody. VyuZijeme pra-
vidla pro vypocet derivace dle vektort [[10] a najdeme tak gradient ztratové funkce

Vo L(O) = 2X'(X -6 —y). (1.6)
Déle postupujeme pomoci rovnice (I.2)), dokud neziskdame

A

6 = arg min L(6). (1.7)
0



Toto ovSem neni jediny zpisob odhadu parametrti. Metoda nejmensich ¢tvercti ma i analytické
reSeni. Systém rovnic miZzeme zapsat nasledujici formou

2 p
Y1 I x1 x; ... Xx 6 &
2 p
Yo I » x5 ... x 6, £
=1. . . . N A A
2 p
Y I x, x;, ... x,) \6, gp

Pro jednoduchost budeme timto zdpisem rozumét ndsledujici rovnici
y=X-0+e. (1.8)

Nasfm cilem je opét ziskani odhadu parametri 6. JelikoZ bude chyba e pfi 8 nulovd, miZzeme
predchozi rovnici prepsat ndsledovné
y =X-6. (1.9)

Nyni obé strany rovnice vynasobime zleva vyrazem X'. Tim ndm rovnice piejde do tvaru
X.y=X"-X.6.

Ted’ uZ stadi rovnici zleva vyndsobit inverzni matici (X' - X)~!. Dostaneme tak kone¢né fesenf
odhadu parametra
6= X'X)"'xy. (1.10)

Tento postup zahrnuje i linedrni regresi pro hodnotu p = 1, tzn. Ze bychom hledali funkci ve
tvaru i (x, ) = 6, + 0, x. Matice X by tak obsahovala pouze prvni dva sloupce.

1.2 Uvod do pravdépodobnosti a Bayesovska statistika

K hledani pravdépodobnostniho modelu je potieba znat pravdépodobnostni pocet [8] a sta-
tistiku [9]] . Uvedeme zde nezbytné znalosti a ucelime znaceni.

1.2.1 Pravdépodobnostni mira

Definice 1.2.1 (Kolmogorova definice pravdépodobnosti). Méjme neprazdnou mnoZinu Q vy-
bavenou o-algebrou .o, tedy souborem podmnoZzin obsahujicim Q a uzavienym na dopliky
a spocetna sjednoceni. Pak libovolnou funkci P : &/ — R, ktera spliiuje

1. (VA € &/)(P(A) =2 0),

2. P(Q) =1,

3. VA; disjunktni plati P(3272, Aj) = X272, P(A)),
nazyvame pravdépodobnostni mirou.

Véta 1.2.1 (Vlastnosti P). Méjme pravdépodobnostni prostor (Q, 7, P) anecht’ (¥Vj € N)(A; € &)
a B € o/. Pak plati
9



1. P©) =0,
Aditivita: P(Y}_ Aj) = ¥_; P(A)),

Monotonie: A C B = P(A) < P(B),

L

Subtraktivita: A C B= P(B\ A) = P(B) — P(A),
5. Omezenost: YA € /) (P(A) < 1),
6. Komplementarita: A € o/ = P(A€) = 1 — P(A).

Definice 1.2.2 (Podminéna pravdépodobnost). Necht' A, B € o/ a P(B) > 0. Pak definujeme

podminénou pravdépodobnost vztahem

P(A, B)
P(B)

P(A|B) = (L.11)

Véta 1.2.2 (Soucinové pravidlo). Necht’ Ay, ...,A, € o/ a ddle necht’ také P(A,,...,A,) > 0.
Potom plati

P(Ay,...,Ay) = P(A) - P(A2lA1) - P(A3|A2,A) - ... - P(ALlAL, .. Ao (1.12)
Véta 1.2.3 (Bayesova véta). Necht’ A € o/ a P(B) # 0. Potom plati

P(B|A)P(A
P(A|B) = %. (1.13)

P(A) nazyvame prior, P(A|B) posterior a jmenovatel P(B) je Casto nazyvan jako evidence.

Véta 1.2.4 (Nezdvislost jevl). Necht’ A; € </ (Vj € N). Potom jevy nazveme nezdvislé prdavé
tehdy, kdyZ plati podminka

k
mm,uﬁng]mm) (1.14)
i=1

1.2.2 Hustoty pravdépodobnosti

Primarnim cilem generativniho modelovani je hledani hustoty pravdépodobnosti (pravdé-
podobnostniho rozdé€leni, distribuce) danych dat. Vyhodou je, Ze pro hustotu pravdépodobnosti
muzeme vyuZivat stejnym zptisobem pravidlo podminénosti (I.1T])), tak i soucinové pravidlo
(I.12) a Bayeseovo pravidlo (I.13). Toto se pro nés ukaze jako naprosto kli¢ové.

Definice 1.2.3 (Ndhodnd veli¢ina). Mame prostor (€, /), potom funkci X = (Xi,...,X,) :
(Q, ) — (R", B,), kde %, znacli borelovskou o-algrebru v R”, nazveme ndhodnou veli¢inou.

Definice ndhodné veliCiny vypadd ponékud sloZité. Pro nés je duleZité, Ze veskera pozorovana data
jsou ndhodnou veli¢inou. Kazdy datovy zdznam bude vétSinou nezdvisly a stejné rozdéleny, coz
budeme znacit zkratkou i.i.d. (Independently Identically Distributed).

10



Definice 1.2.4 (Hustota pravdépodobnosti). Hustotou pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X
rozumime spojitou funkci px (x), kterd spliluje nasledujici dvé podminky

1. Vx, px (%) > 0,

2. [px(x)dx=1

R

Obdobou hustoty pravdépodobnosti pro diskrétni ndhodnou veli¢inu je pravdépodobnostni funkce
P[X = x] spliujici

1. Vx, P[X =x] > 0,
2. 3, P[X=x]=1.

My se vétSinou omezime na jednorozmérné a spojité ndhodné veli€iny. V takovém pripadé
budeme psit X a px(x). V pripadé, Ze bude mit ndhodnd veli¢ina néjakou hustotu pravdépodob-
nosti, budeme to zapisovat pomoci ~, tedy X ~ px(x). Index budeme vynechdvat, protoze bude
jasné, ke které ndhodné veli¢iné hustota patfi. Podivejme se nyni, jak urcit hustotu transformo-
vané ndhodné veliCiny.

Poznamka. V této prdci se miiZeme setkat s terminy hustota, rozdéleni nebo distribuce — vsechny
tyto terminy budou pro jednoduchost ekvivalentni.

Véta 1.2.5 (Transformace nahodné veliCiny). Necht’ X ~ px(x) a necht’ h : R" — R”" je
reguldrni a prosté zobrazeni na mnoziné H, takové Ze fH px (x)dx = 1. Potom je Y = h(X)
ndhodnd velicina a jeji hustota Ny € h(H) md ndsledujici tvar

py®) = px (h' 1) | detBy 3) . (1.15)
Symbol det],-1 zde znaci determinant z Jacobiho matice inverzniho zobrazeni k h.

Nyni ukdZeme, jak urcit vybrané charakteristiky ndhodné veli¢iny. Bude se jednat o stfedni
hodnotu, rozptyl a entropii.

Definice 1.2.5 (Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny). Méa-li ndhodnd veli¢ina X € Z| spojitou
hustotu pravdépodobnosti p (x), definujeme jeji stfedni (ocekdvanou) hodnotu E [X], alterna-
tivné znaceno (X), vztahem

E[X] :fXdP:fX-p(x)dx. (1.16)

Q R

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu s pravdépodobnostni funkci P [X = x] plati

E[X]:Zxk-P[X:xk]. (1.17)
k
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Definice 1.2.6 (Rozptyl ndhodné veli¢iny). Méa-li ndhodnd veli¢ina X € .%, spojitou hustotu
pravdépodobnosti p(x), definujeme rozptyl (varianci) D [X], alternativné znaCeno Var (X), vzta-
hem

D[X] = E[X - E[X]]? :E[Xz]—}E[X]Z. (1.18)

Pro vicerozmérnou ndhodnou veli¢inu X € . je variance n X n rozmérnd matice a nazyvame ji
kovarian¢ni. Je definovdna vztahem

D[X] = E[(X—E[X])(X—E[X])T]. (1.19)

Definice 1.2.7 (Entropie). Ma-li ndhodna veli¢ina X € . spojitou hustotu pravdépodobnosti
p (x), definujeme entropii ndhodné veli¢iny H [X], vztahem

H[X] = E[-logp )], (1.20)

kde log znaci pfirozeny logaritmus. Stejné jako pro stiedni hodnotu, miizeme entropii definovat
pro diskrétni ndhodnou veli¢inu

H[X]:—ZP[X:xk]-logP[X:xk]. (1.21)
k

Poznamka. Kvuli zjednoduseni zdpisu nebudeme pozdéji uvddet integracni mnoZinu — pokud
neni uvedeno jinak, budeme predpoklddat, Ze se integruje pres cely nosic hustoty.

V dal$im textu uvedeme piiklady spojitych Ci diskrétnich rozdé€leni a pro prehlednost jejich
vySe zminéné charakteristiky, jelikoZ je v této praci budeme vyuZivat.

Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni popisuje diskrétni ndhodnou velic¢inu. VétSinou se jednd o pocet vyskytu
urCitého jevu v daném intervalu. DileZité je, Ze tyto jevy nastavaji nezavisle na sob&. Pravde-
podobnostni funkci Poissonova rozdéleni vyjadfujeme pomoci parametru A ve tvaru

/1k
Po(1) = Fe-ﬂ. (1.22)

e E[X] =21
e D[X] =2

o H[X] = (1 —log (1) + ey, Heed)

Rovnomérné rozdéleni

Vv,

Je jednim z nejjednodusSich rozdéleni pro spojité proménné. Rovnomérné rozdéleni, nékdy
také nazyvano uniformni, pfifazuje vSem hodnotdm stejnou pravdépodobnost. Je definovéano na
intervalu (a, b) a jeho hustotu miizeme vyjadrit nasledujici formou

pro x € (a, b) . (1.23)

1
Ua,b) = |
(@.5) {0, jinak
12



e E[X]=1(a+D)
e D[X] =L (b-a)
e H[X] =log(b—-a)

Normalni rozdéleni

vvvvvv

také Gaussovo rozdéleni. Jeho hustota je definovdna Yx € R pomoci dvou parametri u € R a

o2 > 0 vztahem ( ’
x—
— . 1.24
exp { 252 } (1.24)

1
N, %) =
W) V2no?

e E[X]=pu
e D[X] =07
-2

e H[X] = llog (27re0'2)

Budeme vyuzivat i n-rozmérnou variantu Gaussova rozdéleni, jehoz hustota je definovano vzta-
hem

1 1
N@,2) = ——=exp {——(X—M)TZ_I(X —/J)}, (1.25)
Veng] 2
kde X je kovariancni matice a u je vektor stfednich hodnot.
e E[X]=pu
e D[X]=ZX

e H[X] = llogdet(2reX)

-2
Gamma rozdéleni

Gamma rozdéleni je definovdno stejné jako Normadlni rozdéleni pomoci dvou parametrli
a > 0 apB > 0. Jeho hustota pravdépodobnosti ma smysl pro Yx > 0 a miZeme ji najit v
nékolika moZnych tvarech. My uvedeme tento

o4

Gamma(e, ) = F’E > x*exp {—Bx}, (1.26)

kde I'(@) zna¢i gamma funkci. Stejné jako u predchozich rozdéleni uvedeme nékteré dileZzité
charakteristiky.

e E[X]=4
° ]D[X]:/%

o H[X] =a—-logB+logl(a)+ (1 —a)y(a)

Pficemz funkce y/(a) znaci digamma funkci, ¢ili Y(a) = %

13



Inverzni gamma rozdéleni

Inverzni gamma rozdéleni je velmi podobné gamma rozdéleni akorat pro pfevracenou hod-
notu x, je tedy opét popsano dvéma parametry &« > 0 a 8 > 0 a definovédno pro Yx > 0. Jeho
hustotu miizeme zapsat nasledovné

BQ’
I'(a)

Stiedni hodnota a rozptyl invGamma(a, 8) nejsou ale definovany pro a > 0.

" exp {—é} (1.27)

invGamma(a, 8) =

e E[X]=L proa>1

° D[X]:%,proa/>2

(a—1)2

o H[X] =a+logB+logl(a) -1+ a)y(a)
Poznamka. V textu budeme pouZivat vyraz invGamma(0, 0+), kde symbol 0+ znaci ¢islo velmi
blizké 0. Budeme tim rozumét hustotu ve tvaru

1
invGamma(0, 0+) = —.
X

1.2.3 Bayesovska metoda nejmensich c¢tvercu

v/ v

Uvazujme standardni problém na nejmensi ¢tverce (1.8)), tzn.
y=X-0+¢,

predpokladdme viak, Ze pro jednu slozku vektoru € plati & ~ N (O, 0'2) a navic jsou tyto slozky
i.i.d. Diky vlastnostem Gaussova rozdéleni miZeme urcit hustotu

pOYIX) = N (X-8,07 1), (1.28)

kde I zna&f jednotkovou matici a 8 = (X'X)'X"y. Oznalime-li navic libovolny fadek matice X
jednoduse jako X = (1, x,x%,. .., xp), potom distribuci (I.28) miZeme prepsat jednorozmérné

pylx) = N (X -8,07). (1.29)

Tuto distribuci budeme pozdéji vyuZzivat v generativnim modelovani. Pokracujme tim, Ze ur-
¢ime distribuci vektoru €. To neni nic tézkého, jelikoZ ma kazda slozka stejné jednorozmérné
Gaussovo rozdéleni a také jsou vSechny slozky nezavislé. Z vlastnosti vicerozmérného Gaus-
sova rozdéleni 8] vime, Ze bude mit prave toto rozdéleni, tedy

1
p(€) x exp {—EGTG} , (1.30)
kde pro jednoduchost o* = 1. Déle z rovnice (I.8)) ziskame
e=y-X-60 (1.31)
a transformujeme pomoci vztahu (I.15]) z véty o transformaci ndhodné veliCiny, ¢imZ ziskdme

1
p(e) = p(ylX, ) o« exp {—§<y - X60)'(y - Xe)} : (1.32)
14



Poznamka. Normalizacni konstantu distribuct neni nutno neustdle psdt, proto vyuZivame znak
umérnosti «, tj. rovnost aZ na jednoznacné urcenou multiplikativni konstantu.

Snazime se ziskat distribuci p(6ly, X), kterou ziskdme pomoci Bayesovy véty (I.13)) ndsle-

dovné
_ p(yIX, 0)p(01X)
p(ylX)
Zde muzeme na distribuci ve jmenovateli nahliZet jako na normaliza¢ni konstantu. K tomu
abychom mohli pokracovat ve vypoctu p(fly, X), potiebujeme znat p(6|X). Predpokladejme
také, Ze je 0 nezdvislé na X, budeme proto psat pouze p(6). Pro p(6) predpokladejme nasledujici
vztah

p@ly, X) oc p(yIX, 0)p(61X). (1.33)

1
p@®) =N (0, cx‘ll[) o exp {—EeTea} . (1.34)
Nyni miizeme pokracovat dosazenim do (1.33)) a obdrzime
1 - 1,
POIX. O)p(OIX) « exp { ~=(y = K6)'(y = X0) pexp  ~ 66
1
o« exp {—5 (y'y-xTy - y'x0+ 0'X%0 + eTea)} (1.35)
BN S S S T (~cT
o exp 2[y y-0Xy-y'x0+0 (XX +al)o|;.
Jedna se o soucin dvou vicerozmérnych Gaussovskych rozdé€leni, proto mizeme predpokladat,
Ze feseni bude ve tvaru kvadratické formy, kterd také odpovidd vicerozmérnému Gaussovu roz-

déleni. Tento tvar navic obsahuje zbytek z po nejmensich Ctvercich, ten ovSem také neni nutné
psat. Plati

1 ~ -1 ~ 1 A -1 A
p(Bly, X) o exp {—5 (0-8)=" (0-8)+ z} o« exp {—5 (0-8)=" (o 9)} , (1.36)
coZ upravujeme ddle tak, abychom dokdazali urdit § a =. Rozndsobenim dostaneme
1 A A
p(6ly, X) o exp {—5 (eTz—le —0'x9-6'x'0+ eTz—le)} , (1.37)
z ¢ehoZ uZ pii porovnani vyrazu 6 (XTX + al[) 0, nachézejicim se v kone¢ném tvaru rovnice
(T.33), s vyrazem 6"X7'0 v piedchozi rovnici (TI.37), plyne piedpis pro
2 = XX + al. (1.38)
Piimo porovnédvejme dalsi dva vyrazy z téchto rovnic
—y'X0=-0x". (1.39)

Nyni z této rovnice jednoduchou tpravou a dosazenim za X dostaneme predpis pro 6, a to

b=3xTy = (XX +al) Ky. (1.40)
15



1.2.4 Divergence

Divergence [14] je funkce D(.||.) : S xS — R, kde S je prostor vSech pravdépodobnostnich
distribuci a kterd navic spliiuje nasledujici dvé podminky

1. D(qllp) = 0,
2. Dllp)=0 < p=q.

Divergence do jisté miry popisuje vzdalenost nebo rozdil mezi dvéma rozdélenimi. Jelikoz
divergence nemusi spliiovat podminku symetrie a trojihelnikové nerovnosti, nejednd se tedy
o metriku, nybrZ o semimetriku.

f-divergence

Nejdilezitéjsi skupinou divergenci jsou takzvané f-divergence. Jsou definovdany pomoci
konvexni funkce f(x), kde x > 0 a navic pro ni plati podminka f(1) = 0. Jsou tvaru

Dy(qllp) = f q(x)f(@)dx. (141)
p(x)

Kullback-Leiblerova divergence

Pro nds bude nezbytné nutna tzv. Kullback-Leiblerova divergence, kde za funkci f bereme
ptirozeny logaritmus. Ten je konvexni funkci, pro kterou plati podminka log 1 = 0. Tvar KL-
divergence je nésledujici

Dra(qllp) = f a0 log L3ax (142)

Divergence se Casto definuji jednorozmérné, 1ze je ovSem alternativné definovat i ve vice roz-
mérech.

1.2.5 ELBO

Predpokladejme, Ze mdme y jako pozorovéni, dale z jsou latentni (skryté) proménné, jinymi
slovy jsou to takové proménné, které nejsou pozorovany pfimo. Toto je zcela obecnd definice
a z tak miiZe obsahovat i vektor parametrti. Posteriorni rozdéleni latentni proménné z mizZeme
napsat pomoci Bayesova pravidla (I.13) takto

p(ylz)p(z) _ p(ylz)p(z)

p(zly) = = : (1.43)
py) f p(y, z)dz
Dile zadefinujeme novy objekt, vérohodnostni funkci jmenovatele
log p(y) = log f p(y, z)dz. (1.44)
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Jmenovatel v Bayesové pravidle se nékdy také nazyva evidence. Abychom mohli pokracovat,
vyuZijeme pomocnou funkci g(z|w)

PY-2) 4, Eq[”(y’z)]. (1.45)

log p(y) = log f p(y,z)dz = log f 9w q (zlw)

Symbol E, znadi stiedni hodnotu pies g(z|w). Déle vyuzijeme Jensenovu nerovnost, diky které
ziskdme spodni hranici (lower bound), odtud tedy Evidence Lower Bound [17], ¢ili ELBO

p(y.z) p(y,z) | _
logE, [q(zlw)] > E, [log q(zlw)] =L(w). (1.46)

ELBO je v tomto ptipadé ztratova funkce, proto ho zna¢ime také L (w). Dale rozepiSeme po-
moci souc¢inového pravidla (1.12)), vyuZijeme vlastnosti logaritma a dle definice KL-divergence

(1.42) prepiseme do tvaru

_ p(y,z) | _ p(ylz)p(z)| _ B p(z)
L(w)=E, [log q(zlw)] =E, [lo @) ] = E, [log p(ylz)] - E, [log q(zlw)] (1.47)
= E, [log p(yl2)] — Dk (g (z|w) |Ip(2)) . (1.48)

Budeme-li maximalizovat ELBO pres vSechny variacni parametry w, ziskdme nejblizZ$i moznou
hodnotu k log p(y). Navic je maximalizace ELBO ekvivalentni k minimalizaci KL-divergence
mezi q(z|w) a p(z|w), jelikoZ plati

|
Dic (¢ @w) Ip(aiy)) = E, [log Z((zzl‘;;]
q(zlw)p(y)
‘ [ P i) p(z)] (1.49)
(z|w)
= —E, [log p(yl2)] + E, |log % + B, [log p(y)]
= —E, [log p(ylz)| + Dk (q (zIw) |Ip(z)) + log p(y).
Z toho jednoduchou tpravou dostaneme kone¢ny vztah

Dg1 (g (zIw) |Ip(zly)) = —L (W) + log p(y). (1.50)

1.2.6 Priklad vyuziti ELBO

Predvedeme priklad, jak ELBO vyuZit v praxi. UvaZzujme pouze sadu dvou pozorovani y; a
y> s Normdlnim rozdélenim N;(6, 1) proi € {1, 2}. Dale uvazujme jeden parametr 6l ~ N (0, @)
a necht’ a je tzv. Jeffreyho prior [[11]], tedy @ ~ invGamma(0, 0+).

Snazime se ziskat sdruzenou distribuci parametrt 6 a a, tedy p(6, aly,, y»). Tuto distribuci
muZeme prepsat pomoci definice podminéné pravdépodobnosti (I.11)) a fetézového pravidla

(L.12) jako

PO.a.y1.42) _ py1l0)p(yal6) p(O)p(e)

1.51
(Y1, y2) (Y1, y2) (151
17
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Abychom to uvedli do kontextu s definici ELBO - naSe pozorovani y je nyni vektor
(y1,y>) a latentnimi proménnymi z rozumime («, 6). Dosazenim piedpokladi do Citatele dosta-
neme

1 1 1 ) 1
P@110)p(y210) p(O) p(@) o exp {_5(!/1 - 6’)2} - €xp {—E(yz - 6’)2} Ve exp {—5} - (152)

Zdanlivé se ndm muze zdat ureni jmenovatele jako jednoduché, protoze distribuci p(y, y,) lze
ziskat tzv. marginalizaci, neboli vyintegrovanim pies 6 a &

P(yl,yz)pr(e,a,yl,yz)deda

= f Py110) p(y210) p(6) p(e)dfder (1.53)

1 1 1 ) 1
= fexp {_E(yl - 9)2} - exp {—E(yg — 0)2} . % exp {_Z} s déda.

Po bliz§im prezkoumadni (1.53) zjistime, Ze tuto distribuci nelze pies a vyintegrovat. Proto po-
uzijeme ELBO. Dle definice KL-divergence a za predpokladu nezavislosti ¢(0, @) = q(6)g(a)
muiZeme psat

q(a)q(0)

Dxy (q (0, alu, o,v,0)||p(6, alyy, y2)) = f q(a)q(0) log {
p(@, CV|!/1, !/2)

}d@da =¢. (1.54)

Nezapominejme, Ze g(6) a g(a@) jsou distribuce, pro které zvolime pochopitelny tvar o 4 nezné-
mych parametrech (u, o, v, 6)

q(0) = N (u, o),

) (1.55)
g(a@) = invGamma(y, o).

Zaroven to jsou naSe variaCni parametry w. Dle vime, Ze plati f q(a)q(0)doda = 1.
Vyraz budeme rozepisovat pomoci pravidel pro logaritmy a postupné upravovat. Navic p(y;, y)
v integralu je konstanta, kterou miizeme pro jednoduchost zanedbat. Vysledek budeme na konci
minimalizovat a konstanta polohu maxima neméni

q(a)q(0)
Pyl p(y-|0)p(0) p()

oc f q(0)q(a) (—log p(y1160) — log p(y.|6) — log p(#) — log p(a) + log q(#) + log g(@)) dads.

o= D) f ¢(@)q(6) log d6dar

(1.56)

Posledni dva vyrazy jsou entropie pro Gaussovo rozdéleni, resp. inverzni gamma rozdéleni

fq(@) log g(0) d@ —% log o,
(1.57)

f g(@)logg(a) da = —y —log (6 - T'(y)) + (1 + Y)Y(y).
18



Vypocitejme zbyvajici vyrazy, kde pro jednoduchost budeme pro stiedni hodnoty vyuzivat zna-
¢eni pomoci Spicatych zavorek

—

—_

1
f q(0)g(@)log p(y,16) dar d6 = <—§(y1 - 9)2> Yy = 2y + 0+ 0) ,

NS S

—_

1
IQ(Q)C](Q) log p(y210) da d6 = <—§(y2 - 9)2> = —= (13— 2+ + 0'),

(1.58)

N = N = =

2
fCI(G)q(a) log p(@) da d6 = <—9— - 11Og a> - _
20 2

—_

(y2 + 0') % +logo — 1//()/)) ,

f q(0)g(a)log p(a) da df = (~loga) = ¥(y) -

=)
0]
o

Nyni mame vSechny potifebné vyrazy pro vypocet odhadu parametrt (u, o, v, 6) distribuce (6, @)
numericky optimalizaéni metodou ADAM, tedy

{4, &,%,6 = argmin Dg; (q (0, alu, 0, y,6) |p(6, aly1, ) . (1.59)

H,0,Y,0

Porovnat obé distribuce miZeme na obrazku [1.1]
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2] 6
(a) Distribuce p(0, aly;, y») (b) Distribuce ¢q (6, alu, o, 7y, 6)

Obrazek 1.1: Contour plot distribuce p(0, aly;,y,) (vlevo plnou Carou) a g (0, alu, 0,7y, )
(vpravo &erchované), kde distribuce ¢ je vyéislena ve vypoétenych odhadech f1,6,%,6 a dis-
tribuce p je vycislena v bodech y; = 11 a y, = 12. Je patrné, Ze distribuce jsou témér totoZné.

1.3 Teorie grafa

Posledni teoretickou kapitolou bude vsuvka do teorie grafii [3]]. Neptijde ndm vSak o grafy
funkci. Tato kapitola poslouzi k vyhodnému popsani sloZzitéjsich datovych struktur.

Definice 1.3.1 (Graf). Grafem G se rozumi dvojice (V, H), kde V je mnoZina vrcholt grafu G
a H je mnoZina hran tohoto grafu, pfi¢emz jsou tyto mnoziny vzdjemné disjunktni.
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Toto je zcela obecna definice grafu. Takto definovany graf je velmi silny ndstroj ke zjed-
nodusovani sloZitych problémi. Je vhodny pro popis takovych situaci, jenzZ miZzeme znazornit
pomoci kone¢ného mnozstvi bodd, ¢ili vrcholt V a vztahli mezi nimi, které jsou znazornény
hranami H.

Definice 1.3.2 (Cesta v grafu). Cestou v grafu rozumime takovou posloupnost vrcholil a hran
(vo, 1,01, ..., hy,0), kde vrcholy vy, ..., v, jsou navzajem ruzné vrcholy grafu G a pro kazdé
i = 1,2,...,tjee,- = {U,'_],Ui} € H.

Definice 1.3.3 (Orientace v grafu). Orientovanym grafem nazveme dvojici (V, H), kde H je
podmnozina kartézského soucinu VX V. Prvky H pak nazyvame orientované hrany. Orientovana
hrana 4 je tvaru (x, y) a fikdme o ni, Ze vychdzi z x a kon¢i v y.

Definice 1.3.4 (Souvislost grafu). Rekneme, 7e graf G je souvisly, jestlize pro kazdé dva vr-
choly vy a v; existuje v G cesta z vy do v;.

Definice 1.3.5 (Cyklus v grafu). Cyklem v grafu G rozumime posloupnost vrcholi a hran
(vo, Ay, 01,5 ..., hyy v, = 1p), kde vrcholy vy, ..., v,-; jsou navzajem rizné vrcholy grafu G a pro
kazdéi=1,2,...,tjee; = {vi_1,v;} € H.

Definice 1.3.6 (Strom). Strom je souvisly graf neobsahujici cyklus.

Takto definované grafy se Casto pouzivaji v diskrétni matematice. Primarnim cilem je vy-
hodné zadefinovat stromovou strukturu, budeme totiZ pracovat s orientovanymi stromy — ten
muiZeme vidét na obrazku Jak na tyto definice napasovat generativni model bude hlavnim
cilem tfeti kapitoly [3] Nejprve je nutno jiZ zminény generativni model zadefinovat.

Obréazek 1.2: Priklad orientovaného stromu. Z definice stromu plyne, Ze mezi kazdymi dvéma
vrcholy existuje pouze jedna cesta a navic plati, Ze pocet vrcholi je o 1 vétsi, nez pocet hran.
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Kapitola 2

Generativni modely

2.1 Generativni model

Ve strojovém uceni se setkdvame s dvéma hlavnimi typy modell a to jsou generativni
modely a diskriminativni modely [12]. Kazdy z nich pristupuje k zadanému problému trochu
jinak. Jak uz napovida ndzev této prace, budeme se zde zabyvat vyhradn€ generativnimi modely.

Definice 2.1.1. (Generativni model) Mé&jme néjakou mnozinu datovych zdznamt x = {xi,. .., x,},
predstavujici nezdvislé proménné a néjakou mnozinu y = {yi,...,y,}, jakoZto zavislé pro-

ménné. Generativni model je potom takovy model, ktery se uci sdruzenou distribuci p(x, y).

Poznamka. Diskriminativni modely se uci podminénou distribuci p(y|x). Jsou vyuZivany pro
klasifikaci do trid.

2.1.1 Priklad

Pfipomenime nejprve, Ze plati p(x,y) = p(y, x). V tomto okamzZiku pro nds bude vyhodné;jsi
hledat distribuci p(y, x). Jeden ze zplisobt jak odhadnout tuto distribuci, je vyuZiti sou¢inového
pravidla (I.12)). Pomoci néj ziskame tvar

Py, x) = p(ylx) - p(x). (2.1)

Problém je tedy preveden na hledédni distribuci p(y|x) a p(x). Pro ilustraci uvaZzujme mnoZinu
datovych zdznamd x = {xi, ..., x,} zobrazenou na obrazku

1. Uréime distribuci p(x). To neni u tohoto pfikladu nic problematického, mizeme ho ur-
Cit napriklad z histogramu x—ovych soutradnic jednotlivych bodi, nebo pouZzit maximalné
vérohodny odhad [9] (Maximum Likelihood Estimation, MLE). Data jsou na ose X, pies-
néji na intervalu (a, b), rozdéleny rovhomérné. To tedy indikuje hustotu rovnomérného
rozdéleni

p(x) = U(a, b). 2.2)
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(a) Data, pro kterd hleddme distribuci p(x, y). (b) Normalizovany histogram vzorki z distribuce p(x).

Obréazek 2.1: Data, pro kterd hledame sdruZenou distribuci p(x,y) s histogramem distribuce
p(x). Z obrazku (a) je patrné, Ze rozdéleni p(x) je rovnomérné, datové zdznamy se na ose X totizZ
nikde neshlukuji.

2. Nyni prejdeme k hledani distribuce p (y|x). Tu miZeme urcit pomoci metody nejmensich
¢tverct (1.29), protoZe vime Ze pro takovou distribuci plati

Pyl = N (X-6,0%), 2.3)

kde X = (1, X, xz), jelikoZ predpokladdme, Ze se jednd o kvadratickou zavislost.
Nyni mame ob¢ slozky, mizeme tak zapsat konecny tvar sdruzené distribuce
Py, %) =N (X -8,0%)- Ula, b). (2.4)

V tomto okamziku jsme jiZ schopni generovat nové data. Na obrazku [2.2] vidime contour plot
této distribuce.

2.2 Neuronova sit’

Nejjednodussi model je takovy, ktery obsahuje pouze linedrni kombinaci vstupnich promén-
nych (xi,..., x,), tedy linedrni model

n—1
Y(X, W) = Wy + w1 X) + WaXy + -+ + WX, = Wy + Z w;X;. (2.5
i=1

Nyni se pokusime tento model rozsifit tim, Ze do néj vneseme nelinedrni funkce vstupnich
proménnych a celé to obalime do nelinedrni aktivacni funkce f, ¢imz ziskdme novou funkci

y(x, w) = f[wo + Z w;d; (X))- (2.6)

J=1
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Obréazek 2.2: Data z obrazku tentokrat vyobrazend s contour plotem distribuce p(y, x), kde
02 = 1,a = -1, b = 2 a y z4visi na x kvadraticky. Distribuce je na krajich useknutd kvili
uniformnimu rozdéleni — kdyby byla distribuce p(x) Gaussovskd, byla by vyslednd distribuce
na okrajich zakulacena.

Funkce ¢; (x) nazyvdme bazové funkce. Parametr wy, nim dovoluje nastavit offset, neboli tzv.
prah (bias) v danych datech. Nyni pfedstavime koncept neuronové sité, ktery miiZe byt po-
pséan sérii funkCnich transformaci. Nejprve zkonstruujeme m linedrnich kombinaci vstupnich
proménnych (xy,..., x,) ve tvaru

n

aj; = Z wg)xi + wg.g, 2.7)
i=1

kde j nabyvé hodnot z {1,...,m} a horni index " znaci, Ze pfislu$né parametry jsou v prvni

vrstvé. Parametry wﬁ) budeme nazyvat vahy (weights) a wj.})) jsou slozky jiz zminiovaného prahu.

Objekty a; budeme nazyvat aktivace (activation), kazdou aktivaci transformujeme pomoci di-

ferencovatelné, nelinearni aktivacni funkce / a dostaneme

2= h(a)). 28)

Z ptedchoziho textu jasné plyne, Ze tento objekt odpovida objektu popsdnému funkei (2.6). V
kontextu neuronovych siti budeme tyto objekty nazyvat skryté jednotky (hidden units), proto
tedy to intuitivni znaceni. Nyni budeme pokraCovat ve stejném postupu, vezmeme hodnoty z;,
opét je linedrné zkombinujeme a ziskame

ai = Z w,(czj)zj + w(k%), (2.9)
=1
kde k nabyva hodnot z {1, ...,1}, zdroven [ znaci celkovy pocet vystupli a podobné jako pied-

tim, horni index ® znaci, 7e pfislu§né parametry jsou ve druhé vrstvé. Aktivace rovnéZ jako
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v predchozim kroku obalime do dalsi aktivacni funkce f a ziskdme findlni vystup

yr = f (ai) . (2.10)

Aktivaéni funkci jsme oznacili f misto &, ponévadz uz dané jednotky nejsou skryté, ale jedna
se v nasem piipad€ o vystup.

Ted’ se ovSem pokusme pojem aktivacni funkce trochu vice specifikovat. Volba aktivaéni funkce
je rizna piipad od piipadu a zéleZ{ Cisté na datech, na predpokladaném tvaru distribuce vystup-
nich dat, atd. Existuje jich tedy mnoho, pro ilustraci predvedeme nékolik ptikladi

Identita: f(x) = x,
1

Sigmoidalni: f(x)=0(x) = Tror o
Swish: fx)=x-0(x)
(2.11)
>0
ReLU (Rectified Linear Unit): f(x) = {x pro x = ’
0 prox<O0

. . X prox >0
SELU (Scaled Exponential Linear Unit): fx)y=2a- .
a*—1) prox<0

Pokud tedy spojime vSechny tyto kroky a zvolime-li naptiklad sigmoidalni tvar aktivaéni
funkce o, dostaneme tvar dvouvrstvé neuronové sité [|1]]

Y (X, W) =0 (Z w,(f]) -h (Z wﬁ.})xi + w%)] + w,(j))] . (2.12)
=1 i=1

VSechny véhy a slozky prahu byly umistény do vektoru vah w. Neuronova sit’ je jednoduSe
feCeno pouze nelinedrni funkce z mnoZiny vstupnich proménnych {x;}'_, do mnoZiny {yk}fczl,
urCend vektorem w. Na mnozstvi vrstev v neuronové siti se meze nekladou, alternativné lze
sestrojovat dalsi a dalsi vrstvy.

2.3 Variacni autoencoder

Jedna z mnoha metod, jak vyuZit neuronové sité, je metoda variaéniho autoencoderu (déle
jen VAE) [5], [7]. Cilem je najit distribuce p(x) vzorkl {x;}i_,. Pfedpokldddme ndsledujici
vztahy

X = fo(z) + €, (2.13)

kde e ~ N (O, o’ JI) a fy(z) je neuronova sit’. Vyuzijeme nasledujici formu aproximace
mw:f}mmmmm 2.14)

Podle vztahu pro x ur¢ime distribuce p (x|z) a p (z) zvolime jednoduse

p(xlz) = N (fu(2), 07 - 1),

2.15
p@ =N (0,D. 21
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Obrazek 2.3: Aktivacni funkce neuronové sité. Nekladou se na n¢ zadné podminky, miZou to
byt funkce omezené €i neomezené, monotonni Ci periodické, eventudlné nemusi byt ani spojité
(jednotkovy skok).

2.3.1 Naivni pristup

K nalezeni p(x) je tfeba najit parametry 6 transformace fy(z), proto zkusme sestavit véro-
hodnostni funkci log p (x) = log []%, p (x;) a minimalizovat

§ = argmin » log p (x;)
ga ; gp

S inzlogf N (filep, o) - N (0, 1) dz; (2.16)
i=1
=ar mini lo iex {—L (x- —f(z-))z}-ex _Zj
g@ - g = p 20_2 i 0\<j p 2 .

Integrace pfes z je nahrazena vzorkovanim. Tento postup ovSem pifi minimalizaci nemusi kon-
vergovat ke spravnym vysledkiim.
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2.3.2 Variac¢ni Bayesova metoda

Lepsi metodou se ukazuje vzorkovat z podminéné distribuce ¢(z|x) a vyuzit ELBO

Dxy (q (zIx) lIp(z/x)) = E, [log g(z|x) — log p (z/x)]

(2.17)
= E, [log q(zlx) — log p(x|z) — log p(z) + log p(x)].
Tuto rovnici miZzeme prepsat pomoci KL—divergence
log p(x) — Dk (q (zlx) l|p(zlx)) = E, [log p(x]z)] — Dk (q (z|x) [Ip(2)) , (2.18)

kde prava strana této rovnice je lower bound objektu log p(x). Jestlize vybereme parametrickou
formu distribuce

q(@%) = N (ug(x), diag (75(x)))., (2.19)

muiZeme parametry 6 a ¢ minimalizovat zaroven a to nasledovné

0, = arg min Z log p (x;)
0.¢ i=1 (2.20)

= arg min (B, [log p(x|z)] - D (q (2x) lIp(z))}

V metodé variaéniho autoencoderu jsou nezbytné nasledujici dva fakty.

1. Trik v reparametrizaci
Z = [y(X) + 04(X) O€, (2.21)

kde © zna¢i Hadamardiiv soucin, €ili soucin po slozkdch. To miZeme zapsat jednoduseji
takto
Zi = ,U¢(.Xi) + O'¢(.Xi) - €. (222)

Nejedna se v podstat€ o nic jiného, nez o transformaci ndhodné veli¢iny.

2. KL—divergence dvou Gaussovskych distribuci mé analytické feSeni a nabude tvaru

1
D1 (q (@9 llp(@) = 5 | (diag (5(0))) ~ sy(x)pg(x) ~ k ~ log detdiag ()|
1[& k (2.23)
= 3 | 20300 ~ pp®pg(0) — k= 3 log (x) .
=1

=1

kde k znaci dimenzi Gaussova rozdéleni.
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Kdybychom totiZ nevybrali aproximacéni distribuce Gaussovské, nemohli bychom timto
zptsobem 6, ¢ uréit. Diky témto dvéma faktiim tak ziskdme koneé¢ny tvar odhadu parametri

n

P
0.6 =argmin 3" 3 = i (1) + 0t )
. —1

i=1 j

1[< k
-5 ;(aé(xi)) — pry(xpp(x) — k — IZ logo2(x)|. (2.24)

Poznamka. Ve variacni Bayesové metodé je nezbytné sprdavné zvolit rozdéleni latentni pro-
ménné, v nasem pripadé to jsou rozdéleni p(z) a q (z|x). V rovnici (2.15)) jsme stanovili pFedpo-
klad pro

p@) =N (0.,

coZ byla Cisté nase volba. Z tohoto ditvodu jsme také museli zvolit rozdéleni q (zlx) jako Gaus-
sovské, kviili analyticnosti KL—diveregence. Neni to ovSem jediné reseni, jak rozdéleni latentni
proménné zvolit. Fungovala by jakdkoliv dvé rozdélent, jejich? KL-divergence md analytické
reseni. Chceme—li vSak analytickou KL—divergenci, tak by méla byt obé rozdéleni stejnd, vidy
v§ak musime zvdZit, je—li q (z|x) vhodnou aproximaci aposteriorni distribuce. Analytické resSeni
KL—divergence dostaneme napft. pro dvojici: Gamma rozdélent, Poissonova rozdéleni nebo Ber-
noulliho rozdéleni.
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Kapitola 3

Stromové struktury

Stromovou strukturou dat rozumime mnoZinu datovych zdznamu popsanych pomoci mno-
Ziny vrcholi a hran. Vrcholy dané stromové struktury predstavuji jednotlivé body x a y. V
podstaté si to miiZzeme predstavit opravdu jako strom — ma jeden kofen, v prvni trovni se déli
na k; vétvi, kazda dalsi vétev se v druhé urovni déli na k,, a tak dale. My se v této praci budeme
zabyvat pouze kofenem a prvni Grovni vétvi.

3.1 Multi-instan¢ni uceni

Multi—instancni uceni (Multiple Instance Learning, MIL) [2] se od klasického strojového
uceni lis{ tim, Ze kazdy vzorek je popsan pomoci mnoZziny vektorti hodnot b = {xy,...,X,},
zatimco u klasického strojového uceni je dany vzorek popsan jednim vektorem hodnot x. Tuto
mnoZinu vektort X € A nazyvame pluk (bag) a jednotlivé vektory nazyvame instance (instances),
kde X je prostor vSech instanci. Velikost této mnoziny, znaceno |b|, miiZze nabyvat jakéhokoliv
pfirozeného Cisla vCetné 0. Pluky ndleZi prostoru pluki (bag space) B = Pr (X), kde symbol
Pr (X) znaci vSechny konecné podmnoziny X .

X1

X L m
. prediction prediction

observation observation

X’I’L

(a) Standardn{ strojové uceni (b) Multi-instan¢ni uceni

Obrazek 3.1: Rozdil mezi standardnim strojovym ucenim a multi—instan¢ni u¢enim [2]. Stan-
dardni strojové uceni je tedy specidlni pfipad multi—instacniho uceni s velikosti pluku |b| = 1.
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3.1.1 Vnoreny prostor a agregacni funkce

Metody vyuZzivajici vnofeného prostoru (Embedded Space, ES) [2] definuji vektorovy pro-
stor a vymezuji mapovani (mapping) z kazdého pluku b € B do tohoto prostoru. Je-li tento
prostor R™ a ozna¢ime-li jednu mapovaci funkci ¢; : B — R, i € {1,...,m}, celkové vnoreni
je pak funkce ¢ : B +— R™, kterou zapisujeme nasledovné

¢ D) =(¢1(D),h2(D),....,0n (D). (3.1

Mapovaci funkce ¢; ma za cil ziskat a vhodné agregovat informace ze vSech instanci, proto je
definujeme zptisobem

¢ (b) = g ({k (X)}xes) » (3.2)
kde k : X — R™ zna&{ transformaci instance a g : Pr (R™) > R? je agregac¢ni funkee, pficemz
d byva vétsinou vyssi dimenze neZ m. To zapfiCini, Ze na takto definovany objekt jiZ miizeme
pouZzivat standardni algoritmy strojového uceni.

Poznamka. Nejcastéji pouZivané agregacni funkce jsou minimum, maximum, pocet, ¢i prumér.

3.1.2 Jednoduchy priklad

M¢éjme mnoZinu pozorovani y = {yi,...,y,}. Predpokladejme takovy model, ktery ke kaz-
dému y; € y, piifazuje vektor datovych zdznamil x;, i € {1,...,n}, pfiemz kazdy x; md rizny
pocet prvkii x7, j € {1,....N{}. Mdme tedy b = (x,.....x,), kde kazdy vektor x; miiZe mit
jiny pocCet prvki NY. Celkovy po&et datovych zdznami v kazdé instanci mnoziny b je m, plati

N oy p Lo . o
tedy >.°, Z}.;l x;l) = m. Pfifazeni probihd nésledujicim zpiisobem

Xl — y17
Xy > Yo,
(3.3)
X, — Ypu.
Jednoduse feCeno je to piifazeni popofadé. Abychom to uvedli do kontextu stromovych struk-
tur, znamen4 to, Ze y; jsou uzly jednoho typu, x;’) jsou uzly druhého typu, mezi nimiZ existuji
hrany, &ili funkce, které tyto hrany spojuji. Po&et prvki v jedné instanci N\’ necht’ je generovan
napiiklad pomoci Poissonova rozdéleni, tedy

p(N?)=Po(d) Vie{l,....n). (3.4)

Potom vSechny prvky kazdé instance x; necht’ jsou napiiklad generovany pomoci uniformniho
rozdéleni _
p(x)=Ub) vie(l,...n) & Vje{l,... NV} (3.5)

Potom y necht’ zdvisi na projekci x; do vnofeného prostoru, tj. na vysledku agregacnich funkci
aplikovanych na vstupni stromovou strukturu. Pokusme se nalézt sdruzenou distribuci p(y, X;),
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kde X; znaci agregacni funkci aritmeticky primér prvki v i—té instanci, ¢ili
N

N (i
5= IZ: P (3.6)

PouZijeme opét soucinové pravidlo
p(y, %) = p(ylx) - p(X:) (3.7
a pokusime se nalézt tyto dvé distribuce. Tento postup je ndm znamy uz z kapitoly (2).

1. Pro ur€eni podminéné distribuce p(y|x;) pouZijeme opét metodu nejmensich ¢tverci a do-
staneme
pWyl%) = N (X -8,07). (3.8)

Ovsem zde jsou prvKky vektoru X pravé aritmetické priméry, tedy

X:(l,x,xz,...,xl’). (3.9)

2. Distribuci p(%;) Ize urcit obdobné pomoci histogramu. Navic vime-li, Ze se jednd o vybé-
rové pruméry, je z centralni limitn{ véty [8] jasné, Ze se bude jednat o Gaussovo rozdéleni.
Stiedni hodnotu miiZeme odhadnout vybérovym primérem z x;, tedy

= 1 - -
F= ;;xi (3.10)

a rozptyl odhadneme pomoci vybérového rozptylu
— 1 - - =\2
Var (%) = - > (% - %) 3.11)
naa

Oba objekty jsou maximalné vérohodnymi odhady Gaussova rozdéleni. Ziskame tak tvar

p(%) = N (%, Var (%)) (3.12)

Timto mame spoctené obé slozky a findlni podobu
Py, %) = N (X -6,0%) - N (%, Var (3). (3.13)
Pro vizualizaci této distribuce vyuZijeme opét contour plot, viz obrazek[3.2]

Poznamka. Jednd se o soucin dvou Gaussovskych distribuci. Ocekdvdme, Ze contour plot vy-
sledné distribuce bude kulaty a nebude mit Zddné ostré hrany. Najit distribuci p(y|x) neni v tomto
pripadé snadny iikol, proto jsme se omezili pouze na hleddni distribuce z priuméru jednotlivych
instanci pluku b.
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Obréazek 3.2: Countour plot distribuce p(y, X;), kde m = 200, = 10,a = 0,b = 10 a y zavisi na
X; kvadraticky.

ReSeni piikladu 3.1.2 pomoci VAE

Podivejme se nyni na to, jak najit feSeni jednoduchych stromovych struktur pomoci VAE.
Priklad je totoZny s pfedchozim, mdme pouze jinou kvadratickou zdvislost a vyuZivdme neu-
ronovou sit’. Hleddme parametry 6 transformacni funkce f. Stejné tak hledame jeji inverzni
funkci. My hleddme takovou funkci, kterd ndm dokdzala transformovat vzorky generované z
N (0, 1) do dvou rozmérti. Funk&nost ovéfime tak, Ze vykreslime skute¢né vzorky {x,y} spo-
lecné se vzorky fy(z). Jeji inverzni funkce tudiZ dokazZe transformovat vzorky {x,y} zpdtky na
vzorky z NV (0, 1) — to ovéfime pomoci histogramu t&€chto vzorki a pro porovnani vykreslime
skute¢né rozdéleni N (0, 1), ke které by se mél histogram blizit. Vysledky jsou vykresleny na

obrazku [3.3] Pro natrénovani tohoto modelu bylo tfeba zvolit aktiva¢ni funkci SELU.

3.1.3 Priklad se smésovym modelem

Dalsim piikladem stromové struktury miize byt nasledujici model, inspirovany finan¢ni apli-
kaci. Veli¢ina x; uddvéd hodnotu transakce na bankovnich tctech klientii a instance x; oznacuje
vSechny transakce klienta za sledované obdobi. Budou to dvé Gaussovské smési (Gaussian
Mixture, GM)

pOxly = 1) = wy - N (1, 07) + (1 = w) - N (2, 03),

(3.14)
Pl = 0) = wa - N (3, 03) + (1 = wo) - N (e, 73),
pficemz z prvni mdme a a z druhé b vzorkd. Podminka y je ted’ diskrétni ndhodnd veli¢ina
nabyvajicich pouze dvou hodnot z mnoZiny {0, 1}. Zaroven je to veli¢ina udévajici, zda je
klient schopen splacet ptjcku, kde y = 0 znamena neni schopen spldcet a y = 1 znamena
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(a) Skute¢né vzorky {x,y} (modfe) a jejich odhad pomoci (b) Histogram vzorkt z, uréenych pomoci inverzni trans-
VAE (Cerveng¢). formacni funkce.

Obréazek 3.3: Ukazka funkcnosti VAE na jednoduchych stromovych strukturach piikladu 3.1.3.

Jje schopen spldcet. Nakonec w € [0, 1] znac¢i vahu. Déle budeme uvaZovat poCty transakci N,
daného klienta a distribuce

p(NPly = 1) =Po (1)),

1
p(N?ly = 0) = Po(4,), G-15)

coz tedy udava takové rozdéleni poctu transakci klienta, jestli je schopen nebo neni schopen
splacet ptjcku.

Jak takové distribuce odhadnout? JelikoZ zndme jejich tvar, staci odhadnout pouze parametry
a to napfiklad pomoci MLE. Sestavime vérohodnostni funkce

€ (p1, 2, 07, 0%, wy ) = log [l—[ pxily = 1)]
(3.16)
£ (3. 14, 03, 0% ) I%UTPWW m]

Obdobné bychom sestavili vérohodnostni funkce i pro Poissonovo rozdéleni. Vérohodnostni
funkce opét numericky maximalizujeme pomoci optimalizacni metody ADAM a ziskdme

(1, fh, 1%, 2 ) = argmax log [1_[ p(xily = 1)]

2
M2, 0-1 0-2 wi i=1

. (3.17)
f3, fa, 3%, P4,y = argmax log [n p(xjly = 0)]-

H344,0°3,0753,0) =1

Pro Poissonovo rozdéleni existuje vSak analytické feSeni

Zd“xﬂ (3.18)

w&w



¢imz je vybérovy primér hodnot. Neni tedy potieba maximalizovat vérohodnostni funkci Po-
issonova rozdéleni numericky. Nutno podotknout, Ze slozitéjsi GM se pomoci MLE vétSinou

Vv,

neodhaduje. Pro odhad parametrd GM se béZné pouZziva robustnéjsi metoda, tzv. EM algorit-
mus [1]] (Expectation Maximization), ktery je iterativni, znacné rychlejsi a navic vyuziva latent-
nich proménnych. K odhadu tedy potfebujeme néjakou dodatecnou informaci, typicky infor-
maci o tom, do kterého shluku (clusteru) dany bod patii. Nicméné, Ze zde funguje i MLE, se
miizeme presveédcit na obrazku 3.4

V této chvili bychom chté€li rozhodnout, do které tiidy klient patii. Sestavime nésledujici dis-

0.20¢ 0.25¢
— true — true
. 0.20¢} ,
0.15¢ estimated estimated
—_ |t —~ 0.15¢
X 0.10 X
b Y- 0.10¢}
0.05¢} 0.05!
0.00L : : : 0.00L !
-10 -5 0 5 - 10
X
(a) Distribuce p(xly = 1) (b) Distribuce p(x|y = 0)

Obréazek 3.4: Dvé GM, kde Cervenou a hnédou barvou jsou nakresleny skutecné distribuce,
zelené a zluté jsou jejich MLE.

tribuce

p(x NPy =1) =] | ey = D|- p (N ly = 1),
(3.19)

p(x Ny =0) = [ paly =) p (Nl = 0)

a s jejich pomoci provedeme test pomérem vérohodnosti [9] (Likelihood Ratio Test, LRT)

p(xNly =0)

p(x Ny = 1)+ p(x, Nly = 0)
p(x Ny =1)

p(x N ly = 1)+ p(x, Ny = 0)

Ao (x) =

(3.20)

A (x) =

Prvni test udavd pravdépodobnost s jakou jsou data vybrand z distribuce p (x, NOy = 0) audru-

hého testu obdobné, pouze pro distribuci p (x, NPy = 1). Pokud tedy budeme mit N pozo-
rovani z neznamé distribuce p*(x), jsme schopni rozhodnout do jaké tfidy patfi. V kontextu
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finanénitho modelu nds klient Zada o pdjcku a my na zdkladé poctu a hodnoty jeho transakci
na jeho uctu chceme rozhodnout, zdali se jednd o Clovéka, ktery je schopen splatit potencidlné
pujcené penize, nebo nejednd. Stanovime konstanty K, a K; takové, Ze

Ao (x) < Ko,

A ) < K, (3.21)

které budou udavat pravdépodobnost, s jakou jsme jeSt€ schopni pfijmout hypotézu, jsou-li
dand data vybrand z jednotlivych rozdéleni p(x, N”|y = 0), p(x, N\"|y = 1) nebo nejsou. Pii
malém poctu transakci N, nebude samoziejmé test presny.
Aplikace

Pro demonstraci vygenerujeme data z nasledujici GM

p(x)=03-N(-45,15)+0.7- N (4.5,1) (3.22)

a jejich pocet
p(N;) =Po(5). (3.23)
K dispozici mdme tedy hodnoty a pocet transakci nového klienta x* = (x’f, cees x}k\,) Pomoci

MLE jsme odhadli v§echny parametry

N A A2 A2 A A A2 A2 % & A A
0= (,Ul,llz,O'l s O2 U3, Mg, 03,04 ,/ll,ﬂz,wl,wl)

=(-3,3,2,1,-4,5,1.5,1.5,6,5,0.8,0.4),

(3.24)

které potfebujeme k provedeni LRT testu. Jsou to odhadnuté parametry distribuci vySe. Déle uz
jen dosadime do (3.20) a obdrzime

Ao (x7) = 0,08,

A (x*) =0,92. (3:25)

Timto jsme nového klienta zatadili do tfidy schopen spldcet a miZeme si dovolit mu poskytnout
pujcku, test byl totiz dostatecné prokazatelny s A; (x*) = 0,92. Na obrazku muiZeme vidét
podobnost distribuce p(xly = 1) a p*(x), je tedy ziejmé, Ze LRT by mél zaradit klienta do tfidy
y=1.

VylepSeni

Polozme si otazku, zdalipak nelze klasifikace do tfidy schopen spldcet nebo
neni schopen spldcet, néjakym zpisobem vylepS$it. MiiZe nastat situace, Ze bankovni zdznam
klienta neodpovida ani jednomu modelu. Pak vznika riziko, Ze LRT nebude pfesny. Pro tento
pfipad stanovime napfiklad distribuci

plxly =2) = N (0,10°), (3.26)
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Obrazek 3.5: Rozdil mezi distribuci p(x|ly = 1) a distribuci p*(x).

kde y = 2 bude indikatorem, Ze je néco s klientem v neporadku. JelikoZ budeme chtit opét
testovat, jestli klient patii do této tfidy, musime opét sestrojit sdruZenou distribuci

N

me9w:2r:UIpuM:2>JKNQW:@. (3.27)
i=1

Test pomérem vérohodnosti potom nabude tvaru

p(x, NPy = 2)

A (x) =
px, NPy = 2) + px, N"ly = 1) + p(x, Ny = 0)

(3.28)

MiZeme ho nazvat jako test podivnosti klienta.
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Zaver

V této praci bylo primarnim cilem najit takovou distribuci, kterd umi generovat stromové
struktury. Celou praci jsme na tento popud koncipovali do tif Casti.

V prvni kapitole jsme se zamérili na nezbytny matematicky apardt, nutny pfi feSeni této
problematiky. Uelem této kapitoly bylo odvezeni ELBO, které jsme poté predvedli na pii-
kladu pfi hledani parametra distribuce. Ve druhé kapitole jsme definovali generativni modely
a uvedli, jak se lisi od diskriminativnich, pficemz jsme v dal$Sim ptikladé hledali generativni
model danych dat. Déle jsme definovali neuronovou sit’ a predstavili jsme koncept metody va-
riacniho autoencoderu, kde jsme vyuZzili odvozené ELBO. Ve treti kapitole jsme se zaméfili na
stromové struktury a pokusili se na né napasovat generativni model. Resili jsme dal3{ piiklad,
kde jsme nasli takovou distribuci, kterd umi jednoduché stromové struktury generovat, pficemz
jsme vyuzili multi-instan¢niho uceni a vnofeného prostoru. Ovéfili jsme také, Ze na vyieSeni
takové ulohy lze za pomoci neuronové sit€ vyuzit i metoda variacniho autoencoderu. V posled-
nim piikladu jsme feSili zjednoduSeny finan¢ni model popsany pomoci Gaussovskych smési a
rozhodovali jsme, do jaké tfidy (schopen, ¢i neni schopen splacet ptjcku) klient patfi.

Motivaci do budoucna je tuto préci rozsifit do takové miry, aby byla aplikovatelna na re-
alna data. M¢lo by na ni byt tudiZ navdzano praci diplomovou, poptipade dalsim akademickym
vyzkumem.
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