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Seznamte se s teorii odhadu aposteriorni distribuce neznamych parametrit modelu z dat
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Uvod

Bakalarska prace se soustredi na seznameni se s modelem varia¢niho autoencoderu. Varia¢ni
autoencoder je model strukturou podobny klasickému autoencoderu — skldda se z kodéru a de-
kodéru. Cilem kodéru je zakédovat informace v datech do latentnich proménnych. Uloha deko-
déru spociva v rekonstrukci informace obsazené v latentnich proménnych zpét na vstupni data
s co nejmensi rekonstrukéni chybou. Kodér i dekodér jsou modelovdny pomoci neuronovych siti.
V klasickém varia¢nim autoencoderu je rozdéleni latentnich proménnych standardni gaussovo
rozdéleni. Varia¢ni autoencoder lze pouzit na modelovani pravdépodobnostni distribuce dat nebo
jako generativni model.

S vyuzitim principu varia¢nich bayesovskych metod je odvozena zakladni rovnice varia¢niho
autoencoderu a model je predstaven na jednoduchych prikladech. Jsou diskutovany vyhody i ne-
vyhody ptvodniho modelu a predstavena moznd rozsiteni. Prvnim je Wassersteintiv autoencoder,
ktery pridava moznost libovolného vybéru rozdéleni latentnich proménnych. Nasleduje model s vy-
uzitim VampPrior, jenz zavddi multimodélni apriorni rozdéleni.

V ramci inspirace bayesovskymi smésovymi modely je vytvoreno posledni rozsiteni variacniho
autoencoderu, konkrétné model smési varia¢nich autoencoderti. Pravdépodobnost prislusnosti do
jednotlivych komponent modelu je spocitdna pomoci EM algoritmu. Novy model umoziiuje popsat
data pochazejici ze smési rozdé€leni, jez jsou navzajem disjunktni. Jeho mozné vyhody jsou ukazany
na jednoduchych ilustra¢nich datech.

Odvozené a popsané modely jsou nédsledné vyuZzity pro experimenty v oblasti detekce anomalii.
Zkoumané jsou dva redlné datasety. KDD Cup 1999 obsahuje data z internetového provozu a cilem
je detekovat nebezpecné pripojeni. V datasetu HTRU2 je cilem rozeznat mezi kandidaty pulsary.



Kapitola 1

Bayesovské principy odhadu parametru
a neuronove site

1.1 Zakladni pojmy pravdépodobnosti

V bakalarské praci je ve velké mitfe vyuzivana teorie pravdépodobnosti a modelovani pravdé-
podobnostnich hustot. Pro konzistenci jsou v nasledujici sekci uvedeny pojmy a véty, které budou
pozdéji vyuzity pro sestaveni modelu variacniho autoencoderu a jeho rozsireni.

1.1.1 Podminéna pravdépodobnost a Bayesova véta

V pravdépodobnosti a statistice existuji dva rtizné ptistupy k datim a odhadovéani parametrd,
které tato data vysvétluji. Prvnim je frekventisticky pristup. Jeho cilem je sesbirat reprezentativni
vzorek populace a vétSinou metodou maximélni vérohodnosti ziskat bodovy odhad hledaného pa-
rametru. Bayesovsky pristup do podobného modelu zavadi neurditost, rika totiz, ze odhadovany
parametr neni urcen jednou hodnotou, ale existuje jako pravdépodobnostni rozdéleni s vlastni
stfedni hodnotou, rozptylem a dalsimi charakteristikami. Abychom mohli takovy model definovat,
pottfebujeme zavést podminénou pravdépodobnost a vyslovit Bayesovu vétu [1].

Podminénou pravdépodobnost definujeme predpisem

P(X,Y)
P(Y) ’

P(X|Y) = (1.1

kde Y predstavuje apriorni informaci (predtim, nez byl pozorovan jev X).
Budeme-li pracovat s iplnym souborem jevii Y = {¥;} ;, kde P(Y) = 1, pak plati véta o iplnosti
(product rule):

n
P(X) = Z P(X|Y;)P(Y;) pro diskrétni ndahodné veliciny a (1.2)
i=1

P(X) = / P(X|Y)P(Y)dY pro spojité nahodné velic¢iny. (1.3)

Diky vété o uplnosti mtizeme formulovat tzv. Bayesovu vétu

P(X|Y;))P(Y;) _ P(X|Y;)P(Y;)

P(Y;|X) = "L P(X|Y)P(Y:) - P(X)

1.4)

P(X[Y)P(Y) _ P(X|Y)P(Y)
[PXY)P(Y)dy  P(X)

P(Y|X) = (1.5)

9



1.1.2 Pravdépodobnostni rozdéleni

V nasledujici sekci jsou uvedena zakladni rozdéleni pravdépodobnosti spolecné se zakladnimi
charakteristikami.

Gaussovo rozdéleni

Jednim z nejpouzivanéjsich pravdépodobnostnich rozdéleni je Gaussovo rozdéleni, jinak ozna-
¢ovano jako normdlni. Pro hodnoty jedné proménné x definujeme hustotu pravdépodobnosti

1 x— u)?
N(x|p,0%) = ——exp [—%] , (1.6)
271.0-2 200
kde u je stfedni hodnota a o2 rozptyl. Udava se ddle 8 = 1/0? jako piesnost.
Pro vicerozmérné rozdéleni pak definujeme
N (x| %) = . - B 1.7)
(x|p, _Wm—l/ze)(p 3 X—H x—p)|, .
kde u je vektor stfednich hodnot a |X| determinant kovarian¢ni matice.
Gamma rozdéleni
Definujeme hustotu pravdépodobnosti gamma rozdéleni jako
G (vla.p) = Lxr1eh, 1.8
['(a)
kde gamma funkce je
I'a) = / x® e > dx. (1.9)
0
Gamma rozdéleni ma stfedni hodnotu a entropii
o
E[X] = —, (1.10)
B
H(G)=a-Ing+InT'(a) + (1 -a)y(a). (1.11)

1.1.3 Znaceni

V ramci celé prace se bude pracovat s viceméné jednotnym znacenim. Kaligrafickd pismena
X, Z, ... znadi prostor proménnych, velkd tiskaci pismena X, Y, ... ndhodné a vstupni proménné.
Distribu¢ni funkce znac¢ime velkym P(X) a jejich prislusné hustoty pravdépodobnosti malymi pis-
meny p(X). Tuénda pismena t, w, . .. znaci vektory, velkd tu¢na pismena X pak matice. Oznaceni 0
predstavuje nulovy vektor pozadované dimenze a I pak jednotkovou matici.
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1.2 Regresni model

1.2.1 Motivacni priklad

Vyjdeme z jednoduchého modelového prikladu proklddani bodi ktivkou jako v [2]. Oznacéime
vstupni datové body x = (x1, ...,x,)7, které generuji hodnoty t = (¢, 12, ...,t,)! podle pfedem
dané zavislosti t = f(x), ktera je nezndma a zatiZzena Sumem.

Nejjednodussi a pritom pomérné presnou metodou rfeSeni problému je tzv. metoda nejmensich
¢tvercl. Pracuje s predpokladem, Ze cilem je minimalizovat kvadrét vzdalenosti jednotlivych boda
od vysledné krivky (zavislosti), ktera je polynomem tadu M. V pripad€, ze M = 1, mluvime o line-
arni regresi. Definujeme nejdrive funkci

M
y(x,w) = Z wix' (1.12)
i=0

jako polynom tddu M s koeficienty w. Cilem je ziskat hodnoty téchto koeficientd. Déle zavddime
chybu metody jako funkci w, kterou chceme minimalizovat

E(w) = [tn — ¥ (X, W)]?. (1.13)

N| =
M=

Il
—_

n

Pfesnost metod silné zavisi na sprdvném nastaveni parametrti modelu, v tomto pripadé se jedna
o tad polynomu M. Pokud bude M malé, model nedokédze zachytit slozitost pivodni zavislosti.
Naopak pokud bude M prili$ velké, mutze dojit k fenoménu over-fitting, kdy je sice pfesnost modelu
na puvodnich datech velkd, nicméné model neodpovidd pavodni funkei, ze které byly hodnoty
generovany.

Pro ilustraci zvazme nasledujici priklad: hodnoty ¢ jsou generovany funkei f(x) = sin(x) + ¢,
kde £ ~ N (0; 0,2) je ndhodny $um. Celkem bylo vygenerovdno 9 hodnot a postupné pouZita me-
toda nejmensich ¢tverct pro nastaveni parametrd M € {1, 2, 3, 8}. Vysledek je na Obr. 1.1. Lze
vidét, ze pro hodnotu M = 1 a M = 2 ma model pfili§ mélo parametrti a nedokaze zachytit kom-
plexnost ptuvodni funkce. Model s M = 3 dokéZe dobte aproximovat jednotlivé hodnoty a vytvorit
zavislost podobnou ptvodni funkei. Pokud vSak zvolime prili§ mnoho parametrti, v tomto pripadé
M = 8, dostaneme vyslednou kfivku, kterd sice vyborné proklddd jednotlivé body, ale nedokaze
zachytit obecnou zdvislost ptvodni funkce.

Podobnou chybu Ize odstranit pridanim regulariza¢niho parametru. Obecné totiz plati, Ze
pokud dojde k prefitovani, koeficienty w; budou nabyvat hodnot ve vyssich tddech, aby doslo ke
kompenzaci rychlého ristu a klesani funkce. Hodnoty lze omezit pridanim regulariza¢niho para-
metru A, ktery mé za cil zmensit absolutni velikosti koeficientd w;:

1 < 2 A 2
Ea(w) = 5 ) ltn =y 0o w))* + 2| lwl. (1.14)

n=1

Otazkou je, jak hodnotu A zvolit. V jednoduchych pripadech existuje hodnota A, kterd se pro
dany model jevi jako adekvatni a Ize ji nalézt. Existuji vSak pripady, kdy nelze najit jednu hodnotu
parametru a nenfi jasné, ktery pristup je nejoptimalnéjsi.

11



Obrazek 1.1: Fitovani metodou nejmensich ¢tverct pro body generované funkei f(x) = sin(x) + &
vzhledem k nastaveni parametru M modelu.

1.2.2 Zobecnéni problému

Déle zobecnime ptipad (1.12) na regresni model, kde je proménné x transformované obecnou
nelinedrni zavislosti. K tomu se pouzivaji bazové funkce, jednou z nejznamé;jsich je tzv. sigmoid

1

1+exp(—x)’ (1.15)

¢(x) =

Pomoci funkci ¢ ; 1ze definovat novy regresni model, ktery zahrnuje nelinedrni zavislost. Defi-
nujeme navic ¢o = 1, ¢imz zahrneme samostatny parametr wo do kompaktniho tvaru modelu. Pak
index j € {0,1,...,M — 1}, kde M je pocet parametri w. Dostavame

y(x,w) = w’ $(x). (1.16)

Ztratova funkce zobecnéna na nelinearni zavislost ma pak tvar

N

E(w) = %Z 10 =W $(x0)]” . (1.17)

n=1

1.2.3 Bayesovsky pristup

Na regresni model déle pouzijeme bayesovsky pristup viz. [2]. Cilem aproximacnich metod je
predikovat hodnotu ¢y 1 na zdkladé daného xp,; pomoci parametr w, které byly ziskdny nume-
rickou metodou (napiiklad metodou nejmenSich ¢tverci) pomoci ptvodni sady dat
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t = (t1,t0,...,tn)T aX = (X1,Xa,...,Xy). Nebudeme viak chtit hledat bodovy odhad hodnoty
t, ale pravdépodobnostni rozdéleni této proménné. Predpokladdme-li, ze Sum ovliviiujici konec-
nou hodnotu ¢ bude mit normalni rozd€leni, pak i rozdéleni r bude normalni se stfedni hodnotou
w! ¢(x,) a prozatim nezndmou varianci. Rozdéleni zapiSeme jako

Pt w, ) = N (11w $(x0).571) (1.18)

kde 8 = £~ je tzv. presnost a prozatim neznamy parametr.
Budeme-li predpokladat, Ze jednotlivé realizace ¢ jsou na sobé nezdavislé, miiZzeme sestavit ve-
rohodnostni funkeci

N
pEXw,B) = [ [N (1w (x,).671). (1.19)
n=1

kde N je pocet pozorovani. Definujeme navic matici ®, coZ je tzv. design matrix, pro kterou plati
D, j= ) J (Xn)
Po(x1)  P1(x1) - Pm-1(x1)

® ¢o(.X2) ¢1(‘X2) ¢M—.1(X2)

b

¢O(;(N) ¢1(;(N) ¢M—1.(XN)

kde M je pocet parametr w, tj. matice ma rozmér (N X M).
Vérohodnostni funkei (1.19) lze pak prepsat jako

(X, w,B) = N (t|(I)w, ,8_11) . (1.20)

Vektor w Ize najit pomoci metody maximalni vérohodnosti, tedy maximalizaci (1.19). Tim
bychom v8ak znovu spoéitali pouze bodovy odhad koeficientti w. Bayesovsky pristup spo¢iva v hle-
dani pravdépodobnostniho rozdéleni parametrti w. Rozdéleni mtizeme navic rozsitit o tzv. apriorni
informaci, kterd maze slouzit naptiklad jako regulariza¢ni podminka parametrii. Zde zavedeme
podminénou apriorni distribuci pro w pres novy parametr «. Pro jednoduchost zvolime Gaussovo
rozdéleni

p(wla) =N (w|0, a/_ll) . (1.21)

Pouzitim takto definovaného apriorniho rozdéleni tikdme, Ze hodnoty w se maji priblizovat
k nule s presnosti danou parametrem «@. Rozdéleni md tak podobnou funkci jako parametr A pou-
zivany v klasické linedrni regresi.

Pouzitim Bayesovy véty (1.5) dostaneme

p(wlX, t, B, a) « p(t]X,w, B)p(w|a). (1.22)

Pro zptehlednéni zdpisu ddle vynechdme zdvislost na X a 5.

Cilem je zjistit tvar rozdéleni p (w|t), coz mlizeme provést pomoci porovnani tvart pravé a levé
strany rovnice (1.22). ZapiSeme pouze exponent sdruzené hustoty pravdépodobnosti pravé strany
(1.22) a vyraz upravime. Je tieba si uvédomit, zZe hleddme rozdé€leni v proménné w, proto Cleny,
které tento vektor neobsahuji, jsou zahrnuty do celého rozdé€leni jako konstanta:
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1 1
In (p(tjw)p(w|a)) = -5 (t— dw)! B (t— dw) — EwTa1w+ const. =
L7 Lr L 74T 1 74T L 7
=—t' ft+ -t pW®+ —w ® [ft— —w D fOPw - —w alw + const.
2 2 2 2 2
1 1
= —EWT(I)Tﬁ(I)W +WT(I)T,8t - EWT(ZIW + const. =

1
= _EWT (ﬁ(I)T(D + aI) w + w! ®7 Bt + const.
(1.23)

Z tvaru exponentu odvozeni (1.23) je vidét, Ze se jedna o normalni rozdéleni, jehoz obecny
tvar lze zapsat jako
p(wlt) = N(wlmpy, Sn). (1.24)

Tvar exponentu (1.24) je
1 T ¢-1 L o711 T ¢-1
_E(W_mN) SN (w—mN):—Ew Syw+w Sympy (1.25)

a z porovnani (1.23) a (1.25) dostaneme

Sy

my

BOT® + al (1.26)
SnyB®Tt. (1.27)

Pokud budeme chtit maximalizovat aposteriorni distribuci (1.24), miZzeme maximalizovat jeji
logaritmus a dostavame tak

NI

N
Inp(wlt) = - Z [tn - WT¢(Xn)]2 — %wTw+ const. (1.28)
n=1

Maximalizace této distribuce pak dava stejny vysledek jako v motiva¢nim prikladu (1.14), kdyz
zvolime parametr jako A = /.

1.3 Neuronové sité

Neuronovou sit 1ze popsat jako vypocetni model se skrytymi vrstvami, ktery vyuziva adaptivniho
ucdeni parametrt a snazi se o co nejlep$i aproximaci trénovacich dat. Pouzivaji se v mnoha oblastech,
od aproximaci funkci ke slozitym klasifikacnim tloham zpracovani obrazu.

Neuronova sit ma specifickou formu — sklada se z jednotlivych vrstev, které na sebe navazuji
prostiednictvim tzv. neuront, uzla sité. Myslenka neuronové sité kopiruje skute¢nou biologickou
sif neuronti v nasem téle. Jako zakladatelé této myslenky jsou uvadéni Walter Pitts a Warren
McCulloch, logik a neurobiolog, ktefi spole¢né publikovali ¢lanek A logical calculus of the ideas
immanent in nervous activity v Casopise the Bulletin of Mathematical Biophysics 5:115-133 v roce
1943. V ném zavadi zjednoduSeny model neuronu.

Architektura neuronové sité se tak sklddd z neuront a spojeni mezi nimi, které jsou realizovany
pomoci bazovych funkei (nej¢astéji nelinedrnich). DileZitost jednotlivych spojt je upravovdna po-
moci vah. Pravé tyto vahy funguji jako adaptivni parametry neuronové sité, jejich hodnoty jsou
predmétem uceni na trénovacich datech.
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Matematickou strukturu neuronové sité definujeme jako v [2]. Zakladni vrstva neuronové sité
ma tvar

D
aj = Z wﬁ)xi + wﬁ.é), (1.29)
i=1
kde D je pocet proménnych, které vstupuji do modelu, j € 1,..., M, kde M je pocet parame-

trll w. Parametru w jo se fikd prdh (v anglické literatute bias). V biologickém modelu tento préh
predstavuje hodnotu, kterou je nutno prekrocit, aby doslo k aktivaci daného neuronu.

Hodnoty a; se nazyvaji aktivace a kazdd z nich je ddle transformovand nelinedrni a diferenco-
vatelnou funkei A(.) tak, Ze ziskdme novou proménnou

zj = h(a;). (1.30)

Hodnoty z; jsou skryté proménné. Jako aktiva¢ni funkce 4 se voli naptiklad sigmoid, ReLU funkce
nebo funkce swish.
Proménné z; Ize dale vnotit do dalsi vrstvy tak, abychom na konci ziskali aktivace

M
ak :ZW](CZJ.)ZJ' +W](j)), (1.31)
J=1
kde k € 1, ..., K a K je celkovy pocet vystupnich proménnych. Horni index prestavuje poradi dané

VIsStvy neuronoveé sité.
Pokud vnotime bias parametry dovnitf sumy tak, ze definujeme xo = 1, dostaneme kompaktni
model, ktery ma nasledujici podobu

M D
ye(x,w) = f Zw,(czj)h Zwﬁ)xi . (1.32)
j=0 i=0

V takovém modelu vidime jasné, Ze ma dvé vrstvy. Pocet vrstev a pocet neuront v nich je mozné
kombinovat nejriznéj$imi zptisoby podle potifeb modelu.

Vizualizaci jednoduchého modelu neuronové sité miizeme vidét na Obr. 1.2. Do modelu vstu-
puje jedna proménnd x, ktera je transformovand pomoci vah wgll)\” s aktivaéni funkci 41(.) do
podoby proménnych zi,...,zx. Proménné z; jsou ddle transformovany vahami wi.o 1.y a akti-

vaéni funkei i5(.) do podoby dvou vystupti y; a ys.

Obrazek 1.2: Zakladni schéma neuronové sité s jednim vstupem, N neurony ve skryté vrstve
a dvéma vystupy.
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1.3.1 Ztratova funkce a back-propagation

DiileZitou souéasti neuronovych siti je jejich ztratova funkce ozn. L(w) jako funkce parametrt
w. Udavd, jak moc se model neuronové sité lisi od spravnych hodnot/rozhodnuti. Pravé diky ni a
algoritmu zvaném back-propagation (neboli zpétna propagace) [2] je mozné v kazdé iteraci upravit
hodnoty vah tak, aby se neuronova sit ucila co nejlépe aproximovat trénovaci data.

Nejjednodussim zptisobem jak trénovat neuronovou sit je pouzit gradientni sestup. Parametry
w upravime o maly krok ve sméru negativniho gradientu, tj.

Wyl = Wi — VL (wy). (1.33)
Parametr 17 se nazyva learning rate a urcuje velikost kroku. Jeho spravné nastaveni je kli¢ové pro
konvergenci modelu.
Abychom mohli upravit kazdou jednotlivou vdhu w;;, potiebujeme pouZit zpétnou propagaci.
Vyuzijeme proto derivaci slozené funkce, abychom se dostali do potiebné hloubky. Parcidlni deri-
vace ztratové funkce podle dané vahy bude tak mit tvar

oL oL ('3aj

= . 1.34
aWji 6611' 6w]~,- ( )
Oznadime 371‘]_ = 0, a aplikujeme fetézové pravidlo derivaci
OL Oay 0 0
0j = 9ax 0a; Zékﬁizwkizi = Z(Sk%ZWkih(ai)- (1.35)
k k S k S
JelikoZ derivace podle a; je nenulovd jen pro i = j, dostdvame tak rovnici zpétné propagace
§;=h(a;) ) wijok. (1.36)
k
Vyuzijeme znaceni (1.30). Vyraz (1.34) tak dostane tvar
oL
— =0;. 1.37
6wj,- jRi ( )

Uceni neuronové sité pak probiha ve dvou krocich. V prvnim dojde k doptedné propagaci, kdy
vypocitdme hodnotu ztratové funkce v daném bodé x. Nésleduje zpétnd propagace, vypocet jed-
notlivych gradientti a upraveni vah pomoci (1.33).

Stochastic gradient descent

V idedlnim ptipadé by byla zpétna propagace provedena pro vSechny jednotlivé body zarover.
Takovym zptisobem bychom se v§ak dostali na obrovskou vypodetni naro¢nost. Z tohoto dvodu
se pri vypoctu gradientl pouziva tzv. stochastic gradient descent, nebo-li metoda stochastického
gradientu. Pracuje s mySlenkou, Ze celkova hodnota ztratové funkce je souctem ztrat pro jednotlivé
body, tedy

N
L(w) = Z L. (w). (1.38)
n=1
Nazev stochasticky plyne z faktu, Ze v kazdé iteraci je nahodné vybran datovy bod, spocita se
gradient jeho ztrdtové funkce a vahy jsou upraveny na zdkladé tohoto gradientu jako
Wii1 = Wi — VL, (wyg). (1.39)

Jedna z vyhod oproti klasickému gradientu je fakt, Ze je jednodussi dostat se z lokalniho mi-
nima smérem k minimu globalnimu. Lokdlni minimum totiZ nebude minimem pro v§echny body
a stochasticky gradient umozni posun jinym smérem.
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Dalsi optimalizaéni metody

V ramci vylep$ovani neuronovych siti do$lo i k vylep$eni trénovacich algoritmt pouZzitim lep$ich
optimaliza¢nich nastrojt. Patfi mezi né naptiklad RMSProp nebo ADAM [3]. Oba néstroje pouzi-
vaji adaptivni parametr  misto jednoho pevného ¢isla, navic jsou schopny poditat riizné ng pro
konkrétni parametry. V kazdé dimenzi tak mizZe byt n parametr rozdilny.

ADAM vyuziva pouze gradient prvniho fadu a jeho formule pro zménu parametru 6 je nasledu-
jict

92‘ = 9[_]_ - kde

1
Vo +€
8 = Vo fi(6i-1),

R m
m; = pim+(1-p1)g a ;= d

1—,83’
Vi

>
1- 2

Ve = Bavio1 + (1 —ﬁz)gzz a v, =

Parametry 31, B2 a € jsou hyperparametry optimalizdtoru. Jejich nastaveni je mozné meénit, autori
uvadi doporucené hodnoty, které jsou dobrym tivodnim nastavenim pro vét$inu experimentd.

1.3.2 Aktivacni funkce

Aktivacni funkce jsou zdkladnim stavebnim kamenem neuronovych siti a jsou to ony, které
umoznuji jejich aplikovatelnost na teseni rozli¢nych problémd. V minulosti se nejcastéji pouzivala
jako aktivacni funkce jiz zminéna funkce sigmoid, ptipadné funkce tanh. Pozdé€ji se objevily dalsi
aktivacni funkce, diky nimz presnost neuronovych siti znovu vzrostla.

ReLU je definovéana jako f(x) = max(0, x). Prvni zminka o jejim vyuziti je z roku 2000, nicméné
do Sir$iho povédomi se dostala az mezi roky 2009 a 2011 [4], kdy bylo poprvé zkoumdno jeji vyu-
ziti v hlubokych neuronovych sitich. ReLU vytvati pravou ridkou neuronovou sit s nulovymi vystupy
urcitych neuronti, kde pri ndhodné inicializaci je poté aktivovdno pouze zhruba 50 % skrytych pro-
meénnych. Nulové vystupy umoziiuji pretrzeni daného informacniho vldkna, tedy zakédovat fakt, ze
dany faktor neptidava informaci nasledujicimu neuronu. Diky jejimu zavedeni bylo dosazeno rych-
1ého vyvoje v komplexnich neuronovych sitich. Vyhoda ReLU muze vSak byt zaroveri i nevyhodou,
kdy muze vzniknout prili§ mnoho nulovych neuronti. Navic v bodé nula neexistuje jeji gradient.

Nevyhody ReLU vedly k vyzkumu novych aktiva¢nich funkei. V ¢éldnku [5] autofi nalezli hned
nékolik kandidatt na aktiva¢ni funkce, které by mohly zajistit lepsi vysledky nez ReLU. Nejlepsi
z nich se ukazala funkce swish definovana jako f(x) = x - 0(Bx), kde B lze ziskat z dat. Swish je
oproti ReLU diferencovatelna v kazdém bodé€ a jeji gradient je nenulovy i pro ptipady kdy x < 0.

Grafické porovnani zminénych aktiva¢ni funkei lze nahlédnout na Obr. 1.3.

Obé zminéné aktivac¢ni funkce maji nevyhodu oproti sigmoidu a tanh, jelikoz nejsou omezené
a pro data vysokych rada se mohou rychle dostat do nekone¢na. MoZznym reSenim je pouzit regu-
larizaci.

1.3.3 Julia Language a Flux.jl

V ramci bakaldrské prace byl pro vytvoreni vSech modeld pouzit jazyk Julia s vyuzitim bali¢ku
Flux.jl [6], ktery byl vytvoren primarné pro modelovani a trénovani neuronovych siti. Julia jako
vysokouroviiovy jazyk umoziiuje snadné definovani modelt a ptibliZzuje se klasickému matematic-
kému vyjadiovani.

V ramci préce s neuronovymi sitémi je zde zminéno nékolik zékladnich ptikazi pro definovani
neuronovych siti a modeld.
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RelLu
swish

Obrazek 1.3: Porovnani aktiva¢nich funkei ReLU a swish v okoli bodu 0.

Prikaz Dense (in,out,activation) vytvoii jednu vrstvu neuronové sit€ s in po¢tem vstupnich
neurond, out po¢tem vystupnich neuronti a aktiva¢ni funkci activation, kam je mozné dosadit
napriklad funkeci sigmoid, ReLU nebo swish. Dense vrstva odpovida formulaci (1.29), respektive
vyrazu y = W - x + b. Pomoci ptikazu Chain lze jednotlivé vrstvy retézit stejné jako v (1.31).
Neuronova sit z obrazku 1.2 tak miiZe byt v jazyce Julia definovand jako

NN(x) = Chain(Dense(2,N,swish),Dense(N,2,sigmoid)),

coz vytvori neuronovou sit se vstupem dimenze 1, jednou vnittni vrstvou s N neurony, ktera je
transformovana aktivacni funkci swish, a nakonec vystupem o dimenzi 2, ktery je také transformo-
van, tentokrat aktiva¢ni funkei sigmoid.

18



Kapitola 2

Variac¢ni autoencoder a jeho rozsireni

2.1 Varia¢ni Bayesovské metody

Predmétem bakalarské prace je vyuzit rizné modely zalozené na pravdépodobnostnim pristupu
k hledani tzv. latentnich proménnych. Latentni proménné jsou proménné, které ziskavame mode-
lovanim pozorovanych proménnych. Je mozné je nazyvat také vysvétlujici proménné, protoze jimi
lze popsat realna data.

Snazime se pak maximalizovat pravdépodobnost, Ze data X pochdzeji z generativniho procesu
definovaného rovnici

p(X) = /Z p(X12)p(2)dz. @1

Rovnice (2.1) tika, ze se snazime najit takové proménné Z, které nejlépe vysvétluji data X
— poté bude pravdépodobnost p(X) maximalizovana. V redlnych modelech se ovSsem velmi Casto
stava, ze integral (2.1) neni analyticky spocitatelny.

2.1.1 ELBO a Kullback-Leiblerova divergence

Evidence lower bound

Necht X jsou pozorovand data a nasim cilem je najit latentni proménné Z tato data popisujici,
tedy rozdéleni p(Z|X). Pouzijeme-li Bayestiv teorém na prislusné pravdépodobnosti, dostaneme

p(X|Z)p(Z)  p(X|Z)p(Z)

pizlX) = p(X) [ p(X,2)dZ’

2.2)

Jak uz bylo zminéno, integral p(X) nemusi byt analyticky spocitatelny. Zavedeme proto novou
distribuci g(Z), kterd ma hledané p(Z|X) co nejlépe aproximovat. Tato nova hustota miZe zaviset
na svych vlastnich parametrech 6, které se dale snazime optimalizovat tak, aby byl rozdil ¢(Z)
a p(Z|X) co nejmensi. Narozdil od p(Z|X) by mélo mit ¢(Z) jednodussi formu.

Pro nésledujici odvozeni vyuzijeme Jensenovu nerovnost [2] str. 56. Tato véta tikd, Ze pokud je
funkce f konkavni, plati

JIEEM)] 2 E[f(x)]. (2.3)
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Vyjdeme z distribuce p(X), vyuzijeme Jensenovu nerovnost (2.3), jelikoz logaritmus je kon-
kavni funkce, a dostaneme tzv. evidence lower bound nebo také variational lower bound [7]:

Inp(X) = ln/ p(X,Z) =

ln/ (X,2) E§;

=In (Eq [p(X, Z)]) > 2.4)

q(Z)
X,Z
=5 (lnp((a)) -

- [a@n 222 - o)

Evidence lower bound neboli ELBO tedy definujeme jako
rX.2)
q(Z)

Vysledek implikuje, Ze pokud je cilem maximalizovat pravdépodobnost p(X), Ize problém apro-
ximovat maximalizaci ELBO.

L(g) = /Z ¢(Z)In @2.5)

Kullback-Leiblerova divergence

Kullback-Leiblerova divergence [8] se pouzivd pro méteni rozdilnosti dvou pravdépodobnost-
nich distribuci stejné proménné x — p(x), ¢(x). KL divergence je tizce spjata s teorii informace, kde
nachazi vyuziti jako mira ztracené informace, pokud je distribuce p(x) aproximovana g(x).

Necht jsou p(x) a ¢(x) hustoty pravdépodobnosti. Pak Kullback-Leiblerova divergence
Dk (p(x)]|g(x)) je definovana jako

Der (p()lla) = Y px)n 20 26

xeX

pro diskrétni ptipad a .
Dir (pllgt) = [ peayin %dx @.7)

pro spojitou proménnou x.
Dulezité je zminit vlastnosti Dk :

1. Dk neni symetrickd, jak je vidét pfimo z definice, tj. Dk (pllq) # Pkr(qllp),
2. Dk je nezapornd, tj. Dk r.(pllg) = 0 a Dk (pllg) = 0 pravé tehdy, kdyz p(x) = g(x).

JelikoZ uz jsou pottebné pojmy definované, podl'véme se dale na vztah ELBO a KL divergence.

p(ZIX)
/ 4O oy =

(X2 p(X.2)
/ 4(Z)In q(Z)p(X) /ZQ(Z”“”(X) / 4D = 7= 2.8)

_ B p(X.Z) _ B pX.2) _
~tnp0) [ 0@~ [ a@n B = npe0 - [ az)m 2
=Inp(X) - L(q).

Des la@llp@00) = [ a2 L2 -
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Z odvozeni dostavame vztah

In p(X) = Dk [q(D)Ip(ZIX)] + L(q). (2.9)

Ve vztahu In p(x) > L(q) tak nastavd rovnost, pokud je KL divergence mezi ¢(Z) a p(Z|X) rovna
nule.
ELBO lze rozepsat i nésledujicim zptisobem:

£a)= [ azymPE2 -

/ (Z)In pX|2)p(2) _

B
N p(2)
- [a@mZ 2+ [a@mpaiz -
_ B q(Z) _
- [a@mpxiz)- [ amdZ -
=B, [Inp(X|2)] - Dx1 [4(2)Ip(2)].

Z kombinace (2.9) a (2.10) dostavame

(2.10)

Inp(X) = Dk [¢(DIp(Z1X)] = By [In p(X|Z)] - Dk [9(2)||p(2)]. (2.11)

Tato rovnice v lehce upraveném tvaru je pak zakladem varia¢niho autoencoderu.

2.1.2 Konkrétni priklad

Reknéme, Ze se budeme chtit vratit k ptivodnimu ptikladu linedrni regrese s pouzitim apriorni
informace i o parametru a. Budeme tedy hledat sdruzenou hustotu pravdépodobnosti

p(w,alX,t,B) = p(WIX, t, @, B)p(ala,b). (2.12)
Rozdéleni parametr w volime opét normalni, rozdéleni @ pak gamma rozdéleni

p(wla,t,8) = N (w]|0, al) (2.13)
p(ala, b) =T'(alag, bg). (2.19)

Tato rozdéleni aproximujeme rozd€lenimi ¢ nasledovné

g(wla,t, B) = N (wlWw,Z,,) (2.15)
q(ala,b) =T(ala,b). (2.16)

Vyhoda spoc¢iva v tom, Ze rozd€leni ¢ jsou vzdjemné nezavisld, tj. g(w, @) = g(w)g ().
PouZijeme déale KL divergenci mezi sdruzenym rozdélenim p(w, @) a g(w, ), kterou budeme
chtit ve vysledku minimalizovat, abychom ziskali co nejpresnéjsi aproximaci:

Dkr [g(w,@)|[p(w,a)] =
=Dk [N (WW,Z,,) G(ala, b)||N (w|0, al) G(alag, bo)] = (2.17)
=E, [In NV (WW,Z,,) + InG(ala, b) — In N (w|0, aI) — In G(alao, bo)] .
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Jednotlivé vyrazy budeme feSit postupne:

Eq [In NV (w|W,Z,,) + InG(ala, b)] =
= E, [In N (wlW, £,,)] + E, [InG(ala, b)] =

=/ N (wlw,2,,) G(ala, b) InG(a|a, b)dwda

+/ N (wlw,2,) G(ala, b)) In N (w|w, £,,) dwda = (2.18)
= [Fubiniho v€ta, entropie gamma rozdéleni (1.11)] =

=—a+Inb-Inl'(a)+ (a-1)¥(a) - %ln [det(2meX,,)] =

M 1
In [detZ,, ]

M
=—a+Inb-Inl'(a)+ (a - 1)Y(a) - Eann— 5 "3

Ey [ln/\/(wm, ofll)] =
:/ N (wWWw, 2,,) G(ala, b) ln/\/'(w|0, a—11) dwda =
= / daG(ala, b) / dwN (w|w,2,,) In N (W|O, a,—ll) _

—?ln; - oW alw| = (2.19)

M 2r 1
:/dag(a|a,b)E/\/(w|w,zw)[ ! ]

M_ 2 1 1
= / daG(ala, b) [_E In ?ﬂ - ETr(aIZw) - Ev“vTaIvAv] =

M M 1 1
= In2m + > / G(ala,b) Inada — ETr(aIZW) -5 / G(a|a, b)w! alwda =

M M 1 1
= -5 In2n+ 2 (W(@) ~Inb) - STr (%IZW) - oW %Iv“v

Ey [InG(alao, bo)] =
= / N (ww, 2,,) G(ala, b) In G(a|ag, bg)dwda = [Fubiniho Véta] =

ao

b
— , bo) = 0 _ao-1,-box
[g (alao, bo) (ag) a™ e

= / G(ala,b) [aglnby —InT'(ag) + (ag — 1) Ina — boa] da =

(2.20)

a

=aglnbg—InI'(ag) + (ag— 1) / G(ala,b)Inada - bob

= aoInbo — InT(ag) + (ap — 1) (¥(a) — Inb) — bO%

Dosazenim véech spoc¢itanych vyrazi do rovnice (2.17) dostaneme explicitni vyjadreni pro vy-
pocet KL divergence mezi p(w, @) a g(w, @).
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Ziskané rovnice lze pouzit pro odhad parametri rozdéleni pomoci ELBO aproximace. Vlastnosti
odhadt demonstrujeme na trividlnim prikladu. Necht modelujeme proménnou d pomoci parametru
m jednoduchou rovnici

d=m+es, (2.21)

kde & je ndhodny $um, navic budeme ptedpokladat, ze &€ ~ N (0, 1). Pak lze zavést rozdéleni dat,
jehoz parametry jsou m a «

p(dim,a) = N(d|m,1)
p(mla) = N'(m|0,a™")
p(a) = G(alyo, 6o)
p(m, @) = N'(m|0,a")G(alyo, 60),

m parametrizuje rozdéleni dat, @ kontroluje apriorni informaci o m.
Pouziti ELBO odhadti demonstrujeme zavedenim aproximacnich pravdépodobnosti

g(m) = N (m|, C)
q(a) =G(aly, o)
g(m,a) = g(m)q(a) = N (m|i, C)G(aly, d).

Pro ELBO bude platit
L(g(m,@)) =Eqg(m,a) [Inp(dim,a)] — Dk [q(m,a)||p(m,a)]. (2.22)

Vypocet prvniho ¢lenu vypada nasledovne:

Ey(m, ) Inp(d|m,a)] = / N (m|m, C)G(aly, ) In N (d|m,1)dmda =

[ Al

1 1
——In27r-=(d —m)z] dm =
2 2

1 1 1
—Eln27r—§d2+d/mj\/(m|n%,C)dm—E/mzj\/'(mW,C)dm:

1 1 1
——In21 — =d? + di — = (% + ¢).
2 2 2

(2.23)

Druhy ¢len lze ziskat dosazenim do (2.17). Budeme déle predpoklddat, Ze nemdme Zddnou apriorni
informaci o parametru a, tudiz yg = 8¢ = 0.

Vzniklou funkci ziskanou dosazenim do (2.22) lze optimalizovat pomoci gradientnich metod,
jednd se o jeji maximalizaci v parametrech 71, S,y a §. Ziskavame tak rozdéleni ¢(m, «), kterym
aproximujeme p(m, «). Je vSak nutné podotknout, Ze maximalizaci ELBO provadime pro konkrétni
hodnotu d. Ziskdvdme tak vysledné distribuce parametri podminéné datovym bodem d, g(m|d)
aqg(ald).

Vyhoda aproximacni distribuce spociva v tom, Ze pro g(m, @) je jednodussi spocitat kone¢né
rozdéleni dat d

p(d) = / p(d|lm,a@)p(m,a)dmda ~ / p(d|lm,a)g(m,a)dmda
= p(d) =N (d|m,C+1)

(2.24)
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Optimalizace byla provedena pro hodnotu d = 5. Vysledné hodnoty parametrt jsou

m =438
C =0.96
v=0.5
0=12.0

Cilem ptikladu je najit hodnotu m, respektive jeji pravdépodobnostni rozdéleni. Na Obr. 2.1 je
vidét porovnani vyslednych rozdéleni po optimalizaci pomoci ELBO. Distribuce p(m) je zde znazor-

néna pro ruzné hodnoty a. Z grafu je mozné vidét, Ze vy$si hodnota parametru @ ma za nasledek

priblizovani m smérem k nule a zpresiiovani odhadované hodnoty. Naopak pokud zvolime @ — +co,
vliv apriorni informace se zcela vytrati.

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

q(m|d)
p(m|d,a),a =1
p(m|d,a),a = 0.5
p(m|d, o), =0.1

— p(mld,a),a =~y/é

——— p(m|d,a),a = 00
C | | L |
0.0 25 5.0 7.5 10.0

Obrézek 2.1: Porovndni rozdéleni p (m) a g(m) pro ptipad jedné pozorované hodnoty d = 5 a rlizné

parametry @ vstupujici do p(m).

24



2.2 Variac¢ni autoencoder

Ziskané poznatky vyuZzijeme pro konstrukci modelu varia¢niho autoencoderu [9]. Jeho cilem
je naucit se pravdépodobnostni rozdéleni dat, které ndm umozni vytvaret nové vzorky dat po-
dobné tém pavodnim. Varia¢ni autoencoder 1ze nasledné vyuZit jako generativni model nebo pri
modelovani dat pomoci latentnich proménnych. Abychom mohli varia¢ni autoencoder zkonstruo-
vat, vratime se zpét k jiz odvozené rovnici (2.11)

Inp(X) - Dk [9(D|p(Z]1X)] = Eq [In p(X|Z)] = Dk r [q(Z)|Ip(2)] -

Dalsi odvozeni bude sledovat podobnou strukturu jako [10].

Na zacatku jsme tekli, Ze nasim cilem je ziskat rozdéleni latentnich proménnych v zavislosti
na datech, tj. p(Z|X). Analytické feseni nemusi existovat, proto jsme zavedli aproximaci pomoci
rozdéleni g(Z). Aby se tato aproximace co nejlépe blizila ptivodnimu rozdéleni, dava smysl, aby
i g zaviselo na datech X. Pokud navic zvolime dostatecné dobrou aproximaci, mél by se vyraz
Dk [q(Z|X)||p(Z]X)] blizit nule a tedy ¢(Z|X) se bude bliZit p(Z|X). Takovou upravou se rov-
nice (2.11) zméni na

Inp(X) = Dk [q(ZIX)||p(Z]X)] = Eq [In p(X|Z)] = Dk 1 [q(Z|X)|[p(2)] - (2.25)

Rovnice (2.25) je zdkladem tzv. varia¢niho autoencoderu.

Na levé strané (2.25) dostavame ELBO, které se stava ztratovou funkci. Na pravé strané dosta-
vame vyraz, jenZ se snazime maximalizovat vzhledem k parametrim modelu pomoci gradientnich
metod.

Otazkou je, jak volit distribuce g(Z|X) a p(Z). Obvykla volba pro obé hustoty je Gaussovo
rozdéleni ve tvaru

q(Z|X) = N(Z|u(X;6),2(X; 6)) (2.26)
p(Z) =N(Z|o,1), (2.27)

v Cemz spociva obrovska sila varia¢niho autoencoderu. Rozdéleni (2.26) funguje jako kodér
a funkce u(X;0) a Z(X; #) jsou modelovany pomoci neuronovych siti, které umoznuji, aby se mo-
del naucil velmi komplexni strukturu dat. Naopak volba rozdéleni p(Z) jako (2.27) nam umoziuje
zakddovat informaci do trividlniho rozdéleni, ze kterého mtzeme poté jednoduse vybirat vzorky
a modelovat nova data. Rozdéleni p(X|Z) funguje jako dekodér a jeho volba muze byt libovolna.
V bakalarské praci je pouzito normalni rozdéleni ve tvaru

p(X1Z) = N(X|f(Z,¢), D), (2.28)

kde funkce f je modelovana neuronovou siti s vlastnimi parametry ¢ a w je hyperparametrem
modelu.

Zvolena rozdéleni ¢(Z|X) a p(Z) maji svoji vyhodu i v analytické feSitelnosti KL divergence
mezi nimi. Pro dvé normdlni rozdéleni NV (u1, 1) a N (uz, Z2) s dimenzi n 1ze odvodit
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Dir [N (u1, Z)IIN (2, 22)] =
=Bnr(uy,zy) [INN (11, 21) = In N (2, )] =

n 1 1 _
= EN(u,51) [ -3 In2m — > IndetX; — E(x - ,ul)Tle(x — 1)

1 1
+gln2ﬂ+ Elndetzz + E(x —,uz)TZEI(x —/,[2)] =

1. detX, 1 B 1 )

=En(u,20) [5 In dots, E(X — )" ET (- pg) + E(x — )2 (x - ﬂz)] _

1 detZz 1

2 ndEtzl Na-20) [2(x ) 2= in) (2.29)

1 f—
+EN (.30) [E(x - ,Uz)TZzl(x _'uz)] _nu

1. detX, 1 1
=51 - =T (2_12 )__ _ Ty-1 B

2 ndet21 2 =1 =1 2(#1 H1) 1 (n1 — p1)

1 _ 1 _
+ ETT (22121) + E(ﬂl - ﬂz)Tzzl(,Ul — H2) =
det, n 1

1 _ 1 _

3 In dets, 2 + ETI’ (22121) + 5(#1 — 1) 25 (1 — o) =
1
2

detX _ _
= [111 deth -n+Tr (22121) + (1 — p2) 25 (1 — p2) | -

Aplikovano na konkrétni piiklad s (2.26) a (2.27) dostavame
1
Dir [IN(Z|u(X),Z(X))||IN(Z]0,1)] = > [Tr [Z(X)] +,u(X)T,u(X) —IndetZ(X) — n] (2.30)

Ve varia¢nim autoencoderu se kovarian¢ni matice X(X) bere jako striktné diagonalni, coz umozni
zjednoduseni vypoctu. Vysledna KL divergence se tak diky (X);; = o7 upravi na

D1 [N(Z|u(X), Z(X))[IN(Z]0,1)] = % Zcrf + > ut- 1nﬂa,-2 - ] =

»Zf’tZJfZﬂ?—Zzlno,.—n]: (2.31)

:%Z[a'iz+,u?—21n0'i—1].
i

N =

Zbyvd vytesit prvni vyraz na pravé strané (2.25): E, [In p(X|Z)]. Jeho problém spociva v tom,
Ze zavisi nejen na parametrech rozdéleni p, ale také g. Ve vyrazu bychom méli ndhodné zvolit
Z z rozdéleni N (u(X), Z(X)). Operace ndhodného vybéru v§ak nemé gradient, proto neni mozné
na tento vyraz pouzit zp€tnou propagaci gradientu.

Problém fe$i tzv. reparametrizacni trik [9]. Misto abychom ndhodné vybirali z rozdéleni
N (u(X),2(X)), vybereme ndhodné proménnou &£ ~ N(0,I), kterou transformujeme pomoci
Z = u(X) + & - 21/2(X). Ve vysledku tak hleddme gradient ELBO ve tvaru

£ =By [Inp (XI1Z = u(X) + & T72(X))| = Dxr. [9(ZI0NIp(2)] (2.32)
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Vizualizace celého procesu je na Obr. 2.2.

u(X;0)

%/\
kodér (q) {z:wg-zl/z}—[ e ~ N(0,1) J
/7

2(X;0)

)

dekodér
(p)

| —

O

f(Z;¢)

| —

Obrazek 2.2: Schéma varia¢niho autoencoderu.

Varia¢ni autoencoder se snazi simultdnné splnit dvé podminky urcené ¢leny rovnice (2.32).
Data vstupuji do kodéru modelovaného neuronovymi sitémi u a X. Ty se snaZzi transformovat vstup
a namapovat jej na rozdéleni A/ (0, 1), k ¢emuz je pouZita jako ztratova funkce KL divergence mezi
q(Z|X) a p(Z). Mimo samotny model je vygenerovdna proménnd & ~ N (0,1), kterd je transfor-
movana do proménné Z reparametriza¢nim trikem. Proménnd Z ndsledné vstupuje do dekodéru
realizovaného funkci f. Vystup je poté porovnan se vstupem X a funkce f je upravena tak, aby
byla minimalizovdna rekonstrukéni chyba, coz je v naSem piipadé vérohodnostni funkce ve tvaru

1 2
Inp(X|Z) =~ (X—,u(X) —s-Zl/Z(X)) . (2.33)

w
Parametr w kontroluje vztah mezi obéma podminkami a urcuje, kterd z nich bude mit vétsi vahu.

Pouziti VAE na ilustracni sady dat

Snahou varia¢niho autoencoderu je naudit se distribuci dat. Nasledné je mozné VAE pouzit jako
generativni model. Jednoduse odstranime kodér a pouzijeme pouze dekodér, tedy funkci f(.) na
ndhodné vybrané proménné z rozdéleni (0, I).

Pro ilustraci byly vygenerovany vzorky z rizné transformovanych normalnich rozdéleni v jedné
a dvou dimenzich. Pro vSechny pokusy byla pouZzita podobna architektura neuronové sité s rozdil-
nostmi v nastaveni po¢tu neuront a hyperparametru w.

Jednotlivé neuronové sité byly definovany v jazyce Julia nasledovné:

A(x) Dense(nx,nh,swish)
mu(A), logs(A) = Dense(nh,nz), Dense(nh,nz)
f(z) Chain(Dense(nz,nh,swish) ,Dense(nh,nx)).

Bod x tedy vstupuje do sité A, kterd je spole¢nym vstupem pro sité mu a Logs. Dekddovaci funkce
f je pak neuronovd sit se dvéma vrstvami. Pro sité A a f je pouzita aktiva¢ni funkce swish, mu a logs
maji pouze linedrni vystup.
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Nasleduji ¢tyti sady dat se zvySujici se slozitosti rozd€lend.

1. Nejdfive bylo vygenerovano ndhodné 1000 hodnot z rozdéleni N (5, 3). Pocet neuronti v siti
byl nx = nh = nz = 1. Pro kazdou epochu byl vektor hodnot iterovdn 1000x. Po kazdém
cyklu trénovani bylo z modelu vygenerovano opét 1000 hodnot. Porovnani pravého rozd€leni
s rozdélenim generovanych dat po daném poctu epoch je na Obr. 2.3.

2. Daéle se presuneme do dimenze 2. Pocet neuront je zvySen na nx = nh = nz = 2. PGvodn{
data pochazi z dvourozmérného normélntho rozdéleni se stfedni hodnotou (3;5)7 a ko-
varia¢ni matici rovnou jednotkové matici. Na Obr. 2.4 jsou vidét nové vygenerovana data
z natrénovaného modelu po 20 epochdch.

3. V dalsim pripadé bylo normalni rozd€leni z bodu 2. transformovano predpisem:
Xl{ = 2xl- +yi
Yi=Xi+yi
Vysledek po 20 epochach je na Obr. 2.5.

4. Nakonec bylo standardni normélni rozdéleni ve 2D transformovano predpisem

1 2
X, = S+ Y]
yi=2yi

pro ziskani sloZitéjstho tvaru. Vysledkem uZ neni normdlni rozdéleni, tedy nemtiZzeme jeho
parametry ziskat klasickymi metodami. Pro natrénovani modelu bylo pouzito nastaveni po-
¢tu neuronti nx = 2 = nz, nh = 4. Men$i pocet neuront ve skryté vrstvé se neni schopen
naucit dostatecné komplexni strukturu dat. Vysledek je vidét na Obr. 2.6.

50 epoch 100 epoch
0.10 0.10
0.05f 0.05
0.00t 0.00t
-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15
200 epoch 500 epoch
0.10 0.10}
0.05} 0.05}
0.00t 0.00t
-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15

Obrazek 2.3: Porovnani pravé distribuce dat (modrd) s distribuci dat vygenerovanych z modelu
VAE po daném poctu epoch.
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Obréazek 2.4: Data vygenerovand natrénovanym modelem VAE po 30 epochéch pro data z bodu 2.
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Obréazek 2.5: Data vygenerovand natrénovanym modelem VAE po 20 epochéch pro data z bodu 3.
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Obrazek 2.6: Data vygenerovand natrénovanym modelem VAE po 100 epochéach pro data z bodu 4.

2.2.1 Porovnani s klasickymi autoencodery

Klasicky autoencoder se radi mezi modely, které se snazi najit reprezentaci dat pomoci neuro-
novych siti. Jejich struktura je vcelku jednoduchd, grafické zndzornéni je na Obr. 2.7.
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Obrazek 2.7: Grafické znazornéni struktury klasického autoencoderu.

Hlavnim cilem je komprese informace — data X mohou byt reprezentovana vektory s vysokou
dimenzi, autoencoder tuto informaci zakdduje do latentnich proménnych Z, jejichz dimenze je
nizsi. Optimalizace probihd formou minimalizace rekonstrukéni chyby mezi vstupem a vystupem.

Pro porovnani je na Obr. 2.8 zndzornéno grafické schéma varia¢niho autoencoderu. Variaéni au-

regularizaéni ¢len v podobé KL divergence a misto klasické rekonstrukéni chyby pouzivd hodnotu
vérohodnostni funkce. Navic zde probihd ndhodny vybér z N (0,I) a reparametrizacni trik.
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Obrazek 2.8: Grafické znazornéni struktury varia¢niho autoencoderu.

2.3 Wassersteintuv autoencoder

Wassersteintv autoencoder [12] je dal$im druhem autoencoderu, ktery v sobé spojuje mySlenky
varia¢niho autoencoderu a generativnich modelt.

Optimaliza¢nim problémem je v tomto pripadé minimalizace optimalni transportni ztraty W,
mezi distribucemi Py a Pg. Px predstavuje redlnou a zaroven neznamou distribuci dat a P po-
pisuje latentni model. Pg je urceno distribuci latentnich proménnych Pz a generativnim modelem
Pi(X|Z). Opét zde pocitame se stejnym postupem jako u VAE. V prvnim kroku je ndhodné vy-
bran vektor z prostoru Z pomoci distribuce Pz, ktery nasledn€é mapujeme na vektor X € X. Pro
prislusné hustoty tak plati

pG(x) = / rc(x|2)pz(2)dz, Vx € X. (2.34)
z

Formulujeme nejdrive optimdlni transportni problém podle Kantoroviche

W.(Px,Pg) = Ex,y)~r [c(X,Y)], (2.35)

inf
FeP(X~Px,Y~PgG)
kde c(x, y) je libovolna nezdporna a métitelnd ztratova funkce a P je systém vsech sdruzenych
distribuci, které davaji marginalni rozdéleni Px a Pg. Podobnym trikem jako ve variacnim auto-
encoderu zavadime distribuci Q(Z|X) tak, ze Q(Z) = Ex-.p, [Q(Z|X)] se blizi Pz. Zbyva uz jen
doplnit vztah Q a Pg. Véta vyslovend a dokdzand v [12] str. 4 vyslovuje rovnost

inf E N X, V)| = inf Ep E X,G(Z2))], 2.36
rep(x~lgx,y~PG) x,y)~r [c(X,Y)] o.df, ErcBozix) [c( (2))] (2.36)

kde G : Z — X je libovolna funkce. Neni tedy tfeba optimalizovat pies vSechna X a Y, ale
pouze pres ndhodné encodery Q(Z|X).

Aby bylo mozné hledat Q numericky, zmirnime podminky kladené na Q a pridame stejné jako
ve VAE penalizacni ¢len v podobé divergence mezi P a Q. Dostavame tak rovnici Wassersteinova
autoencoderu

Dw ae(Px, Pg) = Q.Qinfp EpyEozix) [c (X,G(Z))] +4-Dz (Q(2), P(2)) . (2.37)
:Qz=Pz
Divergenci Dy lze volit libovolné a A > 0 je hyperparametr.

31



Kodér Q stejné jako dekodér G modelujeme pomoci neuronovych siti. Jednim z rozdilt mezi
VAE a wassersteinovym autoencoderem je moznost u WAE mapovat X do Z deterministicky. Volba
p(Z) tak muze byt libovolnd, jako ptiklad miZzeme uvést multimodélni rozdéleni (naptiklad smés
normalnich rozdéleni), coz klasicky varia¢ni autoencoder nedokdze. V ¢lanku [12] autofi uvadi dvé
zkoumané divergence:

1. Jensen-Shannovova divergence Dj s, kterd vede na model zaloZeny na generativnim postupu,

2. MMD divergence (maximum mean discrepancy) [13], ktera je pro pozitivné definitni kernel
k : Zx Z — R definovana jako

(2.38)

MMDk(PZ,QZ)ZH /Z k(2. )dP,(2) - /Z k(z,)d02(2)

Hi

Model Wassersteinova autoencoderu je rovnici (2.37) urcen velmi obecné. V této bakalarské
praci se budeme zabyvat jeho zjednoduSenym tvarem

Lw =Eno. [lnp (X1Z = p(x) + & zl/Z(X))] +1-MMD [p(2), ¢(Z1X)], (2.39)

kdy bude rekonstrukcni chyba ve formé vérohodnostni funkce stejna jako u klasického VAE, ale
misto KL divergence aplikujeme MMD vzdélenost.

Pouziti WAE na ilustra¢ni sady dat

Pro ilustraci byl Wassersteintiv autoencoder pouzit na stejné sady dat jako variaéni autoenco-
der. Pro nésledujici jednoduché ptiklady bylo zvoleno rozdéleni p(Z) = N (0, 1), stejné jako u VAE.
MMD vzdalenost byla implementovana pomoci bali¢cku IPMeasures.jl v jazyce Julia. JelikoZz vSechna
trénovaci data pochdzela z normdlniho rozdéleni (pripadné transformovaného normélniho rozdé-
leni), byl zvolen gaussovsky kernel s Sitkou binu y = 0, 01, kromé posledni sady dat, kdy byl pouzit
IMQ kernel.

Je nutné podotknout, Ze pro Wassersteiniiv autoencoder je nutné volit vice hyperparametri
neZ pro VAE. Jedna se o parametr A, volbu samotného kernelu k a jeho parametrt (napft. $itka
binu ), a nasledné velikost porovnavanych vzorka. Pro pouziti MMD vzdélenost je tfeba vygene-
rovat n hodnot z rozdéleni p(Z) a tyto porovnavat s n hodnotami z. Pravé tento fakt je dtsledkem
markantniho nedostatku Wassersteinova autoencoderu. Porovnavani vzork je vypocetné naro¢nou
operaci, proto je WAE nékolikrat pomalejs$i nez VAE.

1. Pro 1000 ndhodné generovanych hodnot z rozdéleni N (5, 3) byl vytvofen model s po¢tem
neuronu Vv siti nx = nh = nz = 1. Pro kazdou epochu byl vektor hodnot iterovan 1000x
a vnitini vzorkovani bylo také velikosti 1000 bodtd. Z modelu bylo nésledné vygenerovano
1000 novych hodnot, které byly nafitovany jako normalni rozdéleni a porovnany s rozdélenim
ptvodnim. Grafické znazornéni vysledku je na Obr. 2.9.

2. Déle se presuneme do dimenze 2. PGvodni data pochdzi stejné jako u prikladu VAE z dvouroz-
mérného normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou (3;5)7 a kovaria¢ni matici rovnou jed-
notkové matici. Struktura neuronové sité byla zvy$ena na poc¢et neuroninx = nh = nz = 2,
vzorkovani pro MMD vzdalenost bylo snizeno na 200. Z modelu bylo nasledné vygenerovano
500 novych hodnot. Na Obr. 2.10 jsou vidét nove vygenerovand data z natrénovaného modelu
po 200 epochdch.
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3. V dal$im ptipadé bylo rozdéleni N'([3; 5],I) transformovano ptedpisem:

’
X; = 2x,- +yi

’
Yi =X +Yi.

Model mél stejnou strukturu jako v bodé 2. Vysledek po 20 epochéch je na Obr. 2.11.

4. Nakonec bylo standardni gaussovo rozdéleni N (0, I) ve 2D transformovéno predpisem
’ _ 2
X; = Exi + Yi
’
Vi = 2yi,
aby bylo mozné ukazat, Ze Wassersteinuv autoencoder lze naudit i komplexnéjsi strukturu

dat, kterou jiz nelze odhadovat klasickymi modely. Model byl v tomto pripad€ upraven na-
sledovné:

* nastaveni po¢tu neuroninx = 2 = nz, nh = 4,

* byla pouzita aktiva¢ni funkce swish v neuronové siti A(x) = Dense(nx,nh,swish)
af(x) = Chain(Dense(nz,nh,swish) ,Dense(nh,nx)),

* Gaussovsky kernel byl nahrazen IMQ kernelem, ktery je definovan v ¢lanku [12].

Vysledek je vidét na Obr. 2.12.

Vysledky Wassersteinova autoencoderu jsou podobné klasickému VAE. Nicméné trénovani to-
hoto modelu je n€kolikanasobné vypocetné naroc¢néjsi. Na slozit€jsich datech, viz. obrazek 2.11, je

Vv

pak komplikovanéjsi zajistit spravny rozptyl modelu.

10 epoch 20 epoch 30 epoch
0.15 0.15 0.15
0.12 0.12 0.12
0.09 0.09 0.09
0.06 0.06 0.06
0.03 0.03 0.03
000 = 5 0 5 10 15 000 = 5 0 5 10 15 000 == 5 0 5 10 15

Obréazek 2.9: Porovnani pravé distribuce dat (modrd) s distribuci dat vygenerovanych z modelu
WAE po daném poctu epoch.
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Obrazek 2.10: Data vygenerovand natrénovanym modelem WAE po 200 epochdch pro data
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Obrazek 2.11: Data vygenerovand natrénovanym modelem WAE po 200 epochdch pro data
z bodu 3.

34



° o
Q
@ X

50 @ fle)
25+
0.0
25F
5.0

1 1 1 . 1 1

-5 0 5 10 15

Obrazek 2.12: Data vygenerovand natrénovanym modelem WAE po 200 epochdch pro data
z bodu 4.

2.4 VampPrior

vV

Varia¢ni autoencoder pracuje s nejjednoduss$im moznym modelem apriorniho rozdéleni p(Z),
kterym je standardni gaussovo rozdéleni. V ramci takového modelu mtize dochazet k nevyuziti né-
kterych latentnich vrstev. V ¢lanku [14] autoti Jakub M. Tomczak a Max Welling proto zavadi nové
apriorni rozdéleni, které nazyvaji variational mixture of posteriors neboli variacni smés aposterior-
nich rozdéleni, zkracené VampPrior.

Zakladni rovnici varia¢niho autoencoderu (2.25) je mozné prepsat zptisobem

L =Eqzx) [Inp(X|2)] +Eq(x) [H[q(ZIX)]] - Eq(z) [-Inp(Z)], (2.40)

¢imz ziskdme dva regulariza¢ni ¢leny namisto jednoho — stfedni hodnotu entropie aposteriorniho
v , . , . , v ; 1 wN
rozdéleni a cross-entropy mezi tzv. agregovanym aposteriornim rozdélenim ¢(2) = « 2,_; ¢(Z|x,)
a apriornem.
Je tfeba najit apriorni rozdéleni, které nahradi ptvodni standardni normdlni rozdéleni p(Z)
z VAE a zdroven bude maximalizovat ELBO. Timto rozdé€lenim je pravé agregované aposteriorni
rozdéleni

cp LN
A I (2.41)

Pro velkd N by vSak byla tato volba vypocetné naro¢na. Rozdéleni p*(Z) lze vSak aproximovat
smeési varia¢nich aposteriornich rozdéleni s pseudo-vstupy uy:

1 K
p(2)=~ ; q(Zuy), (2.42)

kde K je pocet téchto pseudo-vstuptl. Pseudo-vstupy je mozné ziskat v ramci zpétné propagace
a brét je jako hyperparametry apriorna. Ziskdvdme tak multimoddalni apriorni rozd€leni, které je
bohat$i neZ klasické p(Z) = N(0,I), a tedy by mélo zabratiovat over-regularization, kdy aposte-
riorni rozdéleni ziskava trividlni formu standardniho normaélniho rozd€leni. Volbou K <« N lze
zaroven snizit vypocetni naroc¢nost.
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2.5 Smés varia¢nich autoencoderu

Jednou z dalSich nevyhod klasického varia¢niho autoencoderu je, Ze se snazi vSechna data mo-
delovat normalnim rozd€lenim s diagonalni kovarian¢ni matici a stfedni hodnotou jako funkei dat.
Tato skute¢nost implikuje, Ze jednotlivé charakteristiky v latentnim prostoru jsou modelovany neza-
visle a unimodalné. Ve chvili, kdy se jim pokusime modelovat napiiklad smés gaussovych rozdéleni,
bude mit problém.

Pfiklad mtizeme vidét na Obr. 2.13. Byly vygenerovdny dva vektory, jeden z rozdéleni N (0, 1)
0 2000 bodech a druhy z A'([0;10],I) o 1000 bodech. Varia¢ni autoencoder se zvlddne naudit
rekonstruovat data do prislu$nych clustert, ale pti generaci novych dat uz ma problém, jelikoz
nedokaze své rozdéleni ,roztrhnout“ na dvé oddélené ¢asti.

20 ¢ 20
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Obrazek 2.13: Data na levé strané predstavuji vstupni data rekonstruovand variacnim autoencode-
rem. Leva strana ukazuje data nové generovand modelem.

Wassersteiniv autoencoder nabizi pro tento ptipad lepsi feseni. Jak jiz bylo zminéno dtive,
volba p(Z) muze byt libovolnd. Pokud tedy zvolime pro tento konkrétni priklad smés dvou nor-
malnich rozdéleni, méli bychom dostat lepsi vysledek nez klasické VAE.

2.5.1 Motivace a inspirace

U Wassersteinova autoencoderu narazime na problém, Ze se slozit€jsi volbou p(Z) ptridavame
dalsi volitelné parametry modelu. V praxi napiiklad nevime, z kolika smési by bylo idedlni p(Z)
poskladat. Navic nemdame zadnou kontrolu nad tim, jakym zptisobem je latentni prostor vytvaren
a jak jsou ptirazovany jednotlivé body do ptislusnych cluster.

Inspiraci pro vytvoreni nového modelu budou jiz dobfe zndmé smésové metody. Pii pravdé-
podobnostnim odhadovani distribuci se mtiZeme setkat s problémem, Ze jsou data multimodalni.
V takovém pripadé se vyplati vytvotit smeésovy model. Dva hlavni postupy jsou nasledujici:

1. Vytvotit pravdépodobnostni model, pro ktery bude platit p(x;|l;) = [Tx N (ux, Zx)"*, kde

lix znadi, do kterého rozdéleni ze smési patii bod x;. Nasledné je mozné definovat cely model
a pouzit EM algoritmus pro ziskani odhada parametrii rozdéleni celé smési.
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2. Bayesovsky pristup vychazi ze stejné myslenky, ale zavadi navic apriorni rozd€leni pro para-
metry uy a Xg.

Oba algoritmy dokazi dobfe aproximovat data pochdzejici ze smési normalnich rozd€leni. Ba-
yesovsky pristup mé navic tu vyhodu, Ze neni tolik zavisly na ptivodnim po¢tu médt. Pokud data
pochdzeji z rozdéleni se tfemi mddy, ale na$ model definujeme s poéateéni podminkou, Zze méda
je Sest, pak sprdvné nastaveny variacni bayesovsky model dokonverguje k vysledku, kdy vyuZije
pouze tii ze svych komponent. Pravdépodobnost, zZe data pochdazeji ze zbylych komponent, klesne
na nulu.

2.5.2 EMVAE

V ndvaznosti na inspiraci predchozimi modely se nabizi vytvortit model, ktery bude kombinovat
jiz zminéné myslenky. Cilem je vytvorit model jako smés varia¢nich autoencodert. V prvni fadé tedy
budeme pottebovat ptiradit data do prislusnych cluster (modelovanych varia¢nimi autoencodery),
jez budou mit kazdy své vlastni rozdéleni, a potom generovat z téchto modeld.

Problém rozsitime tak, ze pridame novou proménnou /;, ktera bude udavat pravdépodobnost,
ze datovy bod s indexem i nalezi do k-tého modelu, tedy ho kédujeme rozdélenim g (Z|X) =
N (ur(X),Zr (X)) a dekédujeme pomoci funkee fi(Z, 6y ). Matematicky zdpis tak bude mit po-
dobu

p(xi, 1) = p(xi|l) p(L;)

K
pOlly) = | [NV (il f(z3 00, D'
k=1

K
p(li =er) =ai, kde Zak =1.
k=1

Jako zédkladni model pro trénovani pouzijeme znamy EM algoritmus (expectation maximization
algorithm) [15]. Z tohoto dlivodu bude smésovy model dédle zna¢en EMVAE.

Samotny EM algoritmus spociva ve dvou krocich, které se itera¢né opakuji az do konvergence
modelu:

1. Expectation step, ve kterém spocitame stfedni hodnotu vérohodnostni funkce modelu v pro-
ménné [, tj.

n K

Inp (e, oo Lal0) 0 0 3 Tt NN (il fie(25 06), 0°D) +In | =
i=1 k=1
n

2,0 [— (11 i = ;) + 52(x) 5 ) +1nak] :

i=1 k
1

—_

= 1
& 1 1/2 2
D =53 (1= (2 = a0+ 2200 4 0)) + e

S

El [lnp(xl, 11, ey Xn, ln|9)]

[y

i=
kde opét pouzivdme zndmy reparametriza¢ni trik, £ ~ A(0,I) a navic

a’kN(xilfk (Zs 0]()9(1)21) )
S kN (xi] fi(z, 01), w1)

lix = p(l; = ex|x;, 0)) = (2.43)
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Tim spoéitame pravdépodobnostni vektor piislu$nosti do jednotlivych clustert pro kazdy bod
Xi.

2. Nasleduje maximization step, ve kterém maximalizujeme vypoctenou stfedni hodnotu. V kla-
sickém EM algoritmu maximalizujeme v hledanych proménnych a ziskdvdme jejich bodové
odhady. Zde vsak chceme maximalizovat v parametrech funkci fi. V tomto kroku se tedy
vracime k procesu trénovani varia¢niho autoencoderu a optimalizujeme ELBO. To dostava ve
smésovém modelu podobu

L= [iik Inp (Xi|Z = pr(x;) + lec/z(xi) * 8) +lik D [qr(Z|x)||p(Z)] +1n Olk] .

K
k=1
(2.44)

Trénovani modelu pak probiha jednoduSe. V kazdé iteraci jsou spocitany [;; podle 2.43 pro
vSechny datové body a komponenty. Ndsledné optimalizujeme negativni ELBO 2.44 jako ztrdtovou
funkci modelu.

Pro jednoduchy 2D piiklad byl natrénovan model ze smési dvou autoencoderd. Vysledek pro
stejnd data jako vySe je mozné nahlédnout na Obr. 2.14.
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Obréazek 2.14: Pivodni a nové vygenerovana data ze smésového modelu.

Model EMVAE si zachovava vlastnosti bayesovského smésového modelu. Vezméme si ilustracni
priklad s daty generovanymi ze tii dvourozmérnych normalnich rozdéleni

X ~ N ([0;5],1), ny =800,
Y ~ N([-5;3].1), n, =200, (2.45)
Z ~ N([5;-3],1), n, =400,

kde n,, ny a n; znaci pocet dat vygenerovanych z jednotlivych rozdéleni. VSechna data spojime do
jedné matice, kterd bude predstavovat trénovaci dataset. Vizualizace dat je na Obr. 2.15.
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Obrazek 2.15: Data generovana ze tii dvourozmérnych normalnich rozdéleni podle (2.45).

Cilem bude vytvotit model, ktery dokdze generovat podobnd data. Model definujeme jako smés
Sesti variacnich autoencodert, které budou mit vSechny stejnou strukturu

nx = 2
nh = 2
nz = 2

A = Dense(nx,nh,swish)

mu = Dense(nh,nz)

log_sigma = Dense(nh,nz)

f = Chain(Dense(nz,nh,swish) ,Dense(nh,nx))

s volbou hyperparametru w? = 0.3.
Parametr « je zde vektorem, jehoz slozky urc¢uji pravdépodobnost, Ze dany pod pochazi z k-té
komponenty. Generovani novych dat pak bude mit o néco slozit€jsi podobu nez u klasického VAE:

1. Vygenerujeme nahodné vektor v ~ Cat(a) z kategorického rozdéleni s pravdépodobnostnim
vektorem . Ziskdme tak vektor, pro ktery plati v; =0 Vi # k a v = 1.

2. Vygenerujeme vektor £ ~ AV(0,1).
3. Vektor € dekdédujeme k-tym dekodérem fy.

Po 200 epochach model dokonvergoval k vektoru a = (0,0; 0,57; 0,29; 0,0; 0,14; 0,0). Vidime
tedy jasné, ze tti z komponent zustaly nevyuZity, jelikoZ rozdéleni dat bylo mozné namodelovat
pouze tfemi autoencodery. Budeme-li generovat data pouzitim algoritmu popsaného vyse, ziskdme
vysledek jako na Obr. 2.16. Lze si vS§imnout, Ze pocet vygenerovanych dat v jednotlivych shlucich
odpovida rozdilnym hodnotam ay,.

vvvvvv
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Obrazek 2.16: Vysledek EMVAE pro data generovana podle (2.45).
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Obrazek 2.17: Smés varia¢nich autoencoderti natrénovand na slozitéj$ich datech.
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Kapitola 3

Vyuziti modelu v detekci anomalii

Modely popsané v predchozi kapitole lze vyuzit na tadu redlnych problémd. Jednim z nich je de-
tekce anomalii. Algoritmy pro detekci anomadlii jsou vyuzivany naptiklad pti odhalovani podvodi
ve financ¢nich transakcich nebo v internetovém provozu pro detekci malwaru. Pristupy k tomuto
problému mohou byt rizné, v rdmci bakaldtské prace se budeme zabyvat vyuzitim variaéniho au-
toencoderu na dva datasety z UCI Machine Learning Repository [16].

Jednim z moznych zptisobd, jak vyuzit variaéni autoencoder, je sledovat rekonstrukéni chybu,
respektive rekonstrukéni pravdépodobnost [17]. Model je natrénovan na trénovacim datasetu,
ktery tvori pouze normalni data. Nasledné je vypocitana rekonstrukéni chyba natrénovaného mo-
delu pro cely dataset obsahujici i anomalie.

Vezmeme dany bod x a zjistime hodnoty neuronovych siti u a . Nasledné ndhodné vybereme
L vzorki z z rozdéleni N (u, X), které dekédujeme siti f. Rekonstrukéni pravdépodobnost je pak
Monte Carlo odhadem E, (,|x) [log p(x|z)], tedy pfi vypusténi konstant

L
1
rekonstrukéni pravdépodobnost = 7 Z (x - f(z))?. (3.1)
=1

Pti spravné definovaném a natrénovaném modelu by pak anomalni vzorky mély mit vyssi rekon-
strukéni chybu nez normalni, jelikoz jejich rozdéleni neni stejné a varia¢ni autoencoder jej neznd.

3.1 Metriky pro méreni kvality modelu

Aby bylo mozné urcit kvalitu modelu, je tfeba zavést metriky, které se v oblasti detekce anomalii
pouzivaji. Jednou z takovych metrik je ROC kiivka, neboli receiver operating characteristics [18].
ROC krivka vykresluje true positive rate (TPR) proti false positive rate (FPR). V binarni klasifikaci
se totiz snazime balancovat dva problémy: chceme, abychom méli co nejméné faleSné negativnich
ptipadd, ale zdroven co nejméné pripadu fale$né pozitivnich. Prvni z téchto chyb se nazyva chyba
I. druhu a je zdsadnéjsi (nechceme napiiklad nemocného pacienta poslat domt, protoZze mu vy-
Sel negativni test), nez druhd z nich, chyba II. druhu (neni tak katastrofdlni, pokud budeme 1é¢it
zdravého pacienta). ROC krivka ukazuje vztah mezi témito dvéma charakteristikami.

Pro jednotlivé hodnoty TPR a FPR plati

TP
TPR = ,
TP + FP
Fp
FPR = —,
FP+TN
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Obrazek 3.1: Priklad dobré ROC kfivky, AUC = 0,92.

kde TP je pocet spravné klasifikovanych pozitivnich vzorkd, FP pocet fale$né pozitivnich hodnot
a TN pocet spravné klasifikovanych negativnich vzorkd.

V grafickém znédzornéni ROC ktivky se ¢asto navic vykresluje linedrni kiivka y = x, kterd pred-
stavuje hranici, na které jsou anomalni a normalni vzorky urCovany nahodné s 50% uspésnosti.
Pokud se tedy vyslednd ROC kiivka pohybuje nad touto hranici, dava lepsi vysledky nez ndhodny
vybér.

Jako dalsi metriku pro urceni kvality modelu 1ze pouzit plochu pod ROC kfivkou, kterd bude
déle oznacena jako AUC (z anglického area under curve). Ptiklad dobré ROC ktivky je vidét na Obr.
3.1. Pro tuto kfivku je hodnota AUC = 0,92.

3.2 Ilustrac¢ni kéd a popis jednotlivych modela

Pro vsechny experimenty v nasledujicich ¢dstech bude pouzita stejnd struktura modelu neuro-
novych siti s rozdilem v poétu parametrt nx, nh, nz v podobé

A = Dense(nx,nh,sigmoid)

mu = Dense(nh,nz)

logs = Dense(nh,nz)

f = Chain(Dense(nz,nh,sigmoid) ,Dense(nh,nx))
ps = Flux.params(A, mu, logs, f).

Reparametrizacni trik je pak realizovan funkci z, KL divergence je definovana podle (2.31):

z(mu, logs) = mu .+ exp.(logs) .* randn(size(mu))
KL(mu, logs) = 0.5 * sum((exp.(logs)).”2 .+ mu.”2 .- 1.0 .- 2. * logs).

Jako optimalizacni nastroj byl pouzit ADAM s rozdilnym nastavenim learning rate 0.
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Trénovani jednotlivych modelt je pak realizovdno funkci Flux.train!. Ztrdtova funkce pro
klasicky varia¢ni autoencoder ma podobu

function loss(x)

HID = A(x);

zsample = z(mu(HID), logs(HID))

0.5 * sum((x .- f(zsample))."2) + s * KL(mu(HID), logs(HID))
end.

Ztratova funkce pro model Wassersteinova autoencoderu je pak definovand nasledovné

function loss(x)

HID = A(x);

zsample = z(mu(HID), logs(HID))

sample_rnd = hcat([randn(nz) for i in 1:n_sample]...)

sample_z = hcat([z(mu(HID), logs(HID)) for i in 1:n_sample]...)

0.5 * sum((x .- f(zsample))."2) + s * mmd(kernel, sample_rnd, sample_z)
end,

kde n_sample je pocet generovanych vzorkd z rozdéleni p(Z).

Pro modely Wassersteinova autoencoderu byly vybrané dva kernely: gaussovsky s sitkou vy a in-
verzni multikvadraticky kernel (ddle oznacovdan jako IMQ kernel) definovany jako
k(d) = C/(C+d), kde d je vzdalenost podle [12]. Oba kernely i MMD vzdalenost jsou implemento-
vany pomoci balicku IPMeasures.jl. Pro Wassersteintiv autoencoder a nésledujici experimenty bylo
zvoleno jednoduché p(Z) = N (0,1).

Znaceni modelu

Pro oba datasety byly pro kazdy model (VAE, WAE, EMVAE, ...) pouzity dvé architektury sité
rozdélené podle poctu neurondl. Pro prehlednost je proto zavedeno ndasledujici znaceni:

* typ modelu (VAE, WAE, ...) je znacen dolnim indexem,

* slozitost architektury je znacena hornim indexem, ktery predstavuje pocet nh neurond ve
skryté vrstve,

* u Wassersteinova autoencoderu je kernel rozlisen jako (G) a (IMQ) pro gaussovsky a IMQ
kernel.

Jednoduchy model klasického VAE s po¢tem neuronti v sitinz = nh = 2 tak bude oznacden jako
(2)
M-
VAE

3.3 KDD Cup 1999

KDD Cup 1999 dataset je soubor dat vyuZzivany jako ilustrativni problém v klasifikaci anoma-
lii. Ukolem je vytvotit model, ktery dokéze rozlisit mezi ,dobrym¢ a ,$patnym* ptipojenim, tedy
detekovat mozné narusitele.

Celkem se v datech nachazi 41 ptiznakd, z nichZ 34 je spojitych a 7 kategorickych. Rozdéluji
se do tfi hlavnich kategorii. Prvni jsou zakladni charakteristiky jednotlivych spojeni jako délka
spojeni nebo objem prenesenych dat. Druhd skupina jsou ptiznaky souvisejici s danym spojenim
jako naptiklad pocet nevydarenych pokust o prihldseni nebo jestli byl uZivatel ptihlasen ¢i ne.
Posledni kategorie udava priznaky vypocitané v ramci dvousekundového intervalu ptipojeni.
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V nésledujicim ptikladu bude pouZit mensi pocet téchto priznakd. Konkrétné budeme pouzivat
pouze pripojeni s protokolem http a vSechny spojité ptiznaky. Zde je nutné podotknout, ze v definici
datasetu je jako spojity ptiznak uvedeny i pocet zamitnutych ptihlaseni, ktery dosahuje hodnot 1-4.
Podobné ptiznaky nebyly pouZzity pro trénovani modelu. Pouzit byl dataset obsahujici pouze 10 %
trénovacich dat, ve kterém se nachédzi 61886 normadlnich a 2407 anomadlnich vzorkd.

Trénovani probihalo pouze na normélnich datech. Néasledné byla spocitana rekonstrukéni prav-
dépodobnost podle (3.1) a prislusnda ROC krivka spolu s AUC pro dany model.

Zkoumané modely

Pro KDD Cup dataset byly porovnavany modely VAE, WAE (zvlast pro gaussovsky kernel a IMQ
kernel) a EMVAE. Pro modely VAE a WAE byly zkoumany dvé hlavni architektury rozdélené podle
poctuneuront vsitich A, mu, logs.Projednodussi model se jednalo o poéty neurontinz = nh = 2,
pro slozitéjsi strukturu pak nz = 10, nh = 30.

3.3.1 VAE

Varia¢ni autoencoder neni vypocetné tak ndro¢ny model jako WAE nebo EMVAE. Z tohoto du-
vodu byl model natrénovan nékolikrat. Obecné€ se totiz jedna o stochastické modely s nahodnou
inicializaci parametr sité, jednotlivé vysledky se tak mohou lisit. Vysledné hodnoty AUC jsou pak
prumérem z Sesti béht pro jednotlivé modely. Nejlepsiho vysledku bylo dosazeno pro hodnotu roz-
ptylu w? = 300.

Model MY dosghl vysoké presnosti s hodnotou AUC = 0,997. Jednodussi model M2 doséhl

VAE VAE
vysledku AUC = 0,985. Srovnani ROC kfivek pro oba modely je na Obr. 3.2.
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Obrazek 3.2: ROC krivky pro dataset KDD Cup 1999 a modely M\(,i)E i M\(,i%).
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3.3.2 WAE

U Wassersteinova autoencoderu se ukazaly nepatrné vétsi rozdily mezi jednodussimi a slozi-
téj$imi modely, nicméné v opa¢ném duchu neZ by se dalo olekavat. Lepsich vysledkt dosahly

pro gaussovsky i IMQ kernel jednodu$s$i modely s po¢ty neuronti nz = nh = 2. Model M\(,?[)\E(G)
(30)

s nastavenim parametri y = 0,01 a 4 = 1 dosdhl hodnoty AUC = 0,986 a model Myaec) Pak
AUC = 0,983. Pro modely s vyuzitim IMQ kernelu a nastavenim hyperparametri ¢ = 1 a A = 1 pak
model M\(/\?KE(IMQ) skon¢il s hodnotou AUC = 0,985 a model M‘(I@SI;UM ) ha hodnoté AUC = 0,982.
Vysledné ROC krivky pro gaussovsky kernel jsou na Obr. 3.3. Vysledky pro IMQ kernel pak na Obr.

3.4.

3.3.3 EMVAE

Na KDD Cup dataset byl pouzit i model EMVAE. Model byl definovan pro 5 komponent stejnych
varia¢nich autoencodert s po¢ty neuronti nz = 10, nh = 30. Pfi nastaveni dostate¢né vysokého
rozptylu modelu w? = 300 bylo dosaZeno toho, aby se model uéil na vice ne jedné komponenté,
konkrétné na dvou. PfestoZe trénovani probihalo na dvou komponentach, pocet bodt prislusnych
do konkrétnich clustert se skokové ménil v prubéhu jednotlivych epoch. Presto v§éak model dokazal
dosahnout vysoké presnosti, konkrétné AUC = 0,997. Priklad ROC ktivky je vidét na Obr. 3.5.

Vyzkousen byl i jednodussi model s nz = nh = 2. Takovy model nedokazal ani pro nastaveni
vysokého rozptylu rozdélit uceni na vice komponent.
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Obrazek 3.3: ROC kfivky pro dataset KDD Cup 1999 a modely M‘(/aE(G) i M\(/g:%(G).
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3.3.4 Vysledky

Nejlepsiho vysledku pro KDD Cup dataset dosdahl model varia¢niho autoencoderu se siti
nz = 10, nh = 30 a hodnotou hyperparametru w? = 300. Bylo dosazeno hodnoty AUC = 0,997.
Stejného vysledku dosahl i model EMVAE, ktery se skladal z péti komponent tohoto variacniho
autoencoderu. Pro zbylé modely se neprokazaly markantni rozdily ve vysledcich, vSechny se po-
hybovaly kolem stejné hodnoty AUC = 0,985. ROC ktivky mély pro tyto modely podobny pribéh,
kdy i pti malém FPR bylo dosazeno vysoké hodnoty TPR kolem 0,9. Nicméné hodnota FPR musela
byt nasledné zvysSena, aby skokové doslo ke zvySeni TPR na hodnotu 1. Tato skutec¢nost ukazuje, ze
v datech se nejspiSe nachazi skupina anomalii, kterou modely popisovaly stejné jako urcitou sku-
pinu normadlnich dat. Pouze VAE a EMVAE dokazaly tuto strukturu v datech rozeznat a dosdhnout
tak vétsi presnosti.

Klasicky variac¢ni autoencoder se pro tento dataset ukazal jako nejvhodnéjsi model, jelikoz do-
sahl vysoké presnosti za mnohem kratsi ¢as nez zbylé modely.

3.4 HTRU2

Dataset HTRU2 [19] obsahuje celkem 17898 vzorkd a cilem je mezi témito kandidaty deteko-
vat pulsary. Pulsar je druhem neutronové hvézdy a jeho zareni je detekovano radiovymi teleskopy.
Jednd se o rotujici télesa, tedy detekované zareni md urcitou periodicitu, kterd je zaznamenéna
v pribéhu ¢asu. Velmi ¢asto je vSak detekované zateni zplisobeno pouze Sumem a vzdjemnou inter-
ferenci radiovych vin. Proto se nabizi zkoumat modely strojového uceni, které by dokazaly rozlisit
mezi Sumem a detekci pravého pulsaru.

Dataset obsahuje 8 priznaki. Celkem se zde nachazi 1639 pozitivnich vzorkd, které byly uréeny
jako pulsary. Trénovani probihalo opét pouze na normalnich datech (tedy negativnich vzorcich).

Zkoumané modely

Pro HTRU2 dataset byly porovnavany modely VAE, WAE (zvlast pro gaussovsky kernel a IMQ
kernel) a EMVAE. Pro modely VAE a WAE byly zkoumdny dvé hlavni architektury rozdélené podle
poctuneuront vsitich A, mu, logs.Projednodussi model se jednalo o polty neurontinz = nh = 2,

vvvvvv

vvvvvv

turu sité. Pro HTRU2 dataset se projevily rozdily mezi témito dvéma architekturami, jak se dalo
ocekavat. Zatimco model M\(,i%) dosdhl praimérné AUC = 0,928. Model M&E skon¢il s hodnotou
AUC = 0,908. Hodnoty AUC jsou prumérem z Sesti béhii jednotlivych modelt. Porovnani ROC
kiivek pro oba modely je na Obr. 3.6. Nastaveni rozptylu bylo w? = 1.
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3.4.2 WAE

Wassersteinv autoencoder pro oba kernely ukdzal podobné chovani jako VAE. Model WAE
s gaussovskym kernelem M2 dosdhl hodnoty AUC pouze 0,822, coz je nejhorsi vysledek ze

WAE(G)
vSech modeld. Naopak model M‘(/?:%(G) ukdzal lepsi presnost s AUC = 0,914, coz se vice blizi vysledku
M\(,i%), ale nedosahuje ho. Porovnani obou ROC kfivek je na Obr. 3.7. Hyperparametry pro oba

modely byly y =1, 1 = 1.

Na modelu s IMQ kernelem Ize vidét podobné vysledky. Model M2

dosahl pouze

WAE(IMQ)
AUC = 0,835, nicméné slozitéjsi model M%X%(IMQ) se dostal na hodnotu AUC = 0,916, coZ je srovna-
telné s modelem M2 ROC ktivky je moZzné nahlédnout na Obr. 3.8. Nastaveni hyperparametrt

WAEG)
byloc=1,1=1.

3.4.3 EMVAE

Model smési varia¢nich autoencodert se bohuZzel na dataset HTRU2 neukdzal jako vhodny. Pti
vSech nastavenich hyperparametr model dokonvergoval k uéeni se pouze na jedné komponenté,
¢imz se prakticky stal klasickym varia¢nim autoencoderem. Model tak nedokazal rozlisit vice sepa-
rovatelnych shlukt v datech. Tato skute¢nost je pochopitelnd, podivdme-li se na projekci normal-
nich dat z HTRU2 datasetu do dvou dimenzi pomoci UMAP [20] na Obr. 3.9. Jak je vidét, v datech
nejsou jasné viditelné odliSitelné struktury, které by se mohly naucit kazda jinym autoencoderem
a tim zarucit lepsi rekonstrukei.
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Obrazek 3.9: 2D reprezentace normalnich dat pro dataset HTRU2 pomoci UMAP.

3.4.4 Vysledky

Jako nejlepsi model se ukazal klasicky varia¢ni autoencoder s nastavenim poc¢tu neuronti v siti
nz = 4, nh = 20. Pro dataset HTRU2 se ukdzalo, Ze slozitéjsi modely s vy$$im poctem neuront
dokazaly 1épe popsat normalni data a dosahly vyssi hodnoty AUC a tedy dspésnosti v klasifikaci
anomalii. Model EMVAE v téchto datech nedokazal rozlisit oddélené shluky a ucit se na vice kom-
ponentach, tedy neprinasi lepsi vysledky nez klasické VAE.



Zaver

Cilem bakalarské prace bylo seznamit se s modelem variacniho autoencoderu a jeho rozsirenimi
a nastudované modely ddle pouzit na jednoduchad ilustra¢ni i redlnd data.

V prvni kapitole byly zavedeny zakladni pojmy a déle vysvétleny bayesovské principy na pfi-
kladu bayesovské regrese. Pro pozdéjsi potiebu byly popsany neuronové sité. Byl predstaven al-
goritmus backpropagation a rizné optimaliza¢ni metody jako gradientni sestup nebo pokrocilejsi
ADAM. Zminény byly i riizné aktiva¢ni funkce spolu s vyhodami i nevyhodami. Kratce byl predsta-
ven i programovaci jazyk Julia a balic¢ek Flux.jl, ktery je v praci vyuZzit pro modelovani neuronovych
siti.

V druhé kapitole byly nejprve odvozeny a na piikladu demonstrovany ELBO odhady parametrd.
Na tyto poznatky navazalo odvozeni zakladni rovnice variacniho autoencoderu a celkova definice
tohoto modelu. Variac¢ni autoencoder byl nasledné pouzit jako generativni model na jednoduchych
prikladech. Ddle byl predstaven model Wassersteinova autoencoderu, ktery umoznuje slozitéjsi
volbu rozdéleni latentnich proménnych. Model byl nasledné pouzit na stejnd data jako klasicky
autoencoder. Kratce byl zminén i model s pouzitim VampPrior.

Ukdzalo se, ze varia¢ni autoencoder neni vhodnym modelem pro popis dat, kterd pochdzeji
z nékolika rtznych separovatelnych rozdéleni. S vyuZitim inspirace smésovym bayesovskym mo-
delem tak byl sestaven novy model smési varia¢nich autoencoderti s pouzitim EM algoritmu, déle
oznacovany jako EMVAE. Na jednoduchych ptikladech byla demonstrovana jeho vyhoda oproti
klasickému varia¢nimu autoencoderu.

Ve treti kapitole byly definované modely pouzity na redlnd data v oblasti detekce anomalii. Pro
moznost porovnani modelu byly zavedeny metriky jako ROC kiivka a plocha pod touto kiivkou
AUC.

Prvnim zkoumanym datasetem byl KDD Cup 1999. Nejlepsiho vysledku dosdhly modely
klasického VAE a EMVAE s poéty neuronti nz = 10, nh = 30, konkrétné se jednalo o hodnotu
AUC = 0,997. Ostatni modely dosdhly velmi podobnych vysledkt s hodnotou AUC ~ 0,985.

Druhy dataset, HTRU2 pro detekei pulsart, prinesl vétsi rozdily mezi jednotlivymi modely. Nej-
lepsiho vysledku dosahl Kklasicky varia¢ni autoencoder s po¢tem neuronti v sitinz = 4, nh = 20.
1épe popsat normalni data. Model EMVAE nedokdazal v datech rozeznat vice shluki dat a udit se na
vice komponentéach, tato skutecnost ma vSak své opodstatnéni ve vlastni struktut'e dat.

V nédvaznosti na ziskané poznatky se nabizi pokracovat ve zkoumani zavedenych modeld, pti-
padn€ jejich vylepsSeni. Pro model EMVAE by bylo mozné nahradit EM algoritmus jinym postupem,
ktery by byl rychlejsi a stabilnéjsi.
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