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systému s referenčńım modelem
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Abstrakt

Tématem této práce je adaptivńı identifikace a ř́ızeńı systému s nelineárńım tlu-
meńım pomoćı Model Reference Adaptive Control (MRAC). Metody odvozené a
implementované v této práci se odv́ıjej́ı od současných trend̊u výzkumu v oblasti
HONU (Neuronové jednotky vyšš́ıho řádu) na FS ČVUT. K řešeńı byl zvolen sys-
tematický postup.
Nejprve byly implementovány identifikačńı algoritmy pro lineárńı (LNU) i ne-
lineárńı (QNU,CNU) HONU. Správnost těchto algoritmů byla ověřena na několika
SISO systémech vykazuj́ıćıch r̊uzné stupně nelinearity. Bylo provedeno jejich
základńı srovnáńı pro jednotlivé aplikace.
V daľśı části byly implementovány ř́ıd́ıćı algoritmy pro lineárńı (LNU) i nelineárńı
(QNU) HONU, včetně nelineárńıho regulátoru. Tyto algoritmy byly vyzkoušeny,
předevš́ım na lineárńım oscilátoru, ale částečně i mj., na modelu tlumeného matem-
atického kyvadla.
Poté byla provedena studie souvisej́ıćı problematiky optimalizace se zaměřeńım
na učeńı HONU pro identifikaci a ř́ızeńı dynamických systémů. Bylo provedeno
vyhodnoceńı optimalizačńıch algoritmů optimálńıch pro řešenou problematiku.
Na závěr byla provedena analýza systému torzně kmitaj́ıćıch hmot s nelineárńım
tlumeńım. Byly sestaveny pohybové rovnice a bylo implementováno jejich řešeńı
pomoćı řešiče diferenciálńıch rovnic v Pythonu. Tento systém byl identifikován
a následně ř́ızen pomoćı HONU. Byl zaznamenán vliv koeficient̊u u nelinearit na
úspěšnost zmı́něné identifikace a ř́ızeńı.



Abstract

The topic of this thesis is adaptive identification and control of a system with non-
linear damping using Model Reference Adaptive Control (MRAC). The methods
derived and implemented in this work revolve around current trends in research in
the area of HONU (Higher Order Neural Units) at the FME CTU. A systematic
approach has been chosen in tackling this task
First, identification algorithms have been implemented for linear (LNU) and non-
linear (QNU,CNU) HONU. The correct function of these algorithms has been
verified on several SISO systems with various degree of nonlinearity. Their basic
comparison for individual applications has been made.
In the next part, control algorithms have been implement for linear (LNU) and
nonlinear (QNU) HONU, including nonlinear regulator. These algorithms have
been tested, primarily on a damped linear oscillator, but partially also on a model
of damped mathematical pendulum.
Furthermore, a study of optimization with emphasis on its use in HONU learning
in identification and control has been done. Assessment of suitable optimization
algorithms has been done.
Finally, an analysis of a system of torsically oscillating masses with nonlinear
damping has been done. Dynamic equations have been written and their solution
has been implemented with the use of a differential equation solver in Python.
This system has been identified and then controlled with use of HONU. The effect
of coefficients in the nonlinearities on aforementioned identification and control
has been analysed.
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2.2.2 SHAVO ř́ızeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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3.1 Model tlumeného kyvadla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4 Simulace systému pomoćı HONU 16
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4.2.3 Simulace pomoćı dynamického LNU, QNU a CNU s krokovým
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6 Metody optimalizace pro HONU 44
6.0.1 Knihovna SciPy.optimize pro Python . . . . . . . . . . . . . 45
6.0.2 Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shannonova metoda . . . . . . 47



6.0.3 Nelder-Mead . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
6.0.4 Basin hopping . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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1 Zkratky

NU Neuronová jednotka (Neural Unit)
LNU, QNU, CNU Lineárńı, kvadratická, kubická neuronová jednotka
SNU Statická neuronová jednotka (Static Neural Unit)
DNU Dynamická neuronová jednotka (Dynamic Neural Unit)
DLNU, DQNU DCNU Dynamická L/Q/C neuronová jednotka
SLNU, SQNU,SCNU Statická L/Q/C neuronová jednotka
G-D Algoritmus Gradient-Descent
L-M Levenberg-Marquardt̊uv algoritmus
CG Metoda konjugovaných gradient̊u
BFGS Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shannon̊uv algoritmus
L-BFGS-B Paměťově omezený a ohraničený BFGS algoritmus
B-H Algoritmus Basin Hopping
LSQ Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u (Least Square)
DOF Stupeň, resp. stupně, volnosti (Degrees Of Freedom)
MRAC Ř́ızeńı s referenčńım modelem
MAE Užitá metrika středńı hodnoty absolutńı hodnoty chyby modelu
qErr Užitá metrika součtu druhých mocnin prvk̊u v chybovém vektoru
maxDiff Užitá metrika maxima odchylky modelu
mj. Mimo jiné
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2 Úvod

Ř́ızeńı systémů je integrálńı součást́ı mechatroniky a s rostoućı výpočetńı silou a
dostupnost́ı hardwaru také jedńım z piĺı̌r̊u současného technického rozvoje - od
tradičńıch strojařských aplikaćı jako jsou obráběćı stroje, až po moderńı aplikace
jako elektrická, či hybridńı auta, nebo vojenské drony.
Zmı́něná dostupnost a śıla výpočetńıch prostředk̊u, spolu s neustálým rozvojem
a inovacemi v teorii ř́ızeńı, otev́ırá cestu ke stále větš́ımu počtu sofistikovaněǰśıch
metod ř́ızeńı. Podmnožinou těchto př́ıstup̊u jsou metody datové, mezi které patř́ı
i aplikace neuronových śıt́ı a jednotek na problematiku identifikace a ř́ızeńı dy-
namických systémů.

2.1 Neuronové jednotky vyšš́ıho řádu

Neuronové jednotky vyšš́ıho řádu 1, zkráceně HONU, patř́ı právě do této skupiny.
Jak bude v této práci dále podrobněji rozebráno, základńı rovnićı HONU je skalárńı
součin vahového vektoru vektoru W a vektoru X, který nějakým dále defino-
vaným zp̊usobem obsahuje předchoźı stavy a vstupy systému. To vše v diskrétńıch
časových kroćıch. Matematicky tedy můžeme výstup HONU pro identifikaci zap-
sat jako yn = W·X = w0x0+w1x1+...+wnxn. Analogicky pak pro HONU-regulátor
q = V · ξ.[5]
Samotným ćılem učeńı je pak sestaveńı a řešeńı optimalizačńı úlohy pro ćılovou
funkci, kterou je zpravidla součin druhých mocnin chybového vektoru e, algorit-
micky dot(e,e).[5] Existuje řada metod, od r̊uzných variant LSQ až po stochastické,
které lze ke splněńı tohoto ćıle použ́ıt - z dávkových metod např́ıklad Levenberg-
Marquardt̊uv, či Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shannon̊uv algoritmus; z krokových
metod pak Gradient-Descent nebo ADAM. [3][4]
Některé open-sourcově implementované metody, např BFGS, umožňuj́ı sestaveńı
složitěǰśıch kriteriálńıch funkćı, kde lze mj. penalizovat ř́ızeńı pomoćı HONU
za překmit oproti žádané hodnotě, př́ıpadně při identifikačńı úloze nelineárńıho
systému sč́ıtat odchylky v́ıce r̊uzných simulaćı s r̊uznými vstupy, což umožňuje
robustněǰśı vystihnut́ı skutečné dynamiky systému.[3]

2.2 Daľśı pokročilé metody ř́ızeńı

HONU neńı jediný moderńı př́ıstup k ř́ızeńı systémů a na Fakultě Strojńı ČVUT
prob́ıhá výzkum daľśıch princip̊u ř́ızeńı zaměřených na obecné principy i konkrétněǰśı
př́ıpady.

1Angl. Higher Order Neural Units
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2.2.1 Vlnové ř́ızeńı

Jedńım z moderńıch princip̊u ř́ızeńı zkoumaných na FS ČVUT je vlnové ř́ızeńı
(angl. Wave Based Control). Tato metoda byla na Fakultě Strojńı úspěšně
použita k ř́ızeńı obdobného systému k tomu, jaký je analyzován v této práci.[1] Jak

Obrázek 1: Úspěšné ř́ızeńı pomoćı Wave Based Control[1]

je patrné z obrázku 1, dokáže tato metoda dobře eliminovat nežádoućı chováńı,
které vzniká při ř́ızeńı pomoćı tradičńı zpětnovazebńı smyčky. Přesněji došlo k
výraznému sńıžeńı překmitu a podstatnému sńıžeńı času ustáleńı oscilaćı kolem
žádané polohy.

2.2.2 SHAVO ř́ızeńı

Daľśı metodou hodnou pozornosti vyv́ıjenou na Fakultě Strojńı je SHAVO. Metoda
bere sv̊uj název z kombinace slov SHAper + serVO control. Jedná se o metodu
kombinuj́ıćı vlastnosti dopředného a zpětnovazebńıho ř́ızeńı, jak je znázorněno
na následuj́ıćım schématu.[2] Výsledky ř́ızeńı dynamického systému řetězcového

Obrázek 2: Schéma ř́ızeńı SHAVO[2]
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charakteru, podobném systému rozeb́ıranému dále v této práci, byly na FS pub-
likovány v publikaci [2] a vykazuj́ı velmi dobré výsledky. Při užit́ı této metody
došlo k odstraněńı překmit̊u a chováńı se velmi výrazně zlepšilo při př́ıtomnosti
vněǰśıch vzruch̊u.

Obrázek 3: Výsledek ř́ızeńı SHAVO[2]

2.2.3 Daľśı zkoumané metody ř́ızeńı

Rozvoj ř́ızeńı také prob́ıhá prostřednictv́ım daľśıch metod, mezi něž patř́ı následuj́ıćı.
Mechatronická tuhost je metoda, která využ́ıvá sekundárńı hmotu spojenou s hmo-
tou primárńı pomoćı aktuátor̊u. Jej́ım ćılem je pomoćı zpětnovazebńıho ř́ızeńı
navýšit tuhost primárńı hmoty. Oproti aktivńım hltič̊um je sekundárńı hmota
připojena k rámu a může tedy ovlivňovat i statickou výchylku.[6]
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Obrázek 4: Schéma aplikace mechatronické tuhosti[6]

Aktivńı integrálńı ř́ızeńı vibraćı je metoda popsaná v článku Active Integral
Vibration Control of Elastic Bodies [7], zaměřuj́ıćı se na aktivńı tlumeńı vibraćı s
využit́ım piezo-pásku. Metoda je sṕı̌se zaměřená na problematiku MIMO ř́ızeńı,
s jeho redukćı na SISO př́ıpad. [7] Jako taková však neńı př́ılǐs relevantńı ke
konkrétńı problematice, kterou si klade za ćıl tato práce prozkoumat.

3 Simulace systémů

Vzledem k simulačńı povaze této práce je vhodné věnovat pozornost kromě rozeb́ırané
problematiky identifikace a MRAC i uvést základńı metody použité pro simulaci
systémů.
V práci byly použity dvě hlavńı metody - metoda konečných diferenćı a převod do
stavového popisu s následnou integraćı.
i) Metoda konečných diferenćı

Metody konečné diference se použ́ıvaj́ı k numerickému řešeńı diferenciálńıch rovnic.
Metoda diskretizuje rovnice a převád́ı je na soustavy rovnic, které jsou řešitelné
algebraickými technikami.[8]
Metoda má základ v Taylorově rozvoji

f(x0 + h) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
h+

f(x0)

2!
h2 +

f ′(x0)

3!
h3 + · · · =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
hk. (1)

Rozvoj lze přepsat jako

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+R1(x), (2)
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kde R1(x) je chyba aproximace. Vyjádř́ıme derivaci f ′(a) a uprav́ıme zápis na

f(x0 + ih)− f(x0)

ih
= f ′(x0) +O(h). (3)

Obdobný př́ıstup lze aplikovat na vyšš́ı derivace. Tato metoda je zat́ıžena numer-
ickými chybami a je potřeba dbát na jej́ı stabilitu.[8] Proto byl primárně použ́ıván
druhý př́ıstup a v několika zbývaj́ıćıch př́ıpadech byla ověřena stabilita.
ii) Stavový popis a následná integrace

Metodu ilustrujme na jednoduché rovnici druhého řádu mv̈ = kx+ bẋ. Přeṕı̌seme
ji do stavového popisu tak, aby se v rovnici vyskytovaly nejvýše derivace prvńıho
řádu:

ẋ = v (4)

v̇ =
1

m
(kx+ bẋ).

V takové formě lze rovnice řešit pomoćı nástroj̊u již implementovaných v Pythonu.
Jedńım z nich je knihovna SciPy, přesněji scipy.integrate.odeint [1]. Samotná im-
plementace takového řešeńı je popsána dále na konkrétńıch př́ıkladech.[3][8]

3.1 Model tlumeného kyvadla

Kyvadlo jako systém vykazuje značnou nelinearitu a tedy se jedná o dobrý model,
na kterém lze trénovat a testovat metody predikce a ř́ızeńı systémů vykazuj́ıćıch
silné nelineárńı chováńı.[9]
Naṕı̌seme nejprve pohybovou rovnici tlumeného kyvadla

d2θ(t)

dt2
+ fd

dθ

dt
+
g

l
sinθ(t) = u(t). (5)

Rovnici můžeme řešit spojitě pomoćı ODE solveru nebo diskrétně např́ıklad metodou
konečných diferenćı.
Diferenčńı schéma źıskáme dosazeńım za užit́ı Eulerovy dopředné metody,

θ̈(t) ' θ[k + 1]− 2θ[k] + θ[k − 1]

∆t2
, θ̇(t) ' θ[k + 1]− θ[k]

∆t
, θ(t) = θ[k]. (6)

Po dosazeńı a upravě dostaneme rovnici

θ[k + 1] =
u[k]−Mglsin(θ[k]) + fd

θ[k]
∆t

+ J (2θ[k]−θ[k−1])
∆t2

J
∆t2

+ fd
∆t

. (7)
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Daľśı metodou je úprava diferenciálńı rovnice do tvaru soustavy diferenciálńıch
rovnic prvńıho řádu a použit́ı ODE solveru k jejich výpočtu. V jazyku Python
takovou funkci poskytuje např́ıklad knihovna SciPy.

dθ(t)
dt

= ω(t) (8)

dω(t)
dt

=
1

J
(u(t)−Mglsin(θ(t))− fd

dθ

dt
) (9)

Tuto soustavu lze řešit pomoćı ODE solveru, který poskytuje knihovna SciPy.[3]
Základńım požadavkem tohoto solveru je převedeńı této soustavy do formy funkce:

Kód 1: Funkce inversePendulum pro simulaci tlumeného matematického kyvadla

1 def inversePendulum(angle,t, u, d, regulator):
2 w = angle[0]
3 phi = angle[1]
4 if regulator:
5 u = r0*(d−phi)
6 dphidt = w
7 dwdt = (u − M*g*l*np.sin(phi) − fd * w)/J
8 return [dwdt,dphidt]

Funkce má následuj́ıćı parametry

(i) angle - stavový vektor s dθ(t)
dt

a dω(t)
dt

(ii) t - vektor časových hodnot pro které se soustava řeš́ı

(iii) u - parametr určuj́ıćı hodnotu vstupu u pro daný krok

(iv) d - žádaná hodnota úhlu, použitá v př́ıpadě, že použ́ıváme i regulátor

(v) regulator - enable/disable regulatoru, jehož forma se může ve skriptu měnit.

Samotné řešeńı pr̊uběhu pohybu kyvadla prob́ıhá ve smyčce,

Kód 2: Simulace tlumeného kyvadla s využit́ım funkce inversePendulum a funkce
odeint

1 for i in range(0, N ):
2 if i==N−1 or i==N:
3 tt = [t[i], t[i]]
4 else:
5 tt = [t[i], t[i+1]]
6 x=odeint(inversePendulum,x0,tt,args=(u[i],d[i],
7 regulator))
8 y[i] = x[1, 1]
9 x0 = x[1, :] # nove poc. podm pro dalsi integraci
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Povšimnut́ıhodné je předevš́ım, že řešeńı v každém kroku integruje rovnice do
daľśıho kroku i + 1. Toto řešeńı budeme dále považovat za exaktńı a bude dále
v této práci využito při verifikaci správnosti a přesnosti predikce, resp. simulace,
stavu soustavy pomoćı HONU.

Obrázek 5: Simulace kyvadla pro r̊uzné hodnoty vstup̊u a počátečńıch podmı́nek

Byla provedena verifikace obou metod pro r̊uzné počátečńı podmı́nky a pr̊uběhy
vstup̊u u. Nebyla v žádném pr̊uběhu zjǐstěna odchylka mezi metodami řešeńı i) a
ii) z předchoźı kapitoly.

4 Simulace systému pomoćı HONU

4.1 Úvod do základńıho rozděleńı a implementace neu-
ronových jednotek

4.1.1 Lineárńı neuronová jednotka LNU

Lineárńı neuronová jednotka pracuje pouze s lineárńımi verzemi vektoru X a
predikci následuj́ıćıho kroku pomoćı této jednotky lze napsat zapsat jako

yn = W · X = w0x0 + w1x1 + ...+ wnxn. (10)
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Matice X přitom odpov́ıdá

X =



1
yn[k − 1]

. . .
yn[k − ny]
u[k − 1]
. . .

u[k − nu]


, (11)

kde ny označ́ıme jako hloubku neuronu ve výstupu a nu jako hloubku neuronu ve
vstupu.[5]
Je zřejmé, že velikost vektoru je [nx × 1], kde nx = ny + nu + 1. Plat́ı, že ColX1

je identické pro LNU s X a neńı v tomto př́ıpadě třeba nic daľśıho řešit, ale je
vhodné poznamenat, že v samotné implementaci z d̊uvod̊u přehlednosti programu
provedeme operaci nw = nx.
Kód pro vygenerováńı potřebného X pak vypadá následovně. Za zmı́něńı stoj́ı do-
sud neuvedená proměnná colx,která v tomto př́ıpadě odpov́ıdá př́ımo X, ale dále
bude zobecněna pro př́ıpady vyšš́ıho stupň̊u HONU.
Při inicializaci vektoru x[k, kk] v kódu si lze povšimnou použit́ı počátečńıch podmı́nek.
Tento postup zlepšuje, oproti alternativě, kterou je započet́ı vněǰśı smyčky for na
hodnotě max(nu,ny), přesnost modelu v prvńıch kroćıch. To je výhodné mj. při
porovnáváńı přesnost́ı model̊u.

Kód 3: Kód funkce assembleColX pro LNU

1 print(’Learning − LNU’)
2 for k in range(1, N):
3 for kk in range(1, ny):
4 if k − kk < 0: # add initial conditions
5 x[k, kk + 1] = phiPP
6 else:
7 x[k, kk + 1] = yn[k − kk]
8 for kk in range(1, nu):
9 if k − kk < 0: # add initial conditions

10 x[k, kk + ny + 1] = uPP
11 else:
12 x[k, kk + ny + 1] = u[k − kk]
13 x[k, 0] = 1
14 idx = 0
15 for i in range(0, nx): # assemble linear colx
16 colx[k, i] = x[k, i]
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4.1.2 Kvadratická neuronová jednotka QNU

Lineárńı neuronová jednotka poskytuje ze své podstaty pouze lineárńı aproxi-
mace systému. To bude nevyhnutelně nedostačuj́ıćı pro systémy, které vykazuj́ı
výraznou nelinearitu.

Obrázek 6: Taylor̊uv rozvoj pro r = 1, 3, 5,... [10]

Analogicky k Taylorově řadě, která je ilustrovaná na obr. 6, dosáhneme lepš́ı
aproximace užit́ım vyšš́ıho stupně HONU.
Pro značeńı vyšš́ıch stupň̊u HONU bylo zavedeno značeńı

ColXn, (12)

kde n znač́ı stupeň HONU. QNU bude v této práci značen jako ColX2. [5][11]2

Pro QNU plat́ı rovnice

yn =
∑
i

∑
j=i

wijxixj (13)

Toto můžeme opět přepsat jako

yn = W · ColX2. (14)

2Značeńı v této práci bylo mı́rně upraveno oproti některým publikaćım kv̊uli usnadněńı
přechodu mezi implementaćı v kódu a zde zapsanými rovnicemi. Princip značeńı byl však za-
chován.
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Správné určeńı velikosti ColX2 je jednoduchou kombinatorickou úlohou, jej́ıž výsledek
je nw = nx(nx+1)

2
. Implementace v Pythonu vypadá následovně:

Kód 4: Kód funkce assembleColX pro QNU

1 if QNU == 1: # CASE QNU
2 for k in range(1, N):
3 for kk in range(1, ny):
4 if k − kk < 0:
5 x[k, kk + 1] = phiPP
6 # phiPP je pocatecni podminka stavu
7 else:
8 x[k, kk + 1] = yn[k − kk]
9 for kk in range(1, nu):

10 if k − kk < 0:
11 x[k, kk + ny + 1] = uPP
12 # uPP je pocatecni podminka vstupu
13 else:
14 x[k, kk + ny + 1] = u[k − kk]
15 idx = 0
16 for i in range(0, nx):
17 for j in range(i, nx):
18 colx[k, idx] = x[k, i] * x[k, j]
19 idx += 1

Můžeme uvažovat např́ıklad soustavu, kde ny = 2 a nu = 2. Bude se tedy jednat
o všechny unikátńı permutace vzniklé vzájemným pronásobeńım dvou vektor̊u X,
symbolicky můžeme tuto operaci označit např́ıklad jako

ColX2 = X× X. (15)

Rozepsané pro zmı́něný př́ıpad bude, tedy
ColX2 = [1, yk−1, yk−2, uk−1, uk−2, y

2
k−1, y

2
k−2, yk−1yk−2, u

2
k−1,

u2
k−2, uk−1uk−2, yk−1uk−1, yk−2yk−2, yk−1uk−2, uk−1yk−2]

4.1.3 Kubická neuronová jednotka CNU

Analogickým rozš́ı̌reńım ke QNU je Kubická neuronová jednotka, CNU (Cubic
Neural Unit). T́ımto zp̊usobem opět dospějeme k obdobnému popisu

ColX3 = X× X× X, (16)

který symbolizuje všechny možné permutace pronásobeńı těchto tř́ı vektor̊u. [5],[12]
Analogicky pak plat́ı

ỹ =
∑
i

∑
j

∑
k

wijkxixjxk (17)
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Což opět můžeme opět přepsat jako

yn = W · ColX3. (18)

Správné určeńı velikosti ColX3 je již mı́rně náročněǰśı, ale nab́ıźı se představa, dle
postupu u QNU, analogicky rozš́ı̌rit vzorec na nw = nx(nx+1)(nx+2)

6
. Jednoduchým

ověřovaćım skriptem v MATLABu byla správnost této hypotézy ověřena.
Implementace v Pythonu vypadá opět analogicky:

Kód 5: Kód funkce assembleColX pro CNU

1 if CNU: # CASE CNU
2 for k in range(1, N):
3 for kk in range(0, ny):
4 if k − kk < 0:
5 x[k, kk+1] = phiPP # phiPP je pocatecni podminka stavu
6 else:
7 x[k, kk+1] = yn[k − kk]
8 for kk in range(0, nu):
9 if k − kk < 0:

10 x[k, kk + ny + 1] = uPP # uPP je pocatecni podminka vstupu
11 else:
12 x[k, kk + ny + 1] = u[k − kk]
13 idx = 0
14 for i in range(0, nx):
15 for j in range(i, nx):
16 for l in range(j, nx):
17 colx[k, idx] = x[k, i]*x[k, j]*x[k,l]
18 idx += 1

Tyto skripty byly implementovány formou funkce 3 assembleColX(X , u, phiPP, uPP).
Tato funkce představuje jeden krok cyklu for k, což umožňuje jej́ı použitelnost jak
pro dynamické, tak i statické učeńı.

4.1.4 Vyšš́ı neuronové jednotky HONU

Obecně lze zvyšovat stupeň použitých jednotek analogicky výše.[5] Většina
systémů však nevykazuje chováńı, které by bylo možné vhodně aproximovat po-
moćı např. HONU pátého stupně, a zároveň udržet počet parametr̊u v přijatelném
rozsahu. Také je vhodné povšimnout si, že velikost ColXn stoupá exponenciálně
a plat́ı size(ColXn) ∼ nnx. Je tedy otázkou, zda neńı lepš́ı využ́ıt výpočetńı
prostředky raději k rozš́ı̌reńı HONU zvýšeńım hloubky nu či ny.

Tabulka 1: Velikost vektoru W v závislosti na stupni HONU

3Proměnná X zde představuje stavy použité ve vektoru x, tedy zpravidla yn nebo yref.
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Užitý model HONU LNU QNU CNU Vyšš́ı řád

Počet prvk̊u vektoru W nx
nx(nx+1)

2
nx(nx+1)(nx+2)

6
∼ nrx

To jednak může zp̊usobit přehnaně vysoké výpočetńı nároky, které vedou k nevhod-
nosti algoritmu pro reálné aplikace v ř́ızeńı dynamických systémů, ale také bude
často dosáhnuto vyšš́ı přesnosti a spolehlivosti predikce použit́ım stejného počtu
prvk̊u, ale ve formě LNU, či QNU nebo maximálně CNU.
Ilustrujme tento r̊ust potřebných parametr̊u na př́ıpadu s hloubkou ny = 10 a
nu = 10. Zaṕı̌seme délku prostého vektoru X jako nx = ny + nu + 1 = 21.

Tabulka 2: Velikost vektoru W pro konkrétńı př́ıpad ny = 10 a nu = 10

Užitý model HONU LNU QNU CNU

Počet prvk̊u vektoru W 21 231 1771

Vid́ıme, že počet parametr̊u velmi rychle nar̊ustá nad přijatelnou mez. Je tedy
d̊uležité naj́ıt vhodnou kombinaci lepš́ı aproximace nelineárńıho chováńı pomoćı
HONU vyšš́ıho řádu a hloubky modelu.

4.2 Modelováńı systémů pomoćı HONU

Při modelováńı a predikci následuj́ıćıch hodnot je potřeba rozlǐsit dva typy sim-
ulace a učeńı HONU, které určuj́ı, zda se jedná o statický a dynamický model.
Rozd́ıl je zásadńı a ovlivňuje samotný zp̊usob učeńı i použitelnost v predikci daľśıho
chováńı systému. V učeńı rozd́ıl spoč́ıvá v tom, které hodnoty se v pr̊uběhu učeńı
použ́ıvaj́ı - tedy předchoźı hodnoty vypočtené neuronem, dynamický, nebo hod-
noty naměřené z reálného 4 systému, statický.

4.2.1 Statický neuron - predikce

Statické učeńı spoč́ıvá v učeńı pomoćı dat naměřených, resp. odsimulovaných, na
systému, který se snaž́ıme takto identifikovat. Metoda se tedy uč́ı predikovat z
naměřených hodnot následuj́ıćı hodnotu, či několik hodnot, ale při deľśı simulaci
zpravidla selhává.
Nevýhodou pro reálné aplikace pak je nutnost real-time měřeńı a rychlého zpra-
cováńı měřených dat. Výhodou je naopak mnohem vyšš́ı přesnost, stabilita a
jednodušš́ı učeńı.

4V tomto kontextu se reálným systémem mysĺı i simulovaný, v př́ıpadě simulačńı úlohy.
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Reálný systém
y [k]u [k]

+

yn [k]
-

Obrázek 7: Princip simulace statickým neuronem

4.2.2 Dynamický neuron - simulace

Dynamické simulace ve svém pr̊uběhu použ́ıvaj́ı odsimulovaná data, jak je
znázorněno na obr. 8, a tedy je při dynamickém učeńı kladen d̊uraz i na sta-
bilitu, tj. správně naučený systém je schopen držet se pr̊uběhu systému aniž
by z něj dostával informace. Matematicky lépe tedy můžeme tvrdit, že prvotńı
chyba, která nevyhnutelně bude do diskrétńıho numerického systému vnesena, se
nezvětšuje.

Reálný systém y [k]u [k]

+

yn [k]
-

Obrázek 8: Princip dynamického neuronu

4.2.3 Simulace pomoćı dynamického LNU, QNU a CNU s krokovým
učeńım pomoćı Gradient Descent algoritmu

i) Mějme nejprve jednoduchý systém popsaný rovnićı5:

phi[k] = phi[k−1]2+
Su · u[k − 1]− phi[k − 1]

τ
·dt+0.1·u[k−1]·phi[k−1]+0.01·u[k−1]2

(19)

5Pro zjednodušeńı přechodu mezi skriptem a rovnićı byl použit podobný zápis s indexy a φ
vyjádřeným ṕısemně.

22



Rovnice je patrně nelineárńı s nejvyšš́ım stupněm polynomiárńı nelinearity r = 2.
Každá simulace měla tři hlavńı fáze:

(1) Ve vněǰśı smyčce for epoch in range(epochs) je vnořena smyčka for k in range

(1,N)

(2) Ve smyčce for k in range(1,N) se nejprve sestav́ı k-tý prvek vektoru colx po-
moćı funkce colx[k, :] = assembleColX(yn,u,phiPP,uPP). S touto hodnotou se
vypočte hodnota výstupu neuronu, chyba e a pomoćı updatové funkce dw

se uprav́ı hodnota vektoru w.

(3) V daľśı smyčce for k in range(1,N) simulace pomoćı źıskaného modelu je
simulován samotný systém z počátečńıch podmı́nek. Vstupy simulace jsou
PP a vstup u[k] , výstupem je pr̊uběh simulované veličiny yn[k].

Jelikož se jedná o dynamickou simulaci, NU se uč́ı simulovat celý pr̊uběh chováńı
systému. Pro statické učeńı toto neplat́ı a d̊uraz se klade pouze na odhad
následuj́ıćıho kroku, či pouze několik krok̊u dopředu a výsledky při použit́ı stat-
icky učeného neuronu na simulaci celého pr̊uběhu bez dodáváńı dat naměřených
ze systému v předchoźıch kroćıch jsou horš́ı.
Samotné učeńı pomoćı algoritmu Gradient Descent vycháźı ze vztahu[5]:

w[k + 1] = w[k]−∆w = w[k]− µ · ∂Q[k]

∂w
, (20)

kde Q je chybové kritérium, zpravidla Q[k] = e2[k], kde e[k] = y[k]− yn[k].
S touto znalost́ı za Q[k] dosad́ıme a zderivujeme,

µ · ∂e[k]2

∂w
= 2µ · e[k] · ∂e[k]

∂w
= 2µ · e[k] · ∂(y[k]− yn[k])

∂w
. (21)

Parciálńı derivace přeṕı̌seme jako

∂(y[k]− yn[k])

∂w
=
∂(y[k])

∂w
+
∂(−yn[k])

∂w
= 0 +

∂(−w · colx[k])

∂w
≈ −colx[k]. (22)

Algoritmus G-D byl poté implementován v Pythonu:

Kód 6: Algoritmus Gradient Descent

1 for epoch in range(epochs):
2 for k in range(1,N):
3 colx[k, :] = assembleColX(yn,u,phiPP,uPP)
4 yn[k] = dot(colx[k,:], w)
5 e = (phi − yn)
6 J = colx[k,:]
7 dw = mu*e[k]*colx[k,:]
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8 w = w + dw
9 wall[epoch] = w

10 MAE[epoch]=mean(abs(e))
11 pbar.update(epoch) # progress bar
12 pbar.finish()

Tato funkce má předevš́ım následuj́ıćı výstupy:

(i) wall - matice ukazuj́ıćı pr̊uběh jednotlivých vah v pr̊uběhu epoch učeńı

(ii) MAE - středńı chyba (mean absolute error) v pr̊uběhu epoch

(iii) w - samotný váhový vektor pro neuronovou jednotku

Při použ́ıváńı Pythonu autor narazil na problém s nepřepisováńım hodnot v poli
yn, který vedl k chybné verifikaci, která se jevila přesněǰśı, než simulace pomoćı
NU ve skutečnosti je.
Z tohoto d̊uvodu při znovu-použ́ıváńı proměnných je vhodné proměnnou smazat a
znovu zadefinovat: del yn; yn = ones(N)*phiPP. V opačném př́ıpadě mohou nastávat
pot́ıže vzniklé pravděpodobně optimalizaćı na straně použitého vývojového
prostřed́ı.6

Kód 7: Ukázka principu dynamické simulace v kódu

1 del yn; yn = ones(N)*phiPP
2 for k in range(0 , N):
3 colx[k,:] = assemblexColX(yn,u,phiPP,uPP)
4 yn[k] = dot(colx[k,:],w)

V tomto př́ıpadě se tedy jedná o dynamickou simulaci. Vypočtený vektor yn[0:k−1]

je dále použ́ıván pro výpočet yn[k]

Výstup vypadá na pohled obdobně pro LNU, QNU i CNU.
Jelikož budeme porovnávat modely r̊uzných parametr̊u jako LNU, QNU a jejich
r̊uzné řády,je vhodné zavést nějakou metriku, která bude ukazovat přesnost mod-
elu.
Dobře vypov́ıdaj́ıćı normou je např́ıklad suma absolutńıch hodnot prvk̊u chy-
bového vektoru:

Kód 8: Metrika použitá k určováńı odchylky neuronového modelu od modelo-
vaného systému

1 modelErr = zeros(N)
2 modelErr = yn−phi
3 print(’Total error is ’, sum(abs(modelErr[5:])))

6Tento závěr vyplynul z faktu, že přidáńım řádku mazaj́ıćıho proměnnou byl tento problém
odstraněn.

7Bude použ́ıváno značeńı ve formátu XNU ny nu, kde X odpov́ıdá stupni HONU, tedy L,Q
a C, ny a nu jsou už zavedené stupně neuronu.
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k [-]

k [-]

epoch [-]

epoch [-]

Obrázek 9: Pr̊uběhy simulace nelineárńıho systému (19) z této podkapitoly pomoćı
CNU 4 4 7

Vektor modelErr[ ] se zač́ıná sč́ıtat od pátého indexu, vzhledem k peaku nepřesnosti
na začátku.
Užit́ım této metriky můžeme porovnat celkovou odchylku mezi jednotlivými mod-
ely.

Tabulka 3: Chyby G-D HONU při simulaci jednoduchého nelineárńıho systému

Užitý model HONU LNU 8 8 QNU 8 8 CNU 8 8

Celková chyba 0.435 0.111 0.091

Je tedy vidět, že vyšš́ı stupně HONU aproximuj́ı nelinearitu lépe. Je vhodné
si povšimnout, že v tomto př́ıpadě odpov́ıdá modelovaný systém svou mı́rou
nelinearity QNU, ale i tak je CNU o něco přesněǰśı. To může být dáno mj.
použit́ım primitivńıch optimalizačńıch algoritmů v této fázi. V daľśı analýze a
implementaci problematiky indentifikace a ř́ızeńı pomoćı HONU budou použity
sofistikovaněǰśı metody optimalizace.

ii) Druhým modelem pro testováńı identifikace pomoćı HONU je model tlu-
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meného kyvadla popsaného rovnićı

phi[k] = (u[k − 1]−Mglsin(phi[k − 1]) +
fdphi[k − 1]

dt
+

+ J
(2phi[k − 1]− phi[k − 2]

dt2
)

1
J
dt2

+ fd
dt

(23)

Funkce sin lze rozepsat pomoćı mocninného rozvoje jako

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1. (24)

Z toho je zřejmé, že pro přesnou identikaci systému se sinovou nelinearitou bychom
potřebovali nekonečný stupeň polynomu. Také plat́ı, že č́ım vyšš́ı stupeň HONU,
t́ım lépe bychom měli být schopni aproximovat systém ve větš́ım rozsahu.[5] Tato
úvaha je analogická k aproximaci funkćı Taylorovým rozvojem[10], který je nám
známý ze základńıch kurz̊u matematiky.

k[-]

k[-]

epoch [-]

epoch [-]

Obrázek 10: Pr̊uběhy simulace tlumeného kyvadla (23) z této podkapitoly pomoćı
QNU 8 8 s krokovým učeńım pomoćı G-D
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Tabulka 4: Chyby HONU při simulaci tlumeného kyvadla

Užitý model HONU LNU 8 8 QNU 8 8 CNU 8 8

Celková chyba 5.192 2.174 2.223

Dle očekáváńı, LNU nedokáže aproximovat kyvadlo mimo velmi malé výchylky.
Překvapivě QNU dosáhlo lepš́ı přesnosti než CNU. To lze přisoudit jednoduchosti
optimalizačńıch algoritmů, které nedokáźı spolehlivě naj́ıt globálńı, či alespoň
dobré lokálńı, minimum funkce e2. V daľśı analýze budou použity sofistikovaněǰśı
metody.

4.2.4 Simulace pomoćı dynamického LNU, QNU a CNU s dávkovým
učeńım pomoćı Levenberg-Marquardt algoritmu

Narozd́ıl od algoritmu Gradient Descent, Levenberg-Marquardt̊uv algoritmus
[5][9][12] (dále L-M) funguje na principu tzv. dávkového učeńı. Tento zp̊usob
spoč́ıvá ve vytvořeńı vektoru, který obsahuje hodnoty vektoru X, resp. ColX pro
k = 1, .., N . V souladu s již zavedeným značeńım v předchoźıch kapitolách tedy
plat́ı

XLM =

 X(k = 1)
. . .

X(k = N)

 . (25)

Př́ır̊ustková funkce[5][12] u L-M algoritmu je

d~w = (((JT · J)−1 +
1

µ
I) · JT ) · ~e, (26)

kde

J =
∂yn
∂W

=
∂(W · ColX)

∂W
≈ ColX, (27)

a pro rovnici tedy plat́ı

(i) J je jakobián, v tomto př́ıpadě matice derivaćı výstupu dle vektoru vah J =
XLM

(ii) e je chybový vektor velikostiN×1, tedy rozd́ıl výstupu simulovaného systému
a HONU

(iii) d~w je vektor upravuj́ıćı hodnoty vektoru vah ~w

(iv µ je koeficient rychlosti učeńı (angl. learning rate)
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Samotná implementace učeńı v Pythonu pak vypadá následovně.

Kód 9: Učeńı statického L-M

1 for k in range(1,N):
2 colx static[k,:] = assembleColX(yr)
3

4 for epoch in range(epochs):
5 yn[:] = dot(colx, w)
6 e = (phi − yn)
7 J = colx static
8 dw = dot(dot(inv(dot(J.T, J) + 1 / mu * I), J.T), e)
9 w = w + dw

Kód 10: Učeńı dynamického L-M

1 for epoch in range(epochs):
2 for k in range(1,N):
3 colx[k,:] = assembleColX(yn)
4 yn[k] = dot(colx[k,:], w)
5 e = (phi − yn)
6 J = colx
7 dw = dot(dot(inv(dot(J.T, J) + 1 / mu * I), J.T), e)
8 w = w + dw

Tabulka 5: Chyby L-M HONU při predikci kyvadla v čase 60s.

Užitý model HONU LNU 8 8 QNU 8 8 CNU 8 8

Celková chyba 1.708 1.073 0.741

Z pr̊uběhu je vidět, že váhy vektoru W se poměrně rychle ustáĺı a po asi 100
epochách se již neměńı.
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k [-]

Obrázek 11: Pr̊uběhy predikce tlumeného kyvadla (23) z této podkapitoly pomoćı
statického QNU 8 8 s dávkovým učeńım
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Obrázek 13: Učićı (vlevo) a testovaćı vstup pro simulaci tlumeného kyvadla

epoch [-]

Obrázek 14: Pr̊uběh vah učeńı HONU pomoćı L-M k simulaci tlumeného kyvadla
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5 Řı́zeńı pomoćı HONU neuroregulátoru

Kromě identifikace systémů lze HONU př́ıstup použ́ıt i pro regulaci veličin.
Výhodou oproti konvenčńım metodám je, že se jedná o datový př́ıstup, a tedy neńı
nutné ručně nastavovat regulátor např. Ziegler-Nicholsovou metodou. Celkové
možnosti regulace také d́ıky univerzálnosti HONU mohou dosahovat dobrých
výsledk̊u. Nevýhodou je mj. výpočetńı náročnost HONU a otázka stability
zpětnovazebńıho systému.

u [k] +

yn

-

Referenční model
(Filtr)

d

yd

Neuro-regulátor

+

-

e

u

q
delay
buffer

ξ

Obrázek 15: Schéma funkce neuroregulátoru.

5.1 Neuroregulátor

Neuroregulátor je HONU, stejně jako již představené NU, pomoćı kterých jsme
simulovali systémy.[5][12] Tedy plat́ı

q = V · ξ (28)

Opět je otázkou, jak budeme definovat vektor ξ.
i) Výstup neuronu yn
Prvńı možnost́ı je použ́ıvat ve vektoru ξ hodnoty výstupu simulačńı HONU, tedy
yn

ξ =


1

yn[k − 1]
. . .

yn[k − nv]

 , (29)
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kde nv je stupeň neuroregulátoru.[5]
ii) Výstup referenčńıho modelu yref
Druhou zkoumanou možnost́ı je použit́ı ve vektoru ξ hodnot z referenčńıho modelu
yref .[12]

ξ =


1

yref [k − 1]
. . .

yref [k − nv]

 , (30)

kde nv je stupeň neuroregulátoru.
Dále při učeńı lze rozlǐsit dva postupy z hlediska použitého yn. Buďto se stan-
dartně poč́ıtá výstup HONU yn = W · colX, nebo se může použ́ıt metoda,
kde se předpokládá,že systém je dobře ř́ızen a tedy všechny předchoźı hodnoty
yn odpov́ıdaj́ı refernčńımu yref . Tedy, přesněj́ı zapsáno, yn[r] = yref [r] pro
r ∈ {k−1, ..., k−ny}. Takto se model uč́ı držet se neustále na požadované hodnotě.
Metoda se však jev́ı méně rigorózńı, jelikož neńı nijak zaručena stabilita v numer-
ickém slova smyslu, tedy, že drobné odchylky nezačnou nar̊ustat nad př́ıpustnou
mez. Pro některé dynamické systémy se však může jednat o zaj́ımavý př́ıstup.

5.2 Učeńı neuroregulátoru pomoćı algoritmu Gradient De-
scent

Minimalizujeme funkci e2 → min v parametrech V a tedy, mj. dle [5],

∆V = −µ
2

δe2
ref (k)

δV
= µeref (k)

δyn(k)

δV
. (31)

Je tedy potřeba zejména určit hodnotu δyn(k)
δV .

δyn(k)

δV
=

δ

δV
WX (32)

Vektor X bude obsahovat členy předešlých stav̊u y(k) a vstup̊u u(k). U vstup̊u
je závislost na V snadno zjistitelná, u určeńı derivace y(k − p), kde p ∈ Z, p ∈
{1, .., ny}, je potřeba hlubš́ı analýza. Je zřejmé, že i předchoźı vztahy budou nějak
závislé na hodnotách parametr̊u regulátoru. Rozepsáńım této derivace dostaneme

W
∂X
∂V

= W
∂

∂V



1
yn[k − 1]

. . .
yn[k − ny]
u[k − 1]
. . .

u[k − nu]


. (33)
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Nejprve provedeme derivaci prvku vstupu ∂u[k]
∂V .

∂u[k]

∂V
=
∂(d[k]− q[k])

∂V
= −∂(q[k])

∂V
= −∂(V · ξ)

∂V
= −ξT − V · ∂(ξ)

∂V
(34)

Člen derivace V · ∂(ξ)
∂V záviśı na použitém vektoru ξ. V př́ıpadě použit́ı hodnot

yref bude nulový, v př́ıpadě použit́ı yn bude nenulový. Ve druhém př́ıpadu lze
buďto odvodit tyto hodnoty pomoćı rekurentńı backpropagace, či, v závislosti na
dynamice konkrétńıho systému, v některých př́ıpadech hodnoty zanedbat a položit
je rovny nule.[5][12] Tato problematika bude o něco v́ıce rozvinuta ještě v kapitole
věnované L-M algoritmu.

∂y[k]

∂V
= W

∂X[k]

∂V
= W

∂

∂V



1
yn[k − 1]

. . .
yn[k − ny]
u[k − 1]
. . .

u[k − nu]


. (35)

Zde opět vystupuj́ı již vyřešené derivace u[k − p], kde p ∈ Z, p ∈ {1, .., nu} a
rekurzivně se zde objevuj́ı derivace y[k−r], kde r ∈ Z, r ∈ {1, .., ny}. Využijeme-li
této rekurzivity, můžeme se dostat až na počátek časového intervalu. Zde zřejmě
regulátor roli v hodnotě stavu yn nehrál, a tedy i ∂y[k]

∂V = 0 pro k ≤ 0.

Algoritmicky z této analýzy vyplývá, že hodnotu ∂y[kstart]
∂V určit dokážeme. Tuto

hodnotu ulož́ıme do pole a budeme ji dále dosazovat ve výpočtu daľśıch derivaćı.

5.3 QNU Regulátor u QNU systému

Při odvozováńı budeme postupovat analogicky k LNU-LNU systému. Rozd́ıl
spoč́ıvá v tom, že kromě u[k − p], kde p ∈ Z, p ∈ {1, .., nu} a y[k − r], kde
r ∈ Z, r ∈ {1, .., ny}, se objev́ı i kvadratické prvky představené již v předchoźıch
kapitolách. V principu se na postupu nic neměńı. Pro součin dvou prvk̊u použijeme
pravidlo o derivaci součinu, tedy

∂(f · g)

∂V
= g

∂(f)

∂V
+ f

∂(g)

∂V
(36)
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Pro názornost uvedeme př́ıklad kvadratického vektoru ColX2

ColX =


1

yn[k − 1]
u[k − 1]
u[k − 1]2

yn[k − 1]2

u[k − 1]yn[k − 1]

 . (37)

Z výše uvedené derivace vezmeme prvek u[k − 1]yn[k − 1]. Při daľśım postupu
použijeme pravidlo o derivaci součinu a dostaneme

∂(u[k − 1] yn[k − 1])

∂V
= u[k − 1]

∂yn[k − 1]

∂V
+ yn[k − 1]

∂u[k − 1]

∂V
(38)

Derivace ∂yn
∂V jsou pro nás známé z předchoźıch krok̊u. V počátečńıch kroćıch je

naopak yn[kstart] nezávislé na V a tedy je derivace rovna nule. Derivace ∂u[k]
∂V však

nulová nebude a skrze ji se zaplńı i derivace yn. Pro QNU regulátor tedy bude
platit

∂yn[k]

∂V
= WColX2[k − 1] = W



0
∂yn[k−1]

∂V
∂u[k−1]
∂V

∂u[k−1]2

∂V
∂yn[k−1]2

∂V
∂u[k−1]yn[k−1]

∂V



= W



0
∂yn[k−1]

∂V
−ξT [k − 1]

2u[k − 1](−ξT [k − 1])

2yn[k − 1]∂yn[k−1]
∂V

(−ξT )yn[k − 1] + u[k − 1]∂yn[k−1]
∂V


. (39)

Pro př́ıpad kvadratického regulátoru QNU se změńı také vektor ξ. Ten bude
vypadat obdobně k ColX2, tedy pro př́ıklad nv = 2

ξ2 =


1

yn[k − 1]
yn[k − 2]
yn[k − 1]2

yn[k − 1]yn[k − 2]
yn[k − 2]2

 . (40)
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U derivace vstupu ∂u[k]
∂V se toto dále neprojev́ı a plat́ı opět

∂u[k]

∂V
=
∂(d[k]− q[k])

∂V
= −∂(q[k])

∂V
= −∂(V · ξ)

∂V
= −ξT − V · ∂(ξ)

∂V
. (41)
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5.4 Neuronový regulátor s dávkovým učeńım

Pracujeme v diskrétńım čase s dynamickým systémem, který se snaž́ıme identi-
fikovat a ř́ıdit pomoćı HONU. Oproti krokovému učeńı, kde v každém časovém
kroku k přepočteme vahové vektory W a V, přepoč́ıtávaj́ı se při dávkovém učeńı
tyto vektory pro všechny časové kroky k ∈ 1, .., N . [5][12]
Zřejmou výhodou takového př́ıstupu oproti krokovému učeńı je, že př́ır̊ustková
funkce vektoru vah bere v potaz celý pr̊uběh systému v nějakém rozmeźı. To
umožňuje lépe identifikovat systémy, které vykazuj́ı r̊uzné chováńı v r̊uzných
oblastech. Zat́ımco krokové učeńı bude vahový vektor postupně přeučovat,
dávkové učeńı se bude snažit nafitovat pr̊uběh identifikovaného modelu na celý
zkoumaný pr̊uběh.
Z implementačńıho hlediska je potřeba rozlǐsit jednotlivé fáze učeńı. Nejprve je
zapotřeb́ı źıskat data systému, který budeme identifikovat a ř́ıdit.
Schematicky batchové učeńı vypadá následovně.

Kód 11: Obecný pr̊uběh identifikace a ř́ızeńı systému pomoćı HONU

1 # 1. system simulation
2 for k in range(N):
3 yr[k] = simulateSystem(u);
4 # 2. identification learning
5 for epoch in range(epochs identification):
6 calculate y, colX, e, Jw
7 calculate dw
8 w ← w + dw
9 # 3. regulator learning

10 for epoch in range(epochs regulator):
11 for k in range(N):
12 calculate xi[k], q[k], u[k], yref[k], y[k], yr[k]
13 calculate colX[k], e[k], dydv[k,:], dxdro[k]
14 calculate Jro[k,:], Jv[k,:]
15 calculate dv, dro
16 v ← v + dv
17 ro ← ro + dro
18 # 4. regulator testing
19 for k in range(N):
20 calculate yn[k], xi[k], q[k], d[k]
21 calculate u[k]
22 yr test[k] = simulateSystem(u)
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5.4.1 LNU-LNU regulátor s učeńım pomoćı Levenberg-Marquardtova
algoritmu

Updatová funkce pro L-M algoritmus[5] je obecně

d~v = (((JTv · Jv)−1 +
1

µ
I) · JTv ) · ~eref , (42)

kde Jv je Jacobimo matice a jej́ı k-tý řádek lze zapsat jako

Jv[k, :] =
∂yn[k]

∂V
(43)

i) Odvozeńı s využit́ım řet́ızkového pravidla

Tedy s využit́ım řetězového pravidla pro derivace lze obecně zapsat

Jv[k, :] =
∂yn[k]

∂V
=
∂yn
∂u

∂u

∂q

∂q

∂V
. (44)

Po částech vyjádř́ıme členy této rovnice. Nejprve rozeṕı̌seme derivaci ∂yn[k]
∂u

, tedy

∂yn[k]

∂u
= W



0
∂yn[k−1]

∂V
...

∂yn[k−ny ]

∂V
∂u[k−1]
∂V
...

∂u[k−nu]
∂V


,
∂u[k − 1]

∂V
= −r0ξ[k − 1]T (45)

Rozměrově operace odpov́ıdá [1, nw]× [nw, nv] = [1, nv].
Derivace ∂u

∂q
= −1.

Třet́ı derivaćı v součinu dle chain rule je ∂q(k)
∂V . Podle pravidla o derivaci součinu

funkćı můžeme napsat

∂q(k)

∂V
=
∂(V · ξ)
∂V

= ξT + V ·


0

∂yn[k−1]
∂V
...

∂yn[k−nv ]
∂V

 (46)

Rozměrově se jedná o [1× nv] + [1× nv] · [nV × nv] = [1× nv]
Takže plat́ı Jv[k, :] = ∂yn[k]

∂V = ∂yn
∂u

∂u
∂q

∂q
∂V a rozměrově dim(Jv[k, :]) =
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−r0[1× nv] · [1× nv].
Jelikož je rozměr Jv[k, ; ] v časovém kroku k [1 × nv], bude celkový rozměr Jv
roven [N × nv], což je očekávaný rozměr matice.

ii) Odvozeńı v maticovém tvaru

Odvozeńı tvaru jakobiánu provedeme analogicky k postupu u Gradient Descentu

∂y[k]

∂V
= W

∂X[k]

∂V
= W

∂

∂V



1
yn[k − 1]

. . .
yn[k − ny]
u[k − 1]
. . .

u[k − nu]


. (47)

A vtáhnut́ım derivaćı dovnitř dostaneme

Jv[k, :] =
∂yn[k]

∂V
= WX = W



0
∂yn[k−1]

∂V
...

∂yn[k−ny ]

∂V
∂u[k−1]
∂V
...

∂u[k−nu]
∂V


. (48)

Stejně jako při odvozeńı G-D algoritmu pro regulátor si všimneme, že derivace
∂yn[k−r]

∂V , kde r ∈ Z, r ∈ {1, .., ny} se rekurzivně objevuj́ı ve výpočtu daľśıch derivaćı.
Dojdeme-li na začátek regulovaného intervalu, derivace jsou zřejmě rovny nule,
jelikož regulátor ještě neběžel a nemohl tedy ovlivnit výstupńı hodnotu neuronu.
Stač́ı tedy od začátku ukládat derivace a použ́ıvat je pro výpočet daľśıch derivaćı.
Tento př́ıstup se nazývá rekurentńı backpropagace8.[5][12]
Při samotné implementaci systému je také možné provést zanedbáńı[5]

∂yn[k − r]
∂V

≈ 0 , r ∈ Z, r ∈ {1, .., ny}. (49)

Jedná se o zjednodušeńı, jehož vhodnost záviśı na konkrétńı dynamice systému.
Obecně lze tento postup zanedbáńı vyzkoušet a pokud učeńı prob́ıhá dobře, je
zanedbáńı př́ıpustné. Pokud pr̊uběh neńı ideálńı, je vhodné derivace nezanedbávat
a využ́ıt již zmı́něné backpropagace.

8Angl. recurrent backpropagation
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5.4.2 QNU-QNU regulátor s učeńım pomoćı Levenberg-Marquardtova
algoritmu

Pro odvozeńı L-M algoritmu pro regulátor použijeme druhý př́ıstup uvedený v
předchoźı kapitole vzhledem k jeho značné podobnosti k odvozeńı pro př́ıpad
odvozeńı identifikace pomoćı Gradient Descentu.

Jv[k, :] =
∂yn[k]

∂V
= W

∂X
∂V

(50)

Můžeme tedy v analogickém zápisu k (30) zapsat k-tý řádek Jakobiho matice jako

Jv[k, :] =
∂yn[k]

∂V
= WColX2[k − 1] = W



0
∂yn[k−1]

∂V
∂u[k−1]
∂V

∂u[k−1]2

∂V
∂yn[k−1]2

∂V
∂u[k−1]yn[k−1]

∂V



= W



0
∂yn[k−1]

∂V
−ξT [k − 1]

2u[k − 1](−ξT [k − 1])

2yn[k − 1]∂yn[k−1]
∂V

(−ξ[k− 1]T )yn[k − 1] + u[k − 1]∂yn[k−1]
∂V


.

(51)

Pro problematickou derivaci ∂yn
∂V použijeme stejný postup jako v metodě Gradient

Descent, resp. LNU L-M. Jedná se opět o tzv. rekurentńı backpropagation, kde
derivace v předešlých kroćıch využijeme k výpočtu daľśıch krok̊u.

5.5 Řı́zeńı 1 DOF lineárńıho tlumeného oscilátoru

Algoritmy identifikace spolu s ř́ızeńım byly, mimo jiné, zkoušeny na lineárńım
tlumeném oscilátoru, popsaném rovnićı

mẍ(t) + bẋ(t) + kx(t) = u(t). (52)

Tento model byl aproximován rovnićı

yr[k] = (u[k−1]+yr[k−1]·(2m

dt2
−kparam)+m·yr[k−2]·( b

2dt
− m

dt2
))· 1

m
dt2

+ b
2dt

. (53)
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s využit́ım metody konečných diferenćı. Stabilita tohoto schématu byla úspěšně
ověřena i pomoćı odesolveru z knihovny SciPy na řadě r̊uzných vstup̊u.

Kód 12: Implementace ř́ızeńı pomoćı HONU

1 for k in range(N):
2 if k<10:
3 yref[k] = mean(d[1:k + 10])
4 else:
5 yref[k] = mean(d[k−10:k+10])
6

7 for epoch in range(epochs reg):
8 for k in range(nvy,N):
9 xi[k,:] = assembleXi(yref,phiPP,nvy,nvx)

10 xi[k, 0] = 1
11 q[k] = dot(v,xi[k,:])
12 u[k] = (d[k] − q[k]) * ro
13 colx[k, :] = assembleColX(yn,u,uPP,phiPP)
14 yn[k] = dot(w, colx[k,:])
15 eref[k] = yref[k] − yn[k]
16 dxdv[1+ny+1:,:]= dxdv[1+ny:−1,:]
17 dxdv[1+ny,:]=−ro*xi[k,:]
18 dydv=−dot(w,dxdv)
19 Jv[k,:]=dydv
20 dxdro[2:] = dxdro[1:−1]
21 dxdro[1] = d[k − 1] − q[k − 1]
22 Jro[k,:] = dot(dxdro,w)
23 Jv = dydv ar
24 dv = dot(dot(inv(dot(Jv.T, Jv) + 1 / muv * Iv), Jv.T), eref)
25 dro = dot(dot(inv(dot(Jro.T, Jro) + 1 / muro), Jro.T), eref)
26 v = v + dv; ro = ro + dro
27 vall[epoch] = v; rall[epoch] = ro
28 MAE[epoch]=mean(abs(eref))
29 totErr[epoch] = sum(abs(eref[20:]))
30 if(epoch>3 and totErr[epoch−1]<totErr[epoch] and
31 totErr[epoch−2]<totErr[epoch]):
32 muv = 0.95*muv; muro = 0.95*muro
33 decreased+=1
34 print(’Learning rate decreased #’, decreased,’ times’)
35 if epoch > 35 and mean(totErr[epoch−25:epoch])
36 >mean(totErr[epoch−35:epoch−10]):
37 print(’Stopping the regulator learning at epoch #’, epoch +1,’
38 due to rising mean of regulator error.’)
39 break
40 print(’Total error is ’, sum(abs(eref)))

Jedná se o implementaci rovnic odvozených v předchoźı kapitole. Pro přehlednost
byly vyřazeny deklarace poĺı a proměnných.
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Učeńı regulátoru je náchylné k tzv. přeučeńı, kde docháźı ke kontinuálńımu
nár̊ustu překmitu, což vede i k postupnému zvyšováńı celkové chyby. Z toho
d̊uvodu byla podmı́nka if, která při detekci kontinuálně se zhoršuj́ıćıho pr̊uměru
odchylky učeńı ukonč́ı.
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Lze si povšimnout, že docháźı k poměrně vysokému překmitu. Tomu se dá zamezit
buďto dř́ıvěǰśım ukončeńım učeńı nebo použit́ım optimalizačńıch metod, které bu-
dou dále představeny. V takovém př́ıpadě lze do kriteriálńı funkce zahrnout pe-
nalizaci za vysoký překmit, např́ıklad, schematicky zapsáno, ve tvaru Q = dot(e,e)

+ 50*max(abs(yref−yn)). Jelikož se optimalizačńı algoritmy snaž́ı Q minimalizovat,
vytvoř́ı takový př́ıstup tendenci maximálńı překmit držet v přijatelných meźıch.
Na obr. 17 je vidět pr̊uběh systému s regulátorem. V tomto př́ıpadě byl použit

Obrázek 17: Regulovaný lineárńı tlumený oscilátor s optimalizaćı pomoćı algo-
ritmu Basin hopping

globálńı 9 optimalizačńı algoritmus Basin hopping[3][4], který bude lépe představen
v následuj́ıćıch kapitolách. V kriteriálńı funkci byla zohledněna i velikost překmitu
ř́ızené soustavy.

6 Metody optimalizace pro HONU

Předevš́ım u složitěǰśıch NU jako QNU a CNU při identifikaci nelineárńıch systémů
naráž́ı jednoduché optimalizačńı metody na problém hledáńı minima. Ilustrujme
problematiku na 1-D př́ıklad.[13] Je tedy d̊uležité vybrat vhodnou metodu, která
dokáže nalézt alespoň dobré lokálńı minimum, či, v ideálńım př́ıpadě, globálńı
minimum, kriteriálńı funkce.

9Přesněǰśı označeńı by bylo pseudo-globálńı. Princip algoritmu bude popsán v jemu věnované
podkapitole.
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Obrázek 18: Ilustrace extrémů funkce [13]

Pokud bychom zač́ınali v pravé polovině grafu a použili pouze jednoduchou gra-
dientovou metodu, nedostaneme se do žádaného minima. Jak je na obr. 18
znázorněno, mohou se objevit i neglobálńı extrémy s podobnou hodnotou minima,
mezi kterými již mohou mı́t i pokročileǰśı globálńı optimalizačńı metody jako jsou
např́ıklad genetické algoritmy problém rozlǐsovat. V př́ıpadě malého rozd́ılu bude
však v principu vhodné zlepšovat přesnost např. zvýšeńım ny či nu neuronu než
hledáńım o zlomek vhodněǰśı minimum. Je však vhodné podotknout, že tento jev
u některých aplikaćı omeźı možnost přesného opakováńı výsledk̊u, protože nemuśı
vždy být nalezeno stejné minimum.[3][4]

6.0.1 Knihovna SciPy.optimize pro Python

Existuje množstv́ı open-source projekt̊u poskytuj́ıćıch implementaci řady optimal-
izačńıch algoritmů. Jednou z takových implementaćı je SciPy pro Python. Jedná
se o rozsáhlou knihovnu poskytuj́ıćı řadu nástroj̊u pro vědecké výpočty.
Pro potřeby učeńı HONU využijeme baĺıček scipy.optimize10, který poskytuje řadu
optimalizačńıch funkćı. Jejich neúplný přehled je znázorněn ńıže.

10https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/optimize.html
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Obrázek 19: Přehled některých metod dostupných z baĺıčku scipy.optimize [3]

Baĺıček obsahuje řadu optimalizačńıch metod, hledaj́ıćıch lokálńı, č́ı globálńı min-
imum kriteriálńı funkce.[3]
V př́ıpadě použit́ı funkce hledaj́ıćı lokálńı minimum je vhodné provést odhad ko-
eficient̊u, např́ıklad pomoćı Levenberg-Marquardtova algoritmu. Samotný odhad
se poté použije na začátku lokálńı optimalizace pomoćı knihovny.
V př́ıpadě hledáńı globálńıho minima zpravidla algoritmy nemaj́ı výchoźı bod a
funkci se jako argument poskytnou hranice interval̊u, ve kterých se parametry
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mohou vyskytovat. Obecně tedy voláńı optimalizačńı metody vypadá následovně.

Kód 13: Voláńı funkce minimize z knihovny SciPy

1 from scipy.optimize import minimize
2 bounds = [ (−1,1) for i in range(nw) ]
3 result=minimize(fQ, w, method=opt method, bounds = bounds ,
4 options={’gtol’: 1e−12, ’disp’: True})

(1) fQ - kriteriálńı funkce fQ(w), která má argument vektor vah neuronu w a
výstup je norma chyby ‖e‖1 nebo e · e = (‖e‖2)2.

(2) w - vahový vektor, který optimalizujeme

(3) opt method - zvolená optimalizačńı metoda, např. BFGS

(4) bounds - pole dvojic11 určuj́ıćıch hranice jednotlivých parametr̊u ve vektoru
w

(5) options - daľśı volitelné parametry měńıćı nastaveńı jako podmı́nku normy
gradient̊u pro ukončeńı výpočtu nebo pr̊uběžné zobrazováńı stavu výpočtu
při iteraćıch

Globálńı optimalizačńı metody maj́ı své vlastńı dedikované funkce s podobnou
syntax́ı popsanou v dokumentaci SciPy.[3]

6.0.2 Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shannonova metoda

Jedná se o kvazi-Newtonovskou metodu použ́ıvanou ve strojovém učeńı, využ́ıvaj́ıćı
aproximace Hessovy matice pomoćı gradient̊u. Patř́ı do rodiny Hill-Climbing al-
goritmů12, které jsou schopny nalézt bod lokálńıho extrému, nikoli však globálńı
extrém.[14]
Kromě základńıho algoritmu se použ́ıvaj́ı také verze L-BFGS, kde L indikuje
Limited-memory, tedy variantu využ́ıvaj́ıćı méně poč́ıtačové paměti, což může u
rozsáhlých úloh hrát d̊uležitou roli. A BFGS-B, resp. L-BFGS-B, kde B indikuje,
že parametry jsou Bounded, tedy ohraničené intervalem, jak již bylo uvedeno v
předchoźı podkapitole.[3]

Kód 14: Implementace optimalizačńı funkce algoritmu L-BFGS-B z knihovny
SciPy

1 # definice kriterialni funkce
2 def fQ(w):

11V Pythonu proměnná typu tuple
12česky - gradientńı algoritmus
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3 yn = ones(N)*phiPP
4 for k in range(1,N):
5 colx[k, :] = assembleColX(yn,u,uPP,phiPP)
6 yn[k] = dot(colx[k,:], w)
7 e = (yn − yr)
8 Q = dot(e,e)
9 return Q

10

11 # 1. LM − prvotni odhad
12 yn = ones(N)*phiPP
13 epochs = 3 ; mu = 0.1
14 for epoch in range(epochs):
15 for k in range(1,N):
16 colx[k,:] = assembleColX(u,uPP,phiPP)
17 yn[:] = dot(colx, w)
18 y e = (yr − yn)
19 J = colx
20 dw = dot(dot(inv(dot(J.T, J) + 1 / mu * I), J.T), e)
21 w = w + dw
22

23 # 2. optimalizace parametru metodou L−BFGS−B
24 bounds = [ (−1,1) for i in range(nw) ]
25 result=minimize(fQ, w, method=’L−BFGS−B’, bounds = bounds ,
26 options={’gtol’: 1e−12, ’disp’: True})

Funkčnost implementace metody byla ověřena na simulačńı úloze kvadraticky ne-
lineárńıho systému

yr[k] = yr[k−1]2+(Su ·u[k−1]−yr[k−1])
dt

τ
+0.1·u[k−1]·yr[k−1]+0.01·u[k−1]2

(54)
a lineárńıho oscilujićıho systému

yr[k] = (u[k−1]+yr[k−1]·(2m

dt2
−kparam)+m·yr[k−2]·( b

2dt
− m

dt2
))· 1

m
dt2

+ b
2dt

. (55)

i) Dynamická identifikace
Nejprve byla optimalizace vyzkoušena na př́ıpad dynamické identifikace systému,
tedy př́ıpad, kde pro výpočet následuj́ıćıho časového kroku jsou použity předchoźı
simulované hodnoty.
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Obrázek 20: Simulace kvadraticky nelineárńıho systému - nahoře: systém odhad-
nutý pomoćı L-M, dole: systém naučený pomoćı L-BFGS-B

Tabulka 6: Srovnáńı identifikace pomoćı LM a L-BFGS u DLNU

Metoda LM-předučeńı LM 50 epoch L-BFGS

Celková chyba 4.292 0.449 0.467
Výpočetńı čas - 0.56s 18.93s

Pro tento systém se ukazuje L-M algoritmus podstatně efektivněǰśı. Dosahuj́ıćı o
něco vyšš́ı přesnosti a předevš́ım podstatně vyšš́ı časové efektivity.
Tato vyšš́ı efektivita L-M je předevš́ım dána t́ım, že algoritmus jako takový zná
jakobián J a naopak vyžaduje jeho naprogramováńı. BFGS takový požadavek
nemá a gradientńı vektory poč́ıtá numericky. Tedy pro výpočet gradientu podle
prvku z vektoru W, wi, zavolá funkci fQ(w) a poté fQ(w ), pro w je prvek
w′i = wi + ∆wi.[3] S rostoućım počtem prvk̊u tedy algoritmus vyžaduje rychle
zvyšuj́ıćı se počet voláńı funkce fQ, což proces zpomaluje. To, mimo jiné, vyžaduje
d̊uraz na co nejoptimálněǰśı implementaci této funkce.
Při identifikaci nelineárńı DNU (DQNU,DCNU) vzniká problém s ukončeńım
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smyčky optimalizačńıch metod. Je tedy vhodné zajistit, že proces bude dokončen
v přiměřeném čase. To u funkćı z knihovny scipy.optimize jde např́ıklad pomoćı
argumentu maxiter. V kódu implementace omezuj́ıćı počet iteraćı u BFGS
algoritmu na iter = 100 vypadá následovně:

Kód 15: Kód voláńı minimalizačńı metody BFGS

1 result=minimize(fQ, w, method=’BFGS’ ,
2 options={’gtol’: 1e−5, ’disp’: True, ’maxiter’: 100})

ii) Statická identifikace
Dále byla optimalizace provedena pro statickou variantu identifikace. Tedy pro
variantu, kde pro výpočet následuj́ıćıho kroku použ́ıvá systém hodnoty naměřené,
resp. nasimulované na identifikovaném systému.
Problémy se ztrátou stability v tomto př́ıpadě nenastaly a optimalizace prob́ıhala
v pořádku při použit́ı SLNU i SQNU. Optimalizace byla vyzkoušena na několika
modelech. Výstup v tabulce ńıže je pro model tlumeného kyvadla (3).

Tabulka 7: Srovnáńı identifikace kyvadla pomoćı LM a L-BFGS u SQNU

Metoda LM-předučeńı LM 350 13 L-BFGS 50 LM 350 + L-BFGS

Celková chyba 3.60 0.0342 0.0141 0.0327
Výpočetńı čas - 1.604s 1.385s 1.632s

V př́ıpadě statické identifikace se vygenerovaná matice colx neměńı se změnou
optimalizovaného parametru W, ev. V, a algoritmus je velmi rychlý a přesný.
Překonává L-M s 350 epochami.

Tabulka 8: Srovnáńı identifikace lineárńıho osciluj́ıćıho systému u LNU 4 4 14

Metoda LM-předučeńı LM 350 L-BFGS

Celková chyba 4.972 0.013 3.76e10-4
Výpočetńı čas - 0.055s 0.014s

14Připomeňme zavedené značeńı pro HONU. Obecně, u značeńı XNU ny nu, X indikuje řád
HONU, typicky Linear, Quadratic nebo Cubic. Hodnoty ny a nu určuj́ı hloubku z hlediska
použitých předešlých časových krok̊u, jak bylo definováno v kapitole 3.

50



k[-] 

Obrázek 21: Statická identifikace lineárńıho osciluj́ıćıho systému

6.0.3 Nelder-Mead

Jedná se o optimalizačńı metodu, která využ́ıvá simplexový př́ıstup.[3] Př́ıstup byl
vyzkoušen na několika typech systémů a porovnán s ostatńımi metodami.
Výhodou této metody je značná stabilita i při dynamickém učeńı. Nevýhodou je
lokálnost optimalizace a zpravidla velmi dlouhý pr̊uběh.
Metoda se ukázala být pro danou problematiku méně vhodnou a nebude tedy dále
rozeb́ırána.

6.0.4 Basin hopping

Basin hopping je optimalizačńı algoritmus nejlépe popsatelný jako pseudo-globálńı
algoritmus. K hledáńı minima kriteriálńı funkce využ́ıvá dva základńı prin-
cipy[3][4][14]:

(i) Lokálńı optimalizace v bodu pomoćı dané metody (např. BFGS)
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(ii) Pokus o úkrok15 nějakým směrem v prostoru optimalizovaného vektoru

V této práci byla použita implementace algoritmu v knihovně SciPy dostupné pro
Python.[3]

Kód 16: Použit́ı algoritmu Basin Hopping z knihovny SciPy.optimize

1 from scipy.optimize import basinhopping
2 maxIter = 150
3 minimizer kwargs = {”method”: ”BFGS”}
4 result = basinhopping(fQ, w, minimizer kwargs=minimizer kwargs,
5 niter=maxIter, callback = basinhopping Callback)
6 w = result.x

Významy argument̊u funkce basinhopping jsou stejné jako v již popsaných
funkćıch, nový argument minimizer kwargs určuje, která lokálńı metoda bude použita
pro lokálńı etapu optimalizace (i).
Možnost využit́ı lokálńıho gradientńıho algoritmu se zdá být výhodné ve srovnáńı
s negradientńımi globálńımi metodami, jelikož šance, že se algoritmus při
úkroku tref́ı př́ımo do minima je velmi ńızká, a tedy jsou řešeńı źıskané po-
moćı basin hopping obecně robustněǰśı, jelikož metoda inherentně bude hledat
řešeńı, která se přirozeně nacháźı v sedlovém bodě s dynamikou, která nějakým
zp̊usobem reprezentuje dynamiku systému. Ve srovnáńı, genetické algoritmy jsou
sice schopny nalézt přesné řešeńı, které ale mnohdy odpov́ıdá pouze přesným
podmı́nkám při řešeńı optimalizačńı úlohy a i s malou změnou vstupu dojde k
velkému nár̊ustu odchylky.

Obrázek 22: Pseudokódový zápis optimalizačńıho diagramu Basin Hopping[4]

15V angl. literatuře se použ́ıvá termı́n perturbance.
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source https://www.hindawi.com/journals/aai/2012/674832/

6.0.5 Genetické algoritmy

Genetické algoritmy jsou rodina algoritmů založených na analogii s přirozenou
selekćı v př́ırodě. Algoritmus vytvoř́ı řadu jedinc̊u, kteř́ı jsou v našem př́ıpadě
náhodné volby vektoru W nebo V. Dle typu algoritmu se, zjednodušeně řečeno,
tyto vektory kombinuj́ı, analogicky k přenosu gen̊u z rodič̊u na potomka, a dávaj́ı
vzniknout novým jedinc̊um. Samotná pravděpodobnost předáńı vlastnost́ı rodiče
na některého z jedinc̊u daľśı generace je ř́ızena fitness function, tedy funkćı, která
poskytuje nějakou metriku vhodnosti jedince. V našem př́ıpadě se jedná identicky
o fQ(w), resp. fQ(v) z předchoźı kapitoly. Funkce má argument vahového vektoru,
který měńı a postupně optimalizuje algoritmus, poč́ıtá pr̊uběh chováńı systému a
vraćı celkovou chybu, typicky součet absolutńıch hodnot chyby ve všech kroćıch,
nebo sumu jejich kvadrát̊u.[3][14]
Hlavně při použit́ı u dynamického učeńı docháźı obzvláště u této rodiny algoritmů
k výrazným problémům již při identifikaci, kde během výpočtu dojde ke ztrátě
stability a výpočet je ukončen s chybou zp̊usobenou přetečeńım některých z
proměnných.
Pro samotnou implementaci byla opět využita knihovna Scipy[3], konkrétně jej́ı
baĺıček scipy.optimize, který obsahuje funkci differential evolution. V Pythonu byla
funkce zavolána následovně:

Kód 17: Syntaxe zavoláńı funkce genetického algoritmu

1 result=differential evolution(fQ,bounds=bounds, maxiter = 500 )

Metoda byla úspěšně vykoušena na dynamické identifikaci kvadraticky ne-
lineárńıho systému (53). Pokusy identifikovat kyvadlo byly méně neúspěšné.
Podařilo se naj́ıt W, které dobře odpov́ıdalo konkrétńımu vstupu, ale řešeńı bylo
velmi nerobustńı pro i mı́rně odchýlené hodnoty počátečńıch podmı́nek, resp.
vstup̊u.

Tabulka 9: Srovnáńı identifikace pomoćı LM a genetického algoritmu u systému
(53)

Metoda LM differential evolution

Celková chyba 0.4496 0.4491

Je tedy patrné, že v některých př́ıpadech může i genetický algoritmus dospět k
velmi dobrému řešeńı, ale z d̊uvodu problémů se stabilitou a předevš́ım velmi
vysoké časové náročnosti se nejev́ı jako vhodný zp̊usob učeńı. Jeho přednost́ı
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z̊ustává fakt, že se jedná o globálńı algoritmus. Metody založené na výpočtu gradi-
entu nebo výpočtu či odhadu Hessovy matice jsou obzvláště u vysoce nelineárńıch
problémů odkázané na vhodný prvotńı odhadu optimalizovaného vektoru.

7 Model torzně kmitavé soustavy s nelineárńım

tlumeńım

Daľśım předmětem rozboru v této práci je řetězec torzně kmitaj́ıćıch hmot s ne-
lineárńım tlumeńım.
Pro analýzu byl zvolen systém znázorněný na diagramu ńıže.

θ1
θ2

θ3
K2(θ2 - θ1)

M1(t) M2(t)

K3(θ3 - θ2)

M3(t)

B2(θ2 - θ1)
. .

B3(θ3 - θ2)
. .

K1(-θ1)

B1(-θ1)
.

Obrázek 23: Diagram řetězce tř́ı torzně kmitaj́ıćıch hmot

Na diagramu jsou vyznačené momenty p̊usob́ıćı na jednotlivé elementy, pro i-tý
element zřejmě plat́ı

Iiφ̈i =
∑
k

Mk, (56)

kde Ii je moment setrvačnosti i-té hmoty, φi je úhel natočeńı i-té hmoty a Mk jsou
jednotlivé momenty p̊usob́ıćı na element. Zřejmě můžeme, s využit́ım diagramu v
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obrázku 12 obecně pro m hmot zapsat pohybové rovnice jako

I1φ̈1 = K1(−φ1) +B1(−φ̇1) +K2(φ2 − φ1) +B2(φ̇2 − φ̇1) (57)

I2φ̈2 = −K2(φ2 − φ1) +K3(φ3 − φ2)−B2(φ̇2 − φ̇1) +B3(φ̇3 − φ̇2)
...

Imφ̈m = −Km(φm − φm−1)−Bm(φ̇m − φ̇m−1).

Takový popis je pouze aproximaćı reálného mechanického chováńı soustav. Pro
daľśı přibĺıžeńı reálnému světu do popisu dále přidáme daľśı zdroje útlumu fi.

I1φ̈1 = K1(−φ1) +B1(−φ̇1) +K2(φ2 − φ1) +B2(φ̇2 − φ̇1)− f1 (58)

I2φ̈2 = −K2(φ2 − φ1) +K3(φ3 − φ2)−B2(φ̇2 − φ̇1) +B3(φ̇3 − φ̇2)− f2

...

Imφ̈m = −Km(φm − φm−1)−Bm(φ̇m − φ̇m−1)− fm

Obecně pisujeme řetězec m torzně kmitaj́ıćıch hmot. Pro fi = 0,∀i ∈ N se jedná
o standartńı problém lineárńıch oscilátor̊u, který v této práci již byl popsán pro
př́ıpad SISO a relativně jednoduše identifikován i ř́ızen v 1DOF př́ıpadě.
Byly zavedeny dva typy nelineárńıho tlumeńı. Prvńı typ, označovaný f Ii je

f Ii = f Ii (ai, bi, φ̇i) = ai · (
2

1 + e−bi·φ̇i
− 1). (59)

Funkce f Ii (ai, bi, φ̇i)
16 nazveme třeńım typu 1. Toto třeńı odpov́ıdá třeńı

kuličkových ložisek.
Zavedeme také druhou funkci f IIi (ai, bi,∆φ̇i)

17

f IIi = f IIi (αi, βi,∆φ̇i) = αi · (
2

1 + e−βi·∆φ̇i
− 1). (60)

Tlumeńı typu 2 odpov́ıdá vazkému třeńı ve hř́ıdeli. Je tedy př́ıtomno v pohybových
rovnićıch obou sousedńıch hmot, narozd́ıl od třeńı ložisek.
A pro přidané nelineárńı tlumeńı použité v soustavě rovic [46] tedy plat́ı 18

fi = f Ii + f IIi − f IIi+1. (61)

16Povšimněme si, že se jedná o rovnici hladké sigmoidy.
17Opět má funkce tvar rovnice hladké sigmoidy.
18Posledńı hmota v této formulaci obsahuje fiktivńı člen f IIn+1 = 0dw
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7.1 Př́ıklad torzně kmitavé soustavy se 3 stupni volnosti a
nelineárńım tlumeńım

Vezměme soustavu 46 a přepǐsme ji pro soustavu tř́ı torzně kmitavých závaž́ı.

I1φ̈1 = K1(−φ1) +B1(−φ̇2) +K2(φ2 − φ1) +B2(φ̇2 − φ̇1)− f1(φ̇1,∆φ̇1) (62)

I2φ̈2 = −K2(φ2 − φ1) +K3(φ3 − φ2)−B2(φ̇2 − φ̇1) +B3(φ̇3 − φ̇2)− f2(φ̇2,∆φ̇2)

I3φ̈3 = −K3(φ3 − φ2)−B3(φ̇3 − φ̇2)− f3(φ̇3,∆φ̇3)

V souladu s formou soustavy rovnic se kterou jsme pracovali např́ıklad v předmětu
Kmitáńı mechanických soustav můžeme napsat I1 0 0

0 I2 0
0 0 I3

φ̈1

φ̈2

φ̈3

 +

k1 + k2 −k2 0
−k2 k2 + k3 −k3

0 −k3 k3

φ1

φ2

φ3

+

+

b1 + b2 −b2 0
−b2 b1 + b2 −b3

0 −b3 b3

φ̇1

φ̇2

φ̇3

+

f1(φ̇1,∆φ̇1)

f2(φ̇2,∆φ̇2)

f3(φ̇3,∆φ̇3)

 =

M1(t)
M2(t)
M3(t)

 .
(63)

Tento maticový zápis převedeme do stavového popisu:

φ̇1 = ω1

I1ω̇1 = K1(φ2 − φ1) +B1(ω2 − ω1)− f1(ω1,∆ω1) +M1(t)

φ̇2 = ω2

I2ω̇2 = −K1(φ2 − φ1) +K2(φ3 − φ2)−B1(ω2 − ω1) +B2(ω3 − ω2)

−f2(ω2,∆ω2) +M2(t)

φ̇3 = ω3

I3ω̇3 = −K2(φ3 − φ2)−B2(ω3 − ω2)− f3(ω3,∆ω3) +M3(t) (64)

Tento systém byl implementován v Pythonu v souboru simTorznisyst.py. Tento
baliček obsahuje funkce

(i) runSim3(u,x0 3dof,dt,T) - simuluje pr̊uběh systému se 3 stupni volnosti pro in-
terval t ∈ (0, T ) s časovým krokem dt.

(ii) runSim2(u,x0 2dof,dt,T) simuluje pr̊uběh systému se 2 stupni volnosti pro in-
terval t ∈ (0, T ) s časovým krokem dt.

(iii) runSim1(u,x0 1dof,dt,T) simuluje pr̊uběh systému se 1 stupněm volnosti pro
interval t ∈ (0, T ) s časovým krokem dt.
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(iv) ode 3DOF oscillator(state,t, u) jedná se o implementaci soustavy diferenciálńıch
rovnic se 3 stupni volnosti volanou solverem diferenciálńıch rovnic v knihovně
SciPy.

(v) ode 2DOF oscillator(state,t, u) jedná se o implementaci soustavy diferenciálńıch
rovnic se 2 stupni volnosti volanou solverem diferenciálńıch rovnic v knihovně
SciPy.

(vi) ode 1DOF oscillator(state,t, u) jedná se o implementaci soustavy diferenciálńıch
rovnic se 1 stupněm volnosti volanou solverem diferenciálńıch rovnic v kni-
hovně SciPy.

(vii) plotOutput(t,selectPlot,u,*args) zobraźı grafy dat v argumentu *args. Struk-
tura selectPlot umožňuje změnit některá základńı nastaveńı - zobrazit také
pr̊uběhy úhlových rychlost́ı, zobrazit pouze pr̊uběh úhlu posledńı hmoty, aj.

Př́ıkladem implementace rovnic systému se třemi stupni volnosti je funkce
ode 3DOF oscillator napsaná tak, aby byla řešitelná s pomoćı funkce odeint z baĺıčku
scipy.integrate.

Kód 18: Funkce ode 3DOF oscillator z baĺıčku simTorznisyst.py

1 def ode 3DOF oscillator(state,t, u):
2 phi, omega = state[:3], state[3:]
3 M = u
4 K1, K2, K3, B1, B2, B3, a1, a2, a3, b1, b2, b3, \
5 alpha1, alpha2, alpha3, beta1, beta2, beta3, I1, I2, I3 = oscillatorParams()
6 if −b1 * omega[0]>100:
7 f1 I = −a1
8 elif −b1 * omega[0]<−100:
9 f1 I = a1

10 else:
11 f1 I = a1 * (2 / (1 + np.exp(−b1 * omega[0])) − 1)
12 if −b2 * omega[1] > 100:
13 f2 I = −a2
14 elif −b1 * omega[1] < −100:
15 f2 I = a2
16 else:
17 f2 I = a2 * (2 / (1 + np.exp(−b2 * omega[1])) − 1)
18 if −b3 * omega[2] > 100:
19 f3 I = −a3
20 elif −b1 * omega[2] < −100:
21 f3 I = a3
22 else:
23 f3 I = a3 * (2 / (1 + np.exp(−b3 * omega[2])) − 1)
24

25 if −beta1 * (omega[0])>100:
26 f1 II = −alpha1
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27 elif −beta1 * (omega[0])<−100:
28 f1 II = alpha1
29 else:
30 f1 II = alpha1 * (2 / (1 + np.exp(−b1 * (omega[0]))) − 1)
31 if −beta2 * (omega[1]−omega[0])>100:
32 f2 II = −alpha2
33 elif −beta2 * (omega[1]−omega[0])<−100:
34 f2 II = alpha2
35 else:
36 f2 II = alpha2 * (2 / (1 + np.exp(−beta2 * (omega[1]−omega[0]))) − 1)
37 if −beta3 * (omega[2] − omega[1]) > 100:
38 f3 II = −alpha3
39 elif −beta3 * (omega[2] − omega[1]) < −100:
40 f3 II = alpha3
41 else:
42 f3 II = alpha3 * (2 / (1 + np.exp(−beta3 * (omega[2] − omega[1]))) − 1)
43

44 dw1dt = (K1 * (− phi[0]) + B1*(− omega[0]) + K2 * (phi[1] − phi[0]) +
45 B2 * (omega[1] − omega[0]) − f1 I− f1 II + f2 II+ M[0])/I1
46 dw2dt = (−K2 * (phi[1] − phi[0]) + K3 * (phi[2] − phi[1]) −
47 B2 * (omega[1] − omega[0]) + B3 * (omega[2] − omega[1]) − f2 I − f2 II +
48 f3 II + M[1]) / I2
49 dw3dt = (−K3 * (phi[2] − phi[1]) − B3 * (omega[2] − omega[1]) − f3 I − f3 II +
50 M[2]) / I3
51 return [omega[0],omega[1],omega[2],dw1dt,dw2dt,dw3dt]

Tato funkce se poté volá ve funkci runSim3, která použ́ıvá k řešeńı knihovnu SciPy,
ale lze ji použ́ıt i při daľśıch operaćıch jako MRAC, kde je nutné jen vypoč́ıtat
daľśı krok.

Kód 19: Funkce runSim3 z baĺıčku simTorznisyst.py

1 def runSim3(u,x0 3dof,dt,T):
2 t=np.arange(0,T,dt) ; N=len(t)
3 DOF = 3
4 x0 3dof = x0 3dof[0]
5 M = np.zeros((N,3))
6 M[:,0],M[:,1] = np.zeros(N), np.zeros(N)
7 M[:,2] = u
8 y1 = np.zeros(N)
9 y2 = np.zeros(N)

10 y3 = np.zeros(N)
11 for i in range(0, N ):
12 if i==N−1 or i==N:
13 tt = [t[i], t[i]] # [t1 t2]
14 else:
15 tt = [t[i], t[i+1]] # [t1 t2]
16 x=odeint(ode 3DOF oscillator,x0 3dof,tt,args=(M[i,:],))
17 y1[i] = x[1, 0]
18 y2[i] = x[1, 1]
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19 y3[i] = x[1, 2]
20 w1[i] = x[1, 3]
21 w2[i] = x[1, 4]
22 w2[i] = x[1, 5]
23 x0 3dof = x[1, :] # jako nove poc. podm pro dalsi integraci
24 return t,y1,y2,y3,w1,w2,w3

Samotný baĺıček je v práci importován import simTorzniSyst1DOF as sim a dále
použ́ıván, např. t, y1, y2, yr = sim.runSim3(u2,x0 , dt, T).
V této práci byly použity primárny následuj́ıćı hodnoty

Tabulka 10: Hodnoty konstant prvńı konfigurace systému

Hmota 1O 2O 3O

I [ kg
m2 ] 0.0174 0.160 0.160

K [kg
s

] 132.5 14.24 21.85
B [-] K1

1000
K2

1000
K3

1000

a [-] 0.0001 0.0001 0.0001
b [-] 1000 1000 1000
α [-] 0.0001 0.0001 0.0001
β [-] 1000 1000 1000

Použité časové kroky v simulaci byly konstantńı a jejich hodnoty byly:

(i) dt = 0.1s pro úvodńı studii 1DOF kmitáńı

(ii) dt = 0.02s pro 2DOF, 3DOF a daľśı 1DOF

Délky simulace byly zpravidla 40s a 80s. U některých úvodńıch simulaćı pouze
10s, či 20s.
Jednou ze zaj́ımavých možnost́ı adaptivńı identifikace a ř́ızeńı je možnost
přizp̊usobeńı se změně některých vlastnost́ı systému - tedy např́ıklad postupnému
posuvu hodnot konstant tlumeńı. To je ovšem pokročileǰśı problematika, která je
bohužel nad časové možnosti tohoto rozboru s časovou dotaćı Diplomové práce.

7.2 Problematika simulace nelineárně tlumených systémů
pomoćı HONU

V této práci již bylo ukázáno, že lineárńı tlumené oscilátory lze velmi přesně identi-
fikovat a simulovat pomoćı HONU. Také bylo ukázáno, že takový systém lze ř́ıdit.
Byla ukázána i možnost alespoň přibližné simulace systému s nelineritou sinového
typu a lineárńım tlumeńım. Dále si tato práce klade za ćıl rozš́ı̌rit tuto analýzu
na nelineárně tlumený systém, který obsahuje nelinerity typu ai

1+e−bi·φ̇i
.
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/s /s /s

Obrázek 24: Pr̊uběh funkćı nelineárńıho tlumeńı v závislosti na parametrech a, b.

Hodnoty a a b nejprve zvolené odpov́ıdaj́ı řádově pr̊uběh̊um i) a ii) zleva. Povaha
tlumeńı je tedy sṕı̌se skoková.
V prvńı části této kapitoly se tedy zaměř́ıme na tuto variantu. takový postup je
vhodný předevš́ım vzhledem k tomu, že i v této variantě je úloha ř́ızeńı 2DOF
a předevš́ım 3DOF systému náročná. Na závěr této práce budou poté zvoleny
koeficienty, u kterých se sigmoidńı nelinerita projev́ı v́ıce a bude proveden pokus
o identifikaci a ř́ızeńı takového nelineárńıho systému.

7.3 Identifikace nelineárně tlumeného 1DOF systému

Vzhledem k silně nelineárńı povaze systému torzně kmitaj́ıćıch hmotiček byla ne-
jprve řešena úloha identifikace a ř́ızeńı torzně kmitaj́ıćıho systému s 1DOF.
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θ1
K1(- θ1)

M1(t)

B1(- θ1)
.

Obrázek 25: Schéma 1DOF oscilátoru

Tabulka 11: Chyby HONU při simulaci 1DOF tlumeného oscilátoru

LNU 8 8 u1 u2 u3

MAE 2.97e-06 3.76e-04 4.36e-05
qErr 3.98e-08 4.2e-04 1.04e-05

maxDiff 1.52e-05 9.4e-04 2.67e-04

LNU 12 12 u1 u2 u3

MAE 1.08e-05 2.32e-05 4.69e-06
qErr 6.34e-06 3.27e-06 3.10e-07

maxDiff 4.95e-05 6.38e-05 3.81e-05

LNU 20 20 u1 u2 u3

MAE 1.25e-05 2.96e-05 4.36e-06
qErr 6.68e-06 4.83e-06 2.73e-07

maxDiff 5.69e-05 8.14e-05 3.52e-05
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Obrázek 26: Předtrénováńı 1DOF systému pomoćı L-M algoritmu
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rá

ze
k

27
:

H
O

N
U

n
at

ré
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Z obrázku 27 a tabulky 11 je patrné, že identifikace proběhla pro testovaćı signály
úspěšně.
Z obrázku 28 je zřejmé, že i ř́ızeńı proběhlo úspěšně - otázkou je, zda i reálný, resp.
zde simulovaný, model je stále dobře aproximován neuronem. V tomto př́ıpadě
bylo sice ř́ızeńı neuronového výstupu přesné, ale ukázalo se, že nebylo dostatečně
postihnuto kmitáńı systému - resp. bylo pravděpodobně v modelu přetlumeno - a
výsledek byl značně rozkmitaný 19.
Po dokončeńı učeńı byla do smyčky implementována simulace reálného systému

Kód 20: Funkce runSim3 z baĺıčku simTorznisyst.py

1 if k == N − 1 or k == N:
2 tt = [t[k], t[k]] # [t1 t2]
3 else:
4 tt = [t[k], t[k + 1]] # [t1 t2]
5 intStep = odeint(sim.ode 1DOF oscillator, x0 1dof, tt, args=(u[k],))
6 yr[k] = intStep[1, 0]
7 w1[k] = x[1, 1]
8 x0 1dof = intStep[1, :] # jako nove poc. podm pro dalsi integraci

Toto je lépe pozorovatelné na detailněǰśım výřezu ńıže: Tento regulátor byl dále
ověřen na jiném než trénovaćım pr̊uběhu hodnoty žádané veličin d, reps. y ref, jak
je znázorněno na obrázku 31. Regulátor si udržuje své vlastnosti, tj. rychlá reakce
na skokovou změnu y ref, ale také nežádoućı překmit.
V grafech jsou také vykresleny neregulované pr̊uběhy, tj. pr̊uběhy, kde u[k] = d[k].
Jak je vidět, bez regulátoru je pr̊uběh nežádoućı. Také bylo provedeno ześıleńı,
např. u[k] = 10d[k], to vedlo k velkým nežádoućım oscilaćım systému.

19Vizualizace neńı uváděna
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ře

k
m

it
em

a
h
lo

u
b

ou
n
eu

ro
re

gu
lá
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ě

p
ře
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ćı
m
y r

67



0
20

00
40

00
60

00
80

00

−4−202

yn
...
 n
eu

ro
n 
pl
an

t
yr
...
re
al
 c
on

tro
lle

d
yr
...
re
al
 u
nc

on
tro

lle
d

yr
ef
...
re
f. 
m
od

el

0
20

00
40

00
60

00
80

00
k 
[s
am

pl
es

]

−202
e_

re
f

0
20

00
40

00
60

00
80

00

−1
00

00

10
00

u

O
b
rá
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ěh

ve
li
či
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7.4 Identifikace a ř́ızeńı nelineárně tlumeného 2DOF
systému

Dále byla provedena identifikace 2DOF nelineárně tlumeného systému.

θ1
θ2

K2(θ2 - θ1)

M1(t) M2(t)

B2(θ2 - θ1)
. .

K1(-θ1)

B1(-θ1)
.

Obrázek 32: Diagram řetězce dvou torzně kmitaj́ıćıch hmot

Sestavené rovnice jsou zcela analogické ve srovnáńı s 3DOF řetězcem a nejsou tedy
znovu opakovány.
Několika počátečńımi výpočty bylo ověřeno, že LNU, tedy HONU řádu r = 1,
je dostačuj́ıćı k dobrému popisu dynamiky tohoto systému. Bylo tedy provedeno
několik identifikaćı pro LNU 8 8, LNU 12 12 a LNU 20 20.
Kvantitativńı porovnáńı bylo zajǐstěno pomoćı tř́ı metrik20:

� MAE - pr̊uměrná chyba modelu v absolutńı hodnotě mean(abs(yr−yn))

� qErr - suma druhých mocnin hodnot odchylek v chybovém vektoru dot(e,e)

20V praktické implementaci nebyly uvažovány kraje vektor̊u, tedy použité vektory byly
např́ıklad yn[10:−10].
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� maxDiff - maximálńı odchylka modelu max(abs(yr−yn))

0 200 400 600 800 1000
k [-]

−0.02

−0.01

0.00

0.01

0.02

yn... neuron LM
yr. ..real

0 100 200 300 400 500 600 700 800
epoch

−0.01

0.00

0.01

0.02

0.03

Obrázek 33: Předtrénováńı 2DOF kmitavého systému pomoćı L-M
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Z výstupu je tedy patrné, že model dosahuje vysoké přesnosti.

Tabulka 12: Chyby HONU při simulaci 2DOF tlumeného oscilátoru

LNU 8 8 u1 u2 u3

MAE 7.01e-05 2.1e-03 8.6e-04
qErr 1.88e-05 0.013 4.6e-03

maxDiff 4.1e-04 7.2e-03 5.8e-03

LNU 12 12 u1 u2 u3

MAE 4.53e-05 1.3e-03 5.5e-04
qErr 7.70e-06 4.7e-03 1.7e-03

maxDiff 2.6e-04 4.3e-03 3.5e-03

LNU 20 20 u1 u2 u3

MAE 6.95e05 2.1e-03 4.1e-04
qErr 1.86e-05 1.3e-02 6.9e-03

maxDiff 2.6e-04 4.6e-03 5.8e-03

Tento systém byl dále ř́ızen pomoćı MRAC, s užit́ım teorie již odvozené a imple-
mentované v rešeršńı části.
Jak je patrno z obrázku 34, 2DOF systém byl opět dobře identifikován a pr̊uběh
yr velmi přesně koresponduje s pr̊uběhem yn. Tato přesnost již neńı tak vysoká
jako u 1DOF systému, jak lze vidět na detailu na obrázku 35 upraveném tak, aby
oba pr̊uběhy byly vidět zároveň:.

7.5 Diskuze výsledk̊u identifikace a ř́ızeńı 1DOF a 2DOF
nelineárně tlumeného torzně kmitavého systému

Byla provedena identifikace a ř́ızeńı 1DOF a 2DOF torzńıho systému pomoćı
HONU.
i) V rámci identifikace, která byla implementována primárně pomoćı pseu-
doglobálńı verze algoritmu BFGS v rámci algoritmu Basin Hopping, které byly
popsány v kapitole věnované optimalizaci, bylo provedeno porovnáńı pro LNU 8 8,
LNU 12 12 a LNU 20 20. Výsledky byly překvapivě dobré, jak ukazuj́ı tabulky 11
a 12. Tato přesnost byla potvrzena i při pr̊uběhu ř́ızeńı, kde, jak je na obrázku 30
a 35. patrné, se pr̊uběh výstupu neuronu yn odchyluje od reálného, resp. simulo-
vaného, systému yr jen málo a stabilně se drž́ı kolem jeho hodnoty.
Z d̊uvodu jak přesnosti, tak i stability, aproximace pomoćı LNU 12 12 a
LNU 20 20 nebyly provedeny optimalizace s využit́ım HONU vyšš́ıho řádu, jelikož
jejich inherentńı nevýhoda ve formě jejich mnohem vyšš́ıho počtu parametr̊u je pro
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Obrázek 35: Detail: Ř́ızeńı 2DOF kmitavého systému; zobrazeńı upraveno pro
možnost současného pozorováńı yn a yr

aplikace real-time ř́ızeńı stav́ı do pozice sṕı̌se nutného zla v př́ıpadě nedostatečnosti
LNU, než plnohodnotného konkurenta. Toto je krátce okomentováńı a kompromis
mezi metodami je navržen i v kapitole 8.2.
ii) Ř́ızeńı bylo primárně realizováno pomoćı L-M algoritmu. Problematickou
se ukázala být otázka počatečńı hodnoty vahového vektoru neuroregulátoru v.
Tento problém byl řešen implementováńım smyčky, ve které se generovaly částečně
náhodné vektory v, přičemž zároveň byla ukládána hodnota odchylky od y ref. Ne-
jlepš́ı regulátor byl po ukončeńı smyčky vybrán podle velikosti této odchyky.
Naučené regulátory vykazuj́ı u 1DOF značný překmit, ale také rychlé ustáleńı
- řádově 80-200 ms. V budoućıch aplikaćıch by bylo vhodné toto učeńı imple-
mentovat pokročileǰśı metodou, např́ıklad pomoćı algoritmu Basin Hopping, který
umožńı penalizovat překmit a dostaneme tak sice pomaleǰśı regulátor, ale také
nižš́ı hodnoty překmitu.
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U 2DOF verze nedocházelo k takovému překmitu, ale pr̊uběh regulace je v́ıce rozk-
mitaný, jak je patrné z obrázku 36, který zobrazuje pr̊uběh regulace na testovaćı,
tj. jiném než trénovaćım, pr̊uběhu yref.
Regulátory tedy byly také úspěšně oveřeny na jiných pr̊uběźıch žádané hodnoty d,
jak je ukázáno např. na obrázku 31.
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7.6 Identifikace a ř́ızeńı nelineárně tlumených torzně kmi-
tavých systémů s jinými parametry nelinearit

Dále byla provedena analýza stejných systémů se změnou parametr̊u:
bIi = 1000← bIIi = 1 a βIi = 1000← βIIi = 1.
Zp̊usobená změna chováńı nelinearity již byla znázorněna na obrázku 24.
Tato změna podstatně zhoršila chováńı použitých optimalizačńıch algoritmů BFGS

a Basin Hopping, které pro většinu parametr̊u vyústily v chybu RuntimeWarning: invalid

value encountered in double scalars alpha1 = min(1.0, 1.01*2*(phi0 − old phi0)/derphi0).
Je obt́ıžné udělat jednoznačný závěr o schopnosti HONU aproximovat tento typ
nelinearit, jelikož velká část problémů, na které jsem při řešeńı této části narazil,
souviśı s nedokonalou optimalizaćı. Vyvstává zde tedy možnost implementace
algoritmů podobných Basin Hopping, které by však pro aplikace v HONU byly
robustněǰśı, jak je o něco v́ıce rozvinuto v podkapitole 8.3.
Z d̊uvodu problematické implementace bylo provedeno jen srovnáńı pro 2DOF
systém, které je zobrazeno v tabulce 13. Srovnáńı se systémem s p̊uvodńım
tlumeńım ukazuje, že tato identifikace poskytuje o něco lepš́ı výsledky. To
je pravděpodobně dáno méně skokovým charakterem tohoto tlumeńı, ale
pravděpodobně bylo zp̊usobeno i větš́ı pozornost́ı věnované správnému pr̊uběhu
optimalizace tak, aby bylo zamezeno výše zmı́něné chybě.

Tabulka 13: Chyby HONU při simulaci 2DOF tlumeného oscilátoru s tlumeńım s
jinými koeficienty

LNU 8 8 u1 u2 u3

MAE 1.29e-06 2.08e-04 8.47e-05
qErr 5.82e-06 1.06e-04 1.29e-4

maxDiff 5.02e-05 7.18e-04 8.47e0-4

LNU 12 12 u1 u2 u3

MAE 1.29e-06 2.09e-05 8.66e-06
qErr 5.82e-06 1.05e-05 1.29e-05

maxDiff 5.13e-05 7.23e-04 2.71e-05

LNU 20 20 u1 u2 u3

MAE 1.29e-06 2.1e-06 8.71e-06
qErr 5.82e-05 1.06e-05 1.29e-05

maxDiff 5.09e-06 7.46e-05 2.75e-05
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lá

to
ru

s
ji

n
ý
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7.7 Identifikace nelineárně tlumeného 3DOF systému

Dále byla provedena identifikace 3DOF nelineárně tlumeného systému.

θ1
θ2

θ3
K2(θ2 - θ1)

M1(t) M2(t)

K3(θ3 - θ2)

M3(t)

B2(θ2 - θ1)
. .

B3(θ3 - θ2)
. .

K1(-θ1)

B1(-θ1)
.

Obrázek 38: Diagram řetězce tř́ı torzně kmitaj́ıćıch hmot

i) Identifikace: V této části již byla identifikace náročněǰśı - použité optimalizačńı
algoritmy, tj. předevš́ım Basin Hopping, často divergovaly21, a ani samotný model
neńı zcela přesný - z̊ustává však dostatečně stabilńı při r̊uzných pr̊uběźıch ř́ızeńı.
Z toho d̊uvodu v této části již neńı uvedeno srovnáńı, ale pouze je zde ukázán
úspěšný model, který byl identifikován s využit́ım LNU 12 12, znázorněn na
obrázku 39. V tomto př́ıpadě nebyly měřené jednotlivé metriky jako u předchoźıch
př́ıpad̊u. I při přesném přibĺıžeńı vektorového obrázku je však patrné, že simulace
neuronem je stabilńı a poskytuje poměrně přesný odhad. Toto je dále ukázáno
na detailu v obrázku 39. V budoucnu by bylo vhodné tuto analýzu rozš́ı̌rit a
navrhnout lepš́ı zp̊usoby identifikace, buďto lepš́ımi algoritmy nebo např́ıklad
navrhovaným hybridńım HONU - viz. podkapitola 8.2.

ii) Řı́zeńı: Po relativně úspěšné identifikaci byl proveden i pokus o ř́ızeńı 3DOF
systému.
Identifikovaný systém, jak je dále patrné z výstup̊u ř́ızeńı je poměrně kmitavý.
To lze přisoudit nedokonalé identifikaci, ale také dynamickým vlastnostem 3DOF

21Zde vyvstává již několikrát zmı́něná problematika nedokonalosti tohoto algoritmu při použit́ı
na optimalizaci HONU a navrhovaná zlepšená implementace v rámci např. budoućı diplomové
práce.
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systému. Byla prozkoumána řada variant hloubky neuroregulátoru a nejlepš́ı
výsledek byl dosažen pro hloubku nvx = 40. Na obrázku 41 a 42 je vidět, že
chováńı regulovaného systému je podstatně lepš́ı, než chováńı jeho neregulované
verze.
Natrénovaný regulátor byl následně vyzkoušen i na testovaćım pr̊uběhu veličiny
d, resp. yref, výsledek, na obrázku 42, je opět podobné kvality jako výsledek na
trénovaćım pr̊uběhu.

Obrázek 39: Detail obr. 42 v oblasti (k = 2200-2300): Ř́ızeńı 3DOF nelineárně
tlumeného oscilátoru s hloubkou neuroregulátoru 40 na testovaćım pr̊uběhu
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ćı

L
N

U
12

12

80



0
50

0
10

00
15

00
20

00
25

00
30

00

−1
.5

−1
.0

−0
.50.
0

0.
5

1.
0

yn
...
 n
eu

ro
n 
pl
an

t
yr
...
re
al
 c
on

tro
lle

d
yr
...
re
al
 u
nc

on
tro

lle
d

yr
ef
...
re
f. 
m
od

el

0
50

0
10

00
15

00
20

00
25

00
30

00
−1

.5

−1
.0

−0
.50.
0

e_
re
f

0
50

0
10

00
15

00
20

00
25

00
30

00
k 
[s
am

pl
es

]

−1
0−505

u

O
b
rá
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Ř́
ız

eń
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8 Možná témata daľśıch praćı a daľśıho vývoje

problematiky

8.1 Stabilita HONU

Důležitou otázkou pokládanou v jakékoli úloze ř́ızeńı je jeho stabilita. Jako po-
tenciálńı řešeńı této otázky se jev́ı datový př́ıstup k BIBS stabilitě[15] a obdobná
problematika zkoumaná na FS, např́ıklad viz. Striktńı Stabilita Adaptivńıch Dy-
namických Polynomiálńıch Systémů[11].

8.2 Řádově-hybridńı HONU

V této práci byla ukázána značná nevýhoda HONU vyšš́ıho řádu - jeho velmi
rychle rostoućı počet parametr̊u 22.
Jako potenciálńı řešeńı tohoto problému se jev́ı kombinace LNU a QNU. Při zk-
oumáńı HONU vyšš́ıho řádu, např. QNU 10 10, se ukazuje, že kombinace jako
yn[k] · u[k − 10] maj́ı obvykle velmi ńızký, téměř vynulovaný, odpov́ıdaj́ıćı prvek
vektoru W. Nab́ıźı se zde možnost zcela zahodit takové prvky a použ́ıt např́ıklad
vektor colXhybrid2 odpov́ıdaj́ıc vektoru colXhybrid2 = [1 X Xq]

T , kde Xq ob-
sahuje prvky vektoru X na druhou, tj Xq = [1 yn[k − 1]2 yn[k − 2]2 . . . ]T .

8.3 Hlubš́ı prozkoumáńı problematiky optimalizace v
rámci učeńı HONU

V této práci byly prozkoumány některé globálńı metody vhodné např́ıklad pro
offline předučeńı. Předevš́ım se jedná o verzi BFGS v rámci algoritmu Basin
Hopping. Tento algoritmus občas vykazuje neideálńı chováńı, kde současný
odhad diverguje, tj. volá funkci fQ(w) s takovým vektorem w, že funkce vraćı
,,NaN”. Daľśı prozkoumáńı a př́ıpadná úprava tohoto algoritmu by mohla být
př́ınosná. Také se naskytuje možnost vlastńı implementace algoritmů L-M, či CG
v podobném stylu jako je algoritmus Basin Hopping, tj. s prohledáváńım prostoru
počátečńıch odhad̊u w0. Algoritmus Basin Hopping implementovaný v knihovně
SciPy v Pythonu je open-source, což by mohlo tuto úlohu ulehčit a převést ji
sṕı̌se do spektra problémů reverzńıho inženýrstv́ı.

22Patrné mj. z tabulek 1 a 2
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9 Závěr

Ćılem této práce byla implementace identifikace a MRAC ř́ızeńı na torzně
kmitaj́ıćı systém s nelineárńım tlumeńım.

K řešeńı problému byl zvolen systematický př́ıstup a jednotlivé postupy byly
implementovány a testovány v programovaćım jazyku Python, předevš́ım s
využit́ım knihoven SciPy a Numpy. Tyto postupy byly vyzkoušeny a nejvhodněǰśı
z nich byly aplikovány na řešenou problematiku nelineárně tlumeného torzně
kmitavého systému pro 1DOF,2DOF a 3DOF.

Nejprve byly implementovány základńı algoritmy pro identifikaci, včetně testo-
vaćıch systémů s r̊uzným stupněm nelinearity, na kterých tyto algoritmy byly
otestovány. Tyto algoritmy byly implementovány jak pro lineárńı HONU, LNU,
tak i pro HONU vyšš́ıho řádu, tj. QNU a CNU. Testovaćı systémy byly řešeny
buďto pomoćı ode solveru z knihovny SciPy, př́ıpadně numerickým schématem
pomoćı metody konečných diferenćı - v tomto př́ıpadě byly ale i tak později
otestovány pomoćı ode solveru.

Následovně byly implementovány lineárńı a kvadratické algoritmy ř́ıd́ıćıho
neuroregulátoru. Tyto algoritmy byly úspěšně otestovány na lineárńım tlu-
meném kmitavém 1DOF systému a na modelu tlumeného matematického
kyvadla. Bylo provedeno předběžné vyhodnoceńı vhodných postup̊u, mj. fakt,
že lineárńı regulátor zpravidla dosahuje lepš́ıch výsledk̊u než kvadratický, což je
pravděpodobně zp̊usobeno obt́ıžněǰśı optimalizaćı.

Poté byla pozornost věnována problematice optimalizace se zaměřeńım na
aplikaci v problematice HONU. Vhodné učeńı, tedy optimalizace vektor̊u W,
reps. V, je kĺıčovou část́ı každé aplikace adaptivńı identifikace a ř́ızeńı s využit́ım
neuronových jednotek i śıt́ı. Byla prozkoumána řada algoritmů a bylo provedeno
základńı srovnáńı kvality jejich výsledk̊u a časové náročnosti. Jako základńı dobrá
metoda se jev́ı často použ́ıvaný L-M. Z ostatńıch prozkoumaných metod se obecně
ukázaly být vhodněǰśı metody gradientńı. Ze zkoumaných algoritmů se ukázal
být nejvhodněǰśı algoritmus BFGS a dále jeho globálńı (pseudoglobálńı) verze
v Basin Hopping, která byla použita k identifikaci v části zaměřené na torzńı
systém. Optimalizačńı algoritmy byly aplikovány i na ř́ızeńı, zde se ale ukázalo
správné nastaveńı parametr̊u tak, aby optimalizace proběhla dobře, náročněǰśı a
zároveň často nebylo dosaženo výrazně lepš́ıch výsledk̊u než při použit́ı L-M k
trénováńı regulátoru.

V daľśı části byl analyzován systém torzně kmitaj́ıćıch hmot s nelineárńım
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tlumeńım, byly sestaveny jeho pohybové rovnice a byla provedena implementace
v prostřed́ı Python tak, aby systém bylo možné numericky integrovat pomoćı
odeint řešiče diferenciálńıch rovnic z knihovny SciPy.
Postupně byly řešeny př́ıpady 1DOF, 2DOF a 3DOF. Bylo provedeno srovnáńı
úspěšnosti identifikace pro r̊uzné hloubky HONU a jednotlivé výsledky byly zaz-
namenány, kromě slovńıho shrnut́ı, také do tabulek 11, 12 a 13. Byla provedena
i analýza vlivu změny parametr̊u nelineárńıho tlumeńı, tu však komplikovaly
problémy s optimalizaćı. Možné řešeńı tohoto problému je krátce naznačeno v
podkapitole 8.3. I přes tento problém se možnosti identifikace systému s jinými
parametry jev́ı dobré.
Pro tyto torzńı systémy byly také navrhnuty a natrénovány lineárńı neu-
roregulátory. Pro 1DOF byly výsledky dobré. Při ř́ızeńı vznikaj́ı poměrně velké
překmity, ale zároveň se systém rychle ustálńı na nové žádané hodnotě. Regulačńı
odchylka je nulová. Problém vysokého překmitu bude možné pravděpodobně
vyřešit implementaćı pokročileǰśıch optimalizačńıch metod s možnost́ı vytvořeńı
vlastńı kriteriálńı funkce, ve které se překmit může penalizovat. Regulátory byly
úspěšně testovány i na jiném pr̊uběhu yref. Vlastnosti regulátoru z̊ustaly v tomto
př́ıpadě velmi podobné.
V př́ıpadě 2DOF systému již byla identifikace i ř́ızeńı mı́rně náročněǰśı. Nepodařilo
se dosáhnout rychlého ustáleńı na nové hodnotě jako v př́ıpadě 1DOF systému
a systém dále mı́rně osciloval. I tak bylo dosažené chováńı výrazně lepš́ı než u
neregulovaného systému. Stejně jako u ostatńıch stupň̊u volnosti byly výsledky
úspěšně vyzkoušeny na jiném pr̊uběhu žádané veličiny d. Lze předpokládat,
že podrobněǰśım zaměřeńım-se na optimalizačńı metody a daľśım zlepšeńım
identifikace, např. ve shodě s metodou navrženou v podkapitole 8.2, bude možné
dosáhnout lepš́ıho chováńı regulátoru.
Identifikace v př́ıpadě 3DOF systému byla náročněǰśı a výsledky jsou méně přesné.
Při testováńı identifikace i při samotném ř́ızeńı se však jev́ı stabilńı z numerického
hlediska. Regulovaný systém má stále značně kmitavý charakter, ale dokáže
systém alespoň přibližně uř́ıdit kolem žádaných veličin, a to jak na trénovaćım,
tak i na verifikačńım pr̊uběhu yref.

Celkově hodnot́ım výsledek této práce jako úspěšný. Podařilo se ukázat, že HONU
jsou schopné identifikace torzně kmitaj́ıćıho systému s nelineárńım tlumeńım a také
byla ukázána možnost jejich ř́ızeńı. Samotná rešerše a implementace jednotlivých
algoritmů v Pythonu zabrala velké množstv́ı času, což znemožnilo vyřešit některé
problémy, mj. s optimalizaćı. U těchto problémů byl alespoň navrhnut možný
postup jejich řešeńı.
V této práci byl položen robustńı základ pro řešeńı dané problematiky, spolu s
implementaćı řady algoritmů, na který lze nyńı dále navázat v řadě směr̊u. Mimo
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jiné bude na zde uvedené postupy plynule navázáno v mém doktorském studiu na
FS ČVUT.
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22 Pseudokódový zápis optimalizačńıho diagramu Basin Hopping[4] . . 52
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25 Schéma 1DOF oscilátoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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27 HONU natrénované k predikci nelineárně tlumeného kyvadla . . . . 63
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2 Velikost vektoru W pro konkrétńı př́ıpad ny = 10 a nu = 10 . . . . . 21
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[cit. 2020-07-31]. Dostupné z: http://staff.utia.cas.cz/kocvara/numopt.pdf

[15] WANG, Zhuo a Derong LIU. Stability Analysis for a Class of Sys-
tems: From Model-Based Methods to Data-Driven Methods. IEEE Trans-
actions on Industrial Electronics. IEEE, 2014, 13(11), 6463 - 6471. DOI:
10.1109/TIE.2014.2308146.

91


	Zkratky
	Úvod
	Neuronové jednotky vyššího rádu
	Další pokrocilé metody rízení
	Vlnové rízení
	SHAVO rízení
	Další zkoumané metody rízení


	Simulace systému
	Model tlumeného kyvadla

	Simulace systému pomocí HONU
	Úvod do základního rozdelení a implementace neuronových jednotek
	Lineární neuronová jednotka LNU
	Kvadratická neuronová jednotka QNU
	Kubická neuronová jednotka CNU
	Vyšší neuronové jednotky HONU

	Modelování systému pomocí HONU
	Statický neuron - predikce
	Dynamický neuron - simulace
	Simulace pomocí dynamického LNU, QNU a CNU s krokovým ucením pomocí Gradient Descent algoritmu
	Simulace pomocí dynamického LNU, QNU a CNU s dávkovým ucením pomocí Levenberg-Marquardt algoritmu


	Rízení pomocí HONU neuroregulátoru
	Neuroregulátor
	Ucení neuroregulátoru pomocí algoritmu Gradient Descent
	QNU Regulátor u QNU systému
	Neuronový regulátor s dávkovým ucením
	LNU-LNU regulátor s ucením pomocí Levenberg-Marquardtova algoritmu
	QNU-QNU regulátor s ucením pomocí Levenberg-Marquardtova algoritmu

	Rízení 1 DOF lineárního tlumeného oscilátoru

	Metody optimalizace pro HONU
	Knihovna SciPy.optimize pro Python
	Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shannonova metoda
	Nelder-Mead 
	Basin hopping
	Genetické algoritmy


	Model torzne kmitavé soustavy s nelineárním tlumením
	Príklad torzne kmitavé soustavy se 3 stupni volnosti a nelineárním tlumením
	Problematika simulace nelineárne tlumených systému pomocí HONU
	Identifikace nelineárne tlumeného 1DOF systému
	Identifikace a rízení nelineárne tlumeného 2DOF systému
	Diskuze výsledku identifikace a rízení 1DOF a 2DOF nelineárne tlumeného torzne kmitavého systému
	Identifikace a rízení nelineárne tlumených torzne kmitavých systému s jinými parametry nelinearit
	Identifikace nelineárne tlumeného 3DOF systému

	Možná témata dalších prací a dalšího vývoje problematiky
	Stabilita HONU
	Rádove-hybridní HONU
	Hlubší prozkoumání problematiky optimalizace v rámci ucení HONU

	Záver

