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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva vysvétlenim jednotlivych problému, zasaze-
nim do souvislosti a rozborem dukazi. Cantorova véta, Godelova véta a pro-
blémem zastaveni Turingova stroje jsou tii dulezita negativni tvrzeni z riznych
obort matematiky a informatiky. Spojuje je fakt, ze se v jejich dukazech néja-
kym, avsak rozdilnym zptisobem vyuziva metoda diagonalizace. Ve vSech pii-
padech lze jadro dikazu schematicky ukazat na nekonecné ¢tvercové tabulce.
Pomoci ,,negace diagonaly* se vytvori novy prvek, jenz v tabulce nemtze byt
obsazen a z jehoz existence vyplyva negativni vysledek téchto tii vét. Zpiisob
vytvoreni tabulky a formalni popis , negace diagonaly“ je vsak odlisny. Jed-
notlivé dikazy nelze primocare mezi sebou prevadét. Avsak pfes Richarduv
paradox lze ukéazat, jak se z Cantorovy véty odvodi Gédelova véta s pouzi-
tim paradoxu lhare. Ukazuje také podobnost mezi universilnim Turingovym
strojem a Godelovou formuli, kterd je zalozena na stejném principu jako je
paradox lhare.

Klic¢ova slova Diagondlni lemma, Diagonalni metoda, Paradox lhare, Go6-
delova véta, Cantorova véta, Cantoruv paradox, Turinguv stroj, Problém za-
staveni
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Abstract

This bachelor’s thesis deals with the explanation of individual problems, set-
ting them in context and analyzing how to prove them. Cantor’s theorem,
Godel’s theorem, and the Halting problem are three important negative state-
ments from various fields of mathematics and computer science. They are
united by the fact that the diagonalization method is used in their proof, even
though in different ways. In all cases, the core of the proof can be shown
schematically on an infinite square table. The “diagonal negation” creates
a new element which cannot be included in the table and whose existence re-
sults in a negative result of these three theorems. However, the way the table
is created and the formal descriptions of the “diagonal negation” are differ-
ent. The individual pieces of evidence cannot be transferred directly into each
other. However, with Richard’s paradox, it is possible to show how Godel’s
theorem is derived from Cantor’s theorem using the Liar’s paradox. It also
shows the similarity between the universal Turing machine and the Gédel’s
formula, which is based on the same essence as the Liar’s paradox.

Keywords Diagonal lemma, Diagonal method, Liar’s Paradox, Gédel’s the-
orem, Cantor’s theorem, Cantor’s paradox, Turing Machine, Halting problem
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Uvod

V této praci se budeme zabyvat tfemi tématy ze tii riznych oborid matematiky
a informatiky. VSechna tii tvrzeni prindseji negativni vysledky, které ovlivnily
nasledujici vyvoj danych obort. Opiraji se o dva principy, které se navzajem
ovlivniuji: sebevztaznost a diagonalizaci.

Vznika tedy otazka, zda princip sebevztaznosti a pouziti diagonalni me-
tody v téchto trech tvrzenich je pouze ndhoda, anebo zda tyto tii problémy
a jejich Teseni spolu néjakym zptsobem souvisi?

Budeme se zabyvat nasledujicimi tvrzenimi:

Cantorova véta je diilezitou vétou v terorii mnozin. Ukazuje, ze mohut-
nost potenéni mnoziny je vzdy vétsi nez mohutnost ptivodni mnoziny. Jeji
ditkaz je forméalné jednoduchy. Déle zjistime, jak funguje Cantoriv diagondini
argument, ktery vyplyva z Cantorovy véty, resp. Cantorova véta je tedy jeho
zobecnénim. Byl pouzit pro dikaz nespocetnosti realnych ¢isel. Dale nas, jako
prvni, sezndmi s diagonalou.

Godelova véta je véta z matematické logiky. Tato kapitola bude o néco
obsahlejsi. Ukazeme, jak se tato véta dokazuje. Také si néco povime o zna-
mém Richardové paradoxu. Samotna Godelova véta byla dokdzana v roce 1931
a hned poté se proslavila svym vysadnim postavenim v celé moderni matema-
tické logice. Svou roli hraje v celé matematice, zejména v aritmetice a v teorii
mnozin. Gédelovi se s jeji pomoci podatilo dokéazat, ze nelze ,, sesbirat” vSechny
axiomy, aby axiomaticka teorie byla kompletni, neboli Gplna.

Problém zastaveni Turingova stroje bude poslednim tématem. V jeho
dikazu se dé také pouzit Cantortv diagonalni argument, proto budeme zkou-
mat, jak tento problém z teorie vycislitelnosti souvisi s tim z teorie mnozin
(Cantorova véta) a s druhym (Godelova véta) z oboru logiky. Problém zasta-
veni, jak je patrné z jeho nazvu, fesi, zda je mozné obecné rozhodnout, zda pro
libovolny pocitacovy program (také algoritmus) existuje Turinguv stroj, ktery
po jeho prijeti zastavi, tedy ukon¢i vypocet s néjakym vysledkem. Nebo nao-
pak bude v nekonecném cyklu a tedy stale pocitat. Odpovéd na tento problém
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nasel Alan Turing v roce 1936.
Shrnuti a porovnani probéhne v samostatné kapitole, v niz se budeme
zabyvat otazkou podobnosti danych problému a jejich dikaz.

Cil prace

Cilem préce je vytvorit matematicky dokument, ktery popisuje (resp. objas-
nuje) nasledujici véty a jejich diukazy:

Cantorova véta a jeji dusledky v matematice
Godelova véta a jeji dusledky v matematické logice
Problém zastaveni Turingova stroje a jeho vliv na informatiku.

VsSechna tato tvrzeni jsou negativnimi matematickymi tvrzenimi. Celd prace
ma za ukol zkoumat tyto slavné problémy. Poté bude hledat podobnosti a roz-
dily, ve kterych se od sebe lisi. Stézejni oblasti bude Kapitola o Godelové véte,

VvV



KAPITOLA

Cantorova véta

S porovnavanim velikosti nekonec¢nych soubort byl uz odeddvna problém a to
je jednim z diivodii, pro¢ az do konce 19. stoleti nebylo aktualni nekoneéno!
prijato do matematiky. Uz Galileo Galilei jej demonstroval s pouzitim ptiro-
zenych ¢isel N a jejich druhych mocnin @), kdyz srovnaval velikost téchto dvou
souboril.

Existuji dva pohledy.

1. 1, 2, 3, 4, 5,

N
Q ]" 47

2. N 1, 2, 3, 4, 5,
Q 1, 4, 9, 16, 25,

1. Druhych mocnin je méné, jelikoz jsou jen vybérem z prirozenych cisel
(jejich podmnozinou),

2. je jich stejné, protoze ke kazdému prirozenému mame jeho druhou moc-
ninu.

Je zrejmé, ze oba principy srovnavani, z nichz jeden tvrdi, ze jich je stejné,
a druhy, Ze jich je rizné, nemohou platit zaroven [1].

Uvazme prvni princip. Muzeme napiiklad definovat, ze A je vlastni pod-
mnozinou B pravé tehdy, kdyz A méa méné prvku. AvSak uz pro konecéné
mnoziny se muze stat, ze chceme porovnat mnoziny, které vibec v relaci ,, byti
podmnozinou® nejsou, napt. U = {1,2,3,4} a V = {a,b,c,d, e}. Oznacenim

'Problém byl (uz od Aristotela) s existenci nekoneénych souborti. Otdzka znéla, zda vii-
bec nekonecné soubory existuji. Povazujeme-li nekoneéné véci za jeden soubor (jeden hotovy
soubor), jednd se o aktudlni nekoneéno. Pfijmeme-li, Ze takové nekoneéné soubory existujf,
vyvstava dalsi otdzka, jakym zptsobem lze srovnavat jejich velikost. A zde se objevuje Ga-
liletiv paradox.



1. CANTOROVA VETA

|U | = 4, ¢imz minime, ze U obsahuje 4 prvky a |V | = 5 takze |U| < |V |
a pritom U ¢ V. Tedy pocet prvka téchto koneénych mnozin neni srovnatelny.
Také neur¢ime napriklad vztah mezi mezi S (sudymi) a L (lichymi ¢isly).

Druhy princip, jenz prijal Georg Cantor, je silnéjsi nez ten prvni. Je to
vidét uz na prikladu se sudymi a lichymi ¢isly. Je zalozeny na pojmu zobrazeni.
Dvé mnoziny maji stejny pocet prvki, kdyz mezi nimi existuje bijekce, funkce
f, kterd kazdému prvku z jedné mnoziny A priradi unikdtni prvek z druhé
mnoziny B a zaroven vycerpa vSechny prvky B, forméalneé:

(V21,22 € A) (01 # 22) = (f(1) # f(22)) A (Fy € B)(3= € A){y = /()

1.1 Mohutnosti mnozin

1.1.1 Bijekce

Definice 1.1.1. Mnozina je konec¢nd, pokud je mozné vytvorit bijekci
f:S—=A{1,...,n} proneN.

Zjistit velikost koneéné mnoziny je jednoduché. Pro mnozinu M = {1, 2,3}
plati, Ze pocet jejich prvka |[M| = 3. Ale jestlize se budeme ptat na mnozinu
vSech sudych ¢isel S = {2,4,6,8,...}, kolik je |S|? Tézko fici presné, jedina
odpovéd, kterd pripada v vahu je nekonec¢no. Tim zde ale mame problém, jak
pak dvé nekonecéné mnoziny porovnat. Takze otédzka, kterd z mnozin S nebo
pfirozend ¢isla N = {1,2,3,4,...} je vétsi, je problematickd, protoze porovna-
vat oo > oo nelze. My ale vytvorime bijekci, kterda ndm pomitze, tedy funkci
ktera kazdému jednomu prvku z prvni mnoziny priradi jiny prvek z druhé.
Nésledujici funkce f(x) = 2z tento pozadavek spliiuje a proto tvori bijekci
mezi prirozenymi a sudymi Cisly. Bijekce 1ika, ze ke kazdému jednomu patii
jiny. Z toho vyplyva, Ze je jich stejny pocet, a zZe jsou ekvivalentni.

S~N
Definice 1.1.2. Pro dvé mnoziny A a B plati:

o Aa B jsou ekvivalentni (A ~ B) pravé tehdy, kdyz existuje bijekce mezi
prvky mnoziny A a prvky mnoziny B.

o Existuje-li prosté zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B, pak Fekneme,
ze A je subvalentni B, zapisujeme A < B.

o Pokud plati A < B a neplati A ~ B, pak zapisujeme A < B.

Mnoziny A a B jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz existuje bijekce z A do
B. To znamena, Ze je mozné vytvorit dvojici [a,b], kdy a € A a b € B, prvky

4



1.1. Mohutnosti mnozin

této dvojice z obou mnozin odebrat a opakovat (tvorit a odebirat) s A a B,
kterym byl prvek odebran do té doby, nez z obou mnozin zlistanou prazdné
mnoziny. Pokud nelze obé mnoziny vyprazdnit v jednom kroku, neni mozné
vytvorit bijekci. Pokud jiz prazdné byly, je to v poradku, a prohlasime je
za ekvivalentni.

Ukéazka na sudych S a lichych [ ¢islech, kde intuice napovidé, ze by jich

meélo byt stejné. Po vytvoreni dvojic [1,2], [3,4], [5,6],... je mozné napsat,
ze kazda dvojice je [I,1 + 1] nebo [s — 1,s]. Tim je vytvofena bijekce mezi
mnozinami § a [, a lze tak Tici, Zze jsou stejné velké S~ [ (|S|=|L|).

1.1.2 Prirozena c¢isla

Je snadné urcit, ze néjakd mnozina je ekvivalentni s prirozenymi c¢isly. Staci
jeji prvky usporadat a ocislovat.

Tvrzeni 1.1.1. Tyto mnoZiny jsou ekvivalentni s prirozenymi ¢isly:
1. celd cisla Z
2. sudd ¢isla S (resp. lichd cisla L)
3. usporadané dvojice prirozenych cisel N x N
4. raciondlni c¢isla Q

Pozndmka 1.1.1. Takovyto pristup obsahuje rozreseni Galileova paradoxu.

N =~ @. Pouzijme bijekci, kterd kazdému prirozenému ¢islu priradi jeho druhou

mocninu, f(z) = x2.

Diikaz. 1. Z — neformalné naznac¢ime dikaz takto: pfrirozena ¢isla N zapi-
seme do posloupnosti (1,2,3,4,5,...) a vytvorime zobrazeni na posloup-
nost takovouto (0,1, —1,2,-2,3,...).

2. S (resp. L) —1ze si pomoci funkce f(x) = 2z (resp. f(z) = 2z —1) tvofit
bijekci mezi prirozenymi a sudymi (lichymi) ¢isly.

3. NxN — ocislovani usporadanych dvojic (i, j) predpisem MQ(HJ_U +J
vznikd {(1,1),(2,1),(1,2),(3,1),(2,2),(1,3),(4,1),...}

4. Q — podobné jako predchozi priklad. Namisto (i, j) piseme %, pak dvojice

které reprezentuji stejnou hodnotu (% a %) zapsat pouze jednou. Tak
vznikne QT a celé Q vznikne jako v prvnim bodé pro Z

O

Pozndmka 1.1.2. Pokud existuje bijekce mezi mnozinou A a prirozenymi Cisly,
potom nazyvame A souborem spocetnym, neboli 1ze jej o¢islovat prirozenymi
¢isly. Tedy vsechny uvedené mnoziny jsou spocetné.



1. CANTOROVA VETA

1.1.3 Mohutnosti mnozin

Definice 1.1.3. Mnozina A je konecnd, jestlize existuje bijekce A na néjaké
prirozené ¢islo n € N. Pak definujeme, ze mohutnost mnoziny A je n,

|A| = n.
Mohutnost prirozenych ¢isel se nazyva spocetna, oznacuje se symbolem Ng.
IN| = Np.

Definice 1.1.4. (Srovndni mohutnosti mnozin.) Necht A, B jsou dvé mnoziny,
|Al, |B| oznacuji jejich mohutnosti.

« (A= B)« (4] <|B])
« (A=< B) <« (4] <|BJ)

Podle véty 1.1.1 jsou mnoziny sudych ¢isel, celych ¢isel i raciondlnich ¢isel
ekvivalentni s mnozinou prirozenych ¢isel. Jsou tedy také spocetné.

Véta 1.1.2. Plati:

e Pro kazdé dve mnoziny A, B, plati pravé jeden ze vztahi

[ Al = [B], |A] < |BJ,|A] > |B|

e Je-li B C A, pak |B| < |A| (zkratka za: |B| < |A| nebo |B| = |A]|)

Diikaz. Dukaz neni trividlni, a proto odkazi na knihu [2], s. 166. Jestlize pri-
jmeme axiom vybéru, pak lze kazdou mnozinu dobfe usporadat, tedy kazda
mnozina mé své kardinalni ¢islo. Kardinalni ¢isla 1ze dobfe usporadat. Tedy
mohutnosti kazdych dvou dobre usporadanych mnozin lze porovnat. O

1.1.4 Mohutnost realnych cisel

Otéazka je, zda je mnozina redlnych cisel R spocetna, tj. zda R ~ N. Proza-
tim budeme uvazovat pouze interval redlnych ¢isel (0,1) Jinak feceno, jestli
je mozné vytvorit jednoznacné zobrazeni z N do (0, 1) neboli redlna ¢isla z in-
tervalu (0, 1) oéislovat prirozenymi ¢isly. K vyvraceni predpokladu N = (0, 1)
se pouziva Cantorova diagondlni metoda.

Véta 1.1.3. Plati: N % (0,1).

Dikaz. Postupujeme sporem. Predpokladame, Ze interval redlnych cisel (0, 1)
je spocetny, tedy jej muzeme usporadat a ocislovat prirozenymi ¢isly.
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1.1. Mohutnosti mnozin

i = 1 2 3 4
m= 0, 1 4 3 8
o= 0, 7 5 1 6
rg= 0, 6 3 4 7
= 0, 1 6 8 0

rp=d= 0, 1 5 4 0

d= 0, 8 4 5 9
Tabulka 1.1: Spocetnost realnych ¢isel

1. Cisla zapiseme do seznamu
2. Kazdé cislo 1ze ,,zapsat”® v desetinném rozvoji 0, . ..

3. Proilustraci vytvorime c¢islo d konstrukei pies diagonalu, aby bylo vidét,
o které cifry se jedna. V cisle r; na pozici ¢ se nachazi «, d je tedy slozeno
tak, Ze na i-tou pozici zapiSeme «.

4. Poté vytvorime ¢islo d'. Do ¢isla d' vlozime 8 = 9 — « na pozici i. Pro
priklad v pifedchozim bodé by bylo d’ = 0,8459. . ..

5. Cislo d je zfejmé realné (jelikoZ vsechny desetinné rozvoje reprezentuji
redlné ¢islo) z intervalu (0, 1).

6. M¢élo by tedy existovat r, = d’ pro néjaké n, jelikoZ jsme predpokladali,
ze v posloupnosti (ri,72,73,...) jsou vSechna redlnéd ¢isla z intervalu
(0,1).

7. Avsak kvuli konstrukci v bodé 4 je ¢islo d alespon v jedné ciffe roz-
dilné od vSech ¢isel r v posloupnosti. Tedy ¢islo d’ se v posloupnosti
(r1,72,73,...) nevyskytuje.

8. To je spor s predpokladem, ze v seznamu se nachézi vsechna redlné c¢isel
z intervalu (0, 1).

Odtud plyne, ze interval (0, 1) neni spocetny.[3] O
Pozndmka 1.1.3. Konstrukéni predpis v dikazu vyse (1.1.4) pro d’' je obméni-

telny. Stejné tak i ¢iselnd soustava. Ukdzeme pro dvojkovou soustavou:

Z dukazu 1.1.4 plyne, ze redlnd ¢isla na intervalu (0, 1) maji vétsi mohut-
nost nez prirozend ¢isla. Tudiz i redlnych c¢isel je nutné vice nez prirozenych
1.1.2



1. CANTOROVA VETA

i= 1 2 3 4
m= 0, 1 1 0 1
o= 0, 0 1 1 0
rs= 0, 1 1 0 0
ra= 0, 1 1 0 1

d= 0, 1 1 0
d= 0, 0 0 1

Tabulka 1.2: Spocetnost redlnych ¢isel ve dvojkové soustave

Véta 1.1.4. Mohutnost intervalu (0,1) je stejnd jako mohutnost R tedy
R = (0,1)

Diikaz. f(x) = tan((z — 3)7) je piedpisem funkce (bijekce) z intervalu (0,1)
do celych redlnych cisel R. O

Véta 1.1.5. Necht M C N. Potom mnozina M md mohutnost mensi nebo
rovnou nez mnozina IN.
MCN=M=<N

Diikaz. Méjme mnozinu M C N. Uvazime-li identické zobrazeni, pak nutné
M < N.
O

Véta 1.1.6. Mohutnost prirozengch cisel je mensi nez redlnych.
N<R

Diikaz. Vime, ze N C R, identita je prosté zobrazeni N do R. Je tedy N < R.
Avsak podle vét 1.1.4 a 1.1.3 dostavame, ze R % N. O
1.1.5 Mohutnost potencni mnoziny

Zobecnénim predchozich tvrzeni je Cantorova véta.

Véta 1.1.7 (Cantorova véta). Pro libovolnou mnoZinu x md potencéni mnozina
P(x) obsahujici vsechny podmnoZiny mnoziny x vétsi mohutnost nez x.

x < P(x)

Diikaz. Necht X je libovolnd mnozina a P(X) mnozina vsech podmnozin X
(tzv. potenéni mnozina). Tvrzeni, ze P(X) ma vétsi mohutnost nez X, je
ekvivalentni tomu, Ze neexistuje prosté zobrazeni z X do P(X), které by bylo
na (surjektivni). Sporem:
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1.2. Cantortiv paradox

1. Pro spor predpokladejme, ze existuje prosté zobrazeni f : X — P(X),
které je na. Tedy pro kazdy prvek A € P(X) existuje néjaké z tak, ze
flw) = A,

2. Nyni definujme podmnozinu Y C X, ze Y ={x € X : z ¢ f(x)}

3. Y obsahuje ty prvky X, které nejsou ve svém obrazu daném zobrazenim
f. Y je zrejmé podmnozina X a tedy musi existovat y € X tak, ze
Y = f(y). Mohou tedy nastat dvé moznosti:

a) y € Y, tojealespor s definici Y, podle které y ¢ f(y), ale f(y) =Y,
b) y ¢ Y, jenze pak z definice Y plyne y € f(y) a podle predpokladu
Y = f(y) musi platit y € Y, coz je opét spor.

Existence zobrazeni f : X — P(X), které je na, vede ke sporu a tedy P(X)
mé vzdy vétsi mohutnost nez X.

flz1)  flza) f(x3)  f(za) v

= 1 1 0 1 0
o= 0 1 1 0 1
3= 1 1 0 0 0
zi= 1 1 0 1 1
y= 0 0 1 0 ... 7

Tabulka 1.3: Cantorova véta

Disledek 1. FEzxistuje nekonecné mnoho nekonecnijch mohutnosti.

Diikaz. Potenéni mnozina priroznych ¢isel ma vétsi mohutnost nez prirozena
¢isla. Potenéni mnozina poten¢ni mnoziny ma zase vétsi mohutnost atd.

N < P(N) < P(P(N)) < ...

1.2 Cantortv paradox

Paradox s nimz ptisel Georg Cantor v roce 1899 se tykal mnoziny vSech mnozin
a jeji potencnich mnoziny.

Paradox 1.2.1 (Cantortuv paradox). Méjme universalni mnoZinu vSech mno-
zin' V', pak jeji P(V') md zdrover mensi nebo rovnou a zdroven vétsi mohutnost
nez V.



1. CANTOROVA VETA

Drikaz. Uvazujme o mnoziné V' vSech mnozin. Kazda jeji podmnozina je jejim
prvkem. Neboli P(V) CV atedy P(V) < V.
Zaroven vsak podle Cantorovy véty mé jeji potenéni mnozina P (V') vétsi
mohutnost nez samotna V, V< P(V). A to je spor.
O

1.3 Vyznam

Lékem na paradoxy teorie mnozin, jako je ten zminény vyse, bylo vytvoreni
axiomatické teorie mnozin, kterd vyloucila objekty podobné mnoziné vsech
mnozin i dalsi problematické mnoziny a zacala je nazyvat tiidami, pro které jiz
vlastnost, jako mit potenéni mnozinu, nemé smysl a tudiz ani neni definovana.

Z Cantorovy véty plyne, ze pro kazdou nekone¢nou mnozinu existuje mno-
zina s fadové vétsi mohutnosti. To znamend, Zze mame riazné velikd nekonecna.
Byla vytvorena teorie mnozin, ktera zkoumad vlastnosti a vztahy mezi neko-
necnymi kardindlnimi ¢isly znacenymi N. Vznikly i dalsi moznosti, jak vytvorit
kardindlni ¢isla. V knize [2] se ¢tenar muze dovedét vice.

Avsak ani v axiomatickém systému teorie mnozin nelze urc¢it, zda existuje
néjaka mnozina, jejiz mohutnost by byla vétsi nez mohutnost N a mensi nez
mohutnost R. Cantor se domnival, Zze tomu tak neni, a Zze mohutnost realnych
¢isel je prvni nésledujici za mohutnosti prirozenych ¢isel neboli R &~ X;. To se
nazyva hypotéza kontinua.

Ukéazalo se, ze tato hypotéza neni z axiomii teorie mnozin ani dokazatelnd
ani vyvratitelna. Jednd se o tzv. nezavislé tvrzeni.
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KAPITOLA

Godelova véta

2.1 Hilbertiv program

V dobé kdy vznikl Goédeluv dukaz (1931) si matematici dali za kol sepsat
vSechna pravidla (axiomy), kterd plati, a ze kterych se bude dat vse odvo-
dit. S timto tkolem prisel David Hilbert, ktery formuloval cile tzv. Hilbertova
DProgramu.

Hilbertiv program mél formalizovat matematiku, jinymi slovy zavést for-
malni systém, ktery bude mit sviij formélni jazyk, ve kterém bude mozné
zapsat veskerd matematickd tvrzeni a budou platit pravidla podle kterych
bude mozné pracovat s témito tvrzenimi. Tento systém bude:

e Uplny — kazdé pravdivé tvrzeni bude moiné v ramei systému dokaza-
telné. Jinymi slovy kazda formule bude dokazatelnd ¢i vyvratitelna du-
kazem jeji negace.

o Bezesporny (konzistentni) — bude obsahovat dukaz, ze nelze zkonstruo-
vat kontradikce. Tedy neplati formule i jeji negace zaroven. Taktéz by
tento dukaz mél obsahovat konecny pocet formuli o konec¢nych matema-
tickych objektech.

e Rozhodnutelny — mél by byt k dispozici algoritmus k rozhodnuti zda
dané tvrzeni v systému plati, ¢i naopak.

e Uzavreny — dikaz, ze vysledky ziskané s pouzitim , idealnich objektt“
je mozné dokdzat i bez pouziti takovych ,,idedlnich objektu“.[4]

A pravé Kurt Godel dokazal, ze takovy cil, kdy je systém zaroven beze-
sporny i Uplny, je neuskutecénitelny.
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2. GODELOVA VETA

2.2 Paradoxy

Matematicka logika se zabyva nejriznéjsimi tématy a jednim z nich jsou para-
doxy. Paradox je slovo pochéazejici z feckého paradozos, slozeného z predpony
para- a kmene dozxa. Doxa se bézné preklada jako minéni, tvrzeni o nécem,
i kdyz mtze mit vyznam zdani, pare- naproti tomu oznacuje néco vedle, pri
nebo proti nécemu.

Paradoxy tedy byly znamy jiz ve starém Recku, kde mély nékolik funkei.
Prvni jako ukazatel nespolehlivosti nasich smysli pfi poznavani svéta, dalsi
jako hricky pro pobaveni, anebo byly vysvétlovany jako podivné a tajemné
tukazy, mozna vedouci k priniku do hlubsiho stupné naseho poznani.

Paradox je tedy tvrzeni, které si alespon zdanlivé protiteci. Odbornéji:
pokud muzeme v néjaké teorii formulovat paradox, znamena to, bud ze je
sporna nebo ze je néjakym zpiisobem neuplna.

Logicky paradox, o kterém je dalsi sekce, ma vlastnost autoreference, tj.
schopnost ,,mluvit o sobé samém®, ktera, jak uvidime, bude uzitec¢na.

2.3 Paradox lhare

Prvni nejstarsi vyskyt paradoxu lhdre byl z antiky. Byl idajné vysloven Eu-
bulidem z Milétu. Paradox lhéare je prikladem autoreferen¢niho paradoxu a je
mozné jej obménit v rtuznych dalSich variantach, ale zdalo se, Ze na moderni
logiku se nevztahuje, protoze se nenachazi v ,,sémanticky uzavieném jazyce®,
takZe nemuze vypovidat sdm o sobé.

Paradox 2.3.1. FEubulides: ,MuZz 1ikd, Ze [Ze. Je to co Tekl pravda nebo leZ?%

Podle principu ,, vylouceného tretiho* tento muz bud mluvi pravdu anebo
nemluvi pravdu, tedy lze.

o Jestlize mluvi pravdu, pak 1ze, coz je spor.

o Jestlize 1ze, pak plati negace toho, co rika, tedy neni pravda, ze lZe neboli
mluvi pravdu, coz je zase spor.

Za predpokladu, ze véta je bud pravdiva nebo nepravdiva. Obé varianty vedou
ke sporu, tedy se jedna o paradox.

Alfred Tarski zjistil, Ze tento paradox se nachazi pouze v ,,sémanticky
uzavienych jazycich“, jsou to takové jazyky, které vlastnim vétam dovoluji
vypovidat o pravdivostni hodnoté jinych vét, nebo dokonce i o své vlastni.
Podobné jako v tomto paradoxu, nachézi se zde predikdt pravdivosti (mluvi
pravdu x l7e) a zaroven vypovida o vlastnim tvrzeni (vedlejsi vétou).
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2.4. Richardiv paradox

2.4 Richarduav paradox

Nasledujici text v celé této kapitole vychazi z knihy Nagela a Newmana Go-
deluv dukaz [5].

Mluvime-li o néjakém formalnim systému, napf. matematice, je tfeba za-
sadnim zptisobem rozlisit tvrzeni matematickd (1 + 1 = 2) od tvrzeni o ma-
tematice, tedy od tvrzeni metamatematickych (,1 + 1 = 2“ je jednoducha
rovnice). Pak je ovSsem tieba zodpovédét otazku, jakym zptusobem metama-
tematickd tvrzeni (a tedy naSe dvahy a dikazy o tomto systému) formulo-
vat — neni totiz zase tak obtizné zdanlivé vyvodit spor v ngjakém formalnim
systému, jestlize zpusob, jakym o tomto systému budeme mluvit (naptiklad
prirozeny jazyk), bude mit mnohem silnéjsi vyjadfovaci schopnosti nez systém
samotny (coz zfejmé piirozeny jazyk spliuje).

Prikladem takového zdanlivého sporu je tzv. Richarduv paradoz, ten se
vétsinou uvadi ve zkracené podobé, kterd je nepresvédciva. Tou je paradox sta
slov.

Paradox 2.4.1 (Paradox sta slov). Ceskd abeceda obsahuje konecné mnoho
pismen. Proto ceskych slov majicich méné neZ sto pismen je také konecne
mnoho. Stejné tak i vsech ceskych vet obsahujicich méné nez sto slov (s méné
nez sto pismeny) je konecné mnoho. Jen nékteré z téchto vét definuji jedno-
znacné néjaké prirozené cislo (napriklad ,Padesdt sest“ nebo , Treti mocnina
nejvétsiho dvandcticiferného prvocisla®). Tedy vsech vét v cestiné magjicich
méneé nez sto slov, z nichZ kaZdé obsahuje méné neZ sto pismen ceské abecedy,
které definuji néjaké prirozené cislo, je jen konecné mnoho. Vsech prirozenych
cisel je vsak nekonecne mnoho. Proto musi existovat prirozené cislo, které
zZdadnou vétou splnujici viyse popsané podminky definovat nelze, a tedy existuje
nejmensi takové prirozené cislo. Pak ovsem veta ,Nejmensi prirozené cislo,
které neni mozné definovat pomoci véty o méné nez sto slovech, z nichz kazdé
md méné neZ sto pismen ceské abecedy” je vétou o méné neZ sto slovech,
z nichZ kaZdé md méne nez sto pismen ceské abecedy, kterd toto cislo definuje.
Tedy cislo, ndlezejici mezi c¢isla nedefinovatelnd, je zdroven definovdano prdvé
touto vétou.[6]

Samotny Richardiv paradozx zni takto:

Paradox 2.4.2 (Richarduv paradox). Uvazujme libovolny prirozeny jazyk
a mnozinu prirozenych cisel N. Ddle predpoklddejme, Ze v daném prirozeném
jazyce lze o prirozenych cislech mluvit a prirazovat jim tak rizné vlastnosti,
jako napr. ,byt sudé®, , byt prvocislo, ,,mit jako posledni cifru jednicku* apod.
Jestlize vychdzime z toho, Ze kazdy prirozeny jazyk obsahuje pouze konecné
mnoho slov, pak kazdd takovd formulace vlastnosti ¢isel je také konecnd a mai-
Zeme véechna tato tvrzeni o cislech lexikograficky usporddat(abecedné seradit)
a tim kaZdému turzeni priradit néjaké poradsi.
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2. GODELOVA VETA

Shodou okolnosti se vsak mize (ale nemusi) stdt, Ze ¢islo (poradi) urcitého
turzeni bude mit vlastnost, kterou toto tvrzeni formuluje — napriklad Ze na 4.
misteé bude tvrzeni ,byt sudé“ O takovém cislu prohldsime, Ze neni Richar-
dovské a obrdcené ostatni ¢isla tvrzend (ta, kterd nemaji vlastnost popisovanou
timto tvrzenim) oznacime jako Richardovskd.

Tim jsme ovsem opét korektné formulovali vlastnost prirozengch cisel (,byt
Richardovské®). Takové turzeni tedy nutné je zahrnuto v nasem uspordddni
a md néjaké poradi n. Ptejme se nyni, zda pro n plati, Ze je Richardovské.
Jestlize ano, pak nemd vlastnost, kterou popisuje n-té tvrzent, tedy nemd vlast-
nost ,byt Richardovské” a tedy neni Richardovské. Naopak, pokud by n nebylo
Richardovské, tak md vlastnost, kterou popisuje n-té tvrzent, tedy mad vlastnost
L0t Richardovské“ a tedy je Richardovské. Zkratka n je Richardovské prdve
tehdy, kdyz neni Richardovské a spor je na svéte.

r=1|1 2 3 4 n
1) ,¢cislo z je liché* 1 0 1 0 ?
2) ,cislo x je sudé” 0 1 0 1 ?
3) ,cislo z je kladné“ 1 1 1 1 1
4) ,¢islo x ma jako posledni cifru 1 0 0 O ?
jednicku*
n) ,c¢islo x je Richardovské* o 0 0 1 ... 727

Tabulka 2.1: Richardtv paradox

Klicovy problém paradoxu spocivd v odliSeni pfirozeného jazyka (meta-
jazyka) od jazyka specidlniho, uré¢eného pro mluveni o objektech néjaké uzsi
oblasti naseho zajmu. Je povoleno mluvit prirozenym jazykem o jazyce spe-
cidlnim, ne vsak mluvit pfirozenym jazykem o jazyce prirozeném ani mluvit
specidlnim jazykem o jazyce specialnim ¢i prirozeném. D4 se to predstavit
jako trovné a je zakazdno hovofit o tirovni stejné ¢i vyssi. Richardtv paradox
zase mylné predpokladé, ze v puvodnich vSech vlastnostech se jiz nachazela
vlastnost ,, byt Richardovskym ¢islem®, jenze to neni pravda. Tu jsme si do-
definovali. Navic definice trpi nekone¢nym odkazem na sebe samu, jenz nikdy
nemiuzeme ohodnotit, neboli se ptame zas na definici, kterou chceme prave
definovat: pouziva se pro definici soubor definici, ve které se sama nachéazi.

,» Byt Richardovskym® bylo dodefinovino v jazyce vyssiho fadu. Takova
vlastnost nikdy nemohla byt ve vyctu vlastnosti patiicich do matematiky
(matematika samotna neobsahuje vlastnost , byt Richardovskym®). A prévé
tomuto se Godel genidlné vyhnul pravé zplsobem popsanym v kapitole 2.6
s nazvem Schéma Gédelova argumentu.
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2.5. Godelova numerace

2.5 Godelova numerace

Godelova numerace neboli ¢islovani je postup, kterym se k jakékoli spravné
sestavené formuli priradi jedineéné éislo (Godelovo éislo), tak, ze z néj lze
zpétné ,,dekdédovat” presny tvar ptuvodni formule. Kurt Godel v podstaté vy-
tvoril zobrazeni formuli do pfirozenych ¢isel a zpét. A navic pii vypoctu téchto
¢isel zjistime, ze lze pritazovat ¢islo i symbolu a hlavné i posloupnostem for-
muli. Posloupnost formuli totiz reprezentuje dikaz. Bude klicové, aby také
mél své Godelovo ¢islo.

Urceni Godelova ¢isla pro celou formuli (tj. posloupnost takovych symbolit)
probihé tak, ze kazdému symbolu se prifadi po radé prvocislo umocnéné na
Godelovo ¢islo daného symbolu a ¢islo celé formule je souc¢inem téchto umoc-
nénych prvocisel. Tento postup je jednoznacény a diky faktorizaci (tj. rozkladu
¢isla na souc¢in) se daji zpétné rekonstruovat formule z Godelovych ¢isel.

Postup neni fixné dany, existuji obmény v definicich. Hlavni je princip,
ktery Godel vyuzil.

Potteba bude zakdédovat preklad, k tomu nam pomohou tabulky 2.2, 2.3
a ilustrace v tabulce 2.4, inspiraci pro tyto tfi tabulky jsem nasel také v [5].

Symbol | Godelovo ¢islo  Vyznam

negace

nebo

implikace

existenc¢ni kvantifikator

rovnost

nula

naslednik

interpunkéni znaménko
interpunkéni znaménko
interpunkéni znaménko
scitani

nasobeni

X‘I’“ —_—~n O || L|_|»U/<_|
— =
—_ o © 00N Otk W

—
[\

Tabulka 2.2: Gédelovo ¢islovani — Konstanty

Ciselné proménné Godelovo cislo
T 13
Y 17
z 19

Ciselné proménné patii k prvocislim vétsim nez 12.

Tabulka 2.3: Godelovo ¢islovani — Proménné
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2. GODELOVA VETA

Nejlépe se da ¢islovani vylozit na prikladu.
Vezméme formuli (z = 0). Prevedeme ji nasledujicim zptsobem.

l
3

00— —~
—

ot <— ||
S+ O
© 4~ —

Je vsak potreba formuli prifadit pouze jedno cislo, nikoli posloupnost.
Bude jim nasobek po sobé jdoucich prvocisel umocnénych na dana Godelova
¢isla.

f=28x38 x5 x70x11°

Tim méme cislo formule, jesté je mozné spocist slibované cislo posloup-
nosti formuli, pouzivanych v dukazech. Postupuje se stejné, jako kdyz jsme
spojovali ¢isla symbolt do ¢isla formule, jen ted spojujeme ¢isla formuli do
¢isla posloupnosti formuli. Pro pripad dvou po sobé jdoucich formuli s ¢isly
m a n by vztah vysledného ¢isla [ byl [ = 2™ x 3™.

Ukéazali jsme si, ze je mozné ,, zakédovat® kazdy symbol, formuli i posloup-
nost formuli. Zbyva jesté ukazat ,,cestu zpét“. K tomu nam pomuze faktorizace
a tabulka Godelovo ¢islovani — Postup.

243 000 000

64 x 243 x 15 265

26 % 35 x 56

)
@)

D —
ot ||
S 4—

0=0

Tabulka 2.4: Goédelovo ¢islovani — Postup

Je nutné si povsimnout, ze uzitim Godelova ocislovani lze mluvit o arit-
metickych formulich opét prostfednictvim aritmetiky samotné. Takto lze na-
priklad vyjadrit, ze formule z naseho piikladu s Gédelovym ¢islem f zahrnuje
symbol ,,=“ tak, ze prvociselny rozklad ¢isla f obsahuje pravé patou mocninu
prvocisla pét, coz lze aritmeticky vyjadrit. Godel zalozil svij dukaz pravé na

vvvvvv

se o (ne)dokazatelnosti néjakého tvrzeni.
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2.6. Schéma Godelova argumentu

2.5.1 Dokazatelnost

Godel genialné pouzival termin dokazatelnost namisto primych tvrzeni. Tak
jako existuje aritmetické tvrzeni , obsahuje ¢islici“, tak zadefinoval tvrzeni je
dokazatelné z posloupnosti formuli. Mame tedy dem(z,y)*, jenz tvrdi: ,,Po-
sloupnost formuli s ¢islem x je dikazem formule s ¢islem y.“ Fakt, pro¢ je
mozné toto definovat byl odvozen z jistého vztahu, stejné tak, jako byl zadefi-
novan vypocet ¢isla posloupnosti I = 2™ x 3™. Existuje jista relace mezi [ a n,
i kdyz nijak jednoduché.

Pozndmka 2.5.1. Pokud kterékoli ¢islo vlozené jako argument do funkce dem
neni Godelovym ¢islem, funkce vraci hodnotu 0 znamenajic, ze nic ,,nedemon-
struje”.

2.5.2 Nahrazovani

Posledni zalezitosti, kterou je tfeba podat pfed samotnym jadrem Godelova
diikazu, je posledni funkce s ndzvem sub. Jeji argumenty jsou tri: Gédelovo
¢islo formule, ¢islo proménné a dosazené ¢islo. Funkce sub(x, 17, z) ma za tikol
vzit formuli s Godelovym ¢islem 2 dosadit za proménnou y (ta mé Godelovo
¢islo 17) ¢islo z. Na ptikladu by to vypadalo takto: z je ¢islo formule (3x)(z =
sy), kterd tvrdi, ze y na bezprostiedniho néslednika x, z bude rovno 0 (a stale
je 17 Godelovym ¢islem proménné y), pak ¢islo s = sub(z, 17, z) reprezentuje
formuli (3z)(x = s0) a je spocetné. Funkce sub se bude ¢asto pouzivat ve tvaru
s = sub(x, 17, ) jejiz viznam je, ze do formule s ¢islem z dosad za proménnou
y Cislo formule .

2.6 Schéma Godelova argumentu

Zacatkem bude obecny rozbor v péti krocich, aby bylo mozné sledovat cely
postup.

Prvnim krokem je zkonstruovat formuli G, ktera tvrdi: ,, Formule G je ne-
dokazatelna.“ Ta bude pouzita podobné jako se pouzivd v Richardove
paradozu (2.4.2) tvrzeni , ¢islo x neni Richardovské*. Zde se tedy bude
pouzivat formule s (Godelovym) ¢islem g je nedokazatelnd.

Druhym krokem je to, co také vyplyva z Richardova paradoxu, ze formule G
je dokazatelna pravé tehdy, kdyz je dokazatelnd jeji negace ~G. To zni
jako dalsi paradox, ale je zapotiebi tento fakt spojit s ,,bezespornosti*
systému. A tim padem z toho plyne, ze: Pokud je systém bezesporny,
pak je formule G forméalné nerozhodnutelna. To znamend, Ze neni roz-
hodnutelna G ani —G.

*,dem“ je zde zkratka z némeckého ,, Demonstration®, tj. dikaz
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2. GODELOVA VETA

Co vice, tretim krokem bude ukazano, ze formule G i pres to, ze neni formalné
rozhodnutelnd, je i tak pravdiva.

Predposlednim krokem bude ukézat, co vyplyva z kroku predchozich a tim
je, ze systém neni Uplny, jelikoz obsahuje formuli G, kterd neni rozhod-
nutelnd v ramci systému, ale presto vime, ze je pravdiva. Jako kdyby
v systému néjaky axiom chybél, na to vsak Godel odpovida tim, Ze sys-
tém je podstatné neuplni.

Finalnim krokem k zavrSeni je ukazat konstrukci formule A, ktera tvrdi, ze
systém je bezesporny. Podarilo se dokdzat formuli A = G, G plati (ze
tfettho bodu). AvSak formule A dokazatelnd neni. To znamend, Ze beze-
spornost systému nemuze byt dokdzana zadnou posloupnosti odvozeni
v ramci daného systému. Tim se mysli, Ze at se udélaji jakakoli odvozeni,
dokazat bezespornost systému v ném samém je nemozné.

2.7 Godelova véta

Véta 2.7.1 (Godelova véta). Kazdy formdlni systém zahrnugjici alespon arit-
metiku prirozengch cisel bud neni bezesporny, nebo neni uplng.

Diikaz. Godel ukézal, jak lze s pomoci jim definovaného ocislovani sestrojit
formuli G, kterd (sama o sobé) tvrdi, ze ,,G neni dokazatelnd“.
Konstrukce je nasledujici:

Vezméme formuli (3x)(dem(z,y)) znamenajici: , Formule s ¢islem y je doka-
zatelnd.”

Vytvorime jeji negaci —(3x)(dem(z,y)).

Pokro¢ime dal a rozsifime za y dosadime formuli sub(y, 17,y), dohromady
—(3z)(dem(z, sub(y, 17, y)))-

V mezikroku definujeme n. Hodnota n je rovna Godelovu ¢islu této formule:

—(3z)(dem(x, sub(n,17,n))).

Vyuzijeme funkci sub, k tomu abychom nahradili vyskyty y za ¢islo formule
sub(n,17,n), tak dostaneme formuli —(3x)(dem(x, sub(n,17,n))), ktera
tvrdi: , Formule s ¢islem n po nahrazeni vSech proménnych y za cislo n
nemad zadny dukaz.“

Tim méme slibenou formuli G: —(3x)(dem(z, sub(n,17,n))) s vyznamem:
,Formule s ¢islem n po dosazeni proménnych y c¢islem n nemé dikaz.”
Tato formule ma vsechny proménné kvantifikované, takze lze o ni roz-
hodnout zda je pravdiva, ¢i ne, zdroven o sobé tvrdi, Zze neni dokazatelna.

Cislo g je tedy rovno sub(n,17,n).
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2.8. Ddsledky

Jadro jeho postupu spociva v tom, ze presné ukézal, jak 1ze najit ¢islo g,
jenz je Godelovym cislem formule G, kterd pro rekapitulaci tvrdi: ,, Formule
s Godelovym ¢islem g neni dokazatelnd“, a jak tuto formuli zpiisobem uve-
denym v predchozim odstavci vyjadrit, tedy —(3x)dem(x, g). Co ovsem plyne
z G?

o Je-li G dokazatelna, pak plati G, tj. ze G neni dokazateln4.
o Naopak, neni-li G dokazatelnd, pak plati to, co G tvrdi.

Vysledkem je, ze G je dokazatelna pravé tehdy, kdyz —G je dokazatelna, tedy
spor.

Urcité plati, ze systém obsahuje G nebo =G, pak ale neni bezesporny, ale
jestlize bezespornost pozadujeme, pak nesmi dany systém obsahovat G ani —G.
Formule G je v daném systému nerozhodnutelné, nebot neexistuje zadny dikaz
formule G. Tim se dostavame ale k tomu, Ze formule G je pravdivd, nebof
presné to G sama o sobé tvrdi, ze neni dokazatelna. To nés vede k faktu, ze
jsme nasli pravdivou formuli, jenz neni v systému dokazatelna, proto muzeme
tvrdit, ze systém je netplny.

Zatimco opacné plati, ze pokud je systém tuplny, pak obsahuje G i =G
a tedy neni bezesporny, timto je Gddelova véta dokazana.

O

Pozndmka 2.7.1. Kromé toho Godel také dokézal, ze takovy systém je tzv. pod-
statné netdplny. Tim je mysleno, Ze neexistuje konecné mnoho axiomu, kterych
by mohlo byt priddno, aby byl systém tplny. Plyne to z podstaty konstrukce
formule G, kterd nezavisi na systému jako takovém, takze v pripadé ze pfi-
dame puvodni G mezi axiomy, tvorime novy systém ve kterém stile je mozné
vytvorit G, pro kterou bude platit vySe uvedeny spor.

2.8 Duasledky

Prvni Godelova véta nachdzi omezeni kazdého formdlniho systému zahrnuji-
citho aritmetiku. Proto se dotykd mnoha védnich oblasti zahrnujicich logiku,
matematiku, informatiku i filosofii. Pro informatiku mé zasadni vyznam v te-
orii vydcislitelnosti, protoze klade omezeni na jakoukoli vypocetni silu pouzi-
vanou pro algoritmizaci tiloh. Tou nejzndméjsi ilohou, na kterou se podivame
i v dalsi kapitole, je tzv. ,, problém zastaveni®.
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KAPITOLA 3

Turinguv stroj — problém
zastaveni

Turinguv stroj (T'S) je teoreticky model pocitace pouzivajici se v teorii vy¢cis-
litelnosti pro vypocty. Nas bude zajimat problém zastaveni, jelikoz je dal$im
negativnim matematickym tvrzenim, které iika, ze T'S nemuze rozhodnout
jestli jiny T'S zastavi a tedy nam vrati néjaky vysledek, at uz je spravny nebo
ne, a nebo nezastavi a tedy se vysledku nikdy nedockime.

Ctenafi, ktefi znaji pojem Turingtv stroj a terminologii s nim spojenou,
mohou pokracovat sekci Univerzdlni TS.

Veskeré vysvétlované pojmy v této kapitole jsou vybrané z [7].

3.1 Zakladni pojmy

Algoritmem minime mechanizovany postup instrukci, které lze realizovat na
jakémkoli T'S.

Abecedou médme na mysli konec¢nou a neprazdnou mnozinu. Jeji prvky se
nazyvaji symboly.

Slovem w o délce | nad abecedou ¥ rozumime usporadanou I-tici symbola
z abecedy ¥, kdy [ je konecné prirozené ¢islo. Délku slova zna¢ime |w| = I.
Napriklad slovo w délky 5 nad abecedou 3:

> ={0,1}
w = 11011

Prézdné slova, nebo také slova délky 0, znacime e.

Mnozina vsech slov nad abecedou se dale znac¢i ¥*:
Y ={c}UBUEXD)UEXEXE)U...
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3. TURINGUV STROJ — PROBLEM ZASTAVENI

Jazyk L nad abecedou X je libovolnd mnozina slov ze ¥*.

Koneény automat je teoreticky vypocetni model pouzivany v informatice
pro studium formalnich jazyki. Jeho ¢innost spoc¢iva v tom, ze se mlize nacha-
zet pouze v jednom stavu v jeden moment, prechazet mezi stavy v zavislosti
na ¢teném symbolu. Koneény automat obsahuje konec¢nou mnozinu stavi. Je
vypocetné jednoduchym modelem.

3.1.1 Turinguv stroj (TS)

Turingtv stroj je teoreticky model pocitace, ktery navrhl Alan M. Turing
v roce 1936. Sklada se z

e procesorové jednotky, tvorené koneénym automatem,
o programu, ktery je vymezen pravidly (tzv. pfechodovou funkei)
e a pasky, kterd neni omezena na poctu informaci, jenz pojme.

Turingtv stroj vznikl za uc¢elem simulovat vypocetni silu pocitace a aby
bylo mozné jej teoreticky pojmout a tvorit dikazy o pocitacich. K tomu
abychom mohli tvrdit, ze pocita¢ (pocitajici néjaky algoritmus, potazmo tedy
algoritmus nebo jakykoli jiny , rozumny“ vypocetni model) a Turinguv stroj
maji stejnou vypocetni silu, potfebujeme vétu znamou pod jménem Church-
Turingova teze.

Véta 3.1.1 (Church-Turingova teze). ,Ke kazdému algoritmu existuje ekvi-
valentni Turinguv stroj.“

Diikaz. Kvili neformalni definici pojmu algoritmus nemuze byt tato teze nikdy
dokézana, lze ji vSak vyvratit, podafi-li se sestrojit stroj, ktery bude umét
fesit problémy, které Turinguv stroj fesit neumi (napf. jiz zminiovany problém
zastaveni TS). O

Definice 3.1.1. TS je reprezentovan sedmici (@, 3, G, 6, qo, B, F'), kde:
e (@ je kone¢na mnozina vnitinich stav,
e Y je konec¢né vstupni abeceda,
o G je konetnd pracovni abeceda (X C G),

o § je zobrazeniz (Q\ F) x G do Q x G x {—1,1}, je to tedy prechodova
funkce, kterd urcuje chovani stroje. V zavislosti na stavu, ve kterém se
stroj praveé nachazi. Uréuje do kterého nového stavu ma stroj prejit, jaky
symbol ma zapsat na misto ptivodniho a kam mé& posunout ¢teci hlavu.

e qo € QQ je pocatectni stav,
o B je prazdny symbol (Blank,B € G\ ¥),

e« F C @ je mnozina koncovych stavu.
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3.2. Univerzalni TS

3.1.2 Modifikace TS

Existuje mnoho druhtt modifikaci TS, avSak podstatné zustava, ze veskeré
modifikace zachovavaji stejnou vypocetni silu pavodniho TS. Mezi jednodu-
ché modifikace naptiklad patii pridani 0 do mnoziny posunti, takze pak novy
TS méa na vybér posunout se vlevo, vpravo a nebo zustat stat na misté. Jedno-
duchy neformalni dikaz je takovy, ze nové vytvorend instrukce pro TS pouze
slucuje dvé instrukce, které posunou jednim smérem tam a zas zpét. Proto
jedind zména je, ze se musi vykonat méné instrukci k dosazeni stejného cile.
Pro¢ bychom toto pottebovali délat, kdyz uz to zédkladni TS umi, odpovédi je
naptiklad pro prehlednost. Dalsi z modifikaci jsou napriklad:

TS s posunem o n mist na pasce,
vicepaskovy TS,

TS s vice abecedami,

TS s vice hlavami, atd.

Dukazy k modifikacim vysSe lze nalézt v préci [8].

3.2 Univerzalni TS

Abychom vytvorili univerzalni TS je potifeba vytvorit jednoznacné kbédovani.
Koédovani je mozné realizovat nasledujicim zptisobem.

Seradme a o¢islujme jednotlivé konstrukéni prvky TS (¥, Q a G).

Dale zakédujme pohyb po pésce jako d; = —1 a dy = 1. Potom je mozné
zakédovat hodnoty prechodové funkce 0(gn,xi) = (¢, %k, dm) do bindrniho
fetézce 0710°1710F10™. Vzor 11 bude slouzit k oddéleni jednotlivych prvki
a 111 k uvozeni a zakonceni celého kbédovani.

Nadéle budeme oznacovat kod stroje M jako <M> a kéd slova w jako
<w>. Kvuli preveditelnosti muzeme psat pouze w.

Zmak # bude slouzit jako oddélovac pro pripad, ze chceme sloucit a zietelné
oddélit kod stroje od vstupu stroje.

Kvtli tomuto kédovani lze sestrojit Univerzalni TS, znac¢me U, takovy, ze
(jazyk pfijimany U) L(U) = {<M>#<w> | M akceptuje slovo w}. U m4 t¥i
pasky. Vypocet U je néasledujici:

e U ovéri, zda je slovo pozadovaného formatu, nevyhovujici zamita.
e Simuluje vypocet stroje M pro slovo w.
e Na prvni pasce uchoviava a neméni kéd M.

e Druha paska obsahuje kopii pasky stroje M — nad ni se také provadi
simulace M.
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3. TURINGUV STROJ — PROBLEM ZASTAVENI

Treti paska vlastni kod aktualniho stavu M.

U pro <M >#<w> zamitd pravé tehdy, kdyz zamitd M pro w.

U pro <M >#<w> prijima pravé tehdy, kdyz prijimd M pro w.

U pro <M >#<w> cykli pravé tehdy, kdyz cykli M pro w.[7]

3.3 Rozhodnutelnost

Definice 3.3.1. Formalni jazyk L je rekurzivné spocetny, jestlize pro néj
existuje TS, ktery vSechna slova z tohoto jazyka pfijima (akceptuje). Slova,
kterd nejsou z tohoto jazyka, pak muze bud odmitat a nebo se muze stroj
zacyklit. Tim se 1isi od rekurzivniho jazyka, u kterého TS vzdy zastavi, to
znamend, ze bud akceptuje nebo zamitne, i kdyz mu je déno slovo z doplinku
jazyka. Pokud takovy TS M existuje, fikame, ze TS M prijimé jazyk L, zna-
¢ime L(M).

Tvrzeni 3.3.1. Existuje jazyk, ktery neni rekurzivneé spocetnij

Dikaz. K dikazu véty se pouzije Cantorova diagondlni metoda, s niz jsme se
setkali v dukaze nespocetnosti mnoziny realnych cisel.

Méjme abecedu {0,1}*. Kazdy fetézec nad touto abecedou lze chépat
jako kéd néjakého Turingova stroje, nebo také jako kod slova. Pro dané slovo
xn € {0,1}* ozna¢me M,, Turinguv stroj s kédem x,, a w,, slovo s kédem x,,.
Abychom mohli pokracovat musime sefadit fetézce z {0,1}*. (To lze podle
délky a nasledné s pravidlem, ze 0 predchazi 1. Lze vytvorit tabulku a zapsat
1 pokud stroj M,,, akceptuje slovo w,,, 0 v opacném pripadé. Podle tabulky lze

w] wy w3 W4 W5 We
My 1 0 1 1 0 1
My | O 1 1 1 0 1
Ms 1 1 0 0 1 1
My | 0 0 0 1 0 1
M5 1 0 0 1 0 0
Mg | 0 0 0 1 1 0
My; | 1 1 0 1 0 0
My 0 1 1 1

ndsledné konstruovat diagondlu a z ni ziskat jazyk D’. TakZe jazyk D’ bude
obsahovat takova slova wgy, kterd nejsou akceptovand stroji My . Tim méame
jazyk, ktery neprijimé zadny Turinguv stroj. Protoze kdyby prijimal, je zde
spor:
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3.4. Problém zastaveni

Jazyk D’ je akceptovan strojem M,,, pak tedy akceptuje slovo wy,, jestlize
je obsazeno v D', pak to ale znamend, ze M, neakceptuje w,,, podle
pravidel vzniku D', coZ je spor.

Naopak D’ je akceptovan, M,, neakceptuje slovo w,, jelikoz neni obsazeno
v D', ale to znamen4, Ze je obsazeno v D', jelikoz se zde nachézeji slova,
kterda M, neakceptuje, takze také spor.

To znamend, Ze jazyk D’ akceptovan néjakym M,,, jestlize obsahuje slovo w,,
pravé tehdy, kdyz jej neobsahuje, a naopak.

V tomto pripadé mame neplatné predpoklady, ze vSechny jazyky jsou re-
kurzivné spocetné.

O

3.4 Problém zastaveni

S pomoci kédovani a pfedchoziho tvrzeni mizeme Tesit problém zastaveni.

Definice 3.4.1. Problém zastaveni je definovan jako problém rozhodnout,
zda dany TS M nad danym vstupem w zastavi. Tomuto problému odpovida
jazyk

PZ = {<M>#<w> | vypocet M na w je koneény}

Véta 3.4.1. Problém zastaveni neni rozhodnutelng.
Ukazeme si, ze jazyk PZ nelze prijimat TS.

Dikaz. Provedeme opét sporem. Predpokladame rozhodnutelnost PZ, tedy
existenci TS T takového, ze L(T) = PZ.
Zkonstruujeme stroj N, ktery pro vstup = pracuje takto:

Simuluje vypocet stroje 1" na vstupu se svym kdédem </N> pro vstup x
N akceptuje pravé tehdy, kdyz T zamitne vstup <N>#<z>

N zamitne pravé tehdy, kdyz T akceptuje vstup <N >#H<x>

Stroj N nad vstupem pak nechd stroj T' simulovat </N>#<x>.

T zamitne pravé tehdy, kdyz akceptuje, a akceptuje pravé tehdy, kdyz za-
mitne. Dostavame tedy spor, tudiz stroj T' nemuze existovat.

Pokud stroj T' nemtize existovat, pak ani nelze prijimat Jazyk PZ a tedy
ani nelze rozhodnout s pomoci TS problém PZ. O

25






KAPITOLA 4

Srovnani

Ctenaf si mohl povsimnout, ze v kazdé kapitole byla alespoii jedna tabulka
a v kazdé byla zvyraznéna diagonala, na které byl postaven dikaz nebo dané
tvrzeni. To poukazuje na prvni nejvyraznéjsi podobnost. Budeme zjistovat,
jestli konstrukce této diagonaly je stejné, nebo zda to, ze zde vidime diagonélu,
je pouze nahoda.

7Zda se, ze by ndm zde mohlo pomoci diagonélni lemma, ale bohuzel dia-
gonalni lemma vypovida pouze o formulich, to znamena, ze ke Gédelové vété
govych strojich.

Diagonélni lemma zhruba tvrdi, Ze ke kazdé formuli ¢(z) s jednou volnou
proménnou jazyka, ve kterém je obsazena zakladni aritmetika, existuje formule
¥, kterd nese vyznam ,,mam vlastnost ¢*. Pripomenme kapitolu Gédelova
véta, ze které vime, ze mé smysl pro kazdou formuli ¢ uvazovat ¢islo @, které
k dané formuli jednoznac¢né patyi.

Presné znéni diagonalniho lemma lze nalézt ve studijnim textu [9].

Definice 4.0.1 (Diagonalizace). Necht diag je zobrazeni, jehoz defini¢ni obor
i obor hodnot nalezi N. Pak existuje formule Diag(z,y) takova, Ze pro kazdé
x z definiéniho oboru funkce diag plati

Diag(z,y) =y = diag(x)
Diikaz. Potfebujeme funkci diag(n) = 1(v), kde ¢ = n.

Neformélné diag(x) pfijima ¢islo z, jenz je ¢islem formule X a vraci uza-
vienou formuli N takovou, ktera vznikla dosazenim z do formule X. Takze
X(z) = N a zéaroven plat{ N = .

O

Véta 4.0.1 (Diagonélni lemma). Necht p(x) je formule aritmetiky s jednou
volnou promeénnou . Pak existuje uzavrend formule ¥ takovd, Ze

Y= o(¥)
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4. SROVNANI

Dikaz. Necht ¢(x) je déno. Funkce diag prifazuje kazdé formuli s jednou

volnou proménnou §(z) uzavienou formuli 6(0). (6(x) i 6(0) jsou ¢isla!l) Diky
diagonalizaci existuje formule Diag(x,y) takovd, ze

Diag(d,y) =y = diag(0)
Pak pro kazdé § (formuli s jednou volnou proménnou) polozme

A(z) = (Jv)(Diag(z,v) A p(v))

a 1 = diag(A). Pak lemma lze dokdzat nasledujici ekvivalenci:

Y = A(A) = (Fv)(Diag(A,v) A p(v))

p(diag(A)) = p(A(

(F0)(v = diag(A) N p(v)) =

) = e(¥)

|

O

Tvrzeni 4.0.2. Pokud v teorii T je reprezentovatelnd diag pro jakoukoli for-
muli B(x) s jednou volnou proménnou x, pak T obsahuje formuli G takovou,

%e G < B(G)

Diikaz. Predpokladejme, Ze D reprezentuje diag v 7. Necht F je formule
(3y)(D(z,y) A B(y)). Vyberme G = (3z)(z = F A F) za diagonalizaci formule
Fapakn=TF ag= G, budou Gédelovymi ¢&isly piislusnych formuli. Mi-
mochodem podle definice diag vime, Ze plati diag(F = G) a proto musi byt
D(n, g) reprezentovatelna v 7.

Déle G = (3z)(x = nA(Jy)(D(z,y)AB(y))) je to samé, jako (Jy)(D(n,y)A
B(y)). Kvili tomu jak diag funguje a spravnosti D(n,g) se da také zapsat
takto: D(n,g) A B(g) coz musi byt ekvivalentni B(g).

Proto G je logicky ekvivalentni s B(G) v teorii T a proto plati G &
B(G). O

Intuitivné uz je vidét smér, kterym bychom chtéli pouzit diagonalni lemma
v nasich tfech problémech. Jenze komplikace nastava v tom, ze kazdy z pro-
blémt hovori o trochu jinych objektech. Turingovy stroje pro problém zasta-
veni, mnoziny pro Cantorovu vétu, pouze pro Goédelovu vétu to je snadnéjsi,
jelikoz ta hovori také o formulich.

P1i spravném nastaveni ¢(x) dostaneme v jako ¢islo Godelovy formule G.

Primocare lze vzit formuli N(x) s jednou volnou proménnou, ktera tvrdi:
, Formule s ¢islem x neni dokazatelnd“ a dosadit ji za ¢(x).

Tim dostaneme vysledek rovnou 1, jez zde je Godelovym ¢islem formule N (1)),
tedy formule, kterd tvrdi: ,, Formule s ¢islem 1 (tedy tato formule) neni doka-
zatelnd.“ A to je presné to samé, co tvrdi slavnd Godelova formule G.
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4.1. Od Cantora pres Richarda ke Godelové vété

4.1 0Od Cantora pres Richarda ke Godelové veété

Zde si ukazeme alternativni zptisob odvozeni Gédelovy véty za pouziti Canto-
rovy veéty, Richardova paradoxu. Idea postupu ¢erpd inspiraci ze ¢ldanku [10].

Pokud je tedy mozné odvodit Godelovu vétu pomoci Cantorovy véty, pak
jisté tyto problémy spolu musi souviset. Pokud totiz lze pouzit Cantorovu vétu
jako nastroj k odvozeni Goédelovy véty, pak maji kus jadra svého problému
totozny.

Zacneme tim, Ze si pripomeneme Richarduv paradox definujici Richardov-
ské ¢islo ¢g. Resenfm tohoto paradoxu, jak na konci ¢lanku sam Richard uvadi,
je, ze ,,definice g neni definici, protoze trpi nekonec¢nou zavislosti. Pro vlast-
nost byt Richardovskym, nemiize byt Richardovo ¢islo definovano, prestoze
pro ostatni vlastnosti mize. To znamend, ze mame na vybér, bud pokracovat
v jazyce o uroven vyse, anebo prijmout jistdA omezeni tohoto jazyka a po-
kracovat v ném, i kdyz budou chybét pravdivostni ohodnoceni pro nékteré
pripady.

Richardtv krok lze pouzit bezprostfedné s Cantorovou diagonalni meto-
dou, kterad je odvozena hned z Cantorovy véty. Ta dokazuje, ze mnozina ma
mensi mohutnost nez jeji potencéni mnozina. Postupujeme sporem. Predpokla-
ddme, ze existuje funkce f, ktera je bijekce, defini¢ni obor je S a obor hodnot
je poten¢ni mnozina mnoziny S. Tedy kazdému x € S funkce f prifadi pod-
mnozinu f(z) C S. Definujme podmnozinu 7' C S tak, Ze:

reT s axd fx).

Protoze f je bijekce, musi existovat prvek n € S tak, ze T' = f(n). Kontradikce:

ne f(n)endfn)

Pozndmka 4.1.1. Jestlize S bude mnozina vsech mnozin a f zvolime jako
identitu, dostavame Russeliv paradox. Definujme podmnozinu 7' C S tak, ze:

reT e rdrx.

Paradox pak spociva v tom, Ze se ptame, jak to je s mnozinou T'. Dostavame
odpoved
TeT<TgT.
Pak lze Richardiv napad vyjadrit jako funkci f, kterda kazdému cislu x
(a ¢islo z zaroven odpovidd néjaké vlastnosti) pfifazuje mnozinu vSech ¢isel,
které maji tuto vlastnost.
Pak existuje mnozina T', pro kterou plati

x € T < x je Richardovské.

Toto vysvétleni je sice nejvice nazorné, ale stile trpi tim nedostatkem, ze
funkce f neni dobte definovana, stdle se pouziva ,, byt Richardovsky“, jez bylo
vysvétleno, Ze nelze ani formalné popsat.
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4. SROVNANI

Formélnéjsi prizptisobeni 1ze vytvorit timto zplsobem. Zacneme tak, ze S
bude mnozina prirozenych ¢isel, které reprezentuji tvrzeni o mnozinach pri-
rozenych ¢isel, a mnozina vsech formuli s pouze jednou volnou proménnou:
do(v), ..., dn(v),..., jejichz ¢isla pravé obsahuje S. Muzeme pak definovat T

(1) neT < n¢ mnozina definovand pomoci ¢, (v),

kde n je proménnd z prirozenych c¢isel. Pak T" nemuze byt definovana zadnou
formuli z ¢(v). Je to podobny problém jako Richardav, kdyz tvrdime, ze (1)
je definici ve stejném jazyce. Pro priblizeni pravé strany (1), v pravdivostnich
hodnotach dostavame:

n € mnozina definovanad pomoci ¢, (v),

kdyz ¢n(v) plati o ¢isle n. Je to ekvivalentni k tvrzeni, Ze ¢,(m) plati, kde
7 reprezentuje pojmenovani n ve formalnim jazyce. A pokud je mnozina de-
finovatelnd pomoci ¢,,(v), pak ¢, () je vyjddienim levé strany (1). Proto
predpoklad, Ze mnozina je definovatelna v ramci formalniho jazyka, vede k m
takovému, ze pro vsechna n je nasledujici tvrzeni pravdivé:

dm(n) < —Plati(¢, (1)),

kde ¢,,(7) popisuje tvrzeni v uvozovkach. Pak pro n = m dostédvame:

(2) ¢m(m) < —Plati(¢nm (m))

Takto dostavame tvrzeni podobné paradoxu lhare. Nicméné problém se
sémantickymi paradoxy je pouziti slova, , definuje* u Richarda, , plati*(reps.
neplati) pro lhare. Godela napadlo pouzit namisto toho slovo ,, dokazatelné“,
které se jiz v daném jazyce da definovat, pokud mame dostatecné silny jazyk.
A od roku 1931 byl formalni jazyk natolik silny, aby bylo toto tvrzeni mozné
vytvorit. Pfi nahrazeni ve (2) , plati“ za ,dokazatelné“ dostaneme:

(3) ¢m(m) < —Dokazatelné(py, (m))

V pripadé tvrzeni (2) je to tak, Ze oba predpoklady, ze bud je toto tvrzeni
pravdivé nebo nepravdivé, vedou ke kontradikci. Zatimco v pripadé tvrzeni

(3):

1. Pokud plati, vede ke kontradikci: Jestlize ¢,,(m) je dokazatelné, pak
plati, jelikoz , Dokazatelnym®“ rozumime, ze existuje dikaz a tedy lze
dokézat platnost tvrzeni. Pokud plati levd strana musi platit i prava
a mame kontradikeci.

2. Pokud —¢,,(m) je dokazatelné (jakozto negaci pro (3)), pak plati, pro-
toze negace na pravé strané také musi platit. Tim je mysleno, zZe plati
Dokazatelné(¢,, (m)) a tedy ¢, () také plati.
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4.2. Problém zastaveni TS

Takto jsme dostali tvrzeni které plati a zaroven plati i jeho negace. Jenze
to nevede ke kontradikci. Pouze k tomu, ze ¢, () je nerozhodnutelnd formule.
Konstrukce pravé strany (3) vyzaduje skladbu jazyka, dukazy tvrzeni byt
definovatelny v ramci jazyka a aritmetizaci, kterd ptidéli c¢isla formulim.

Takto jsme vidéli, které ¢asti spolu souvisi. Cantorova diagondlni metoda
vyplyva z Cantorovy véty, poté je pouzita s myslenkou Richardova paradoxu
a paradoxu lhare tak, abychom zkonstruovali Gédelovu formuli G.

4.2 Problém zastaveni TS

Zménme trochu postup dokazovani sporu v diukazu zastaveni, aby bylo lépe
vidét, se kterym problémem je tento piibuzny. Inspiraci byl text [11].

Za vstupni abecedu zvolime tu samou, do které kédujeme univerzalni TS,
tedy >~ = {0,1}*. Stéle pro spor predpokladame, Ze jsme schopni rozhodnout
PZ, jenz odpovida ,,ano“, pokud stroj zastavi a naopak pokud nezastavi.

Pak stroj NV bude vypadat nasledovné: Necht je stroj N chovajici se jako
opak Stroje prijimajici PZ.

Zastavujici, kdyz PZ rozhodne, ze program cyKlIi.
Cyklici, kdyz PZ rozhodne, ze program zastavi.

dostavame spor, pokud predpokladame, ze PZ je rozhodnutelny stroj N
pro vstup < N > zastavuje pravé tehdy, kdyz cykli.

<Mi> <Ms> <Ms> <My> <Ms> ... <N>
My 1 0 1 1 0 0
Ms 0 1 1 1 0 1
Ms 1 1 0 0 1 1
My 0 0 0 1 0 0
M5 1 0 0 1 0 0
T 1 1 0 1 0 777
N 0 0 1 0 1 ceeo 1M

Tabulka 4.1: Diagonalni metoda a Turingav stroj

Pak stroj N, jenz stoji na tom, zZe obsahuje T', ktery umi rozhodnout zda
N zastavi, nemuze existovat.

Vidime, ze stroj N je jakymsi lharem, kdy tvrdi vzdy opak vysledku jiného
stroje, v tomto pripadé stroje T'. timto mame prvni podobnost, nicméné pro
dalsi podobnost, bych srovnal Univerzalni Turingiv stroj N s Gédelovo formuli
G. Podobnost se nachéazi ve vlastnosti, ze obsahuje negaci, tu prirovnavame
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4. SROVNANI

ke vlastnosti lhéare, jiz zminénou ve stroji N. Dale stroj N prijimé vstup,
v konstrukci G jsme pouzili formuli s volnou proménnou.

Klicovy moment v dikazu maji také stejny, kdy N ma prijmout za vstup
vlastni kéd. Zatimco G vznikla zplisobem, kdy do formule bylo vlozeno jeji
¢islo. Pro predstavu Turingiv stroj funguje jako funkce s jednou proménnou,
popripadé formule s jednou volnou proménnou, o které vypovida.

Diilezité je, aby TS U a formule F' mély stejnou mohutnost. Vime, zZe jich
je obou spocetné — TS U z lexikografického usporadani jejich koédu, formuli
F zase podle Godelova ¢isla. Prohlasime tedy mnoziny vSech TS U a vSech
formuli F' za ekvivalentni.
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Cilem této prace bylo seznamit se tfemi zminénymi vétami z teorie mnozin,
matematické logiky a informatiky, prostudovat jejich dikazy a vzadjemné je
srovnat. Bylo tfeba se sezndmit s danou problematikou, naucit se zachéazet
s dtkazovymi prostfedky a proniknout k jadru dtkazt. Ukézalo se, Ze se
skutecné v jadre jedna o podobnou metodu, i kdyz je v jednotlivych piipadech
rozdilné pouzita.

Ptinosem bylo objeveni mechanizmii, na kterych je zalozené fungovani
zadanych problémt. Vsechny pojednavané problémy vyuzivaji nekonec¢nych
struktur, a proto hraje zdsadni roli vyuzita definice pro jejich porovnani. Prvni
predpoklad je zalozen na vlastnosti, ktera je zarucena v Cantorové teorii mno-
zin, ze kazdé dvé nekonecéné spocCetné mnoziny maji stejny pocet prvki. Dalsi
vlastnosti kterou predpokladéame je, ze pro dvé mnoziny stejné nekone¢né mo-
hutnosti existuje diagonala. Ospravedlnujeme to predpokladem spocetnosti,
tedy, ze ve své podstaté konstruuji pomyslny ctverec, ve kterém jsme tuto
diagonalu schopni nalézt.

K pouziti diagonalni metody jsou dilezité dva predpoklady.

1. Existence zobrazeni mezi dvéma spoc¢etnymi mnozinami, coz je v pripadé
Cantorovy véty predpoklad bijekce mezi mnozinou a potenéni mnozinou.
V pripadé Godelovy véty to je relace Dem(x,y), kterd nese vyznam, ze
tvrzeni s ¢islem y méa dikaz s ¢islem z.

2. Moznost popsat prvky na diagonéle vy¢cislitelnou funkei. (To napriklad
v Richardové paradoxu neni mozné, proto se jednd trochu o podvod).
Pravé proto je Godelova véta tak slozita, protoze musi tento problém
Tesit.

Ve vsech trech pripadech se jedna o vyznamné véty, které meély znacny do-
pad. Pochopitelné o tom existuje velké mnozstvi literatury. Na Cantorové vété
je zalozena nekone¢nd hierarchie kardinalnich ¢isel. Godelova véta lze zobecnit
do Diagonalniho lemma. Z néj lze odvodit Tarského vétu o nedefinovatelnosti
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ZAVER

pravdy a Kleeneho rekurzivni vétu. Diagondlni lemma je blizké Vété o pev-
ném bodé, z niz plyne fada dalsich tvrzeni v algebfe, analyze i diskrétni ma-
tematice. Také jsem nijak dikladné nezkoumal problém vycislitelnosti, ktery
s Godelovou vétou tzce souvisi. Mym tkolem ale nebylo zabyvat se pozadim
a dopady téchto vét, coz by mohl byt kol na cely zivot, ale spise proniknout
do detailu, porozumét a srovnat.

Mensim osobnim cilem bylo, rozsitit si obzory védomostmi z jinych obort.
Rekl bych, Ze tento cil byl tispésné splnén. Prace celkové byla zajimava, ale
nepredpoklddam, ze bych v této praci pokracoval. Problémy navazujici na

vvvvvv
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