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Abstrakt

Tato prace se zabyva implementaci algoritmu pro feseni soustav linearnich
nerovnic pomoci feseni konfliktt. Algoritmus je implementovan v C++17,
jeho paralerizace je docilena pomoci knihovny OpenMP.

Kli¢ova slova Conflict Resolution Algorithm, soustava nerovnic, C++, fesic¢
soustav, fidké matice, husté matice, paralelizace, OpenMP

Abstract

This thesis deals with implementation of Conflict resolution algorithm, which
solves systems of linear inequalities. Algorithm is implemented in C++17 and
is parallelized using OpenMP.

Keywords Conflict Resolution Algorithm, system of linear inequalities, C++,
solver of inequalities, sparse matrices, dense matricies, parallelization, OpenMP
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Uvod

Nalezeni Feseni soustavy rovnic/nerovnic je jednim z nejbéznéjsich matema-
tickych problémi, které je treba resit. Pokud ale méame dostate¢ny vypocetni
vykon a presné pocitace, tak muzeme vzdy nalézt feSeni, coz se rozhodné nedd
fici o vSech matematickych problémech. Hledédni Feseni soustav rovnic/nerov-
nic je hlavnim cilem linedrniho programovani.

Pro teseni soustav linedrnich nerovnic, existuje nékolik zndmych metod
jako napifklad Fourier-Motzkinova metoda, nebo Cernikoviiv algoritmus, které
si jsou velmi podobné. Tato prace se ale zabyva implementaci Conflict Reso-
lution Algorithm.[I]

Algoritmus byl publikovan v roce 2009 Konstantinem Korovinem, Nesta-
nem Tsiskaridzem a Andrejem Voronkovem.[I] Tento algoritmus by mél byt
v nékterych pripadech i o fad efektivnéjsi, nez predchozi zminéné algoritmy.

V prvni kapitole predstavim problém a zadefinuji pojmy pro snadnéjsi po-
rozumeéni algoritmu. V druhé kapitole popisi implementaci algoritmu v C++
a jeho paralelizaci pomoci OpenMP.[6] V zavéreéné kapitole se zabyvam pouzitim
programu pro feseni soustav lindrch nerovnic a nalezenim reseni soustav linearnich
nerovnic, které jseu reprezentovany ridkymi maticemi. Nasledné prezentuji
nameérené vysledky.






KAPITOLA 1

Cil prace

Cilem préce je uvést ¢tenafe do problematiky algortimu[l] pro feseni sou-
stav linedrnich nerovnic. Implementovat ho, provést jeho paralelizaci pomoci
OpenMP[6] a zmérit jeho vykon na Fidkych a hustych maticich.






KAPITOLA 2

Analyza a navrh

V této kapitole zadefinuji pojmy pouzité v tomto textu za pouziti informaci
z [1I] . Déle popisi, jak algoritmus funguje.

2.1 Zakladni definice

2.1.1 Mnoziny

Mnozinu racionalnich ¢ilsel ozna¢ime jako @Q a mnozinu prirozenych cisel jako
N. Pro kazdé n v tomto textu plati n € N. Déale kone¢nou mnozinu proménnych
{z1,..., 2y} ozna¢ime jako X.

2.1.2 Linearni omezeni
Jako linearni omezeni nad Xoznac¢ime

a1y + ... +apry, +b00

kde a; € Qpro 1 <i<mn,beQ, nebo je v jednom z tvari T,nebo L. A plati
o € {>,>,=,#}. Déle v textu budeme uvazovat pouze ptipad kdy ¢ € {>}.
Budeme je tedy nazyvat linearni nerovnice.

2.1.3 Usporadani proménnych

Necht > je uspotaddni nad X. Bez Gijmy na obecnosti mtiZzeme predpokladat:

Tp = Tp—1 >~ ... = 1

2.1.4 Urovéii(Level) nerovnice

Nechf A je nerovnice v normalizovaném tvaru nad X s uspoidddnim >, po-
tom jako uroven(level) oznac¢ime maximélni pro maximalni proménnou, jejiz
koeficient neni roven nule.

level(ayz1 + ... + apzy +b > 0) = nja, #0

5



2. ANALYZA A NAVRH

2.1.5 Prirazeni

Prifazeni 0 nad mnozinou proménnych X definujeme jako zobrazeni X — Q.
Pri daném prirazeni o, proménné x € X a hodnoté v € Q, oznac¢ime o2 jako
prirazeni ziskané ze o zménou hodnoty x na v beze zmény pritazeni ostatnich

proménnych.
Napriklad:
1 (*2,%‘2 %0,:63 ——1...
7
Oy

T1 4 2,004 7,23 —1...

Ziskani vysledku z levé strany nervonice A pomoci prifazeni o:

A(o)

2.1.6 Normalizace

Nerovnice je normalizovana, pokud je v jednom z naseledujicich tvari:

{T, Laiz1+...4+apn—1Zp—1+x,+b> 0,121+ ...+ ap_1Zp—1 — 2, +b > 0}

Napriklad 2z; + 3 + 1 > 0 je normalizovéna, 2x; — x3 + 624 > 0 neni.
Daéle budeme uvazovat pouze normalizované nerovnice.

2.1.7 Soustava linearnich nerovnic

Soustava linedrnich nerovnic lze zapsat:

anxry + aper:2 + ... + zp+ b> 0
as1x1 + agrs + ... + Tpt+ ba> 0
Am1T1 + Gmar2 + ... + Tpt+ bm > 0

Mnozinu vSech linearnich nerovnic (vSechny trovné) budeme oznacovat jako
S. Mnozinu soustav trovné pouze k budeme oznacovat Sj.

2.1.8 Reseni soustavy linearnich nerovnic

Prirazeni o soustavy linedrnich nerovnic je jejim fesenim, pokud pro kazdou
nerovnic A € S plati A(o) > 0.

2.1.9 Ridké a husté matice

Matice oznacime za fidkou, pokud vétsina jejich prvki je rovna nule. V opa¢ném
ptripadé hovorime o husté matici.

6



2.1. Zéakladni definice

2.1.10 Dolni mez nerovnice

Nechf A je nerovnice a o néjaké jeji pfifazeni a n je jeji level. Potom dolni
mez je rovna:
—A(o) ;an=1

—00 san = —1

lower(A,o) = {

2.1.11 Horni mez nerovnice

Necht A je nerovnice a o néjaké jeji piifazeni a n je jeji level. Potom horni
mez je rovna:
A(o) ;ap=1

o0 sa, = —1

upper(A,o) = {

2.1.12 Dolni mez mnoziny nerovnic

Necht S} je mnoZzina nerovnic levelu k a o pfifazeni potom dolni mez mnoZiny
je rovna:

U = maz{lower(A,o)|A € Sk}
2.1.13 Horni mez mnoziny nerovnic

Necht Sj je mnozina nerovnic levelu k a o pfifazeni potom horni mez mnoziny
je rovna:

L = min{upper(A,o)|A € Sk}
2.1.14 Mezni interval

Necht S je mnozina nerovnic L(Sk, o) je jeji dolni mez a U(Sk, o) horni mez
potom mezni iterval:

I = (L(Sk,0),U(Sk,0))
2.1.15 k-konflikt

Necht A, B € Sy, o je néjaké pritazeni dale plati (a, € A) =1 a (ax € B) =
—1. Potom A a B jsou v k-konfliktu pokud

A(o) 4+ B(o) <0

2.1.16 Pravidlo pro zménu prirazeni
v
(S,0) = (S,03,)
1. o vyhovuje vSsem nerovnicim v Sj pro vSechny trovné 0,...,k —1
2. o nevyhovuje alespon jedné nerovnici v .S trovné k

3. o vyhovuje vSem nerovnicim v Sy,
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2.1.17 Pravidlo pro vyreseni konfliktu

Necht A, B € S a zédroveni jsou v k-konfliktu, potom konflikt vyfesime jejich
seCtenim A, B a priddnim nové vzniklé nerovnice do S.

S+ SU(A+B)

2.2 Algoritmus

2.2.1 Volba algoritmu

Nalezeni feseni soustavy linedrnich nerovnic je tilohou linedrniho programovani.
Zakladni metodou pro vyreseni soustavy nerovnic je Fourier-Motzkinova elimi-
nace .[7] Dalsi metodou je Cernikovitv algorimus, ktery je vylepsenim Fourier-
Motzknovy eliminace.[I] Conflict Resolution Algorithm (CRA), ktery v rdmci
této prace implementuji, by mél byt v praktickych pripadech radové efek-
tivnéjsi.[I]

2.2.2 Idea algoritmu

Algoritmusf'_-] dostane na vstupu soustavu linedrnich nerovnic a jednotlivym
proménnym 1, . . ., &, prifadi ¢islo (pfirazeni 0. Na pocatecnim prirazeni
z pohledu algortimu nezalezi. Pokud soustava obsahuje kontradikci (napf.
—2 > 0), tak jiz 1ze rohodnou o jeji nesplnitelnosti v této pocatecni fazi. Algo-
ritmus déle pritazeni aktualizuje, dokud nenajde feSeni, nebo zjisti, ze feSeni
neexistuje. Aktualizace feSeni algoritmus docili nejdiive nalezenim k-konfliktu
(pokud existuje), pfidanim nové nerovnice na zdkladé pravidla pro vyfeseni
konfliktu a nasledné aktualizuje prirfazeni pomoci pravidla pro zménu
prifazeni

Takto algoritmus postupuje po jednotlivych trovnich Sy (s pripadnymi
navraty do nizsich irovni pfi pridani nové nerovnice), dokud nevytesi vSechny
konflikty a najde prifazeni, které vyhovuje vSsem nerovnicim, nebo rozhodne
o nefesitelnosti soustavy.

2.2.3 Prevod nerovnice na normalizovany tvar

Nerovnici snadno prevedeme na normalizovany tvar vydélenim vsech koefici-
entl |ay|.

normalize(a1z1 + ... + ap—1Tn—1 + apzy, + b >0) =

ai Gn—1 an
— Tt ...+ —FTp1 —Zn +

>0
|an| |an| |an|

lan] =

! Anglicky nézev je Conflict Resolution Algorithm.



2.3. Slozitost CRA

2.2.4 Conflict Resolution Algorithm

Algoritmus predpoklada na vstupu normalizované nerovnice a po sec¢teni dvou
nerovnic je nutné vysledek také normalizovat.
Data: Mnozina S linedrnich nerovnic.

Result: Reseni S, nebo rozhodnuti o neresitelnosti.

if 1 € Sthen
| return “nema reseni”

end

o < "libovolné prirazeni”

k<1

while £ <n do

if —Sk(o) then

// ptitazeni nevyhovuje Grovni

while k-konflikt:

(alix1+...+xk+biZO,aljx1+...—xk+bj20)E(Sk,a)
do

A<+ ayx1+...+x+b;>0// v konfliktu s B

B+ a1 +...—xp+b; >0// v konfliktu s A

S+ SU(A+ B) // aplikace resoluce konfliktu
k < level(A + B)

if £ =0 then
| return “nemd reseni”
end

end

o < o, (Sk,0) // nové pfifazeni pro =y
// na zékladé horni a dolni meze

end

k+k+1
end

return o
Algoritmus 1: Conflict resolution algorithm (CRA).

2.3 Slozitost CRA

Slozitost CRA je stejnd jako Fourier-Motzkinova algoritmu, tedy exponencialni.
Podle [I] ma v praktickych pripadech lepsi slozitost, nékdy i rozdilem fadu,
protoze nevytvari zbyte¢né nové nerovnice.

2.4 Priklad

Nasleduje priklad pouziti algoritmu.
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2.4.1 Zadani

2.4.2 Vypocet

Predpokladdme pritazeni o < {x; < 0,29 < 0,23 < 0} a usporddéani x3 >~
X9 = I1.

10

1. V 5y je pouze ry, coz neni kontradikce, miizeme pokracovat. Inkremen-

tujeme k.

. V51 je prazdna mnozina. Tudiz v ni nemiize existovat konflikt a pritazeni

musi vyhovovat. Inkrementujeme k.

. 'V S5 se nachézi r3, sama se sebou nemuze byt v konfliktu. Ptfitazeni o

ale nevyhovuje r3 (1-0—2-0+0-0—2 #0).

e Vypocteme mezni interval pro k = 2 interval I = (—oo, —1)

e aktualizujeme prirazeni 9 < —2 na zakladé vypocteného intervalu,

neboli o, 22

Inkrementujeme k.

. 'V S3 r9 pritazeni vyhovuje, ale r1 ne, jsou spolu v konfliktu.

e sectenim rq a r9, vnikne nova nerovnice —x; —2 >0
e je jiz v normalizovaném tvaru

e pridame ji do Sy jako 75

k nastavime na level(rs) tudiz 1

. Vypocteme mezni interval pro k = 1 a podle néj aktualizujeme pritazeni

z1 + —4. Inkrementujeme k.

. Nové prirazeni nevyhovuje rs.

e Vypocteme mezni interval pro k = 2, ktery je I = (—o0, —3)

e Aktualizujeme ptitazeni x < —6

Inkrementujeme k

. Pritazeni jiz vyhovuje vSem nerovnicim, tudiz koneéné teseni je:

{1'1 — —4,.%'2 — —6,.%3 — 0}



2.5. Detailni popis algoritmu

2.5 Detailni popis algoritmu

Tato podkapitola detailné popisuje jednotlivé kroky algoritmu a jakym zptsobem
jsou provedeny.

Vyraz nerovnice[k] predstavuje mnozinu nerovnic z S, které maji droven
k, nebo koeficient dané nerovnice v zévislosti na kontextu. [a,b] je interval
od a do b.

Function normalizuj(nerovnice) begin
foreach (n € nerovnice) do
‘ normalize(n) // //viz. 2. kapitola
end

end
Algoritmus 2: Funkce normalizuje vSechny nerovnice v mnoziné.

Function aktualizuj-prirazeni(interval,level,prirazeni) begin
| prirazeni[level] «+— nahodne-cislo(interval)
end
Algoritmus 3: Aktualizuje prifazeni na ndhodné ¢islo ze zadaného inter-
valu pro dany level. (Jen jedna z moznych strategii.)

Function obsahuje-konflikt(prirazeni,level,nerovnice) begin
d-mez < —o0
h-mez <+ oo
foreach n € nerovniceflevel] do
d-mez < max(d-mez,dolni-mez(prirazeni,n))
h-mez < min(h-mez,horni-mez(prirazenin)))
end

return d-mez > h-mez
end

Algoritmus 4: Vyhledd konflikt v zadaném levelu(mnoziné) nerovnic.
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Function vyres-konflikt(prirazeni,level,nerovnice) begin
foreach (a,b € nerovnice) do

d-mez <— dolni-mez(prirazeni,a)

h-mez < horni-mez(prirazeni,b)

if d-mez > h-mez then
c<—a-+b

normalize(c)
level < level(c)

nerovnice < nerovnice U ¢
end

end

end
Algoritmus 5: Vytesi konflikt mezi dvéma nerovnicemi a a b.

Function aktualizuj-interval(nerovnice,prirazeni,level) begin
return [dolni-mez-urovne(nerovnice,prirazent,level),
horni-mez-urovne(nerovnice,prirazent,level)]
end
Algoritmus 6: Na zakladé mezi pro dany level nerovnic vrati funkce novy
interval.

Function obsahuje-kontradikci(nerovnice) begin
foreach (n € nerovnice/0]) do

if n/0] <0 then
| return true

end
end
return false
end
Algoritmus 7: Zjisti, jestli mnozina nerovnic, kterd obsahuje pouze kon-
stantni ¢leny, obsahuje zaporné ¢islo.

Function dolni-mez(prirazeni,nerovnice) begin

if nerovnicellevel(nerovnice)] = —1 then
| return —oo
end

hodnota + 0

foreach (p,n in prirazeni,nerovnice) do
| hodnota < hodnota 4+ p - n

end

end
Algoritmus 8: Vypocita dolni mez jedné nerovnice.
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2.5. Detailni popis algoritmu

Function horni-mez(prirazeni,nerovnice) begin

if nerovnicellevel(nerovnice)] =1 then
| return oo

end
hodnota <+ 0

foreach (p,n in prirazeni,nerovnice) do
| hodnota < hodnota 4+ p - n

end

end
Algoritmus 9: Vypocitd horni mez jedné nerovnice.

Function horni-mez-urovne(nerovnice,prirazeni,level) begin
hodnota + oo
foreach (n € nerovniceflevel/) do
| hodnota < min(hodnota,horni-mez(prirazeni,n))
end

return hodnota
end

Algoritmus 10: Vypocita horni mez mnoziny nerovnic.

Function dolni-mez-urovne(nerovnice,prirazent,level) begin
hodnota + —oo
foreach (n € nerovniceflevel]) do
| hodnota < max(hodnota,horni-mez(prirazeni,n))
end

return hodnota
end

Algoritmus 11: Vypocitad dolni mez mnoziny nerovnic.
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14

Function main(nerovnice) begin

normalizuj(nerovnice)

level < 0

max-level «<— max-level(nerovnice)

prirazeni < (0,0,0,...)

if obsahuje-kontradikci(nerovnce[0]) then
| return “nema reseni”

end

while level < max-level do

while —wyhovuje-urovni(nerovnice,level,prirazeni) do

if obsahuje-konflikt(prirazeni,level,nerovnice) then
| vyres-konflikt(prirazeni,level,nerovnice)

end

if level = 0 then
| return “nema reseni”

end

interval < aktualizuj-interval(level nerovnice,prirazeni)
aktualizuj-prirazeni(interval,level,prirazeni)

end

level < level +1
end

end

Algoritmus 12: Conflict Resolution Algorithm detailné.



KAPITOLA 3

Realizace

V této kapitole popisi implementaci TeSic¢e, zpusob ulozZeni ¢isel a soustavy.
Daéle popisi paralelizaci algorimu a detaily jeho fungovani. Pro implemen-
taci je pouzito C++17 a pro paralelizaci OpenMP.[6] C++ je vhodny jazyk
pro naroc¢né vypocty, protoze diky své nizkodrovinové povaze lze dosdhnout
mnoha optimalizaci.

3.1 Ulozeni dat

3.1.1 Reprezentace cisel

Pro ulozeni ¢isel jsem pouzil boost rational [3], tfidu z knihovny boost [4],
distribuovavou pod licenci boost.[5] Jednd se o sablonu s jednim paramet-
rem, ktery je pouzit na reprezentaci Citatele a jmenovatele a jako dalsi jsem
pouzil t¥idu gmp_rational [18], kterd je frontend pro knihovnu GNU Multiple
Precision Arithmetic Library [17].

Moje implementace pouziva pro tyto tridy obalovaci tfidu s rozhranim a
reprezentaci:

Listing 3.1: Ttida obalujici ¢iselnou reprezentaci.

class FractionWrap {
private:

boost::rational<int64_t> val_; //ruzne
public:

FractionWrap ();

FractionWrap &operator=(FractionWrap other);

bool operator<(const FractionWrap &other) const;

bool operator<=(const FractionWrap &other) const;
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3. REALIZACE

bool operator >=(const FractionWrap &other) const;
bool operator==(const FractionWrap &other) const;

/).
};

Dale je pomoci specializace Sablon docileno, ze sta¢i na jednom misté
ve zdrojovém koédu zménit typ a pro reprezentaci je pouzit dany typ. Staci
pouze, pokud dodrzuje zadané rozhrani. Takto se lze vyhnout dynamické
vazbé.

3.1.1.1 Specializace sablon

Tato kapitola popisuje dedukci typu pro ulozeni ¢isel na zakladé specializace
sablon.

Listing 3.2: Dedukce pouziti typu na zékladé specializace sablon.

using Type = FractionWrap; //vyber typu

template<typename T>
struct NumberType;

template<>//specializace sablony
struct NumberType<FractionWrap> {

using type = FractionWrap;

constexpr NumberType() = default;
/.
s

/)
constexpr NumberType<Type> f;

//alias pro cislo
using NUMBER = NumberType<Type>::type;

3.1.2 Reprezentace soustvy linearnich nerovnic

Pro reprezentaci jednotlivych nerovnic je pouzit std::vector z knihovny STL
tak, Ze na nultém indexu je ulozen konstantni ¢len a na vyssich jsou ulozeny
jednotivé koeficienty linearni nerovnice.
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3.2. Zdroj matic

Jednotlivé nerovnice stejné drovné jsou spolu ulozeny také ve vektoru
a tyto vektory jsou podle tirovné mnoziny ulozeny také ve vektoru. Kde na nultém
indexu je mnozina nerovnic, které maji pouze konstantni ¢len atd. Vysledkem
tedy je trojrozmérné pole.

Listing 3.3: Trojrozmérné pole ¢isel.

std::vector<
std::vector<
std::vector <NUMBER>>> constraints;

Stejnym zpusobem je ulozené prirazeni.

Listing 3.4: Prirazeni.

std::vector <NUMBER> assignment;

3.2 Zdroj matic

Jako zdroj zadani jsem pouzil [11]. Jedn4 se o repozitar obsahujici fidké matice
z ruznych odvétvi a dale poskytuje nastroj pro generovani novych matic.

Alternarivné, kvili technickym problémum [II], jsem generoval matice
pro benchmark pomoci SciPy[15].

3.3 Format vstupu

Pouzité matice jsou Matrix Market formatu. Jedna se o textovy format vyhodny
pro ulozeni fidkych matic, protoze uklada pouze nenulové pozice, ostatni jsou
implicitné nuly. Komentare v souborech jsou uvozeny %, mohou byt pouzity
pouze jako hlavicka. Pozice elementt v matici zi¢inaji od 1.

3.3.1 Priklad vstupu

Pro matici:

N4 o~
o w o
N O o

je jeji odpovidajici ulozeni:
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Listing 3.5: Ulozeni matice ve formatu Matrix Market.

%#Toto je komentar
%pocet radku, sloupcu a nenulovych elementu
3 35

1 1 1.000e+00
1 3 3.000e+00
2 2 4.000e+00
3 1 7.000e+00
3 3 2.000e+00

3.4 Serazeni proménnych

Implementace algoritmu ponechéva poradi proménnych stejné, jako byly ulozeny
ve vstupni matici. Tedy zleva doprava pro [3.3.1] pro prvni Fadek.

1294021 +3>0

X9 = T1

3.5 Strategie pro zménu prirazeni

Pro zménu prirazeni na zakladé nové vypocteného mezniho intervalu, také
existuje nékolik strategii. Ruzné strategie diskutované v [2] jsou:

e minimum/maximum intervalu
e nahodné hodnota z intervalu
e stfed intervalu
e nejblize k binarnimu stredu intervalu
Pro svoji implementaci jsem si zvolil vybér stfedu intervalu, s vyjimkou,

kdy pravé jedna mez je nekonecno, potom je nové prirazeni o absolutni hod-
notu druhé meze v intervalu pro snadnéjsi implementaci a debugovéni.

3.6 Paralelizace

Jak jiz zminéno, paralelizace je dosazeno pomoci knihovny OpenMP.[6]
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3.6. Paralelizace

3.6.1 Rozhrani OpenMP

Interakce s knihovnou je zaloZena na direktivach preprocesoru #pragma,
pomoci kterych 1ze jednoduse dosdhnou paralelizace kédu. Jednd se o mul-
tiplatformni knihovnu, takze vysledny kéd je prenositelny. Pokud kompilator
preklada zdrojovy kéd s #pragma direktivami, které nepodporuje, tak je ig-
noruje. Tedy v pripadé OpenMP by vysledny program bézel pouze v jednom
vldkné, ale vystup by byl stejny.

3.6.1.1 Paralerni blok
Blok paralelizovaného kédu musi byt uvozen makrem #pragma omp parallel.

Listing 3.6: OpenMp paralelni blok.

#pragma omp parallel
{
/e

Alternativné lze pridavat parametr parallel ke vsem direktivam OpenMP
a tento blok vynechat.

3.6.1.2 Paralerni for cyklus
Béh for cyklu lze paralelizovat pomoci makra #pragma omp for.

Listing 3.7: Priklad paralerizovaného for cyklu.

#pragma omp parallel

{
#pragma omp for
for(size t i = 0 ; i < 100000 ; i++){
array[i] = 0
}
3

Pti béhu programu knihovna rozdéli for cyklus mezi jednotliva vlakna

3.6.1.3 Kriticka sekce

Makro #critical uvozuje blok kédu uvniti paralelniho bloku, ktery muze byt
vykonavan pouze jednim vlaknem, ne vice vldkny najednou. Jedna se tedy
o podobny zptusob synchronizace jako jsou mutexy.
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Listing 3.8: Kriticka sekce v OpenMP.

#pragma omp parallel

{
/7
#pragma omp critical
{
flag = false;
b
/e
b

3.6.2 Implementacni detaily
3.6.2.1 For cykly

Pro paralelizaci for cykli pomoci OpenMP je nutné, aby byly v kanonickém
tvaru. Pro cykly ve tvaru:

Listing 3.9: Range based for smycka.

for (auto& it : container){

/e

Musi platit, ze je lze rozvinout do kanonického tvaru a kontejner musi
poskytovat iterdtor s ndhodnym pristupem.[13]

Listing 3.10: Piiklady pouziti for cykli s OpenMP.

std::vector<int> v;
std::1list<int> 1;

/e
#pragma omp paralleld{
#pragma omp for

for (auto& it v){
// 0K

#pragma omp for

for(size t i = 0 ; i < v.size() ; i++){
// 0K

b
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#pragma omp for

for (auto& it : 1){
//chyba, list neposkytuje
//iterator s mahodnym pristupem

3.6.2.2 Preruseni paralelniho béhu for cykli

Pro paralelni hledani jehly v kupce sena muze byt piihodné, pokud jedno
vldkno nalezne jehlu, prerusit béh ostatnich vlaken a pokracovat dale ve vypoctu.
Na druhou stranu kazdé vldkno musi kontrolovat signdl o svém ukonceni,
coz pridava rezii, tudiz mize v konecném dusledku vypocet trvat déle.

Preruseni for cyklu v OpenMP je dosazeno pomoci maker #pragma omp
cancel pro signalizaci ukonéeni a #pragma omp cancellation point for pro kon-
trolu, jestli dané vlakno mé ukoncit.

Priklad:

Listing 3.11: Piiklad pferuseni paralerniho cyklu.

int matrix[20] [20];

int i_f = -1, j_f = -1;
/e
#pragma omp parallel

{

//paralerizovan je pouze pruni for cyklus
#tpragma omp for
for (int 1 = 0 ; i < 20
int sum = 0;
for (int j = 0; j < 20; ++j) {

;o ++i) {

X
if (sum > 0) {
#pragma omp critical

i f = i;
j_f =33

//nema cenu jiz dale pokracovat
//ukonci pruni for cyklus
#pragma omp cancel for
}
//kontrola, jestli ma jiz vlakno skoncit
#pragma omp cancellation point for
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}

Pro spravné fungovani preruseni je nutné nastavit proménnou prostredi.

Listing 3.12: Nastaveni proménné prostiedi OpenMP.

$ export OMP_CANCELLATION=true

3.7 Paralelizace CRA

V programu jsem paralelizoval dvé jeho hlavni ¢asti je to.

3.7.1 Kontrola prirazeni

Funkce funguje velmi jednoduse. Na zacatku nastavi flag indikujici, Ze prifazeni
vyhovuje levelu, nasleduje pomoci OpenMP paralerizovany for cyklus, kdy jed-
notlivd vlakna uréuji hodnotu nerovnic s danym pritazenim. Prvni vldkno,
které objevi nerovnici, jez prifazeni nevyhovuje nastavi flag a ukon¢i ostatni

vldknall

Listing 3.13: Paralelizovana funkce pro kontrolu prifazeni.

bool assignment_satisfies_level_pl(
const std::vector <NUMBER> &assignments,
size_t curr_level,
const ConstraintSet &constraints) {

bool satisfies = true;

#pragma omp parallel
{
#pragma omp for
for (auto &it_level:constraints[curr_level]) {
NUMBER result = 0;
auto it_assign = assignments.begin();
for (auto &it_constraint : it_level) {
result += it_constraint * *it_assign;
++it_assign;
}
if (result < 0) {
#pragma omp critical

{

2Ve skutetnosti OpenMP nezarucuje, Ze se jedna o prvn{ vldkno, které dosahlo kritické
sekee. [13]
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satisfies = false;
b
#tpragma omp cancel for
b
#pragma omp cancellation point for

}
}

return satisfies;

Sekvenéni funkce funguje na stejné principu, s tim rozdilem, ze pti nalezeni
nevyhovujici nerovnice se okamzité vrati.
3.7.2 Hledani konfliktt
3.7.3 Strategie pro hledani konflikta

Oba piipady jsem paralerizoval zptsobem hledani jehly v kupce sena. Tedy
nalezeni prvniho konfliktu, nebo nalezeni prvni nerovnice, které prirazeni ne-
vyhovuje. Zatimco hledani prvniho nevyhovujiciho prifazeni jinym zptsobem
fesit nelze, hleddni konfliktt je mozné fesit vice zptisoby. Autoii CRA[I] v [2]
diskutuji dalsi moznosti vybrani konfliktu k vyteseni. Jsou to:

e prvni nalezeny konflikt (strategie, kterou jsem zvolil)

e nihodny vybér konfliktu (pristup zalozeny na heuristice)
e maximalni konflikt

e relaxacni metoda

Hledani konfliktd v mé implementaci funguje velmi podobné, jako kontrola
prirazeni. Program prochazi vsechny dvojice nerovnic v levelu a kontroluje,
jestli mezi nimi neexistuje konflikt. Podobné jako u kontroly pfirazeni prvni
vldkno, které nalezne konflikt ho vyresi a ukonci ostatni vlakna.

Listing 3.14: Paralerizovana funkce pro hledani konflikt.

/.

bool constraint_added = false;
#pragma omp parallel
{

#pragma omp for

for (size_ t i = 0; i < curr_level cnt; ++i) {

for (size_t j = 0; j < curr_level_cnt; ++j) {
NUMBER lower_bound = get_lower_bound(
assignments,

curr_level _constrains[i],
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curr_level);

NUMBER upper_bound = get_upper_bound(
assignments,
curr_level_constrains[j],
curr_level);

if (lower_bound > upper_bound) {

#pragma omp critical

{
if (!constraint_added) {
resolve(constraints,
curr_level);
constraint_added = true;
+
}
#pragma omp cancel for
}
}
#pragma omp cancellation point for
}
}
/.

V tomto kédu je paralelizovan pouze prvni for cyklus. OpenMP nabizi i pa-
ralelizaci vnorenych cyklu pomoci #pragma omp parallel for collapse(n)[13],
kde n je pocet cykli, ale pouziti tohoto parametru je slozitéjsi.

3.8 Normalizace

Normalizace vSech vstupnich nerovnic je provedena na zacatku algoritmu
a nova nerovnice, vznikla souctem dvou jiz normalizovanych nerovnic, je také
normalizovana.

3.9 Optimalizace

3.9.1 Preusporadni strojového kédu

Jedna z optimalizaci, kterou nabizi gcc je preusporadani strojového kédu po-
moci __builtin_expect.[I4] Jedna se o vestavénou funkci gee, kterd pomahd
kompilatoru s optmilaizaci kédu pro branch predictor a pipelining. Pomoci ni
muze kompilator preskladat vysledny strojovy kéd podminky, u které ocekavame,
Ze nastane velmi ziidka, nebo naopak velmi casto.

Dalsi podobnou funkci je __builtin_expect_with_probability[14], kterd ma
stejnou funkci jako__builtin_expect s tim rozdilem, Ze mé navic parametr

24



3.9. Optimalizace

propability typu double, ktery muze byt v rozsahu (0.0,1.0), ktery urcuje
pravdépodobnost podminky.

Implicitni pravdépodobnost podminky je 90%.[14] Tyto optimalize lze
pouzit u podminek, u kterych ¢ekame, ze budou nastiavat ¢asto, nebo nao-
pak zridka.

3.9.1.1 Porovnani vyprodukovaného strojového kédu v x86-x64
Normélni podminka:

Listing 3.15: Strojovy kod bez __builtin_expect.

;if (i > 20)1

85: mov eax ,DWORD PTR [rbp-0xc]
88: cmp eax ,0x14

8b: jle 99 <main+0x3e>

;elseq

3 e o e

Podminka s optimalizac{’}
Listing 3.16: Strojovy kod s __builtin_expect.

;if( __builtin_expect (i > 20,0)){

85: mov eax ,DWORD PTR [rbp-0xc]
88: cmp eax ,0x14

8b: setg al

8e: movzx eax,al

91: test rax,rax

94: je a2 <main+0x47>

;elsed

30ba programy byly kompilovény s pfepinaé¢em —O0.
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KAPITOLA 4

Vyhodnoceni

V této kapitole prestavim nameérené hodnoty s riznymi optimalizacemi.

4.1 Velikost matic

Pri generovani velkych matic a nasledném méreni jsem narazil na problém,
kdy pri feseni soustav, které maji vice nez 8 az 10 proménnych v zavislosti
na hustoté matic dochézi k preteceni, nebo podteceni int64_t, ktery je pouzit
jako citatel a jmenovatel pro zlomky s kone¢nou presnosti.

Méfeni jsem tedy provadél pouze se s zlomky s potencidlné nekonecnou
presnosti.

4.2 Pouzity hardware a software
Vysledky byly naméfeny na jiz starsim pocitaci s procesorem Xeon E5-2640
2.50GH a 6GB RAM.

Program byl kompilovan na gcc 9.3.0 a operacni systém byl Linux 5.4.
Procesorovy ¢as byl méfen pomoci nastroje time.

4.3 Vstupni data

Jako vstupni data jsem pouzil matice velikosti 25x25 generované pomoci SciPy[15],
hodnoty matic nélezely intervalu (—10, 10). Takto jsem vygeneroval dvé sady
hustych a fidkych matic, na kterych jsem poté nasledné provadél méreni.

4.4 Pouzité optimalizace

Seznam pouzitych optimalizaci:
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Procento hodnot, které nejsou rovné 0.

tidké matice 30%
husté matice 45%

Tabulka 4.1: Zaplnéni matic.

e -Ofast Jednd se o prepina¢ kompilatoru, ktery zapne vSechny optima-
lizace -03.[14] Navic zapne optimalizace, které nejsou validni pro pro-
gramy, jez nendsleduji standard C++[16]. Pro C++ jsou to -ffast-math
a -fallow-store-data-races.

e -march=native Tento prepina¢ na zakladé typu CPU, které kompi-
luje dany program, instruuje kompilator, aby pro kompilovany program
vyuzil vSechny instrukce kompilujiciho CPU.[14] Nevyhodou tohoto prepinace
je, ze vysledny program nemusi fungovat na kazdém CPU stejné archi-
terktury.

e __buitin_expect Vestavéna fukce gee , detailné popséno v [3.9.1]

4.5 Sekvencni resicé

Resi¢ vzdy rychleji spocital ridké soustavy, nez husté a to s velmi vyraznym
rozdilem. Vzhledem k tomu, ze se jednalo o ndhodné generované soustavy, tak
se dalo oc¢ekdvat rovnomeérné rozlozeni konfliktia. CRA je navic algoritmus,
ktery je idealni pro ridké matice. Z pokusu pfi méreni vyplynulo, Ze okolo
40% zaplnéni matic se obtiznost problému rapidné zvysi. V pripadé matic
25x25 z tadu jednotek sekund na desitky minut.

U sekvencniho fesice mél nejvyssi vliv na rychlost prepina¢ —O fast, jak je
vidét z grafi v kapitole Pridani __builtin_expect do funkce hledajici kon-
flikty naopak vedlo ke zpomaleni. Stejny, i kdyz daleko mesi vliv mél prepinaé
—march=native, coz ale muze byt zptsobeno starim procesoru, i tak ale pro
mé bylo prekvapeni, Ze tento prepinac zpusobil zpomaleni i kdyz velmi malé.

Lze tedy rici, ze kompilator je sdm o sobé velmi dobry v optimalizacich a
lepsi je se spolehnou na profilovani pomoci — fprofile-arcs.[14]

4.6 Paralelni resic¢

Nakonec jsem se rozhodl ze smycky, ktera hledala konflikty, odstranit direktivy
pro zruseni for cyklu, aby nepridavaly rezii.

Paralelizace algoritmu se projevila velmi vyrazné, jak je vidét na gra-
fech v kapitole [4.7] zfejmé z duvodu ndrocnosti vypoctu s ¢isly s potencidlné
nekonecnou presnosti. Prepinace kompilatoru mély u paralerni verze daleko
mensi vliv na vysledny cas.
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4.7. Grafy pro matice 25x25

Pro ridké matice bez pouziti optimalizaci kompilatoru ale byla sekvenéni
verze rychlejsi, coz pravdépodobné bylo zpusobeno velkou rezii vldken.

Paralelni verze algoritmu si pravdépodnobné vedla tak dobfe na testo-
vacich datech, protoze jejich nahodné generovani zrejmeé zajistilo rovnomérné;jsi
rozlozeni konfliktti nez na realnych soustavach.

4.7 Grafy pro matice 25x25

Tato kapitola obshuje obsahuje grafy s namérenymi hodnotami.

4.7.1 Ridké matice

Méreno v milisekundéch.

1,500 |- -
1,000 | — =
ms
500 -
I \’_‘ H I
bez opti- Ofast native builtin
malizaci

[0 sekvenéni
[0 paralerni

Obrazek 4.1: Namérené hodnoty pro ridké matice.
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1,500 -
1,000 - — ]
ms
500 |- |
\H ’_‘ H \H
Ofast Ofast native Ofast
native builtin builtin native

[ 0sekvenéni builtin
0 paralerni

Obrazek 4.2: Namérené hodnoty pro ridké matice.

4.7.2 Husté matice

Méreno v sekundach.

3,000 . 1

2,000 |- :

1,000 | :

J00 Hm Ex HE@

T T
bez opti- Ofast native builtin
malizaci

[0 sekvenéni
0 paralerni

Obrazek 4.3: Namétené hodnoty pro husté matice.
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4.8. Porovnani s jinym fesicem

3,000 |- — .
2,000 |- .
S
1,000 |- .
oldm  HO Sz Ho|
T T T T

Ofast Ofast native Ofast

native builtin builtin native
I 0sekvencni builtin

0 paralerni

Obrazek 4.4: Namérené hodnoty pro husté matice.

v Y ewv

4.8 Porovnani s jinym resicem

4.8.1 SciPy

Pro srovnéni jsem pouzil funkei linprog z knihovny SciPy[I5], kterd reprezen-
tuje &isla v plovouci desetinné ¢arce. Reseni hled4d pomoci linedrnfho progra-
movani, minimalizaci funkce. Knihovna pro své vypocty pouziva paralelizaci.

Nanestesti pro vétsi soustavy funkce neni schopna najit feseni, tudiz srovnani
je velmi obtizné.

4.8.2 Wolfram Mathematica

Pii vypoctu jsem pouzil funkci FindInstance, kterd najde jedno fesni pro
mnozinu rovnic a nerovnic. Mathematica[l9] stejné jako SciPy pouzivéd pro
vypocet ¢isla v plovouci desetinné ¢arce. K méreni ¢asu jsem pouzil funkci Ti-
ming, kterd je také soucdsti Mathematicy a méri stéjné jako time cas vyuziti
procesoru.

Mathematica byla schopna nalézt reseni instance, které mij program resil
asi 3 minuty béhem desitek milisekund . Ale za cenu toho, Ze vysledek
nebyl presny a vycisleni nékterych nerovnic dalo ¢islo mensi nez nula, i kdyz
velmi blizko nule.
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Cas pro vyreseni hustych soustav.

Mathematica 82ms
Muj fesi¢ 153s

Tabulka 4.2: Porovnani mého resice s Mathematicou.
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Zaver

V prvni ¢asti prace jsem zadefinoval potfebnou teorii a detailné i s priklady
popsal samotny algortimus CRA. V dalsi ¢asti jsem popsal realizaci algo-
ritmu pomoci C++ a OpenMP a nékteré optimalizace. Posledni ¢ast zahr-
novala ukézku namérenych vysledku pro ridké a husté matice a porovnani
sekvencéniho a paralerniho algoritmu.

Implementace se zlomky reprezentovanymi pomoci int64_t se ukdzala jako
nevhodna pro vétsi problémy. Na druhou stranu implementace pouzivajici
GMP je na vypocty velmi naro¢nd a je otdzkou, jestli je néco takového nutné
pro realné problémy.

33






Literatura

Korovin, K.; Tsiskaridze, N.; Voronkov, A.: Conflict resolution algorithm
[online]. 2009, Dostupné z: http://www.cs.man.ac.uk/~korovink/my_pub/
cra09.pdf.

Korovin, K.; Tsiskaridze, N.; Voronkov: Implementing Conflict Resolution
[online]. 2011, Dostupné z: http://www.cs.man.ac.uk/~korovink/my_pub/
implementing_cra_psi_2011.pdf.

Boost rational [online]. Dostupné z: https://www.boost.org/doc/libs/
1 71 0/libs/rational/rational.html.

Knihovna boost [online]. Dostupné z: https://www.boost.org/.

Licence boost [online]. Dostupné z: https://www.boost.org/users/
license.html.

Knihovna OpenMP [online]. Dostupné z:https://www.openmp.org/.

Sierksma, G.; Zwols, Y.: Linear and Integer Optimization: Theory
and Practice. 3rd Edition. Chapman and Hall/CRC, 2015. ISBN 978-
1498710169.

Gent, 1. P. : Principles and Practice of Constraint Programming - CP 2009.
Springer, 2009. ISBN 978-3-642-04243-0.

Chapman, B. ; Jost, G.; Ruud van der Pas: Using OpenMP: Portable
Shared Memory Parallel Programming (Scientific and Engineering Com-
putation).The MIT Press, 2007. ISBN 978-0262533027.

[10] Guide into OpenMP: Easy multithreading programming for C++ [on-

line]. Dostupné z: https://bisqwit.iki.fi/story/howto/openmp/.

[11] Matrix Market [online]. Dostupné z: https://math.nist.gov/

MatrixMarket/index.htmll

35


 http://www.cs.man.ac.uk/~korovink/my_pub/cra09.pdf
 http://www.cs.man.ac.uk/~korovink/my_pub/cra09.pdf
http://www.cs.man.ac.uk/~korovink/my_pub/implementing_cra_psi_2011.pdf
http://www.cs.man.ac.uk/~korovink/my_pub/implementing_cra_psi_2011.pdf
https://www.boost.org/doc/libs/1_71_0/libs/rational/rational.html
https://www.boost.org/doc/libs/1_71_0/libs/rational/rational.html
https://www.boost.org/
https://www.boost.org/users/license.html
https://www.boost.org/users/license.html
https://www.openmp.org/
https://bisqwit.iki.fi/story/howto/openmp/
https://math.nist.gov/MatrixMarket/index.html
https://math.nist.gov/MatrixMarket/index.html

LITERATURA

[12] Matrix Market Exchange Formats [online]. Dostupné z: https://
math.nist.gov/MatrixMarket/formats.html#MMformat.

[13] Specifikace OpenMP [online]. Dostupné z: https://www.openmp.org/wp-
content/uploads/OpenMP-API-Specification-5.0.pdf.

[14] Dokumentace kompilatoru GCC [online]. Dostupné z: https://
gcc.gnu.org/onlinedocs/gecc/.

[15] Knihovna SciPy [online]. Dostupné z: https://www.scipy.org/.

[16] Standard C++ [online]. Dostupné z: https://isocpp.org/std/the-
standardl

[17] Knihovna GMP [online]. Dostupné z: https://gmplib.org/.

[18] Boost gmp_rational [online]. Dostupné z:https://www.boost.org/
doc/libs/1_68_0/1libs/multiprecision/doc/html/boost_
multiprecision/tut/rational/gmp_rational.html.

[19] Wolfram Mathematica software [online]. Dostupné z: https://
www.wolfram.com/mathematica/.

36


https://math.nist.gov/MatrixMarket/formats.html#MMformat
https://math.nist.gov/MatrixMarket/formats.html#MMformat
https://www.openmp.org/wp-content/uploads/OpenMP-API-Specification-5.0.pdf
https://www.openmp.org/wp-content/uploads/OpenMP-API-Specification-5.0.pdf
https://gcc.gnu.org/onlinedocs/gcc/
https://gcc.gnu.org/onlinedocs/gcc/
https://www.scipy.org/
https://isocpp.org/std/the-standard
https://isocpp.org/std/the-standard
https://gmplib.org/
 https://www.boost.org/doc/libs/1_68_0/libs/multiprecision/doc/html/boost_multiprecision/tut/rational/gmp_rational.html
 https://www.boost.org/doc/libs/1_68_0/libs/multiprecision/doc/html/boost_multiprecision/tut/rational/gmp_rational.html
 https://www.boost.org/doc/libs/1_68_0/libs/multiprecision/doc/html/boost_multiprecision/tut/rational/gmp_rational.html
https://www.wolfram.com/mathematica/
https://www.wolfram.com/mathematica/

PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

RAM random-access memory
CPU central processing unit

GB gigabyte
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PRILOHA B

Obsah prilozeného CD

1= P text prace

Lthesis.pdf ............................. text prace ve formatu PDF

src

timpl ................................... zdrojové kédy implementace
thesis ...oovieviiiiiiiinna., zdrojova forma préace ve formatu KTEX
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