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Abstract

Sieve methods are used to evaluate count of prime numbers in the number
theory. The arrangement of prime numbers in direction to infinity is a
mystery even these days. Existence of infinitly repetitious prime gap was
proven less than fifteen years ago. Yitang Zhang gave particular bound
of such prime gap in 2013. James Maynard proved significantly better
boundary in his article Small gaps between primes which is subject of
this work. We will pass through all steps of proof of several results about
prime number differency limit inferior in detail. Concepts needed for this
method will be given also.

Abstrakt

V teorii ¢isel umozinuji metody sit vyhodnotit pocty prvocisel, jejichz
rozmisténi smérem k nekonecnu je stale zahadou. Az v poslednich
patnacti letech bylo dokazano, ze existuje mezera mezi dvéma
nasledujicimi prvocisly, ktera se opakuje nekonecné casto. Konkrétni mez
pro velikost takové mezery podal v roce 2013 Yitang Zhang a nedlouho
potom dokézal vyrazné nizsi mez i James Maynard ve svém ¢lanku Small
gaps between primes, kterému se vénuje tato prace. Projdeme si dopo-
drobna vSechny kroky vedouci k dukazu nékolika zavéru ohledné limes
inferior rozdilu prvocisel. Vylozeny budou i koncepty potiebné pro tuto
metodu.
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1 UVOD

1 Uvod

Vlastnosti rozmisténi prvocisel ve velkych éislech limitné jdoucich do nekonecna je
stdle do znaéné miry neprobddand oblast. Neni zndma ani odpoved na zdanlive jednodu-
chou otazku, zda se kazdd mozna velikost prvociselné mezery opakuje nekoneénékrat. Ac
znamym specidlnim piipadem je domnénka o nekoneéném poctu prvociselnych dvojic,
predpoklada se, ze nekonecnékrat se vyskytuje kazdd mozna prvociselna mezera.

Podobné dulezité otdzky se snazi rada matematiku fesSit pomoci metod takzvanych
sit. Ty maji za cil ur¢it obecné v néjaké podmnoziné prirozenych ¢isel pocet prvocisel,
popripadé ¢isel nedélitelnych urcitou sadou prvocisel.

Velikost nejmensi nekonecéné casté prvociselné mezery vyjadiuje limes inferior rozdilu
dvou po sobé jdoucich prvocisel. Limes inferior obecné vyjadiuje limitni hodnotu minima
z prvku nasledujicich prvku jdouciho do nekonecna. Snaha je tak omezit zeshora hodnotu
liminf, o (Pny1 — Pn), & to idedlné az k hodnoté 2. Ptitom teprve patnéct let zpét bylo
dokazéano, ze takova koneénd hranice vubec existuje.

Nas zajem budi i limes inferior z rozdilu prvocisel, ktera spolu primo nesousedi. Naptiklad
liminf, o (Pni2 — pPn), ale i obecné liminf, . (Pnim — Pn)-

V této praci se budeme vénovat priulomovému clanku Jamese Maynarda Small gaps be-
tween primes, v kterém autor dokazal nékolik nerovnosti tykajicich se limes inferior rozdilu
prvocisel. Nejvyraznéjsim vysledkem je tvrzeni liminf, . (pni1 — pn) < 600, nicméné
obsazeny jsou dalsi zavéry, nékteré podminéné dosud nerozhodnutou domnénkou.

Nejdiive si v prvni ¢asti popiseme nékteré zakladni myslenky a koncepty, které jsou
pottebné pro samotny dukaz. Druhd cast jiz peclivé prochézi Maynarduv ¢lanek a snazi se
objasnit kazdy krok jeho inovativniho postupu.




1.1 Multiplikativni a zcela multiplikativni funkce

1.1 Multiplikativni a zcela multiplikativni funkce

V teorii ¢isel hraji vyznamnou roli multiplikativni funkce, které splnuji identitu davajici
do souvislosti soucin funkénich hodnot nesoudélnych argumentt a funkéni hodnotu soucinu
téchto argumentu.

Definice 1 (Multiplikativni funkce): Aritmetickou funkci f nazgvdme multiplikativnd
prdavé tehdy, kdyz pro vsechna nesoudélnd a a b (ged(a,b) = 1) plati

f(ab) = f(a)- f(b).

Podstatnym dusledkem je, ze hodnota funkce pro neutralni prvek na nasobeni musi byt
rovna neutralnimu prvku na ndsobeni, tedy plati f(1) = 1, nebot ¢islo 1 je nesoudélné se
vSemi ostatnimi pfirozenymi ¢isly.

Jako zcela multiplikativni funkci pak oznacujeme takovou funkci, pro kterou rovnost
plati bez ohledu na soudélnost a a b.

Definice 2 (Zcela multiplikativni funkce): Aritmetickou funkci f nazgvdme zcela mul-
tiplikationd prdve tehdy, kdyz pro vSechna a a b plati

f(ab) = f(a)- f(b).

Jednou z nejvyznamnéjsich multiplikativnich funkei je Eulerova funkce ¢ vyjadiujici
pocet (prirozenych) ¢isel mensich nebo rovnoE] argumentu s nim nesoudélnych.

Definice 3 (Eulerova funkce): Multiplikativni funkce Eulerova funkce je definovdna pro
mocninu prvocisia

e(p*) =p"p-1).

Diky multiplikativnosti muzeme psat

=TT (=) 1)

pln pln

Rovnost se uplatni pouze pro ¢(1).
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Alternativné bychom mohli funkci definovat ve smyslu ptvodni intuice

pn)= > 1

1<i<n
ged(i,n)=1

Za vyznaéné hodnoty muzeme povazovat hlavné (1) =1 a p(p) =p — 1.

Vzhledem k definici a multiplikativnosti je snadné hodnotu spocitat pii znalosti prvociselného
rozkladu argumentu, avsak absence algoritmu s polynomialni slozitosti pro vypocet hod-
noty Eulerovy funkce bez znalosti rozkladu je dulezitou vlastnosti této funkce.

Dalsi funkci, kterou v nasledujicim textu budeme casto vyuzivat, je Mobiova funkce
umoznujici rozlisit mezi ¢isly obsahujici sudy nebo lichy pocet prvocisel a ¢isly obsahujici
néjaké prvocislo nasobné.

Definice 4 (Md6biova funkce): Mdbiovu funkci definujeme pro prirozené cislo n podle

1 pro bezcétvercové cislo se sudym poctem prvocinitel,
pu(n) =< —1  pro bezctvercove ¢islo s lichyym poctem prvociniteli,

0 pro ¢islo obsahujici mocninu prvocinitele.

Jina pouzivana definice vyzaduje funkce w a €2 vyjadiujici pocet unikatnich prvoéiniteli,
respektive pocet prvocinitelu véetné nasobnosti. Pomoci 2 je definovana i Liouvilleova
funkce, ktera se casto v definici Mobiovy funkce pouziva pro jejich shodu v bezétvercovych
argumentech.

Casté pouziti Mébiovy funkee spociva v nasobeni jejim kvadratem, obvzl4sté v souctech,
coz zajisti nulovy prispévek pro ¢leny nespliujici bezctvercovost. Bezétvercova cisla maji
v teorii ¢sel znaénou dulezitost a ve spousté vét & tvrzeni se pracuje pouze s nimi, nebot
¢isla obsahujici étverec bud danou zajimavou vlastnost postrddaji, nebo se daji nahradit
svym takzvanym radikalem, tedy ¢islem obsahujici stejna prvocisla, ale bez umocnéni.

Zajimavou vlastnosti Eulerovy funkce je hodnota souctu pres délitele

> old) =n,

dn




1.2 Symetrické polynomy

a z toho Mobiovou inverzi vyvstavajici vztah
n p(d)
p(n) = pld)Z=n) ==,
dln dln
pro Mobiovu funkei potom suma pies délitele odpovida

Zﬂ(d):{l pron =1 (1)
din

0 pron >1.

Zadefinujme si na chvili multiplikativni funkci g vztahem pro prvocisla g(p) = p — 2.
Potom analogicky k (1.1) mame pro bezétvercové n (dukaz bychom vedli indukei)

> g(d) = p(n). 2)

dln

1.2 Symetrické polynomy

Polynom vice proménnych, ktery je shodny z pohledu vSech proménnych, nazyvame
symetrickym polynomem.

Definice 5 (Symetricky polynom): Nechi P(xy,...,xy) je polynom k proménnijch a
o: {1,....k} = {1,..., k} permutace na indexech x, potom polynom je symetricky, pokud
pro vsechna o plati

P(:Bl, ce ,$k) = P(xg(l), SN ,:l?a(k)).

1.3 Kvadratické formy

V symetrické dvojité sumaci soucinu, jehoz prvky muzeme rozdélit na cleny zavislé na
jednom indexu, symetrickym vyrazem pro oba indexy, a cleny zavislé na obou indexech,
muzeme spatfovat nasobeni matic vektorem. Proto zavedeme néasledujici pojem, ktery nam
pomuze prejit k maticovému poctu, coz vyuzijeme pii hledani extrému vyrazu nabizejiciho
na prvni pohled ptilis kombinatorickych moznosti.

Definice 6 (Kvadraticka forma): Zobrazeni @ : R" — R nazgvime kvadratickd forma,
pokud existuje symetrickd ctvercovd matice A € R™" takovd, Ze

Vo € R":  Q(x) =a" Az,

4
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Pokud hodnotu @ vyjadiime namisto maticového nasobeni pomoci sum, ziskame

Qz) = Z QijTiTy,

1<i,j<n

kde a;; odkazuje na jednotlivé prvky matice, stejné jako z; na jednotlivé prvky vektoru
proménnych x.

1.4 Erastothenovo sito

Erastothenovo sito je zédkladni a velmi jednoduchy algoritmus pro vygenerovani vsech
prvocisel do dané meze. Postup je znam jiz od dob starovékého Recka, jeho zformulovani
je pripisovano Erastothenovi z Kyrény.

Algoritmus prochdzi mnozinu za¢inajici jako interval ptirozenych ¢isel od 2 do horni
meze. Kazdé ¢islo, které se ocitne na zacatku seznamu je oznaceno za prvocislo a poté jsou
vylouceny (”vysitovany”) i jeho nasobky. Seznam tak zac¢ina dalsim prvocislem, s kterym
se provede stejna operace. Po nalezeni prvocisla vétsiho nez druhd odmocnina horni meze
je jasné, ze zbyla nevyloucend ¢isla jsou prvocisly.

Na néasledujicim ptikladu vidime prubéh algoritmu pro mez 25.

10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25
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V prvnim kroku jsme oznacili ¢islo dva jako prvocislo a vyskrtli vSechny jeho nasobky.
V nasledujicich dvou krocich jsme totéz zopakovali pro &fsla tii a pét, nebot éislo étyfi
jsme jiz vyskrtli. Dalsi na fadé by bylo ¢islo sedm, jenze to uz je vyssi nez odmocnina z
nejvyssiho ¢isla v mnoziné, a proto v poslednim kroku oznac¢ime vSechna zbyla cisla za
prvocisla.

1.5 Legendreovo sito

V ptipadé Erastothenova sita bylo cilem ziskat mmnozinu prvocisel, nicméné pouhd
znalost poctu prvocisel na urcitém rozsahu prirozenych cisel, ¢i v ramci néjaké jejich
podmnoziny, je dostacujici pro spoustu piinosnych zavéru. Pokusme se vycislit pocet
prvocisel soucasné s béhem Erastothenova postupu.




1.5 Legendreovo sito
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V prvnim kroku jsme, pti pocitani od jednicky, vyloucili kazdé druhé ¢islo, neboli kazdé
¢islo délitelné dvéma. Poctem tedy volné feceno polovinu. V druhém kroku vyskrtavame
kazdé tieti cislo, tedy (pro tuto chvili) tfetinu ¢isel. Jenze vidime, ze nékterd ¢isla jsme vy-
loucili dvakrat, konkrétné ¢isla délitelnad dvéma i ttemi, tedy délitelné Sesti. I ve vyéislovani
poctu vyskrtavanych ¢isel jsme tato ¢isla odecetli od puvodniho poctu dvakrat. Pro vy-
rovnani staci jednoduse pricist jedenkrat pocet pravé takovych cisel - Sestinu vSech.

Pti pokracovani vylou¢enim néasobku péti, budeme potiebovat vyrovnat spolecné nasobky
s jiz vylucovanymi ¢isly, konkrétné nasobky deseti a patnécti. Tim vSak spolecné nasobky
(nasobky tficeti) pri¢tem v rdmci vyrovnani nasobku dvou éisel dvakrat, proto opét odec¢tem
pocet cisel délitelnych triceti.

Pocet prirozenych ¢isel mensich nez X délitelnych d muzeme vyjadrit za pomoci funkce
spodni celd cast, udavajici nejvyssi celé cislo mensi nebo rovno argumentu, jako L%J
Potom pocet ¢isel, kterd nevylouc¢ime po sitovani ¢isly {2, 3,5} odpovida

-5 B3

Princip, kdy pro vycisleni velikosti slouc¢eni mnozin sectem velikost s¢itanych mnozin a
odectem velikost jejich pruniku, a to rekurzivné, se nazyva princip inkluze a exkluze. Pritom
muzeme vidét, ze ode¢itani nebo pricitani zavisi pouze na parité poctu nejvyssich mnozin, z
jejichz pruniku prispévek pocitame. V nasem piipadeé je prislusnost k dané mnoziné urcena
délitelnosti a pro rozhodnuti mezi pricitdnim a odecitdnim je stézejni pocet prvocinitelu
délitele. Takovou vlastnost vyjadiuje Liouvillova funkce, pro bezctvercova cisla shodna s
Mobiovo funkei.

Zavedmeé si nékolik zakladnich pojmu potifebnych pro sita. V prvni fadé si ozna¢me
mnozinu piirozenych ¢isel, v kterém chceme vy¢islit pocet (nebo castéji odhad poétu) jako
A a pomoci Ay znacme podmozinu A, jejichz prvky jsou délitelné d (A; = {a € Ala
(mod d) = 0}). Déle ozna¢me P souéin prvocisel, kterymi chceme sitovat, alternativné
budeme vyuzivat soucin vsech prvocisel do meze P(z) = [] cpj,<, p- Konetné oznacme
velikost vysledné vysitované mnoziny S(A, P) = [{n € A|ged(n, P) = 1}|.

Pokud zustaneme u obecného vyjadieni mnozin A4, dostavame zakladni sito vychazejici
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piimo z principu inkluze a exkluze, pojmenované po Adrien-Marie Legendreovi.

Véta 1 (Legendreovo sito): Necht A je sitovaci mnoZina, P soucin prvocisel a Ag
podmnozina A obsahujici pouze prvky délitelné d, potom

S(A,P) =" pu(d)|Ad,

d|p

kde u znaci Mobiovu funkci.

Ujasnéme si, ze 1 déli jakékoliv ¢islo, proto d = 1 je také jeden z délitelu, pres které
je provadén soucet s tim, ze A; reprezentuje celou mnozinu, od které jsme pti nasi intuici
odecitali.

Pripomenme, ze Legendreovo sito v této formulaci nevyzaduje A jakozto souvisly inter-
val, ale muze ji byt libovolnd podmnozina ptirozenych ¢isel. Pro ruzné problémy muzeme
zaéinat s riznymi mnozinami, napiiklad pouze &isla zapsatelnd ve tvaru n? + 1 pron € N
nebo spadajici do konkrétni zbytkové tiidy pro dany modul.

Pokud nas vsak zajimaji pouze souvislé intervaly, muzeme se omezit dokonce pouze
na ¢isla od jedné po horni mez, nebot pro hodnotu sita na intervalu nezaéinajiciho nulou
muzeme od hodnoty pro horni mez odeé¢ist hodnotu sita pro spodni mez. Pouze v pripadé
odhadu zvolime pro hodnotu pro spodni mez opa¢né maximalni nebo minimalni hodnotu.

Jak jsme jiz tekli vyse, pro takovou situaci vyuzijeme funkeci spodni celd ¢ast. Hodnota
Legendreova sita, pii znaceni S(X, P) = S({1,2,..., X}, P), potom je

S(X,P) =3 u(d) L%J |

d|P

Kdybychom chtéli znat pocet prvocisel do hranice X, zvolili bychom P = P(z) pro
z = {\/ X J . Nutno podotknout, ze z celkového poctu cisel by byla vysitovana i prvocisla,
kterymi jsme sitovali. Proto

§ (%P ([vx])) = =00 == ([vX]).




1.5 Legendreovo sito

Nespojita funkce spodni celd ¢ast je velkou komplikaci pii pouziti sita v této podobeé,
proto se pokusime spodni celou ¢ast rozdélit podle vztahu

EJ a a (modd)
d d ’

Va,d € N {d -

pricemz pii oznaceni zlomkové ¢asti, tedy jakéhosi zbytku po déleni jednou, jako {a}, kdy
z definice 0 < {a} < 1, piSeme

woden: |2] =2 {2}

Pro hodnotu sita pro prirozena ¢isla do meze dostavame

S(X,P) =" uld) {%J = > _u(d) (% - {%})

o -
- C”ZP;L(d)% - S {21- Xdzpjuw)é S Zh

Suma pres délitele z prevracené hodnoty nasobené Mobiovou funkei by nam méla byt
poveédoma ze vztahu pro Eulerovu funkci, diky kterému mame

ud)  o(P)
2 =

P

Sito se nam tak zjednodusuje na vuci X linedarni clen a jakysi chybovy ¢len podle

S(X,P) = X% =Y u(d) {%} = @X — BE(X, P),
d|P

pricemz onen chybovy ¢len se sklada pouze ze souctu kone¢ného poctu relativné malych
hodnot, konkrétné nezapornych realnych ¢isel mensich nez jedna. Avsak pocet takovych
hodnot odpovidd poctu déliteli P, rovného 2¢) kde w(P) zna&i pocet prvocinitelit P.

s

omezeni 0 < {a} < 1 dosti neuspokojivy odhad

—2#P=l < B(X, P) < 2¢P)71,
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Nutno podotknout, ze E(X, P) je viici X periodické s periodou P, nebot pro viechna

¢isla ze stejné zbytkové tiidy modulo P maji shodné zbytky i pro vSechny délitele P. Pro

kazdy délitel d mame obecné d moznosti, jakych muze s¢itanec nabyvat (0 az %), avSak

mezi riznymi déliteli je vazba, nebot konkrétni zbytkové tiidy modulo jednotliva prvocisla
z P jednoznaéné urcuji i zbytky modulo slozené délitele, coz podle Cinské véty o zbytcich
odpovida pravé oném P moznostem. Jak i numerické vypocty naznacuji, existuje mnohem
pouzitelnéjsi E,q.(P) vyhovujict

max  |E(X, P)| < Enee(P) < 29071
Xe{o,1,...,.P—1}

bohuzel se zatim zadné takové vhodné E,,..(P) nepodarilo dokazat.

1.6 Selbergovo sito

Hodnotou sita S(A, P) chceme obecné vyjadiit pocet prvku A nesoudélnych s P, coz
lze zapsat

S(A,P) = |{n € Al ged(n, P) =1}| = Zéfcd(n,P)’
neA

kde 9y je Kroneckerovo delta rovnajici se jedné prave tehdy, kdyz a = b, jinak je rovna nule.

Pro posouzeni rovnosti s jednou vyuzijeme sumu pies délitele, kdy
cd(a,b
N = YT uld) =) u(d),
d| ged(a,b) dla,b
proto

S(AP) =53 u(d.

n€Adn,P

Zékladni trik v Selbergové situ spociva v nahrazeni Mobiovy funkce obecné libovolnymi
¢isly A tak, aby platila nerovnost

Zﬂ(d) < Z Ad

dn,P d|n,P




1.6 Selbergovo sito

Pro piipad ged(n, P) > 1 nabyva leva strana nulové hodnoty a diky kvadratu pravé
strany je jasné, ze nerovnost je splnéna. V piipadé ged(n, P) = 1 je leva strana rovna
jedné, proto i prava strana musi byt vétsi nebo rovna jedné. Jelikoz vsak jedinym délitelem
ged(n, P) =1 je 1, musi byt pifspévek tvofen pouze A%, z ¢ehoz vyplyva skutecnost A; = 1.
To je jedind podminka pro hodnoty A4, ostatni hodnoty muzeme prozatim povazovat za
libovolna redlna cisla.

V dusledku Selberguv postup vede k hornimu odhadu

2

=X D ud) <y | > M

neAdn,P neA \d|n,P

kde étverec sumy rozepiSseme po jednotlivych ¢lenech rozvoje, coz muzeme chapat jako
sumu soucinu dvou A pres viechny kombinace délitelu d; a dy (véetné d; = dy), proto

SAPY<YI L D Mda |

n€A \di,dz2|n,P

coz ale muzeme psat také jako

> A YL

dl,dQ‘P neA
d1,dza|n

Vyjédfit hodnotu S(X, P) souc¢tem hlavniho a zbytkového ¢lenu muzeme pii pouziti
L—J == + { } = + O(1) pro pocet cisel mensich nez X délitelnych d jako

Ad; Ad
=X — PYREDY
S Z lcm dl,d2> + O Z ‘ d1|| d2|

dy,do|P di,de|P

Koeficienty A\; jsou nasledné zpravidla odhadovany vhodné zvolenou multiplikativni
funkei a pro jejich soucty je pouzita Mobiova iverze. Nicméné hlavni myslenka Selber-
gova sita spociva pravé v souctu vSech kombinaci soucinu koeficientu Ay pro dva délitele d
(vEetné stejnych).
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1.7 Distribuce prvocisel

Rozmisténi prvocisel, a tim i prubéh prvoéiselné funkce m(z), znaéici pocet prvocisel
mensich nebo rovno x, je vyznamnou otazkou jiz od dob Euklida, ktery ukazal, ze jejich
pocet je nekonec¢ny. Prvni pouzitelnou aproximaci byl vztah

x

m(@) ~ log x’

lim ”(f) —1,
T—r 00
log x
jak roku 1896 dokazali nezavisle na sobé Jacques Hadamard a Charles Jean de la Vallée

Poussin. [0, p. 2]

neboli

De la Vallée Poussin v roce 1899 dokazal i domnénku vyslovenou Drichletem lépe
priblizujici pocet prvocisel integrdlem prevracené hodnoty logaritmu (li) podle vzorce

m(x) = Li(z) + O (we V™57,

kde
—dt = li(z) — 1i(2).
/ logt 1 ) 1( )

Nicméné pod pojmem prvociselnd véta se zpravidla rozumi prvni vztah, ktery je vzh-
ledem ke své jednoduchosti hojné pouzivan pro aproximaci poctu prvocisel na intervalu a
stejné tomu tak je i v nasem textu.

1.8 Distribuce prvocisel v aritmetické posloupnosti

Drichletova véta pravi, ze pro kazdou nesoudélnou dvojici (ptirozenych ¢isel) a a ¢
existuje nekonecné mnoho prvocisel tvaru a +ng (n € N), tedy kazda aritmetickd posloup-
nost nesoudélného zakladu a diference generuje nekoneéné mnoho prvocisel. Jinak receno
je nekonecné prvocisel kongruentnich s @ modulo ¢, pokud a a ¢ jsou nesoudélné.

A dokonce pozdéjsi vysledky ukazaly, ze rozdéleni mezi témito zbytkovymi tfidami je v
urcitém slova smyslu rovnomérné, neboli, oznac¢ime-li pocet prvocisel mensich nebo rovno
x kongruentnich s @ modulo ¢ jako 7(z;q, a), pak budeme uvazovat

m(z)

m(x;q,a) ~ @

11



1.8 Distribuce prvocisel v aritmetické posloupnosti

pro a nesoudélné s q.

Kumulaci maximalni chyby pres prvocisla do dané hranice se dostavame k dulezitému
pojmu troven distribuce prvocisel.

Definice 7 (Ijroveﬁ distribuce prvocisel v aritmetické posloupnosti): Urovnd dis-
tribuce prvocisel 6 nazyvdme redlné kladné cislo splnujici pro vsechna A > 0:

7T(33)‘ r |
mx,q,a) — —F—| <4 —5—
60 = S| < logArc

max
qsx

Neboli zvazujeme mez pro prvocisla vztazené k hranici, do které pocitame pocet prvocisel
tak, aby soucet pfes tato prvocisla maximalnich chyb nerostl rychleji nez pomér = a loga-
ritmu 2 umocnéného na libovolné kladné A (pro A = 1 pomér aproximuje pocet prvocisel,
tedy obecné soucet chyb neroste rychleji nez pocet prvocisel), zatimco konstanta potiebnd
pro zachovani nerovnosti je zavisld pouze na A.

Pticemz Enrico Bombieri a Askold Ivanovich Vinogradov nezavisle na sobé ukézali[6l
p. 6], ze podmince vyhovuji vSechna 6 < %

Véta 2 (Bombieri-Vinogradova véta):

m(x) < x

VA>0 4B >0: ma xriq,a) — —=
2 X [T e a) o) " logha

cd(a,q)=1
. ged(a,q)
_logB:L‘

Peter D. T. A. Elliott a Heini Halberstam vyslovili v roce 1968]6} p. 6] domnénku, ze
vlastnost drovné distribuce spliuji vSechna 6 < 1. Tento predpoklad je pomérné silny, ale
stale nedokazany, v Maynardové piipadé pak ziskavame slabsi, nicméné bezpodminecny
vysledek a dva silngjsi zavéry vyzadujici platnost Elliott—Halberstamovi domnénky.

Domnénka 1 (Elliott—Halberstamova domnénka):

T X
Vo€ (0;1) VA>0: max |m(x;q,a) — m(z) <4 —
7, scd(a,q)=1 ©(q) log™ x
q<x
2Nekdy se take misto 7(z;q,a) = > 1 pouziva O(zx;q,a) = > log p, pricemz chyba
peP,p<z pEP,p<z
p=a (mod q) p=a (mod q)

se v takovem pripade pocita od %, coz vychazi z prvociselne vety.

12
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1.9 Prvociselné k-tice

Terminem prvociselna k-tice oznac¢ujeme (zpravidla opakujici se) vzor v rozdilech prvocisel.
Pokud pripocteme jednotlivé prvky mnoziny k vhodnému n, ziskdvame pouze prvocisla. Je
prirozenym zvykem zapisovat vycet v potadi od nejnizsiho ¢isla po nejvyssi, pricemz bez
jmy na obecnosti (zvolili bychom jiné n) nejnizsim prvkem je nula.

Definice 8 (Splnitelnd mnozina): MnoZinu nezapornych celyjch ¢isel H = {hy, ho, ... hi}
nazyvame splnitelnou mnozinou, pokud

VpeP 3Ja,eN: VheH a,#h (modp).

Volné feceno pro zadné prvocislo p nepokryvaji prvky mnoziny vsechny zbytkové tiidy
modulo p. V opacném pripadé by totiz alespon jedno z cisel n + h muselo byt délitelné
prvocislem a takovy vzor by pak tvoril prvocisla maximalné pro jedno n, kdy dotéené n+ h
je rovno pravé onomu prvocislu, pro které jsou pokryty vsechny zbytkové tiidy.

Je ziejmé, ze pro prvocisla vétsi nez je pocet prvku v mnoziné (tedy veétsi nez k)
nemuzeme pokryt vSechny zbytky a proto pro dané k ziskdvame konecény pocet prvocisel,
vudi kterym je potfeba dotycnou vlastnost testovat.

Pii zachovéani nulového prvniho (nejmensiho) prvku je zejmé, ze vsechna ¢isla v H musi
byt suda, protoze lichym ¢islem bychom vycerpali obé zbytkové tiidy po déleni dvéma.

Pocet prvocisel vzniklych prictenim H k danému n ozna¢me yp(n + H). ﬂ

Domnénka 2 (Domnénka o prvociselnych k-ticich): Nechi H = {hy,..., .} je
splnitelnd mnozina velikosti k. Potom existuje nekoneéné mnoho n, pro kterd plati xp(n +
H) = k.

Domnénka nebyla dokazana obecné, ani pro zadné konkrétni k. E] Znamym specialnim
pripadem je splnitelnd mnozina H = {0,2} - hypotéza o prvociselnych dvojicich.

3Vétsinou se y 4 pouziva jako zobrazenf na mnozinu {0, 1}, tedy ve smyslu argument pati{ nebo nepatii
do mnoziny A, nikoliv ve smyslu kolik prvkiu z argumentu je prvkem A. Avsak toto nase stru¢né oznaceni
povazuji za piehlednéjsi nez Zle xe(n + h;) a méné matouci nez nékterymi autory uzivané w(n + H),
protoze () zpravidla znaci celkovy pocet prvocisel od nuly (tedy > 7, xp(i)).

4Vyjimkou je samozfejmé trivialn{ piipad k = 1, tedy tvrzeni, ze prvoéisel je nekoneéné mnoho. (Euk-
lidova véta)

13



1.10 Metoda GPY

Nicméné dale uvidime, ze prevratnym poznatkem je i zjisténi, ze pro néjaké H existuje
nekonecéné n takovych, ze xp(n +H) > 2.

1.10 Metoda GPY

S metodou vyuzivajici splnitelné mnoziny prisli ve svém ¢lanku Primes in tuples 1.
Daniel Goldston, Janos Pintz, Cem Yildirim.

Necht H je splnitelnd mnozina o k prvcich, p > 0, véhy w, > 0 a n € N. Potom metoda
GPY spociva ve zkouméani sumy

S(N,p)= > (xe(n+H) = p)w,. (3)

N<n<2N

Pokud je hodnota S(NV, p) kladnd, potom alesponi jeden ¢len musi mit kladny piispévek,
coz vzhledem k nezapornosti vah znamené, ze pro dané n pocet prvocisel vzniklych prictenim
H prevysuje p. V souctu tak na intervalu [N;2N) musi byt alesponi jedno n, pro které plati,
ze pocet prvocisel z n + H je minimalné [p + 1|. V dusledku, pokud je S(NV, p) kladné pro
vSechna velka N, je nekonec¢né mnoho ptirozenych ¢isel n takovych, ze po pri¢teni prvku
‘H piinejmensim |p + 1| z nich jsou prvoéisla.

Jelikoz neni pozadovana prvociselnost pro vsechny prvky n+H (p vybereme mensi nez
k - pocet prvku v mnoziné H), neumozni ndm suma dokdzat domnénku o prvociselnych
k-ticich ani pro konkrétni splnitelnou mnozinu, ale analyza sumy poda zajimavé zavéry o
poctu prvocisel na intervalech konecné délky.

Pomoci této metody trojice Goldston, Pintz a Yildirim dokazala nulovou hodnotu limes
inferior poméru prvociselné mezery a logaritmu prvocisla, neboli

lim inf 2 = Pr _ g,
n log py,

Tento vysledek castecné ztraci na vyznamu s dukazy existence konecné limes inferior
samotné prvociselné mezery, presto byl v dobé svého predlozeni zna¢nym prulomem.

V metodé byly délitelé omezeny podle R = N a vahy byly zalozeny na Selbergové
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situ, konkretné podle

Wp = Z )‘d )

d|TTi (n+hi)
d<R

M= u(d)F (log (g)) |

Jako vhodnou hladkou funkci skupina zvolila polynom

kde

F(x)=2"" 1e&N.

Déle pri predpokladu trovné distribuce prvocisel 6 > % ukazali existenci kone¢né limes
inferior rozdilu dvou po sobé jdoucich prvocisel s tim, ze konstanta je zavisla na trovni
distribuce 6.

liminf(p,11 — pn) < ¢(0)

S predpokladem platnosti Elliott—Halberstamovy domnénky, tedy ze za troven dis-
tribuce muzeme vzit jakékoliv # < 1 (potfebnd droven je 6 > %[10, p. 7]), dokézali také
tvrzeni

lim inf(p,41 — pn) < 16.
Jinymi slovy existuje nekone¢né mnoho dvojic prvocisel, ktera se 1isi maximalné o 16.

Pozdéjsi prulom prisel od Yitanga Zhanga, kdyz bez predpokladu Elliott—Halberstamovy
domnénky dokazal

lim inf(pny1 — pn) < 7- 107,

¢imz podal prvni nepodminény dukaz existence maxima nekonecnékrat se vyskytujici
prvociselné mezery.
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2 Maynarduv pokrok

Hlavni ¢ast této prace tvori analyza postupu Jamese Maynarda, ktery pouzil ve svém
¢lanku Small gaps between primes k dikazu novych poznatki, jez si probereme v prvni pod-
kapitole. V druhé podkapitole projdeme dukazy jednotlivych zavéru za pomoci vyjadieni
sita odvozeného v podkapitole tfeti a ¢tvrté. V poslednich dvou podkapitolach se budeme
vénovat vhodnym funkcim pro véahy.

2.1 Vysledky Maynardovi prace

James Maynard ve svém ¢lanku z roku 2014 Small gaps between primes dochazi k péti
vyznamnym zaverum:

Véta 3: Necht m € N, potom
lim inf(pym — pn) < m>e*™.

Véta 4: Nechi m € N, ddle A = {ay,...,a,}, kde a; € N a r € N je dostatecné velké v
zavislosti na m, potom

|H ={hi,...,hn} € A: pro nekonecné mnoho n xp(n+H) = m|
|{h17"‘7hm} gA|

>, 1

Véta 5: Nepodminéné plati
liminf(p,+1 — pn) < 600.

Tento vysledek omezujici limis inferior dvou po sobé jdoucich prvocisel je nejsilnéjsim
z poslednich t¥i a na rozdil od néasledujicich neptedpokladd zadné nedokazané skutecnosti.

Konecnost limes inferior dvou po sobé jdoucich prvocisel dokazal ve své praci jiz Yitang
Zhang, nicméné posun od hranice 70 000 000 k hodnoté 600 nelze neoznacit za signifikantni.
Zaver lze vylozit ve smyslu, Ze existuje nekoneéné mnoho prvoéciselnych mezer (rozdilu dvou
po sobé jdoucich prvocisel) velikosti mensi nebo rovno 600.

Véta 6: Predpokladejme, Ze prvocisla maji droven distribuce 6 pro vsechna 6 < 1 (Elliott—
Halberstamova domnénka), potom

lim inf(p,12 — pn) < 600.
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2 MAYNARDUV POKROK

liminf(p,1 — pn) < 12,

S predpokladem platnosti Elliott—Halberstamovy domnénky tak ziskdvame vyrazné
zlepsSeni krajni hodnoty liminf dvou po sobé jdoucich prvocisel a puvodni hodnotu ze zavéru
bez platnosti podminky ziskavame jako maximum liminf rozdilu obnésledujicich prvocisel.

2.2 Dikazy vysledku

Inovace vyse uvedené metody GPY spoc¢iva v pouziti obecné specifickych koeficientu
A pro kazdou kombinaci délitelu jednotlivych prvka n + H. V nazvoslovi Selbergova sita
bychom mohli psat

2

Umocnénim sumy na druhou ziskdvame jistotu nezapornosti celkové vahy w,,. Samotné
koeficienty Ag, ... 4, pak zvolime tak, abychom je s pfijatelnou chybou mohli nahradit pomoci
hladké funkce podle

k
)‘d17~--7dk R <H /’L(d’L)) f(dla cee 7dk>
=1

Abychom pozdéji v hledén{ optimaln{ hladké funkce mohli uvazovat n =~ ¢(n) ~ g(n)f}
potiebovali bychom vyloucit ¢isla obsahujici v néjaké mite mald prvocisla, proto sitovaci
mnozinu omezime na jedinou zbytkovou t¥idu (vy) modulo souéin relativné malych prvocisel
(W), a to vsech az po ur¢itou mez (D). Pfesnd hranice neni vzhledem k tddu W a N
podstatnd, pouzita je fddové hodnota

Dy = logloglog N,

W < (loglog N)?.

5Zcela multiplikativni funkce g(p) = p — 2 bude definovdna pozdéji.

17



2.2 Dukazy vysledku

Ze splnitelnosti mnoziny H vyplyva, ze pro vSechna prvocisla, a tim padem i pro
prvocisla zahrnuta ve W, existuje zbytkova tiida modulo W, v které zadny z prvku H
nelezi. Cinskd véta o zbytcich ndm tak umoziuje vybrat vy jako zbytkovou tfidu mod-
ulo W tak, aby pro vSechna h € H platilo ged(vg + h, W) = 1. Sumu pak omezujeme
podminkou n = vy (mod W).

Zékladni hodnotu GPY sita rozdélme na dvé sumy:
S = SZ - /)Sla

Sl = Z Z )\dl,...,dk ) (4)

N<n<2N Vi di|n+hi
n=vg (mod W)

Sy = Z xe(n +H) Z Nyody, |- (5)

N<n<2N Vi d;i|n+h;
n=vg (mod W)

Nahrazeni koeficientu Ay, g, integrovatelnou hladkou funkci je kritickym trikem ve
vyhodnoceni sita. Sumy vyjadiime pomoci nasledujiciho tvrzeni, jehoz odvozenti si, jakozto
nejkomplikovanéjsi ¢ast prace, vyclenime do dvou samostatnych kapitol.

Tvrzeni 1: Necht 0 > 0 je tiroven distribuce prvocisel a R = N30 pro urcité malé 6 > 0.
Ddle necht F : R¥ — R je vhodnd hladkd funkce nulovd mimo Ry = {(x1,...,xy) € [0,1]* :
Zle x; < 1}. Definujme koeficienty Aa, .. a, jako nulové, pokud gcd(Hf:1 di;W)#1avw
opacném pripadeé

¢ (I, r)? ,, (logrs  logre
)\ = d@ dz =12 F A °
(H“( | ) PO T Sl T )

Vi di|r;
Vi ged(r; ,W)=1

Potom ziskavdame

(1+0(1)) o(W)* N (log R)"

S1= Wht1 L,(F),
(1+0(1) p(W)F N (log B! ¢~ )
S2 = Wl log N Z Jo " (F),
m=1
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2 MAYNARDUV POKROK

kde

/ / (ty ... b))% dty - dty, # 0,
2
JM(F / /(/ tl,...,tk)) Aty dbyy1dbmsr - - - dty # 0.

Dostatecné velky pomér Sy a S; vede k zddanym vysledkim ohledné poctu prvocisel v
mnoziné n + H.

Tvrzeni 2: Meéjme stejné predpoklady a vyjadrent jako v predchozim tvrzeni. Ddle oznacme
S mnozinu vsech Rzemannovsky integrovatelnych funkei F : [0,1]% — R ﬁ nulovych mimo

Ri = {(z1,...,2%) € [0,1]F: S°F 2 < 1}. Nechi
St S (F)
M = s = :
“Tres L)
e
el

Potom existuje nekonecné mnoho prirozenych cisel n takoviyjch, Ze z n + H je alespon ry
prvocisel.

Dukaz Polozfme R = N5 pro dostatecné malé § > 0. Vybereme Fy € S tak,
ze Y T ™(Fy) > (Mg — 8)Iu(Fy) > 0 (piicemz jisté takova Fy existuje z definice My,).
Jelikoz Fy j Je Rlemannovsky integrovatelna, potom bude existovat hladka funkce Fi, jejichz
integrély J ™ al « se budou od puvodnich lisit jen o libovolné malo, a tim i rozdil J,gm)(F 1)
a I(Fy), proto zvolime Fy tak, Ze muzeme psat S° _ ( )(Fl) > (Mg — 20)1(Fy) > 0.
Potom

(1+0(1)) (W)* N log" R [ log R
§= 58— pS = S o N Z TR = ply(F)

_ p(W)EN log" R (logR
T wEn log N Z KE) = pl(F) +o(1)

> “D(W);Vﬁfogk Lgayen ((g _ 5) (M — 26) + 0(1)) |

6V piedchozim tvrzeni jsme definovali F jako funkci z R*, nicméné jelikoz hleddme maximum z uréitého
integrélu pies omezenou oblast (zahrnujici cely rozsah, kde je ptivodn{ funkce nenulovd), muzeme mnozinu
funkei omezit doménou zahrnujici pouze oblast integrace.
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2.2 Dukazy vysledku

Pricemz jiste W > 0, (W) > 0, N > 0, log(R) > 0 (R > 1) a Ix(F;) > 0 (urcity
integral). Tudiz

o(W)* N log" R
Wk+1
M,
(g—5>(Mk—25)— 62’“ 00 — M), +26> —p>0 = S>0.

[k(Fl) > O,

Mk

Polozme p = OMy _ ¢ g néjakym vhodnym € > 0.

M M,
oM — 60 — 6Mk+252—97+e>0:5>0

€e>0(0+ M, —20) = S>0
Ve vysledku nam postacuje zvolit § v zavislosti na e.

Z principu GPY sita ziskavame zavér, ze z mnoziny n+ H je alespon |p + 1] prvocisel.
Ptitom z definice p pfi malém € mdme = [p+ 1| = [%W = rt a tim dochdzime k vysledku
Tvrzeni 2

Disledek 1:

. e L
lim inf (pnr,—1 = pn) < max (h; —h;)

Pro vyuziti pfedchoziho k vyvozeni konkrétnich hranic limes inferior pti dané drovni dis-
tribuce prvocisel bychom potiebovali spodni odhady M}. Pro dokonc¢eni dikazu predpokladejme
nasledujici odhady, které si dokdzeme pozdéji.

Tvrzeni 3: Predpoklddejme vse jako v Tvrzeni[3. Potom mdme

1. M5 > 2,
2. M105 > 4,

3. a My > logk — 2log(log k) — 2, pokud je k dostatecné velké.
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2 MAYNARDUV POKROK

Zacneme nejzasadnéjsim vysledkem, tedy ze liminf dvou po sobé jdoucich prvocisel je
mens{ nez 600 s dokdzanou tdrovni distribuce (Véta[5).

Dukaz Véty

Vezméme splnitelnou mnozinu o 105 prvcich. Diky Bombieri-Vinogradovove vété vime,
ze Ve > 0: 0 = § — € (jinak feceno # < 0) a z posledniho tvrzeni méme M5 = 4 + a pro
néjaké a > 0. Vyjadifme hodnotu ry, z Tvrzeni 2] a dosadime do Dusledku [T}

- [%w _ P%_E)(Hoﬂ 1 [9-ad,

2 2 42
‘S 92a-8 =2
im i _ < B
liminf (por —pn) < | max - (h; — hy).

Thomas Engelsma nalezl [I] splnitelnou mnozinu |Z| o 105 prvcich, kde nejvétsim prvkem
je ¢islo 600 (a nejnizsim samoziejmé 0). Tim ziskdvame Vétu 5l

Dukaz Véty [6]

Nyni predpokladejme platnost Elliott—Halberstamovy domnénky, neboli Ve > 0: 6 =
1 — €. Potom pro stejnou splnitelnou mnozinu H dostdvdme prvnf ¢ést Veéty [0}

Tk:[%wz{wwzgwg_@_%w

2 2 2
o
€< == 1 >3,
a—4
hmnlnf (Pna2 — Pn) < 13%85}%05 (hi — h;) = 600.

Pro druhou cast Véty |§| vezmeme pétiprvkovou mnozinu ‘H = {0,2,6,8, 12} a nadale
predpoklddejme Elliott-Halberstamovu domnénku. Pro k = 5 mdme z tvrzeni[3| M5 = 2+a,

"1 = {0, 10, 12, 24, 28, 30, 34, 42, 48, 52, 54, 64, 70, 72, 78, 82, 90, 94, 100, 112, 114, 118, 120, 124,
132, 138, 148, 154, 168, 174, 178, 180, 184, 190, 192, 202, 204, 208, 220, 222, 232, 234, 250, 252, 258, 262,
264, 268, 280, 288, 294, 300, 310, 322, 324, 328, 330, 334, 342, 352, 358, 360, 364, 372, 378, 384, 390, 394,
400, 402, 408, 412, 418, 420, 430, 432, 442, 444, 450, 454, 462, 468, 472, 478, 484, 490, 492, 498, 504, 510,
528, 532, 534, 538, 544, 558, 562, 570, 574, 580, 582, 588, 594, 598, 600} [8]
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2.2 Dukazy vysledku

kde o > 0. Kdyz opét vyjadiime nerovnici z Dusledku [1| ziskdvame pozadovany zaveér:

A 5 I (.20 S A

«

€ < 2:>7“k22,

liminf (pp41 — pp) < max (h; — hj) = 12.

1<i,j<5

Dukaz Véty

Zbyvaji nam prvni dva Maynardovy zavéry s libovolné velkymi k a bez predpokladu
Elliott-Halberstamovy domnénky, mame proto Ve > 0: 6 = %—e z Bombier-Vinogradovovy
véty, ve vyrazu 1y tak ziskame

ng (% —E)Mk 1 €
2R 2R S (228 (logk — 21oglog k — 2).
T { 5 W [ 5 27173 (logk —2loglogk — 2)

A hledame, kdy je vétsi nez dané m. Polozme € = %, diky ¢emuz muzeme zcela zanedbat
log k

22 konverguje k nule (stejné jako W). Ziskdame

clen zpusobeny —$, nebot

log k > 4m + 2loglog k + 2,

6logk: > 64m—|—210g log k—i—27

k> 6264m62 loglogkz’

z ¢ehoz je jasné, Ze hledané k bude obsahovat e?e*™, oznaéme si proto k' zbytek k& podle
K = L
T edme2’

]{7 :k/€4m+2

Potom dostavame

> 2 log log(k’e4™+2)

Y

2log(log(k’)+1 Am+2
k> e2log(log(W)+og(e!m2))

/ 2log(log(k')+4m+2
K> e2lon(loa(k) +4m +2)

K> 610g((10g(k’)+4m+2)2)

Y

kK > (log(k') + 4m +2)°.
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2 MAYNARDUV POKROK

Protoze jsou obé strany kladné

VE > log(K') 4 4m + 2,

v ¢emZ muzeme z asymptotického ristu odhadnout tvar &' na C’'m? pro néjakou konstantu
C'. Ovérime dosazenim, kdy

VC'm > log C' + 2logm + 4m + 2,

—4
\/UTm>logm+log\/5+1,

coz ocividné plati pro dostateéné velké k a vhodnou konstatnu C’. Proto muzeme fici, ze

nerovnost plati pro
k= k/e4m+2 > Clm2e4m€2 — Cm2€4m.

V dusledku to znamend, ze pro libovolnou splnitelnou mnozinu H = {hy,..., ht} o
k > C'm?e*™ prvcich (s predpokladem dostatecné velkého k), alesponi m + 1 z n + h; musi
byt prvocisly pro nekonecné mnoho n.

Zvolme mnozinu prvnich k prvocisel vétsich nez k H = {pru)+1, - - - » Pr(i)+k} (nebo nor-
movanou na H= {O,pﬂ(k)ﬁ = Dr(k)+1s - - - > Da(k)+k —pﬂ(k)ﬂ}). Ta je bezpochyby splnitelna,
nebot zadny prvek neni nasobkem prvocisla mensiho nez k a zaroven k prvku nemuze
pokryt vsechny zbytkové tiidy modulo prvocislo vétsi nez k.

Podle Prvociselné véty je rozdil mezi nejmensim a nejvétsim prvkem mnoziny pr(x)+x —
Pry+1 < klogk. Tudiz po dosazeni do Dusledku [I] dostdvame pfi zvoleni nejmensiho
mozného k = [Cm?2e’™] asymptoticky odhad

liminf(pyim — pn) < klogk < m3em.

Dukaz Véty

Na zékladé daného m zvolime nejmensi k, pro které bude platit % > m, tedy podle
piedchoziho k = [C'm?et™].
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2.3 Odvozeni sita

Zadand mnozina A nemusi byt splnitelna, proto ozna¢me A, mnozinu vychazejici z
A, kdy pro kazdé prvocislo p < k, odstranime vSechny cleny, které odpovidaji jedné
konkretni zbytkové tiidé modulo p. Abychom odstranili co nejméné ¢lenu A, vybereme
takovou zbytkovou tfidu, do které spada nejméné prvku A. Jakakoliv podmnozina Ay ve-
likosti & je potom nutné splnitelnd, nebot pro zadné p < k nepokryvéa vsechny zbytkové
tiidy a pro prvocisla vétsi nez k také urcité nemuze vzhledem k své velikosti. Pro velikost
mnoziny As, kterou oznacime s, zname

s:lAgler<1—]%> >, T

p<k

Piedpoklddejme s > k, nebot r je zvoleno dostatecné velké viici r. Pocet mnozin H C As
velikosti k je (Z) Podle Véty [3| pro takovou splnitelnou mnozinu o k = [Cm?e*™]| prvcich
plati, ze pro nekonetné mnoho n je alespon m z n + H prvocisel. Proto musi existovat
alespon jedna podmnozina {h},..., h } C H velikosti m, pro kterou pro vsechny prvky
existuje nekoneéné mnoho n, pro které n 4+ h' tvoii prvocislo, nebot nekoneény piispévek
nemuze byt zarucen souc¢tem z konec¢ného poc¢tu koneénych prispévku.

s—m

Stejnd splnitelnd mnozina {h},..., h!,} C H velikosti m je obsazena v pottu (;_7) ze
vSech mnozin H velikosti k. Proto hledany pocet mnozin, kde vSechny prvky tvoii prvocisla
pro nekone¢né mnoho n, je

(x)
()

>0 8" >, .

Celkovy pocet podmnozin A velikosti m odpovidd (;) < r™, ¢imz ziskdvame zavér o
pomeéru poc¢tu mnozin.

2.3 Odvozeni sita

Prozatim jsme vyuzili vyjadteni sita z Tvrzeni[I], které jsme ponechali bez oduvodnéni.
Nyni si hodnoty S; a Sy odvodime.

Omezme nenulové hodnoty Ay, . 4, podminkou soucinu délitelu pro vSechna i mensim
nez hranice dand urovni distribuce prvocisel (d = Hle d; < R = N3579), dale na ne-
soudélnost sou¢inu s malymi prvocisly (ged (d, W) = 1) a na jeho bezétvercovost (u(d)? =
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2 MAYNARDUV POKROK

1), z které vyplyva, ze délitelé pro ruzné i nezahrnuji stejna prvocisla (Vi # j : ged(d;, d;) =

).
Lemma 1: Necht

Yriv = (Hmwm)) > An—d

@ Ymaz = SUPpy . ry |Yry,...im |- Potom

_ Z yrh T +0 <yglax @(W)kNlogk(R))
m, Tk z 1@(7’]) Wk—HDO

Dukaz:  Stejné jako v klasickém Selbergové postupu rozepiseme v umocnéni celé
sumy na sumu sou¢inu a prohodime poradi sumace (viz [1.6]).

2

Sl = Z Z )\dl,...,dk = Z Z )\dl,...,dk)\el,...,ek

N<n<2N Vi di|n+h; N<n<2N dy,...,dg
n=vg (mod W) n=vg (mod W) \e€1,..e

= Z )\dl,,.‘,dk)\ehm,ek Z 1

di,...,dg N<n<2N
€1,...,Eh n=vg (mod W)
Vi lem (d1,61)|n+hz

Pro vnitini sumu mohou nastat dva ptipady.

Bud jsou éfsla W a lem(d;, e;) pro vSechna ¢ po dvou nesoudélnd, v tom piipadé muzeme
vnitini sumu vidét jako pocet ¢isel mezi N a 2N, ktera nabyvaji jedné zbytkové tiidy mod-

ulo soucin Wl_[le lem(d;, e;). Jak jiz vime z diivéjska, takovy pocet se od podilu délky
intervalu a modulu muze lisit o —1 az +1, tedy o O(1).

V opacném pripadé vyzadujeme nulovy prispévek. V ptipadé soudélnostis W je zajisténa
nulova hodnota koeficientu A (ged(d, W) = 1), stejné tak v piipadé soudélnosti délitelu pro
ruznd ¢ v rdmci jedné proménné A (u(d)? = 1). Zbyva ndm pouze soudélnost délitelt pro
ruzné i mezi proménnymi A (ged(d;, ej) = 14 # j). Stoji za pfipomenuti, ze podminka ne-
soudélnosti lem(d;, e;) neimplikuje nesoudélnost mezi déliteli pro stejné i (ged(d;, e;) > 1).
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2.3 Odvozeni sita

/
Ozna¢me na chvili Z soucet pouze pres takové dq,...,d, a eq,...,ex, pro které plati
lem(d;, e;) =114 # j. Potom

/ 2N — N
S; = A Tyeer >\€1 € * ol
L Z disnsd ety (W Hle lem(d;, e;) ( )>

diyeeeydy
€1,..,€L

Ady,.dp A !
1, Sdi Ner,..ep
W § , 1 d + 0 E ‘Ad1~--»dk)‘€1,m7€k|
arty, izt lem(ds, e3) P
€1,.-,€k €1,..,€k

Radi bychom uvolnili vazbu mezi d a e, nacoz vyuzijeme vzorec pro soucet hodnot
Eulerovy funkce délitelu, kdy

Jako hlavni ¢len pak ziskavame

k

N ! )\dl,...,dk/\el,...,ek

w2 | 20 etw) | =miess

dipeody =1 \ glds,e; [z, dies
€1,..,€k

Kde muzeme konkrétni u vytknout a prohodit tak pofadi sumace (ve vysledku s¢itame
vSechny puvodni kombinace dy,...,dy a e, .., ek, jen seskupené po délitelnosti u).

ﬁ i ' ! Ay, di Ner oo e
w ulzuk (E ﬂuz)) dl,Z.,gk (Hf:ll dz’>k <11_[f=1k e¢>

€1;eey k
Vl ui\di,ei
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2 MAYNARDUV POKROK

V této formé vyresime podminku pro nesoudélnost d; a e; vynasobenim souctu hodnot
Mobiovy funkce délitelu, ktery je roven jedné pravé tehdy, kdyz délenec je 1, a nule v
ostatnich pifpadech (viz (1])) a pouzijeme obdobny trik pro prehozen{ poradi sumy:

N k \ \
= D (HWM) > S ulsiy) kdl,...7dk s
) ) (ITe)

Ul yeoyu \i=1 diyendy  \Vij s ;|dise; <H¢:1 i=1 €
€1,.-,€L
Vi ug|ds,eq
k
— N )\dla---»dk )‘617---761@
= 2 \wew)) >0 | 11 ws | X 7= :
Uty ur \i=1 51,255 Sk k—1 | 1<i,5<k dy,...,dg (Hi:l di) <Hi:1 ei)
’L?é] €1,..,€L
Vi ui|die;

Vi#j sijldi.e;

k
_ N )‘d17---7dk Aelv---yek
= o (u;) p(si;) o g ok
utyug \i=1 s1,2 s Sk \ 1<0,5<k drg, imdi oo Tise
i#] Vi ug|d; Vi uile;
Vi#j si 5|di? Vi#j sijle;
Nyni zavedeme nové proménné pro soucet pres kombinace di, ..., d:
k
Ady,...d
o 1500k
Yrror = (HM(H)@(W)) Y Tt -
i=1 dyy..,dy Hz‘:1 (
Vi ri|d;

S vylou¢enim r obsahujici ¢tverec muzeme vyjadrit (u(r) # 0) jako
k

1 N o..dy,

o~ | Yrre = py—

<£[1 M(Ti)SO(Ti)) e Z [T, d;

A protoze pro pu(r) # 0 se ﬁ rovnda p(r), mame rovnost

() A
d1y..,dg
Yrioomy = ), o
(i—l QO(Ti)) di,...,dy, [Tie) di

-----
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2.3 Odvozeni sita

Jelikoz hodnota A4, . 4, je nulova, pokud jsou délitelé pro danou lambdu soudélné,
muzeme stejné tak omezit s; ; na nesoudélné s w; a wu;. Stejné tak uvazujeme pouze s, ;
nesoudélné s s;; pro viechna ! (kromeé j) a nesoudélné s s; ; pro vsechna [ (kromé 7). Sumu

pies s;; s témito omezenimi znacime E * .
81,25+, Sk,k—1

Po dosazeni predchoziho vyjddieni do hlavniho ¢lenu s tim, ze a; = w; [] i Sij A b, =
u; [ [ 4 85, dostavame

N u i a; bz
W Z (Hw(ui)lmz* H 1(siz) (H%) Yar ... Ybr ,....by

UL yen, UL =1 vy Skk—1 1<i,j<k

i#]

Diky nesoudélnosti vSech ¢initelt v a; a b; (u; a odpovidajicich s; ;) a protoze Mobiova

i Eulerova funkce jsou multiplikativni, muzeme rozepsat u(a;) a ¢(a;) podle u(a;) =
(ui) [Ty (si5)s (ai) = o(ui) [1,z; (si3), pro b; potom obdobné. Ziskdvdme

k
% Z (HSO( )( plu ) Z* MSWI 5 | Yar,anVor...
i= 1 51,2,

wl,eour \i=1 e Sebo1 | 1<i j<k: Siyj

i#£]

N = plui)? u
W Z H gp(u ) Z * . 2 yal,...,akybl,...,bk
81,2, -

i= ey Sk k—1 1<q ]<k bJ
]

[y

Z podminky pro y vime, Ze ¢leny s; ; soudélné s W nemaji zddny vliv, proto potiebujeme
zvazit ty rovné jedné (s; ; = 1) a takové, které obsahuji prvocislo vétsi nez nejvétsi prvocislo
v W (a tudiz i Sij > Do)

Pro prvky s;; = 1 ziskdvame vyjadreni

k
N 1 w(l
W ul%k (E @(uz) )«91,2 s ;ki—l 1<lz,_j[<k: 2 y‘“"“’“k ybl”"’bk
Sij=1 i#j
2
:E Z yul,.‘.,uk
-
W UL, U Hi:l (,O(Uz)
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2 MAYNARDUV POKROK

Pro prvky s;; > Dy odhadneme asymptoticky rust vyjadfeny pomoci maximalni hod-
noty proménné ¥ (Ymae = SUPy, .y, [Urr,...ri|) POdle

Z ( H ) Z* H Iu 2 Yay,...,a, Yby,....by
1,25

'LL1, . vy Sk k—1 1<i j<k b
si,5>Do i#j

Ny?mw kiu(ul)z [1’
<M s (fpee) s |

ul,eour \i=1 gp(u 81,2, Sk,k—1 1<z]</€ Sij
Si’j>D() Z#j
k
—k+1

N y; fu(u)? us u

Sl DY 2 2

W u<R gO(U) s>1 8 84,;>Do

ged(u,W)=1

Ymaz $(W)* N (log R)*
Wkt D,

<

Zbyva ndm objasnit chybovy ¢len z (). Oznacme Apas = supy, g4, |Ad| a 7,(d) pocet
zpusobu zapsani d jako soucinu k prirozenych ¢isel. Nenulové hodnoty g, . 4, jsou omezeny
na d =[], d; < R a proto

2 2
S o] < 2 (zw) <. (zlogm) < 2, Bo{log )™

dy,...,d d<R
€1,.-,€k

Pro vyjadieni A4, uzijeme soucet zavedené proménné y podle

Z Yry,.rie Z H:u 90 Z )‘61,--~7€k
k k
o ‘P(TZ) TleoTk \i=1 p(r) errmer Lizy €
Vi d;|r; Vi d;|r; Vi rile;

k
_ Z 617 e Z HU r dlw-ydk Hi:l :u(di) _ )‘d17--~7dk
- 1) T k - k 9
e1,..,ek Hz 16ir,r i=1 Hizl dz Hi:l Iu(dz)dl

Vi d;|r;

Vi rile;
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2.3 Odvozeni sita

tudiz

k
N = (Hmcmd,-) > e

T1y-0Tk
Vi d;|r;

Pii vytknut{ maximalni hodnoty ¥max = sup,, ., |Ur,..,| nesmime zapomenout, ze

.y , k ey o
Yry,...r, Dabyva nulové hodnoty pro [[;_, r; vétsi nebo rovno R a obsahujic ¢tverec, proto

do sumy ptes rq, ..., 7, tyto podminky pridame, neboli
i 1
)\mam S sup Ymaz H dz Z —k 5
. di,...,dg i=1 T1,..4Tk Hi:l 90(747/)
+—1 di bezctvercové Vi di|ri

]_[i-czl r; <R, beztvercove

Zavedmé substituci v’ = Hf L q Abychom vyrovnali, ze nové r’ nahraZUJe nékolik

kombinaci puvodnich ry, ..., 7, Vynasoblme Vyraz poctem moznosti rozepsani ' jakozto
soucinu k prirozenych cisel (7,(r)). Nahradu [[, r; = 7 [\, di jsme pOlllel ve jmeno-
vateli, proto ¢(d;) umistime do jmenovatele ¢lenu spoleéného pro vsechna r’. Bezétvercovost
r’ ndm potom zaruéi u(r')%. Celkove

k
d; w(r') e (r')
i‘c:1 d; bezttvercové d(<RHH j -
ged(r i=1 =

, e . . d o L . , o .
Nyr/u vyuzijeme identitu @ = ,Ze‘ o) (viz spolu se zapsanim bezctvercovosti
pomoci Mobiovi funkce pro vyjadreni

(d)? p(Pr(r)
Z Hf:l o(r') ‘

Amaz < Ymaz SUD )
diyonsd
STy r <R]_[Z Lt

ng( H’L 1 d; )_]‘

Pro posledni zjednoduseni polozime u = dr’, kde pro spodni odhad pouzijeme ziejmou
skutecnost 7 (dr’) < 7(r’), a dostavame

,u

u<R

Ve vysledku ziskavame chybovy ¢len O(y2,,,R?(log R)*).

ymaw
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2 MAYNARDUV POKROK

Celkovou hodnotu sumy 57 vyjadiime jako

N S 2 o(W)* N (log R)*
Sl_ Z Yus,..., k _I_O(ymax(p( ) (Og )

2 R%(log R)* ).
w UL sy Uy H?:l @(Uz) Wk+L D, + Ymax ( 0g )

Pricemz v chybovém ¢lenu muzeme vidét, ze

W)k N
R e L)

N
=0 (y,%mx (log R)" ( 5 + R“e)) .
(loglog N)” loglog log N

Proto prvni chybovy ¢len dominuje a ziskavame Lemma

Nyni se podivame na vyjadieni sumy Ss, které rozdélime pro jednotlivé prvky splnitelné

mnoziny #H indexem m € {1,...,k}. Potom
k
Sy = Z Sém))
m=1
kde

Lemma 2: Nechi

kde g je zcela multiplikativni funkce na prvocislech definovand vztahem g(p) = p — 2, a
(m)

y’f’l 7777 Tk

. Potom pro vsechna A > 0 mdme

(m) 2 (m) \2 k—2 k—2 2
(m) _ N (Y1) (Ymaz)® (W)= N (log N) Yimaz N
T 2 +O< WD, O\ fog )7

N——
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2.3 Odvozeni sita

Dukaz:  Jiz tradiéné zacneme rozndsobenim kvadratu a piehozenim poradi sumace.
(m) _ E : § :
52 - )‘d1,---7dk)‘617---,6k XIP’(n + hm)
diyeesdy, N<n<2N
€1,..,Ck n=vg (mod W)

Vi lem(d;,e;)|n+h;

Pro vyhodnoceni vnitini sumy opét uzijeme periodicitu pres ¢ = VVHf:1 lem(d;, ;)
za podminky nesoudélnosti W a lem(d;, e;) pro vSechna i. Nyni vak nesta¢i vycislit jen
pocet ¢isel v dané zbytkové tiidé, nebot vyzadujeme prvoéiselnost n + h,,. Z podminky
sumy Vi lem(d;, e;)|n 4+ h; ndm vyvstava poznatek, ze d,, i e, jsou rovny jedné (jinak by
n+ h,, nebylo prvocislo). Pocet prvocisel spadajicich do uréité zbytkové tfidy nesoudélné s
modulem odpovida poé¢tu onich prvocisel vydéleného hodnotou Eulerovy funkce z modulu

(viz .

Ozna¢me Xy pocet prvoéisel na sitovaci mnoziné a F(N,q) maximélni chybu této
aproximace zvétsenou o jedna (kvuli bézné odchylce v poctu ¢isel piislusicich na obecném
intervalu dané zbytkové tiide):

Xy = Z xp(n).

N<n<2N

Potom pocet prvocisel kongruentnich s a modulo g takové, ze ged(a, q) = 1, 1ze vyjadrit
jako % + O(E(N, q)), kde

1
E(N,q) =1+ sup Yo o) — — > xen)|.
ged(a,@)=1 | n<pon go(q) N<n<2N
n=a (mod q)

V piipadé soudélnosti v rdmci W a lem(d;, e;) (tuto podminku opét oznacime uzitim
/
Z) nebo pokud d,, > 1 ¢i e, > 1 pozadujeme nulovou hodnotu vnitini sumy. Tim
ziskdavame rovnost

m XN / /\d wnd )\e ...,€
Sé ) — Loo@h” Tleo®k 4 O ‘)\dl,...,d .)\el,...,e | E(Na Q)
¢<W> th.’dk Hf:l Sp(lcm(d“ ei) dl,.Z.,dk ' '

€1, ,Ck €1,0,Ch
em=dm=1
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2 MAYNARDUV POKROK

Zavislosti na lem(d, e) se tentokrdt zbavime s vyuzitim tvrzeni p(n) = >_,, 9(d) pro
bezétvercové n (podle (2)). Vezmeme

1 1
o(lem(d;, e;)) - o(d;)p(e;) Z g(u;)

u;|die;
a pro hlavni clen ziskavame
k
XN I Ay dk)\el ek
o) oottt
o (W) Z (H ) dl,.z.,dk H§:1 o(ds)p(ei)

€1,.-,€k
em=dm=1

S podminkou sumy na nesoudélnost d;ae; pro i # j (jakozto jedinou nepokrytou
moznosti z podminky na nesoudélnost W a lem(d;, e;)) se vyrovname jako v piipadé S;
pomoci nové promeénné s; ;:

)\dl,‘..,dk>\el,..,,ek
Z (Hg " ) 2 1L w2 [15, e(di)e(e:)

U1, LUk \t=1 1,258k k—1 | 1<¢,j<k di,...,dg
1#£j €1,..,€k
em=dm=1

90(

proménnou y zavedeme tentokrat jako

D

Tim ziskavdame hlavni ¢len

= Totw wai)ui) N my )
SO(W) ulzuk (H9(Ul>>81,2,§kfk1 1§E[§klu(s ’ (H g ) Jo i

i#j

kde a; = u; Hi#j si; ab; = u; Hi#j s;,i- Neboli po obdobnych tpravach jako pro S, protoze
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2.3 Odvozeni sita

g je také multiplikativni funkce, mame

k
XN M(UZ)Q M(S@') m m
Z <H : Z * 9(s; j]>2 yf(zl,.)..,akylgl,.)..,bk'

SO(W) wl,eouy \i=1 g(uz) 81,255 Sk k-1 \ 1<4,j<k
i#]
Pro s, ; = 1 se vyraz zjednodusi na
XN Z (i) w)?
p(W) Hf:l 9(u;)

ULy Uk

Pro s; ; > 1 potom mame asymptoticky odhad

k
Xy u(ui)2) u(siy) :
<« s ] S| I A8 )
SO(W) UL yeees U <7,:1 g(ul) 51,255 8kk—1 | 1<4,5<k 9(317])2
Si J>1 Z?ﬁ]
k—1
m k2—k—1
- (ymax)> N 3 p(u)? u(s)? p(si)?
p(W)logN | —  g(u) g(s)? o, 9(sig)?
ged(u,W)=1 !

(yomae)? o(W)F2 N (log R)*!
Wk=1Dq log N '

<

Podle Prvociselné véty Xy = % +0 (aogNN)Q) a po roznasobeni ziskdvame novy

chybovy clen

k—1
- (yonax)> N 3 1 - (ysmax)> N (W2 (log R)*3
AW Mog NP | 2 gw) W1 |
ged(u,W)=1

u bezctvercové

ktery se ztrati ve vySe pfedchazejicim chybovém ¢lenu (vzniklém pii s; ; > 1).

Zbyvéa chybovy élen pochéazejici z poctu prvocisel ve zbytkové tiidé. Z (8) vime, ze
Mnaz <K Ymaz(log R)*. Pro rozdélenf bezétvercového r mezi dy, ..., d, ey, ..., ex a W mame
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2 MAYNARDUV POKROK

pti podmince nesoudélnosti W a jednotlivych lem(d;, e;) maximélné 73, (r) moznosti. Proto
tento chybovy ¢len je

L Ypgr(log R)* Y = p(r)* 734 (r) E(N, 7).

r<R2W

Asymptoticky odhad chyby pro pocet prvocisel v dané zbytkové tiidé nam dava predpoklad
distribuce prvocisel (viz Definice . Argument sumy rozdélime na dvé ¢asti, na které
vyuzijeme Cauchy—Schwarzovu nerovnost, kdy ¢ésti ¢tverce E(N,r) rozdélime mezi obé
¢asti a v jednom piipadé nahradime nejhorsim odhadem E(N,r) < wj(\; ;-

D=

< 2 (log R)* ( 3 u(r)?rg?k(r)i) ( 3 M(T)QE(N,T)>

r<R2W <R2W

1
N \? 42 N
1 N N max
 Yinee 108 (Z ) <1ogN>A) < llog M)

r<R2W

Ve vyjadreni S5 jsme zavedli proménnou yﬁT_),_,rk, kterou bychom potiebovali vztahnout
k Yp, . z vyjadieni S;.

Lemma 3: Necht r,, = 1, potom

(m) _ y?‘17---,T’m—17am,7‘m+1,---,7"k O Ymaz ¢<W> IOgR
Yry Z o(am) + ( W Dy '

77777

am

Dukaz: Do definiéniho vztahu yfq??,),,,rk @ dosadime Ay, 4, podle inverzniho vztahu
PIO Yy .1y , ¢imz ziskame rovnost

b ﬂ(dl)dl Yas,...,ax
?/rl (HM Ti)g 7"1> Z (g (,O(di)> Z Hk —(ai>.

di,y...,dg ai,...,ak i=1 v
Vi r;|d; i dila;
dm=1
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2.3 Odvozeni sita

Prohodime poradi sumy, sumu pfres dy, ..., d; zahrneme do hlavni a méame
. y plai)r
(m) o ) ) al,...,ak 1)l
y'r yeesTle M(Tz)g(frz) k :
o (g %1%:]% [Tiey #(ai) 1'171 plai)

Z omezeni hodnot v, . vime, zZe staci uvazovat a; nesoudélné s W. Jelikoz r; deéli
a; vime, ze potom bud a; = r; nebo a; > Dgr;. S predpokladem i # m pro druhy piipad
hodnotu y,({n),«k pouze asymptoticky odhadneme jako

k 2 am)? a;)
< Ymas (Hg(rj)rj) > Zia:;g > Ma) 11 XID . ,))2

=1 rilai am<R plam) 15j<k . p(a;
a;>Dor; ng(am7W)21 Jj#i,m
k
)T maz (W) log R maz ©(W) log R
< Hg(J)a Ymaz (W) log <Y (W) gt
ey o(r;)? W D, W Dy

coz nam dava chybovy clen. Hlavni ¢clen tvoii ptipady, kdy pro vSechna ¢ kromé m plati
a; = r;, jez vyjadiime ve tvaru

k
(m) _ g(h’)ri Yri,eoPme1,Gm, Tmt 1,7k O Ymaz SO(W) log It
Yyl (H (7“,-)2 ; ) + W D, .

el 4 p(am

Pro prvocisla se ndm nabizi zjednoduseni

coz plati i obecné pro bezétvercova &isla, nebot g i ¢ jsou multiplikativni funkce. Proto

Q

(ri)ri _ -1
P ©(r;)? =1+0(Dy "),

pricemz chybovy ¢len muzeme zahrnout do stavajiciho.
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2 MAYNARDUV POKROK

2.4 Hladké y

Nyni potfebujeme za proménnou y,, .., zvolit vhodné hladkou funkci, kterou dokdzeme
dobfte integrovat. Vyuzitim metody Lagrangeovych multiplikdtori na pomér sum S; a s,
pro ktery se snazime najit extrémni hodnotu, dostavame podminku

1)

(1~
e
—~
3
3

~— | —
<

=S o~
T 3
3

3

L

=

3

3

£

3

kol

Jelikoz pozadujeme nesoudélnost r s W, vime, Ze r; je prosté malych prvocisel, a pro
takové r; (s predpokladem bezctvercovosti) muzeme psét

gr) =1 -2 =) =[[e-D~ri=]]»

plr; plr; plr;
o(ri) ~1a g(ri)
g(ry) o(r:)

\ N 90)
Yripery ™ Yry Tm—1,1,Tm+41,- Tk

777777777

coz nam vyhovuje vzhledem k nezavislosti na prvociselném rozkladu ¢isla r nebo jinych
potencialnich nespojitostech vyrazu.

Definujme y,, ., pomoci hladké funkce F' : R* — R nulové mimo Ry, = {(x1,...,x1) €
0, 1]% : Zle z < 1}. Pro r soudélné s W nebo obsahujici ¢tverec pozadujeme y,, ., =0,
v opacném piipadé polozime

o log ry log
Yriore = logR’" 'logR )~

Nésledujici lemma, které pouzili ve své praci jiz Goldston, Pintz a Yildirim, ndm umozni
presun od problematického souctu ptes délitele k integraci spojité funkce a ve spojeni s
volbou y tim i ziskat finalni hladké odhady sita.
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2.4 Hladké y

Lemma 4: Necht A, Ay, L > 0 a v : N — R je multiplikativni funkce, jeZ pro viechna
2 <w < z spliuge

v(p)

0<—<1-4,
p
1
p< Y AWer 2 oy,
P w
WPz

Ddle necht h je zcela multiplikativnd funkce na prvocislech definovand podle h(p) = %

a G :[0,1] = R je hladkd funkce. Oznacme Grae = supicpoq) (|G ()] + |G'(t)]). Potom

log d !
e =Glogz | G(z)dx + O, 4,(GLGrmas),
d<z log o 0 7

d bezctvercové

kde

Dukaz:  Sumu lze psat jako

3 w(d)?*h(d)G GZE?) - /1 G GZ?;) dD(u),

d<z

kde
D(u) =Y p(d)*h(d),

d<z

pricemz podle [4, Lemma 3| plati

> u(d)’h(d) = Slogu + E(u)

d<z

pro urcity chybovy ¢len F(u) < SL.

Hlavni integral vypoc¢teme diky substituci © = z* jako

/G log u d(Glogu)—/ G vlog z d(Sxlog z)
1 log z 1 log 2z

:/Ole(x> d(26 log 2) :/1610ng (z) da.

0
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2 MAYNARDUV POKROK

chybovy integral potom integraci per partes vypocteme jako

? 1 1 ‘ =1 1
/ G (22U apw) = |6 (22Y) Bw)| - / G (221 B(u)du
1 log z log 2z L 1 logz log 2

< SUpiefo, ] (|G#)] + ’G/(t)‘) E(u) < GnaSL.

Nésledujici dvé lemma dokazuji Tvrzeni [Il Prvni se vztahuje k sumé S; pro vsechna
¢isla (pri zohlednéni danych vah), druhé pak k sumeé Sém) pro prvocisla odpovidajici posunu
podle m-tého prvku H.

> log R
ag) € 10,150 28 2y, < 1}. Dale oznacime

Lemma 5: Nechi y,, ., = F (1122%7 o logr’“>, kde F je hladka funkce, kterd je nulovd

k
OF (t1,...,tx)
Fraw = sup F(ty,... tp)|+ —_—
(t1,enes tk)6[0,1]k| & I ; ot
Potom
@(W)* N (log R)* Fpae (W) N (log R)*
Sy = AT I(F)+ 0O Wk D, ’
kde

1 1
Ik(F):/O /0 F(ty, ... tp)%dty ... dty.

Dukaz:  Dosazenim volby ¥y, ... do pfedchoziho vyjddieni sumy S; (z Lemmatu
ziskdme

k 2
N p(u;)? log uy log u, F2 . o(W)k N (log R)*
= — F . mazx )
1=y b (I | log R’ log R +O Wh+1D,

UL yeeey Uk
Vi#£j ged(ug,ug)=1
Vi ged(ug,W)=1
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2.4 Hladké y

Radi bychom upustili od podminky na nesoudélnost mezi u; a u; (pro ¢ # j). Vime, ze
pokud maji spoleény faktor, ale pritom jsou nesoudélné s W, musi byt onen faktor vétsi
nez nejvetsi prvocislo v W (Dy). Jejich piispévek vyjadiime stejnou sumou, ale s omezenim
na velikost prvocisel. Tu odhadneme jako

F2 N k M(Ui)2 2 N 1 /L(UZ)
< _maxr -~ Z Z H < max Z _ Z
W p>Do Ul,-|..,’Mk<R pelaCl) W p>Do (p—1) d(u<l/§) 1 o(u;)
Uity ged(u, W)=
Vi:gcpii(ui,lil/):l

F? .. o(W)EN (log R)¥
Wkt1 Dy :

<

Ziskany chybovy ¢len tak zaclenime do puvodniho z Lemmatu

Pro hlavni ¢len vyuzijeme opakované Lemma {4l Funkci v(p) zvolime tak, aby funkce h
zajistila podminku nulovosti pti soudélnosti u s W a v opa¢ném piipadé dala prevracenou

hodnotu Eulerovy funkce. Proto polozime

_J0, p|W,
v(p) = Lo W

Pak totiz pro u;, jehoz bezétvercovost ndm zajistuje kvadrat Mobiovy funkce, mame

vztahy
hp) = W) o PIW,
p=70) ;5 pIW,
0, TIp|W,
h(u;) = Hh(p) = { Eoo1 1
plug Hi:l Iﬁ - e(u;)’ VP M
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2 MAYNARDUV POKROK

Ptipomenme jen, ze v terminologii Lemmatu [4] plati

z=R,
Gz‘(l‘>:F(tl,...,$,...7tk)2 ]_SZSI{?,

1 1 R 1
L<<ZM_Z og(p) —log(—) <<1+Z%<<logDo,

R

p|W p p|W

Po k aplikacich Lemmatu [4| ziskavame na misto hlavniho ¢lenu

N (@(W)’“ (log R)* Fpaxp(W)* (log R)* log(Do))) |

W W I(F)+ O ( e

¢ehoz chybovou ¢ast muzeme zaclenit do celkového chybového ¢lenu.

,,,,,

p(W)* N (log R)**!
Wktl log N

1 1 1 2
J,§m>(F)—/O /0 (/0 F(tl,...,tk)dtm> dty .. b rdtys . . . dty.

Sy =

J(E) 40 (Fﬁm p(W)* N (log R)’“) |

Wk—‘rl DO
kde

Diikaz:  Pro dosazeni do Lemmatu [2] pro sumu SS™ potiebujeme nejprve vyjadiit

yﬁ’ln)rk Pro r,,, = 1 a souc¢in pres vSechny slozky bez¢tvercové a nesoudélné s W vezmeme

hodnotu podle Lemma (3| v opacném piipadé pozadujeme hodnotu nulovou.

m 3 pu(u)? ( log 71 log 71 logu 10g T log m)
sod ¥ T rt o(u) logR>"""7 logR 'logR’ logR '~ "'logR

N (Fm (W) log R) |

WD,

41



2.4 Hladké y

Vidime, Ze situaci nemame stejnou pro vSech k£ rozmeéru, proto nejdiiv uzijeme Lemma
v jedné podobé pro index m a ndasledné v jiné podobé pro k — 1 zbylych ptipadu.

Stejné jako v situaci pro S; potiebujeme takovou funkei h, aby za spravnych podminek
slozila prevracenou hodnotu Eulerovy funkce, ale tentokrat je podminkou nesoudélnost s
W I1E, ;. Proto zvolime

07 p w 29: Ty
v(p) = il kl
17 p /{/W Hz‘:l ;.

Pro L potom mame odhad

1 1 loglog R
L1+ Z ng<<z ng+ Z %<<loglogN.

log R
AW poiogr pIW>IZ§:éM o
p>log
Oznacime
pm /1 I log log -1 ; log 741 log 7, gt
Ty 0 IOgR’“.’ IOgR )y bmyy 10gR 7"'710gR m:-

k
=20 (200 i (Pt )

vyjadreni ym,),,,rk dosadime do vzorce pro Sém) z Lemmatu , pricemz cleny, kdy ma

byt hodnota nulova, ze sumy jenoduse vynechame, ¢imz ziskame

m_ N p(W) log(R)\* S o) o 2
5= logN< W ) 2 (H—> (i)

Viztj ged(rir;)=1

Lo <(¢<W>F%x<log R))? Wvéfvflgf N>’“‘2> L0 (agim) .
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2 MAYNARDUV POKROK

Tedy

k 2 2
m) _ P(W)N (log R)? (i) o(r:) m) 2
= — | (F
% W2 log N 2 11 (£
Vi ged(r;,W)=1 B
Vit ged(rir;)=1

0 (Fa oW)* N (log R)*
Wk+1 DO '

Opét zkusime upustit od podminky nesoudélnosti ; a r; pro i # j. Proto si vyhod-
notime piispévek r; s faktorem vétsim nez Dy, tentokrat jako

N 7w o
NTPIRDY (H so(u»)Fm”

p>Do  u1,..., up<R

Vi: ged(u; ,W)=1

Frae N 1 p(u)
<L G| &

p>D0 u<R SO(U')
ged(u,W)=1
F? W)* N (log N)*
o Fa W) N (l0g N)
Wkl D, '

Opét ho tak muzeme zaclenit do predchoziho chybového ¢lenu.

Zbyva nam vyhodnotit samotnou sumu bez predchozi podminky a pies k — 1 dimenzi,
nebot 7, = 1. Vezmeme proto

S| MR (m )

T1lyeeny Tm—1,Tm~+15-+ Tk 1<i<k
Vi ged(r;,W)=1 i#m

Abychom na situaci mohli uzit Lemma , potiebujeme z funkce h slozit %. Proto

k3

polozime

( ) {07 p|W7
Y\p) = 3_2p2+
ewe o pW,
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2.5 Funkce vhodna pro velké k

Pro p fW totiz mdme

hp) = @) _ P’ —2p* +p _pp=12  (p—1° o)’
p—9() @ —=p*=2p24+p)— P> -2p2+p) p*—=20° (p—2)p* g(p)p*

L vezmeme v tomto pripadé stejné jako pfi aplikaci lemmatu v obdobné situaci pro
integral [j.

Zaveérem pouzijeme (k — 1)-krét Lemma |4 coz ndm d& vyjddient

p(W)* N (log R)**
Wktl log N

1 1 1 2
J,§m>(F)—/O /0 (/0 F(tl,...,tk)dtm> dty .. b rdtys . . . dty.

S =

m Fr%mr gO(W)kN(lOg R>k

kde

2.5 Funkce vhodna pro velké k

Nasi snahou je najit nejvétsi pomér mezi sumami S5 a S, které mame vyjadiené po-
moci integralu funkce F'. Jelikoz je jasné, ze konkrétni maximum nenajdeme, snazime se
omezit nas odhad zdola.

Jak jiz bylo zavedeno v Tvrzeni 2| S znac¢ime mnozinu vsech Riemannovsky inte-
grovatelnych funkcef F : [0,1]¥ — R, které nabyvaji nulové hodnoty mimo mnozinu R;, =
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2 MAYNARDUV POKROK

{(z1,...,2x) € [0,1]F : F 2; < 1} a's podminkou nenulovosti I(F) a J,im)(F) pro
vSechna m, kde

1 1
wr= [ s
1 1 1 2
J,im)(F):/O /O (/0 F(tl,...,tk)> Aty dbyy_1dtmsr - - dty.

Potom se snazime najit spodni odhad

(t, ... tg)* dty---diy,

J F
FeS;, I.(F)

Zvolime F jako

[1E, g(kt) prod>r ¢, <1,
0 Jinak.

F(tl,...,tk):{

Zde g : [0,00] = R je néjaka hladkd funkce s nulovymi hodnotami mimo tsek [0,7]. To
nam vyrazné zjednodusi situaci, nebot funkce je symetrickd ve vSech smérech, a proto
muzeme hledat "
kJ W (F
M, = sup A
res, 1k(F)

Ocividnou komplikaci pti nahrazeni F' jako funkce k£ proménnych funkei jedné proménné
(9(u)) je omezeni nenulovych hodnot funkce F(ti,...,t) podminkou S2% t; < 1. R4di
bychom [ a Jy vyjadiili pomoci obecného integralu néjaké podoby funkce g pres cely
predmétny interval [0,7] ([0, £] pro g(kt)), ktery muzeme vzhledem k nulovym hodnotam
mimo tento interval ztotoznit s intervalem pres cely definiéni obor [0, 00] (a nefesit tak
vnitini funkci mezi t a argumentem g, je-li v ur¢itém smyslu rozumna).

Oznacime si




2.5 Funkce vhodna pro velké k

Jelikoz I}, figuruje v jmenovateli My, potiebujeme horni odhad tohoto ¢lenu, coz vzh-
ledem k ¢tverci v integrandu spliuje integrace pres vétsi oblast. Proto

I = / / (b b2l dtk—/ /
0 0
k<1

T o0 o k
/ /k Hg (kt;)2dty, ..., dty = / / [To(kto)dts,. .. dt,
0 0 .1

([ o) 3 sora) - )

=4
=N

k
[To(kt)dty, . .., dix

=1

Funkce g ma nulové hodnoty mimo interval [0,7], tudiz funkce g(kt) je nulova pro
argument ¢t mimo interval [0, %] Protoze hledame spodni odhad, pro integraci podle prvni
proménné zvolime maximaln{ tsek ([0, L), nebot dals{ integrély mohou vzhledem ke kvadratu
nabyvat jiz pouze kladnych prispévku. Pro zbylé integrace nam tak zbyva podminka
Yoot <1— % Diky tomu nam podminka omezeného souctu zbyva pouze pro integracni
proménné v symetrické situaci:

sz/ /5 (/ Hg kt;) dtl) dto, ... dts

boti<1-L

/ / (/ Hg(kti)dh) dls, ..., diy.

Sk, ti<1-T

Predpokladame, ze pribytek zpusobeny oblasti integrace nesplnujici podminku by byl
maly, proto odhad rozdélime na integral bez podminky a chybovy ¢len Ej zahrnujici pouze
oblast porusujici podminku. Odhad rozepiseme jako
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00 e8] oo _k ?
/ / </ Hg(kti)dtl) dty, ... dty
0 0 0 ;=1

k T
i=2 tigl_f

:/OOO---/OOO (/Oooﬁg(kti)du) dty, ..., diy —/ / (/ Hg(kti)dt1)2dt2,...,dtk

ko ti>1-T

Z
Sk, t>1-T

Z 2u2>l<: T

%)2(%)’“‘1 _ (%>2< ) / / llg(ui)Qdug,...,duk

> 2u1>k T

To muzeme shrnout jako

2 k—1
1
5 (S (1
k k

kde se dale snazime ukazat, ze Fj je dostatecné malé.

Protoze hledame spodni hranici maxima, muzeme zuzit mnozinu funkci, pro néz extrém
hleddme. Piiddme si pozadavek pro g zahrnujici pomér integrdlu ug(u)? a g(u)?, ktery
oznacCime p, ve tvaru

€ _ Juzoug(w)’ du T

P 7 e A R 1
0l fuzo g(u)?du k (11)
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2.5 Funkce vhodna pro velké k

Nyni oznac¢me 1 = % — [, pricemz
k=T >k—T ) Ty k=T -0
A R | k) k-1

Déle bychom potfebovali vyraz (k—1)n* odhadnout zespoda (nachdzi se ve jmenovateli).

Z nerovnosti pu < 1 — % vyjadiime =1 — % —epro 0 <e < 1. Potom
o (k=T)
Ck2(k—1)

(k—=1)n

k—T k-T /[ k-T
+2(k — 1) + 2¢ = (

2 ’k— ¢
A 2 k(k—1)+ 6)+€ €

Méame odhad )
T
(k—l)ﬁzzk(l—g—u> | (12)

nebot

Podminku omezujici oblast integrace preformulujeme:

k
> wi>(k-1),
1=2

D ui> (k= 1)(u+n),
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Pokud touto podminkou vynasobime integrand chybového integralu, muzeme upustit
od podminky omezujici oblast integrace, nebot ta je jiz zahrnuta ve vychozi nerovnosti.

Takze
Ek<( ) ( ) / / ( = QUZ ) Hg uz duz,...,duk7
2k
E<(kk1—2/ / ( Z2Uz ) ngz du%”.’duk.

Integral bez omezeni ted dokazeme lépe vyjadiit. Zatneme rozndsobenim ¢tverce podle

2 g
/ / < =2 UZ M) H9<U1)2duza ooy duyg
= . Z’j (13)
2<”<k Willy 21 o U 2 2

a vidime, Ze az na ¢leny s u? (i = j) dokdZeme vse vyjadfit pomoci hodnoty integralu
kvadratu funkce g (integrélu znaceneho 7).

Pro zacéatek c¢len pouze s konstantou z vyjadieni vyhodnotime jako

/ / s Hg<ui)2du27---7duk :Mz/ / Hg<ui)2du27---7duk = Py
0 0 =2 0 0 =2

Pripomenme, ze podle definice p v rovnici muzeme vyjadrit integral & integralem

~v podle
[ wstwpdu=p [ gtw?du=p
u>0 u>0

V prostiednim ¢lenu z vyjadieni vidime, ze situace je symetricka pro vSechna u; a
my tak muzeme na integral nahlizet jako na (k — 1) pfipadu integrélu pro jednu dimenzi
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2.5 Funkce vhodna pro velké k

ve tvaru ug(u)? (integral typu &) a pro ostatni ve tvaru g(u)? (integral typu 7), proto

=2
2/jj 00 o k k
= — i 0)2d d
]{3—1\/0 /0 ;U’ gg(u) U2, y QUL

_Qlu 00 o] k
=T (-1

k’—l(k )/0 /0 U2g9(uz) dug, ..., duy

—2pu _
= (k= 1) (m7"7%) = =2

Posledni a nejslozitéjsi ¢len rozdélime na pripady ¢ # 7, kdy je zavislost stéle linearni,
pouze na dvou dimenzich (ve dvou smérech integrél typu £ a ve zbylych typu 7), a na
pripady kvadratické zavislosti v situaci ¢ = 7, ve smyslu

o0 U; U5
/ 22<u<k JngZ dus, . .., duy,
0

0

=(k—-1)" / / Z oungZ dug, . .., duy

2<4,j<k
i#j

9 ~ k k
k—1)2/0 /0 Zufng(ui)Qdug,...,duk
i=2

=2

piipad pro ruzné ¢ a j vytesime ve stejném gardu jako predchozi clen. Uvédomime si,

20
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ze takovych dvojic i a j (mezi 2 a k) je prave (k — 1)(k — 2), proto

(k — / / > uzunguZ dus, . . ., duy,

2<Zz7g]<k:
= (k- (T (u;)?dus, . .., du
= ([ el y
lsﬁy
=(k—1)2k—-1)(k— 2)/000. . /Ooougug Hg(ui)QdUQ, oy dug
9\, 2 k1
= (k= 12k - (k- 2) (()? (3)) = B2

Pro situaci s kvadratickou zavislosti si vysta¢ime s hornim odhadem, kdy vyuzijeme
vlastnosti funkce g, kterd je pro argument vétsi nez T nulova. Proto odhadneme jeden
¢initel u nejhorsim pripadem 7' (v ptipadé vétstho u bude nulovy ¢initel ve formé produktu
funkce g(u;)), ¢imz ziskavame

u?g(u;)? < Tu;g(u)?.

integral tak odhadneme podle
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2.5 Funkce vhodna pro velké k

Slozenim vSech pfesné vyjadienych clenu ziskdavame

o b1 oo K=2pP (A=) =2k 1)+ (k—-2)  —pPM!
S e F1 S

Cely chybovy integral Ej (z rovnice ((10))) pak odhadneme jako

0 ) zk U 2k
E,. < CQkkan/ e / (kz%zll — u) Hg(Ui)QdUQ, ooy duy
0 0 i—=9

_ (2l — eIy (T )
k—1 @ k-1 2 (k — 1)k

Gy T
- n2(k _ 1)k-k:+1 ’

Cely integral J; potom jako

CQ,ykfl B C2M,yk71T _ C2,yk71 - MT
kkz+1 n2(k _ 1)k5k+1 kk+1 772(k _ 1) :

Jk

Y

Vysledkem nasi maximalizace je tak odhad

L S S S ) _ G, uT
I, = AkkH n?(k —1) v n?k-1))"

Ten si za cenu snizeni maxima zjednodusime pro nasledné uziti diky nerovnostem p < 1

(podle naseho pozadavku z (1)) a (k — 1) > k (1 — £ — ,u)2 do tvaru

kJi CQ( pT ) ¢? T
(1) > 1
I =7 n*(k—1) _’y< k(1—%—u)2>’

kJ, > (f(): g(u)clu)2 (1 B T 2) '
k (1 -z — ,u)

I o 9(u)du

|
v

tedy
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potiebovali bychom proto najit maximalni fOT g(u)du pii zachovani fOT g(u)?du = v a
fOT ug(u)?du = pry. Tuto extremdln{ tlohu muzeme vyjadrit funke

9.9 @) = [ gt —a ([ gtwrdn—) =5 ( [ ugtutn—m)

= | (000 = gl = pug(a? + oy + ) du

Podle Euler-Lagrangeovy rovnice 2L 4 0L _ () 5 podle

dg(u) — du dg'(u)
u € [0,T] vztahy

oL
ag' (u)

= 0 ziskavame pro

ot (9(0) = ag(w? = Bug(ul + a7+ ) =0,
1 —2ag(u) — 2Bug(u) =0,
B 1
glu) = 2a0 + 20Bu’

Z ptedchoziho je zfejmé, ze vynasobeni funkce kladnou konstantou nezméni maximali-
zovany pomeér. Tudiz

B C B C
72a+26u72a(1—|—§u)

g(u)

a pii volbé C':= 2a a A := ¢ ziskdvame jednodussi formu hledané funkce

g(u) = (Vu € [0,T1]) .
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2.5 Funkce vhodna pro velké k

Pro tento tvar ndm vychézi integraly
T

T S| log(1 + Au) log(1 + AT)
[ s [ [ 2] e

0
T T 1 -1 1" 1 1
2du = 1+ Au) P du = |~ =—(1-
/0 g(u)"du /0 (1+ Au) " du [A —|—Au:|0 A( 1+AT>’
T

. ) . . A_ . .. .
Stale nam zbyvaji dva parametry, proto zvolime T' := < L coz nam usnadni situaci

vzhledem k rovnostem 1+ AT = e a log(1+ AT) = log(e?) = A. Vyse spoctené integraly
a jejich pomér p vyjadiime s touto volbou T' jako

(= /OTg(u)du: 1,
v = /OTQ(U)zduz

T
1 _
52/0 ug(u)Qdu:E(A—l—e 4-1),

B fOTug(u)2 du  A+e?—-1 1 1
#= fOTg(u)2du CA(l—e ) 1-ed A

F=e),

o |

Pro samotny hlavni odhad pak mame nerovnost

kJy A T
L Si—ea (! T %)
A Y

ktery si déle upravime s vyuzitim vztahu

> A
1—e A ’
et —1 el
T = < —
A — A
o 1
'u—l—e_A A’
e el 1 1 et eA-1-—eA 1 e A
l———p2>1—— - =— = —0 = +>—(1———-
k Ak eA—1 A A Ak ed —1 A k ed —1
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do podoby

Zvolime A :=logk — 2loglog k, potom

A_ k
log?k’
k — log?
eA—lz—;)g k,
log” k
1 log? k

eA—1 k—log’k’
A log® k (log k — 2loglog k) B log® k — 2log k log log k < log® k
ed—1 k —log? k B k —log? k -k

T 1 log® k 1
- —pu>=(1- ~
K “—A< K 1og2k)’

takze pozadavek p < 1 — % evidentné plati.

Y

Po dosazeni dostavame

kJ log k — 21log log k

[—kZ(logk—2loglogk) | 108 ologh

k 10g2k(1_eAA_1_%)
log k

> logk — 2loglog k — log k

2
log? k (1 — eAA—l — %)

Jmenovatel ve zlomku vypad4 blizky log? k, proto si vyjadieme rozdil od jedné v koe-
ficientu pro log® k jako

(1_ Alog’k 1 >2_1_ A%log k L _ 24log’k 2 L4
k—log’k log’k  (k—1log’k)?  log*k  k—log’k log’k k—log’k
A%log* k 1 1 A A%log* k
“ i o ot 2) e (20 <
(k—1log?k)?  log’k \logk k —log*k (k —log? k)2
log® k

<—0— <1
= (k —log? k)2
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2.6 Funkce vhodna pro malé k

A protoze

log? k < O(1),
—log?k < —2log*k + O(1),
—log?k < —2(log? k + O(1)),

1 2
__lsk
log“ k+ O(1)

mame pro dostatecné velké k

kJ
M, > I—’“ > log k — 2loglog k — 2.
k

2.6 Funkce vhodna pro malé k&

Symetri¢nost vuci jednotlivym prvkum splnitelné mnoziny H je stézejni pro uchopitel-
nost celé metody, proto pro mala k, pro ktera je postup z predchozi kapitoly nepouzitelny,
si zvolime funkci F' ve tvaru symetrického polynomu. Omezenim na polynomy samoziejmé
zmensujeme mnozinu moznych funkei a tim i velmi pravdépodobné zhorsime odhad naseho
extrému, nicméné polynomy splnuji hladkost a snadno se pracuje s jejich obecnymi tvary.
Funkci F' definujeme jako

P(ty,...,t t1,...,t R
Fity, . ty) = 4 Dleot) pro (b, ) € Ry
0 jinak,
kde
d d
P=> a(l-P)P =) aQ;

=1 =1

pficemz P; jsou ¢isté mocninné polynomy podle

k
Pj:Zt{.
i=1

26
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Pro Q; = (1 — P,)% Py’ dokdZeme hodnotu integralu podle ndsledujictho lemma.

Lemma 7: Nechi P; = Y5 ) je symetricky polynom a Ry, = {(z1,...,z1) € [0,1]* :
Zle x; < 1}, potom

|
(1— P)*Pldty,...dty — Y Gk,
/ / ) Edh RS TRSS IR

kde

r=1 b1,...,b>1 1=1
i=1bi=b
je polynom stupné b.

Dikaz:  Pifmo mocnény polynom P; rozepiseme podle multinomické véty

k b b k B k
b __ J _ J\bi _ : Jbi
=) = £ ()T S gty

=1 b1,..., br€Ng =1 bi,..., bi i=1"" =1

Zf—l bi=b Zf:l bi=b

. =1 b; ..... b =1 "7 1
i—1 bi=b
bl k @k
_ Z - / ../(1-2@) Ht{bldt,  dty,
bi,...,bk Hz—lbl' =1 =1
?:151:

o7



2.6 Funkce vhodna pro malé k

Podivdme-li se na integral z pohledu jedné proménné (bez ijmy na obecnosti ¢;) a

zvolime-li substituci v = ﬁ, dostédvame
1_Zf:2 t; .
/ 1— Z t; H 2%ty
0 i=1
k ¢ k . 1*2?:2 L 1— k t: ¢ .
=(1-) 114" / (—Z;jl )
i=2 i=2 0 1— Zi:2 ts
k Ck =38 ot t ‘o
={1=> u] ([]4" / (1 - ) t" dty
i=2 i=2 0 1=> ot
k “ /o 1 k b1 k
— 1_Zti Htgb" / (1—wv)" <v (1—2@)) (1—2%) dv
i=2 =2 0 =2 =2
k a+]b1+1 k 1
=(1- Zti (H tfbi> / (1 —v)* v dv.
i=2 i=2 0

V integralu vidime podobu s Eulerovym integralem prvniho druhu (Beta funkei), ktery

ma obecné tvar fo (1—z)"dex = % = B(n+1,m+1) a proto
E a+jbi+1 k 1 k atjbi+1 k |( b )|
a i b ai(joy):
1-) ¢ £ / (1—v)"v"dv=[1-) ¢ )
() (1)) %) %) e

Po k-nédsobném pouziti predchoziho principu ziskavame celkové

. k .
3 b! al TTE, (jb:)! _ alb! S ] (3:)!
birooosbi [T b T (a+ jbi + 1) (a+jb+Ek)! -1 bl
i bi=b Sk by=b

Timto postupem maximalizace celkové funkce F's vyuzitim soucasnych znalosti se nevy-
hneme numerickym vypoctim, takze nam pfijde vhod rozdélit sumu pftes by, ..., b, podle
poctu nenulovych b;. Pocet moznosti, jak vybrat r nenulovych prvkua by, ..., by, muzeme
vyjadrit kombina¢nim ¢islem (l:), proto

Ty () e

bl,...,bk =1 r=1 bl, ,br>ll 1
Sk bi=b Sk bi=b

o8
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Zbyva nam vyhodnotit integraly I a J,gm) z celkového polynomu P.

Lemma 8: Nechi F(ti,...,ty) = P(ty,...,tx) pro argument z Ry = {(z1,...,2%) €
0, 1]~ - Zle r; < 1} a F(ty,...,tx) = 0 jinak. Ddle P = Zj 14;Q;, pricemz Q; =
(1—P) Pyt sa; € R ab;,c; € Ny, kde P, = Z§:1 tiaPy= ZZ [ t2. Potom pro1 <m <k
plati

(b +b) Gc+c 2(k)
I.(F) = SR
W)= ) aa T(bi + b + 2¢; + 2¢; + k)’

1<i,j<d

S by ,b, CZCJCIC;G/JFC ,2(k—1)
-2 XY (9)();
1<i,j<d =0 ch—0 A b, +b; +202+20j—|—k)

kde

/ /=
Vbi bjcic5,ch ,Cj

G () = b! i (‘f)

r=1

bi,....bp>1 i=1
2 i=1 bi=b

Dukaz: Podle Lemmatu [7

d 2
:/~'-/P2dt1,...,dtk:/"’/(ZaiQi) dtl)"‘7dtk
i=1

/ /Z @;Qia;Q;dty, ..., dt

1<4,5<d
:/ /Z a;(1 — P Pfia;(1 — P Pyidty, . .. dt
1<4,5<d
= Z / /azajl— b+bJPCZ+C]dt1,...,d
1<i,j<d

-3 (bi +,)! Gy alh):

1<i,j<d (b + b+ 2¢i + 2¢; + k)L ()]

29



2.6 Funkce vhodna pro malé k

Vzhledem k symetri¢nosti vuéi ¢; si opét muzeme dovolit ztotoznit J,gm)(F )s
Proto vyjadieme vnitini integral zapomoci binomické véty

=dax

1-3F ot
/ a;Qidt; = a, / 1 — P\ P§dty
0

1— Z b1 c1
1- Zt (Z t?) dt,
- Z b1 k c1

0

0

k b

1— ZZ ot c c , o k ) c
—a [ (1) () @ (X))

0 j=1 =0

s [k EO\Y ey . by
= aq t2 1 — t: / 1— I (tl)Qc—Zc
() (29) (-20) | S

Jj=2

JV(F),

)dv

kde stejné jako v Lemmatu |7 zvolime substituci v = T~ Zt'i —. S pouzitim Beta funkce
T Luj=2"%]
dostavame ’
c . k d k b1 1 k 2¢—2c k
oS ()(S8) (xe) Lo (o(-2e)) (o
=0 =2 =2 0 =2 j=2
c c k d k b;+2c—2c'+1 1
_ 2 b;  2c—2c!
Y (5) () (1-2e [
/=0 j=2 ]:2
¢ k fed & bi+2c—2c¢'+1 b '<2 5 /)'
¢ 1(2¢c — 2c')!
= t2 1 _ t ¢ .
10,20(0') ]; ! ]; ’ (bi +2¢ —2¢ +1)!

Umocnénim souctu P = Zle a;(); na druhou ziskavame cely integrand pro zbylych
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- vneéjsich integract v nepoll
(k — 1) vnejsich integraci v J;, neboli

(/OlF(tl,... dtl) (Zal/l Mt (1-P )b1P01dt1)

¢l +ch k bi+bj+2c;+2c;—2c) —2ch+2
C.
- () (58) (%)
1<i,5<d d=0cy=0 > 1 2 =2
bzlbj'(QCZ - 261)!(20j - 20/2)'
(b; + 2¢; — 2¢ + 1)I(bj + 2¢; — 2, + 1)1

Na sumy Zfﬂ t; a 2522 t? muzeme nahlizet jako na P; z Lemmatu [7|s po¢tem dimenz{
o jedna mensi (tedy k —1). A tak pouzijeme toto lemma ndsobné na posledni vysledek.
Celkové vyjadient J (F ) tak muzeme psét jako

2
JM(F / /(/ tl,...,tk)dtl) dty ... dt,

_ Z a,a.zz C; Cj bz‘b]'(201—26/1)'(20]_20/2)1
= L it c1) \c (b¢+20i—2c’1+1)!(bj+26j_20,2+1)!
< 1=V =

1<i,j<d ¢t =0 ¢,=0
k ity & bi+bj+2ci+2¢;—2¢, —2c)+2
//(Z’f) (1—th> dty ... dt
Shan<t =2
§:‘“1§3§:( )( ) bilb;!(2¢; — 2¢4)!(2¢; — 2)!
1<1]<d1] (bs + 2¢; — 2¢; 4+ 1)!(bj + 2¢j — 2¢, + 1)!

bi+bj+2ci+20j—201—262+2

Ge por ok —1).
bz+b]—|—201+26]+k+1 1+2’2( )

Na vyjadreni z Lemmatu [§] se muzeme divat jako na kvadratické formy (viz s
vektorem a = (aq,...,aq) a s maticemi rozméru d x d, konkrétné matici A; pro I(F)
definovanou po prvcich podle

b + b)) G, vc.

A1<’l,j) — ( ]) i+ ]:2(k)

(bl + bj + 201' + 2Cj + k?)'

a Ay pro J,Em)(F) podle vzorce

A C; Ci\ Vbibjcicicc G ’+c 2(k—1)
A N J 4,95,Ci,C5,C1, J
2(1, J) ZZ (C/1> <C/2> (b; +bj + 2¢; + 2¢; + k)!,

J/ /
c1=0c5=0
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2.6 Funkce vhodna pro malé k

Proto muiZzeme numericky spoéitat matice pro vybranou sadu Q = (1 — P,)°P§ a poté
najit extrém v ramci jejich linedrnich kombinaci (s koeficienty a = (ay, ..., aq)).

Lemma 9: Necht A, a Ay jsou symetrické a pozitivné definitni matice realnyjch cisel.
Potom hodnota mazima poméri

alAsa

a’Aa
odpovidd nejvétsimu vlastnimu ¢islu (A™Ay), a to prdvé tehdy, kdyz a je vlastni vektor
odpovidagici tomuto vlastnimu ¢islu.

Diikaz:  Necht | = v/aT A a a vektor a’ = 2. Potom

a’Aa

T I
a” Aja = 2

L,

pficemz pomeér
aTA,a  [?PaTA,a alAsa
aTAa? [2aT’A;a aTAa

se nezméni. Proto miZzeme bez ijmy na obecnosti uvazovat vektor a takovy, ze al Aja = 1.

V disledku se snazime maximalizovat vyraz a’ Asa s vazbou a’ Aja — 1 = 0. Metodou
Lagrangeovych multiplikdtoru ziskavame Lagrangeovu funkci

La,\)=a"Aa—\(a"dja—1)=a’ (4, —AA))a+ A\

S vyuzitim symetrie matice (A — AA;) dojdeme pii rozepsani matice (aT (Ay — AAp) a)
a derivaci podle jednotlivych prvka a k rovnosti

g—i = (2142 — 2)\141) a = 0.

62



2 MAYNARDUV POKROK

Diky faktu, ze matice A; je pozitivné definitni, ziskdme po upravach

2Aa — 2M\A1a = o,
Aga = /\Ala,
A7t Aza = da.

Tudiz A musi byt vlastni ¢islo (A1_1A2> a Zaroven

al A,a = \al Aa,
aTAja

A= — .
alAa

Proto maxima nabyva pfedmétny pomér pro nejvétsi vlastni ¢islo a jeho hodnota je rovna
tomuto ¢islu.

]

Pro druhy bod Tvrzeni|3|s £ = 105 omezil Maynard zkoumané polynomy stupném 11,
tedy na linearni kombinace ¢lenit Q = (1 — P,)?P§ takovych, pro které b+ 2¢ < 11. Jelikoz
takovych ¢lenti je 42 moznych, staci najit nejvétsi vlastni éislo odpovidajici matice A=A,
velikosti 42 x 42, které ¢ini priblizné 4.0020697. A proto

Mios > 4.

Pro prvni bod Tvrzeni |3[s £ = 5 autor vybral hodnoty

i1 2 3 4
o |1 55 5 —i
b |1 2 0 1
¢ |1 0 1 0
neboli polynom
P=(1-P)P,+ 7(1—13)2+ Lp2_ 3(1—13)
a Y20 Y1y 14 Y
ktery ukazuje, ze
1417255

M. > L4120
52 708216
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3 Zaveér

Uvedli jsme si jasny priklad ukazujici, ze v teorii ¢isel je neustale prostor pro nové
objevy. O prvocislech mame i nadale nedostatek znalosti. A¢ nabyvéa objem poznatku,
tykajicich se napiiklad prvocisel specifického tvaru, jedna se ¢asto o nedokazané hypotézy,
popiipadé maji vysledky jen omezeny dopad. Metody sit se vénuji i zdkladnim vlastnostem
prvocisel jako celku.

Vyznamnym poznatkem ohledné obecného rozlozeni prvocisel ve velkych éislech je
znalost limes inferior rozdilu dvou po sobé jdoucich prvocisel, pficemz nejsilnéjsim moznym
zavérem je v tomto ohledu liminf, . (pns1 — pn) = 2, coz odpovidé slavné domnénce o
nekonec¢ném poctu prvociselnych dvojic.

S predpokladem Elliott—Halberstamovy domnénky predlozili nerovnost lim inf,, o (pn+1—
pn) < 16 jiz Goldston, Pintz a Yildirim, ale prvni nepodminény zavér co do koneéné hod-
noty pro limes inferior dvou po sobé jdoucich prvocisel uvedl v roce 2013 Yitang Zhang,
kdy dokézal tvrzenf liminf, .. (pny1 — pn) < 7 x 107. Spolupraci v ramci projektu Poly-
math8a byl Zhanguv zavér znaéné vylepsen na liminf, . (ppr1 — pn) < 4680.

Clének Jamese Maynarda Small gaps between primes, jak jsme si ukazali v této praci,
posouva hranici jesté nize, a to konkrétné jako liminf,, . (pni1 — pn) < 600 nepodminéné
a liminf, o (pns1 — Prn) < 12 podminéné platnosti Elliott—Halberstamovy domnénky.

Nicméné ani to neni aktudlni nejsilnéjsi mez, nebot na Polymath8a navazal projekt
Polymath8b, ktery, s uzitim metod popsanych na strankach vyse a rozsahlejsich numer-
ickych vypoctu, nez jaké puvodné provedl Maynard, podal nerovnost liminf,, . (pps1 —
Pn) < 246 a pod takzvanou zobecnénou formou Elliott—Halberstamovou domnénkou (viz
[3, Tvrzeni 2.6]) dokonce liminf,, . (ppi1 — pn) < 6.

Projekt Polymath8b vylepsil i dalsi Maynarduv vysledek (liminf, o (Prom — Pn) <

m3er™) na liminf, oo (Prym — Pn) <K me(4=51)™ . Pritom pred Maynardovym ¢ldankem

byl pro limes inferior rozdilu m nasledujicich prvocisel zndm asymptoticky odhad jen

s predpokladem Elliott—Halberstamovy domnénky, konkrétné liminf, . (ppim — pn) <

m3e?™ podané trojici Goldston, Pintz a Yildirim. Pod touto podminkou posunul Poly-

math8b mez na me?".
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