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Abstrakt

Tato prace se zabyva sifenim Loveho vin v
nehomogenni izotropni povrchové vrstve,
jejiz prubéhy hustoty a modulu pruznosti
v torzi jsou urceny materidlovou funkei.
Pomoci vhodné transformace vlnové rov-
nice lze ziskat dvé diferencialni rovnice
druhého radu pro vlnovou a materialovou
funkci ve tvaru trikonfluentni Heunovy
rovnice, jejiz feseni lze zapsat jakozto line-
arni kombinaci dvou trikonfluentnich Heu-
novych funkci. To jsou analytické funkce
vyjadiené nekonec¢nou radou, jejiz koefi-
cienty u prislusnych mocnin splnuji dife-
ren¢ni rovnici tretitho fadu. Na zdkladeé
takto ziskanych reSeni zminénych rovnic
jsou pak vypocteny disperzni charakteris-
tiky a vlnové funkce pro rtizné zvolené
profily materidlové funkce. Ziskané vy-
sledky jsou na zavér porovnany s alterna-
tivni, ¢asto vyuzivanou Wentzel-Kramers-
Brillouin metodou a dale s numerickou
metodou Runge-Kutta-Fehlberg 45.

Kli¢ova slova: Loveho viny,
materialova funkce, trikonfluentni
Heunova rovnice, trikonfluentni Heunova
funkce, WKB metoda

Vedouci: doc. Dr. Ing. Michal Bednarik
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Abstract

This work deals with the propagation of
Love waves in an inhomogeneous isotropic
surface layer, whose shapes of the density
and the modulus of elasticity in torsion
are determined by the material function.
Using the appropriate transformation of
the wave equation, two second order differ-
ential equations for the wave function and
material function can be obtained in the
form of the triconfluent Heun equation,
whose solution can be written as a linear
combination of the triconfluent Heun func-
tions. These are analytic functions given
by an infinite series whose coeflicients for
the respective powers satisfy the third
order difference equation. Based on the
obtained solutions of the above mentioned
equations, the dispersion characteristics
and the wave functions are calculated for
variously selected material functions. The
obtained results are compared with al-
ternative, often used Wentzel-Kramers-
Brillouin method and further with the
numerical method Runge-Kutta-Fehlberg
45.

Keywords:
function, triconfluent Heun equation,
triconfluent Heun function, WKB
method

Love waves, material

Title translation: Description and
Analysis of elastic Love Waves in an
Inhomogeneous Isotropic Layer
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Uvod

Problematika sifeni vin v nehomogennich strukturach patii dnes k hojné
studovanym témattim v mnoha odvétvich fyziky, at uz jde o akustiku, elasto-
dynamiku, optiku, kvantovou fyziku apod. V této praci se budeme zabyvat
sirenim Loveho vIn, coz jsou pri¢né elastické povrchové viny, které se Siri
na typicky homogennim elastickém substratu s odlisnou povrchovou vrstvou
konec¢né tloustky. Tuto vrstvu budeme povazovat za funkéné odstupnovany
materidl (Functionally Graded Material), kde nékteré z jeho charakteristickych
vlastnosti (typicky hustota nebo modul pruznosti v torzi) maji nekonstantni
pribéh dany analytickou funkci 7, kterou nazyvame materialova funkce. Uka-
zeme, ze za urcitych podminek lze prislusné vlnové rovnice transformovat na
tvar trikonfluentnich Heunovych diferencidlnich rovnic, kdy jak materidlova
funkce, tak vlnové funkce budou dany linedarni kombinaci dvou trikonfluent-
nich Heunovych funkci, které mohou mit celkem az osm vstupnich parametri,
jejichz vhodnou kombinaci lze aproximovat mnoho riznorodych profili ma-
teridlové funkce. K tém lze posléze snadno dopocitat a vykreslit disperzni
charakteristiky, které v nasem pripadé budou predstavovat zavislosti fazovych
rychlosti Loveho vln na bezrozmérném vlnovém ¢isle. Usporadani celého textu
je nasledujici. Nejprve ze zakladnich poznatkid mechaniky kontinua nasti-
nime odvozeni vlnové rovnice pro Loveho vilny, kterou nasledné prevedeme
do fourierovské oblasti. Uvidime, ze za jistych predpoklad je tato rovnice
zcela izomorfni s Websterovou rovnici popisujici akustické viny ve vlnovodu s
proménnym prurezem. K ni dale pro demonstraci nalezneme reseni a disperzni
charakteristiky pro pripad homogenni povrchové vrstvy. Déale nasleduje ¢ast
vénovana obecné trikonfluentni Heunové diferencialni rovnici a jejimu resent,
které povede na rozvoj v nekonecnou fadu (Frobeniovo feseni), jejiz koefici-
enty jsou dany diferenc¢ni rovnici tretiho raddu, ve specidlnim pripadé miize
feseni nabyvat tvaru kone¢ného polynomu. V nésledujici kapitole budeme
hledat vhodnou transformaci, kterd z ptivodni modelové rovnice pro uvazované



Uvod

povrchové viny vyusti ve dvé trikonfluentni Heunovy diferencialni rovnice,
jednak pro vlnovou funkci, a jednak pro materidlovou funkci. Pomoci drive
odvozeného matematického aparatu nalezneme jejich feseni a stejné jako v
homogennim pripadé stanovime zptlisob vypoctu disperznich charakteristik.
Déle se zamérime na pribliznou analytickou metodu feseni vychozi modelové
rovnice, tzv. Wentzel-Krammers-Brillouin (WKB) metodu, ktera poskytuje
priblizna analyticka feseni pouzitelnd pro vyssi hodnoty vlnového ¢isla. Ves-
kerou ziskanou teorii poté aplikujeme pro nékolik reprezentativnich profila
materidlové funkce, pricemz nami vypoctend reSeni ve tvaru linedarni kom-
binace trikonfluentnich Heunovych funkei (oznacme tento zptusob jako THF
metodu) graficky porovname s feSenimi, ktera poskytuje ptibliznda WKB me-
toda a dale s vysledky numerické metody Runge-Kutta-Fehlberg 45 (RKF45).
Na zavér textu nejprve strucné shrneme nabyté poznatky, provedeme kratkou
diskusi nad ziskanymi vysledky, rozebereme vyhody a tskali THF metody a
praci celkové zhodnotime.



Kapitola 1

Povrchové Loveho viny a jejich vinova
rovnice

V prvni kapitole nejprve stanovime geometrické usporadani a odvodime
prislusnou vlnovou rovnici. Déle nalezneme jeji feSeni v homogennim ptipadé
a vysledné vztahy pouzijeme na konkrétnim prikladu.

e

B 1.1 Pousité geometrické usporadani

Uvazujme poloprostor definovany v kartézském souradnicovém systému jako
z > 0 vyplnény elastickym izotropnim kontinuem, které budeme popisovat
pomoci dvou charakteristickych velicin: hustoty p a modulu pruznosti v torzi
. Veskeré nehomogenity se budou vyskytovat pouze v povrchové vrstvé (viz
obrézek [1.1), to znamend pro z € (0;d), pficemz charakteristické veli¢iny
spojené s touto vrstvou budeme opatfovat indexem 1, a miZeme proto obecné
psat, ze

p1=p1(z), (1.1)

pr = pa(z) - (1.2)

Ve zbylé ¢ésti poloprostoru, tj. pro z € (d;o0), ktery nazyvame substrat,
budeme povazovat jak hustotu, tak modul v pruznosti v torzi za konstantni,
a budeme je znacit po a po. Déale predpokladejme, ze opacny poloprostor
(z > 0) je bezmateridlovy (vakuum) a tudiz nijak silové neptisobi na elastické
kontinuum, pricemz i v redlném pripadé, kdy je pritomen vzduch, lze jeho
silové pusobeni zanedbat, hovoiime tedy o tzv. volném povrchu (viz napt. [I],

3



1. Povrchové Loveho viny a jejich vinova rovnice

[2]). Souradnicovy systém orientujeme tak, Ze viny se budou siFit v kladném
smyslu osy z. VSe je ndzorné vykresleno na obrazku [1.1. Vyse uvedenou
geometrii budeme pouzivat v ramci celé préce.

vakuum
volny povrch (z = 0)
> T
povrchové vrstva p(2), p1(z)
———————————————————————————————————— Zz = d
substrat P2, 2

Obrazek 1.1: Geometrické usporadani.

. 1.2 VInova rovnice

V této kapitole stru¢né nastinime odvozeni modelové rovnice pro horizontalné
polarizované pricné elastické viny, neboli SH viny (shear horizontal, viz napt.
[1], [2]). Z hlediska symetrie v ndmi uvazované geometrii musi pro libovolnou
(skalarni, nebo vektorovou) veli¢inu A(r,t) platit

0A(r,t)

5 = (1.3)

jinymi slovy, zadnd veli¢ina neni funkci prostorové souradnice y.

Uvazujme pri¢nou elastickou vlnu, kdy jednotlivé ¢astice kmitaji v roviné
povrchu z = 0. Vektor posunuti tedy bude mit nenulovou pouze y-ovou slozku,
kterou oznacime jako u:

u = (0,u,0). (1.4)

Druhy Newtonuv zékon pro element kontinua muzeme zapsat ve tvaru (viz
napt. [3]):
d%u _ O1ye | O7ys
P = ox 0z’
kde 7y, a 7,. predstavuji slozky Cauchyho tenzoru napéti, piicemz jsme
vyuzili vztahu (1.3)). Podle zobecnéného Hookova zdkona (zjednoduseného
pro nas piipad) plati (viz napt. [3]):

(1.5)

ou ou

Tyx = M%a Tyz = Ma . (16)

4



1.2. Vinova rovnice

Dosazenim vyrazu (1.6) do rovnice (1.5) dostaneme nasledujici vinovou rovnici

0%u @ 1dpou 1 0%

02 T 92 T udzo: 2o (L.7)
kde
I
c=,/— 1.8
; (1.8)

je rychlost sifeni objemovych pti¢nych elastickych vin (viz napt. [3]). Diky
nehomogennimu prostredi tato rychlost neni obecné konstantni, nybrz plati,
ze

c= niz) =c(z). (1.9)

Zadefinujme Loveho vlnu jako povrchovou SH vInu, pro kterou plati (viz napr.
m, 2): o
u(x, z,t) = U(z)elF=@=ert) (1.10)

kde ¢t je fazova rychlost Loveho viny sitici se ve sméru osy x« a k, ji prislusejici
vlnové ¢islo. V nasem pripadé predpokladame nedisipativni prostiedi, proto
bude

ke €R. (1.11)

Dosazenim vztahu (1.10) do rovnosti (1.7) obdrzime rovnici pro U(z):

COG) | 1 R d0E) | <c§_1> Ulz) =0, (1.12)

dz? u(z) dz  dz

Poznamenejme, Ze pro ¢ = konst. tato rovnice nabyva stejného tvaru jako
Websterova vlnova rovnice pro akustické vlny ve vlnovodu s proménnym
prufezem. Zavedeme-li nové bezrozmérné veliciny

K= ked, (1.13)

dostaneme vysledny bezrozmérny tvar rovnice (1.12):

d*U (s) 1 dpu(s)dU(s) 2 2
K - K = 1.14
7 T ds s HIEGP-EUG =0 (1)
kde jsme vyuzili substituce
K(s) = Ky— (1.15)
- Qﬁc(s)v *

pricemz vSechny prostorové zavislé veli¢iny nyni uvazujeme jako funkce bez-
rozmérné souradnice s, kterd predstavuje bezrozmérnou Lagrangeovskou
soutadnici (viz napt. [3]).



1. Povrchové Loveho viny a jejich vinova rovnice

B 13 Homogenni pripad

Uvazujme nyni povrchovou vrstvu jako homogenni s charakteristickymi veli-
¢inami
p1(s) = p1 = konst. , (1.16)
pi(s) = p1 = konst. (1.17)

Predpoklad homogenni vrstvy ma za nasledek, ze druhy ¢len rovnice (1.14)
je nulovy, ¢imz tato rovnice nabude tvaru Helmholtzovy diferencialni rovnice
(viz napr. [2]):
d2Uy(s)
ds?

kde ¢; = +/u1/p1 je jiz konstantni objemovou rychlosti v celé vrstvé a
Ky = K, (¢t/c1). Pro substrét, ktery je homogenni, bude mit rovnice iplné
stejny tvar jako (1.18), pouze zaménime K; — Ko = K;(ct/c2):

+ (K- K2)U(s) =0, (1.18)

d2Us(s)

=+ (K3 - K2 U(s) =0, (1.19)

Resenf rovnic (1.18) a (1.19) lze zapsat jako

Ui(s) = Ay exp (j\/KI2 - K%s) + Bjexp (—j\/K% - K§s> , (1.20)
Ua(s) = Az exp (j\/KQ2 — K%s) + By exp (—j\/KQ2 — K%s) . (1.21)

Od téchto obecnych nalezenych feseni budeme dale pozadovat, aby spliovala
nasledujici podminky:

1. Pfedpoklad volného povrchu (viz podkapitola |1.1) méa za nésledek, ze

dUl(S)

Tzy = Tyz = M1 ds

=0, (1.22)
s=0

kde jsme vyuzili symetrie Cauchyho tenzoru napéti (viz napt. [3]). Po
zkraceni py dospéjeme k podmince

dUl(S)
ds

=0. (1.23)
s=0

2. Spojitost vektoru posunuti a te¢ného napéti na rozhrani s =1 (z = d):

UL (1) = Us(1) (1.24)
Hld[iils(s) T M2d[i125(5) e (1.25)
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1.3. Homogenni pripad

3. Jelikoz se jednd o povrchovou vlnu, tak musi platit (viz napt. [1]):

lim Us(s) =0. (1.26)

5—00

Treti z téchto podminek je splnéna za predpokladu, Ze vyraz /K3 — K2 je
ryze imagindrni, jinymi slovy musi byt Ko < K,. Z definice (1.15) 1ze toto
zajistit pouze tehdy, plati-li, ze

c2 > cr. (1.27)

Reseni (1.21) lze pak piepsat do néasledujiciho tvaru:

Us(s) = Az exp <—\/K£ - KQQS) + By exp (\/KE - KQQS) , (1.28)

z ¢ehoz plyne, zZe

By =0. (1.29)
Z prvni podminky dostaneme, ze
A =B (1.30)
Definujme novou proménnou
w=/K} - K2, (1.31)

s jejiz pomoci muzeme uvazovand reSeni prepsat do tvaru

Ui(s) = 2A; cos(ss) (1.32)

Ua(s) = Az exp <—\/K% - K2 — %2s> . (1.33)

Dosazenim vztahu (1.32) a (1.33) do rovnic (1.24) a (1.25) obdrzime soustavu
2 cos(»)A; — exp (—\/K% - K3 - %2> Ay =0,
—2p13esin(50) Ay + poy/ K3 — K3 — %% exp (—\/K% - K3 - %2> Ay =0.

(1.34)
Existence netrivialniho reseni vyzaduje nulovost prislusného determinantu,

F(3) = —\/K? — K3 — 52, (1.35)

F(x) = —ﬂ%tan(%) , (1.36)

2
z Cehoz vidime, ze predmétem naseho zajmu jsou pouze intervaly s¢, pro které
je F(») <0 a rovnice tak nabyva feseni v redlném oboru. Zaméime se nyni

na nalezeni disperzni relace jakozto zavislosti

coz vede na rovnici

kde

cr = c(Ky) . (1.37)
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1. Povrchové Loveho viny a jejich vinova rovnice

Kombinaci vztahu (1.15)), (1.31) a (1.35)) dostavame

C2F2(3¢) + 352
Ky (5) = \/ 2 2 = (1.38)
2 1

Cf[Kx(%)] = C19 1+ [(2%(2%) , (1.39)

coz je hledana disperzni relace parametrizovand pomoci s. Z pribéhu funkce
F(») mizeme urc¢it nekone¢né mnoho intervali, pro které je splnéna podminka

F(x) <0, (1.40)

Vzhledem k tomu, ze F(3) ox —stan(s), jsou tyto intervaly rovny

1
Iny1 = <n7r; <n+ 2> 7r> , n=0,1,2,... (1.41)

Pro kazdy z téchto intervalii lze pak vyjadrit jednu ktivku zavislosti

Cf7n+1 = Cf7n+1[Kz(In+1)] . (142)

Tyto krivky predstavuji disperzni charakteristiky pro jednotlivé médy vinéni.
Tustra¢ni prubéhy funkce F'(s) se zvyraznénymi tseky odpovidajicimi in-
tervalim I,, spolu s pravou stranou rovnice (1.35)) odpovidajici konkrétnimu
vlnovému ¢éislu, pro které rovnice (1.35) nabyva tii korena (tfi médy Sifeni)
jsou vykresleny na obrazku [1.2.

20 \ \ : \ T I v
F(I) == F(I3) F(l3) == F(I4) | \
— PS. v
10— ‘ ; !
U) “ ‘\\ “\
[al) \\~ . \\
= 0 =, "
X
= 3
—10 |- sl »2
_20 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12
v

Obrazek 1.2: Grafické zndzornéni feseni rovnice (1.35)).

Priseciky F'(s) a P.S. predstavuji feseni rovnice (1.35)). Tato FeSeni jsou v
nasem pripadé tii (7 23), pricemz po dosazeni do vztahu (1.32) dostaneme
prislusné tii moédy.



1.4. Geometrické odvozeni disperzni relace

S rostoucimi hodnotami bezrozmérného vlnového ¢isla bude mit rovnice
(1.35) vice kofenti a v povrchové vrstvé se tak mize $ifit vice méda vinéni.

Ze vztahu (1.38)) vidime, ze pro realné hodnoty K, musi byt ca > ¢;. Déle
dle vyrazu (1.39) je ¢ > ¢1. V kombinaci se vztahem (1.27) pak muzeme
vSechny tyto nerovnosti prepsat do jedné vysledné relace:

cy >cp >, (1.43)
odkud vidime, ze parametry povrchové vrstvy nemohou byt libovolné, nybrz

objemova rychlost Sifeni priénych vin zde musi nabyvat nizSich hodnot nez v
substratu. Iustraéni ndkres Loveho vilny je zachycen na obrazku |1.3|

e \ P1, P
0)el \ ‘§ .

v
/ : P2, U2

Obrazek 1.3: Tlustracni obrazek zachycujici Loveho vlnu v uvazované homogenni
strukture.

B 1.4 Geometrické odvozeni disperzni relace

K disperzni relaci lze také dospét jinym, intuitivnéjsim zptisobem. Nejprve
v kratkosti odvodime zdkon odrazu a lomu pro pti¢né objemové (SH) viny.
Predpokladejme rozhrani dvou materiali v roviné z = 0, k némuz se Siri
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1. Povrchové Loveho viny a jejich vinova rovnice

rovinné vlna

Ui(r,t) = Agellkrr—wit] (1.44)

kde index i pochazi z anglického slova incident. Jeji vinovy vektor lezi v roviné
y = 0, pricemz vektor posunuti ma opét nenulovou pouze slozku ve sméru
osy y. Na tomto rozhrani se dopadajici vlna rozdéli na odrazenou Uy (r,t)
(r-reflected) a pruchozi Uy(r,t) (t-transmitted), viz obréazek |1.4.

Obrazek 1.4: Objemovéa vlna na rozhrani.

Slozky ptislusnych vlnovych vektori jsou

ki = [kisin(a), 0, k; cos(a)] , (1.45)
k, = [k sin(a’),0, —k; cos(a)] (1.46)
ki = [k¢sin(p), 0, kt cos(B)] - (1.47)
V misté rozhrani musi platit podminka spojitosti vektoru posunuti:
Ui(r,t) + Ui(r,t) = Ug(r,t) pro z =0, (1.48)
kterou muzeme rozepsat do tvaru
Aiej[ki-rfwit] i + Arej[k:r-rfwrt} L _ Atej[kt-rfwtt] e (149)
Po dosazeni z = 0 dostaneme
Aiej[ki sin(a)z—wit] + Arej[kr sin(a’)z—wrt] _ Atej[kt sin(B)z—wt] ) (150)
Paklize ma byt toto splnéno pro kazdé x a w, musi platit, Ze
Wi =Wy =Wy =W, (1.51)
kisin(a) = kysin(a’) = kg sin(f) , (1.52)
a jelikoz
w
ki =k = —, (1.53)
C1



1.4. Geometrické odvozeni disperzni relace

dojdeme ke zndmému zakon odrazu:
a=d, (1.54)
a po preznaceni k; — ki, ky — k2 k zdkonu lomu (Snelluv zakon):

sin(e) _ ky _a
sin(ﬂ) N kl N C2 )

(1.55)

Za predpokladu c2 > ¢; mize dojit k totalnimu odrazu, pokud je prekrocen
mezni thel dopadu, ktery uréime ze Snellova zdkona tak, Ze polozime § = /2,
z ¢ehoz dostavame vztah pro mezni thel

Omez = arcsin (q) . (1.56)
Cc2

Paklize k podmince spojitosti vektoru posunuti (1.48) priddme spojitost
tecného napéti na rozhrani:

" 8Ui€§:,t) B + 8U§:,t) B . 8U%(:,t) . (157)
dostaneme soustavu rovnic
1+R=T,
p1ky cos(a)(1 j—L R) = pgko cos(B)T (1.58)
kde
R:‘z, T:‘j: (1.59)

jsou koeficienty odrazu (reflexe) a priichodu (transmise). ReSenim soustavy
(1.58)) dostaneme vztah pro koeficient odrazu:

_ w1k cos(a) — poks cos(f)

R .
piky cos(ar) + paka cos(B)

(1.60)

Pokud vIna dopadé na rozhrani elasticky materidl-vakuum (uo = 0), potom
je koeficient odrazu R = 1, jinymi slovy dojde vzdy k totalnimu odrazu se
stejnou fazi.

Vratme se k ptivodnimu geometrickému usporadani, jak bylo definovano v
podkapitole 1.1}, a predpoklddejme co > ¢1. Loveho vinu si potom muzeme
predstavit jako harmonickou rovinnou SH vlnu, ktera se mechanismem total-
niho odrazu na obou rozhranich siti podél povrchové vrstvy podobné jako
kupftikladu svétlo v optickém vldknu (viz napiiklad [I]). Popsany princip je
zachycen na obrazeku |1.5, pfi¢emz kromé rychlosti c; 2 jsme vSechny ostatni
veli¢iny prevedli do bezrozmérného tvaru.
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1. Povrchové Loveho viny a jejich vinova rovnice

vakuum B
3 A > X
// > )/ 20 \\\ vinoplocha
/ x Kl , i \\ > D = 1
/’/ C \\\ 7
K(I} \\ /// \\ //
C1 AN \\ //
: s=1
C2 A
evanescentni vina
S
Obrazek 1.5: Geometricka interpretace Loveho viny.
Z obrazku (1.5 vidime skuteény vyznam veli¢in
K, = Kjsin(a) (1.61)
» = K cos(a) . (1.62)

Jedna se o projekce vinového vektoru K do prislusnych sméria. K, tedy
uddvd zménu fédze vlnéni s bezrozmérnou souradnici X = z/d, » pak se
souradnici s. Aby se takto definovand Loveho vlna mohla sifit, musi v bodé C'
dojit ke konstruktivni interferenci pfimé a odrazené vlny (viz napt. [1]), coz
je splnéno za predpokladu, ze fazovy rozdil odrazené viny nabyva celistvého
nasobku 27:

K, (|AB|+ |BC|)+2A =2mn pron=0,1,2, ..., (1.63)

kde 2A je fazovy posuv, ktery nastava pri odrazu vlny od spodniho rozhrani.
Dosazenim do vztahu (1.60) dostavame

R -t — pals cos(B)

. 1.64
w17 + pa Ko cos(B) ( )
Ze Snellova zékona ([1.48)) muzeme vyjadrit
2
Ky cos(B) = Ko\/1 —sin?(B) = Koy /1 — =2 sin?(a). (1.65)
€
Pokud je splnéna podminka totalniho odrazu a > ayye,, tak
2
sin(a) > — (1.66)
€
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1.4. Geometrické odvozeni disperzni relace

a vyraz (1.65) tak nutné musi byt ryze imaginarni. Upravme jej proto do
tvaru

2
C
K =jKay[—2sin?(a) — 1 =j\/K2 - K3 =j\/K? — K3 — 5.
2 cos(p) Iy sin (@) JWEZ = K§ =]\ Ki — K§ —

(1.67)
Diky tomu se v poloprostoru s > 1 sit{ ve smyslu osy s pouze tzv. evanescentni
vlna (vlna exponencidlné tlumend, viz napt. [I], [2]):

Us(s) ox exp [jK3 cos(B)s] = exp (—\/Klz - K2 — %25) , (1.68)

coz je v souladu se vztahem (1.33). Koeficient odrazu lze prepsat do tvaru
_a—jb
Ca+jb’

(1.69)

kde
a= s,

(1.70)
bZMQ\/K% —K22 —%2,

pricemz |R| = 1 (totalni odraz) a zpusobeny fazovy posuv je pak roven

2ab

tan(?A) = *m .

(1.71)

Vzhledem k tomu, ze plati goniometricka rovnost

sin?(2A 2sin(A) cos(A
tan(24) = cos2((2A)) - cos2(A() z sin(2(i) ’ (172)

mizeme pri substituci @ = cos(A) a b = sin(A) psat

, , 2 _ g2,
tan(—a) < SCA) __snd) b e yRITEE A

cos(—A)  cos(A)  a 1 P
Vratme se zpét k podmince (1.63). Z obrézku |1.5 muzeme snadno odvodit, ze

D 1
BC| = |AB 2 AB| = = 1.74
BO| = |ABJcos(20) 4Bl = = s (LT4)

celkova vzdalenost je tedy

|AB| + |BC| = [1 4 cos(2a)] = 2cos(a) . (1.75)

1
cos(a)

Podminku konstruktivni interference muzeme zapsat ve tvaru
2K cos(a) +2A = 27n (1.76)
coz lze s vyuzitim vztahu (1.62)) upravit na tvar

x=—A+1n. (1.77)

13



1. Povrchové Loveho viny a jejich vinova rovnice

Aplikujeme-li na obé strany rovnosti funkci tangens, tak s vyuzitim jeji
periodi¢nosti v kombinaci se vztahem (1.73) dostavame

VK — K2 — 52
tan(sc) = tan(—A 4+ 7n) = tan(—A) = — . (1.78)

x

Po upravé pak dojdeme k finalni podobé podminky konstruktivni interference:

—ﬂtan(%):—\/K%—Kzz—%z, (1.79)

12

coz je shodny tvar s rovnici (1.35)).

B 1.5 Demonstraéni priklad Loveho vin v homogenni
izotropni vrstve

Zamérme se na vykresleni prabéht disperznich charakteristik a vlnovych
funkci pro konkrétné zvolené materialy. Uvazujme nasledujici hodnoty cha-
rakteristickych veli¢in (viz napf. [1]):

p1 = 2700 kg - m~3, puy = 33,075 -10° Pa,,

3 9 (1.80)
p2 =3300 kg - m™°, pus = 66,825 10" Pa.
Témto hodnotam odpovidaji objemové rychlosti siteni
c1=3500m st co =4500 m-s7!. (1.81)

Disperzni charakteristiky pro prvni ¢tyti mody jsou vykresleny na obrizku
1.6l

4.500

= 4.000

m-s !
T

ce/

3.500 1 1 1 1 ]

Obrazek 1.6: Disperzni relace pro homogenni piipad.
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1.5. Demonstracni priklad Loveho vin v homogenni izotropni vrstvé

Z obrézku 1.6| vidime, Ze je splnéna nerovnost (1.43), nebot fazova rychlost
se vzdy nachézi uvnitf intervalu (cy; co).

Zvolme hodnotu bezrozmérného vinového ¢isla K, = 15, pro kterou se v
prostfedi mohou sifit ¢tyfi médy, viz obrazek Nulovost determinantu
soustavy (1.34) ndm zarucuje linedrni zavislost obou rovnic. Stanovime tedy
hodnotu prvni konstanty libovolné:

A =2 (1.82)
1= 2 ) .
druhou pak dopocitame z jedné z rovnic (1.34). Pribéhy U(s) pro vSechny
¢tyr médy jsou vykresleny na obrazku

1 “mod | |
. méd
0,5 méd |
. méd
o
= 0

|

Il Il Il Il Il Il Il Il
0 02 04 06 08 1 12 14 1,6 1,8 2

S

Obrazek 1.7: Prubéhy U(s) v homogennim piipadé pro K, = 15.

Na prvni pohled se mize zdat matouci nespojitost prvni derivace funkce
U(s) v misté rozhrani, avSak spojitost neni pozadovina u vektoru posunuti,
nybrz u te¢ného napéti, jak bylo popsano vyse v rovnosti (1.25).
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Kapitola 2

Trikonfluentni Heunovy funkce

Jak jiz bylo zminéno vyse v tivodu, hlavnim tématem celé prace je nalezeni
resen{ modelové rovnice ve formé linedrni kombinace trikonfluentnich
Heunovych funkei. V této kapitole se tedy zamérime na obecny tvar tzv.
trikonfluentni Heunovy diferencialni rovnice a nalezneme jeji reseni ve formeé
rozvoje v nekone¢nou fadu (Frobeniovo FeSeni, viz napr. [4]).

B 2.1 Kiasifikace singularnich bodu

Nejprve definujeme, co znamend singuldrni bod diferencidlni rovnice. Mé&jme
diferencidlni rovnici druhého radu v obecném tvaru

d*y(x) dy(z)
dz? dx

+ P(x) +Q(x)y(z) =0. (2.1)
Singularnim bodem pak nazveme takovy bod z = xg, ve kterém funkce
P(x) a Q(z) nejsou analytické. Pokud jsou analytické funkce (x — z¢)P(z) a
(x — 20)?Q(x) v bodé xg, pak tento bod nazyvime reguldrni singuldrni bod,
v opa¢ném piipadé pak nereguldrni singuldrni bod (viz napf. [4]). K rovnici
obsahujici pouze regularni singuldrni body vzdy existuje FeSeni ve tvaru (viz

napi. [4]):

y(z) = 2” Z anz™ (2.2)
n=0
kde 9 je obecné komplexni a ag # 0.
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2. Trikonfluentni Heunovy funkce

. 2.2 Trikonfluentni Heunova rovnice

Na 1ivod zde uvedeme standardni Heunovu diferencidlni rovnici, coz je dife-
rencidlni rovnice druhého radu ve tvaru (viz napft. [9]):

de(o) (v, 9 e ) de(o) apo —q
do? +(+ * ) do +a(a—1)(a—a)

c o—1 o—a p(o) =0, (2.3)

kde a, 8, v, 0, €, a a ¢ jsou obecné komplexni parametry, pricemz prvnich
pét z nich spliiuje podminku (viz napt. [5]):
l+a+B8=v+d+¢, (2.4)
a dale a # 0, 1. Vidime, Ze tato rovnice ma ¢tyti regularni singuldrni body
c=0,1,a, co. (2.5)

V ramci této prace se omezime jen na trikonfluentni Heunovu diferencialni
rovnici, kterd predstavuje specidlni piipad obecné Heunovy diferencidlni
rovnice (2.3), u niz doslo ke splynuti (konfluenci) tii reguldrnich singularnich
bodu 0,1, a s reguldrnim singuldrnim bodem v co (viz napft. [5]), pri¢emz oo
se tak stdva neregularnim singuldrnim bodem.

Zapisme kanonickou formu trikonfluentni Heunovy diferencidlni rovnice
(viz napt. [5]):

d*¢(0) 2 dg(o)
o (30 +1) o T [+ (B —3)ole(o) =0. (2.6)
Zavedeme-li novou funkci
o3 +~o
(o) = exp (—2” 6(0), (2.7)
muzeme s jeji pomoci prepsat rovnici (2.6) do alternativniho tvaru
d?® (o) 72 3 5 94
P +<a—4+50—2fya —1° ®(0)=0. (2.8)
Jedna se o rovnici typu
d%®(o)
12 + Py(0)®(0) =0, (2.9)

kde Py(o) je tzv. kvarticky polynom (polynom 4. stupné), kde koeficient u
kubického ¢lenu je roven 0. Hledejme TeSeni rovnice (2.6) metodou rozvoje v
nekonecnou fadu (Frobeniovo feseni):

o(o) = f: Cpo™; ol <1. (2.10)
n=0
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2.2. Trikonfluentni Heunova rovnice

Prvni a druhé derivace vyrazu (2.10) podle o nabyvaji tvaru:

= Z nCngn_l = Z(n + 1)Cn+10'n s
n=0
. . (2.11)
d2¢> n—2

Z (n—1)C

Dosazenim vztahu (2.11) do rovnice (2.6) dostdavame rekurentni predpis

— Z(n +2)(n+1)Cpy20”
n=0

(n+3)(n+2)Chiz —v(n+2)Cpy2+aCpy1 + (8 —3n—-3)Cp, =0, (2.12)

kde jsme vyuzili linedrni nezavislosti jednotlivych mocninnych ¢lent o™.
Vidime, Ze se jednd o diferenc¢ni rovnici 3. fadu, pro kterou budeme potrebovat
3 pocatecni podminky. Pozadujme nejprve nasledujici chovani hledané funkce
¢(o) v pocéatku (viz napt. [5], [6]):

=0. (2.13)
o=0

do

Dosazenim vyrazu (2.13)) do rovnice (2.6 dostaneme podminku pro druhou
derivaci funkce ¢(0o):

d®¢(o) dg(o)
= — = —«. 2.14
307 | _, " 4o | ag(0) = —a (2.14)
Rozepisme vyraz (2.10) nasledovneé:
$(0) = Co + Cro + Coo? + ... (2.15)

Z toho ihned vidime, ze Cy = 1 a C; = 0. Kombinaci vztahu (2.15) a (2.14)
pak dostavame

d2
o) o, (2.16)
do? oo
z ¢ehoz plyne, zZe
Cy = —% . (2.17)

Tim jsme stanovili tfi pocateéni podminky pro diferencni rovnici (2.12),
¢imz je feSeni trikonfluentni Heunovy diferencidlni rovnice (2.6) kompletni.
Nalezena funkce se nazyva trikonfluentni Heunova funkce (viz napt. [5]), a
v tomto textu ji budeme znacit THF (o, 3,7; 0), kde je explicitné vyjadieno,
ze se jednd o funkci ti{ obecné komplexnich parametru («, §, v) a nezdvislé
proménné o. ZapisSme pro shrnuti dilezité odvozené vztahy:

THF (o, 8, 7; 0) cha lo| <1, (2.18)

kde koeficienty fady pocitame dle nasledujiciho rekurentniho vztahu:

yn—=1)—aCp_o—(8+6—3n)C\_3
n(n —1)

Cp= , pron >3, (2.19)
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2. Trikonfluentni Heunovy funkce

pricemz
Co=1, C1=0, 02:—%. (2.20)

Vyraz (2.19) vznikl pouze vyjadienim C, 3 ze vztahu (2.12)) a ndsledném
preindexovani n — n — 3. Déle plati

THF(a, 8,7;0) =1, THF(a,B,7;0) =0, (2.21)

kde ¢arkou zna¢ime derivaci podle proménné o. K defini¢nimu vztahu (2.18)
je nutné zduraznit, ze jeho oblasti konvergence je pouze mnozina

lo| < 1. (2.22)

Pro vyjadfeni feSeni mimo tento interval je nutné pouzit jiné formy feSeni.

. 2.3 Kompletni feseni trikonfluentni Heunovy
rovnice

Reseni diferencialni rovnice druhého fadu nabyva vzdy tvaru linedrni kom-
binace dvou linedrné nezavislych funkci. V pripadé trikonfluentni Heunovy
diferencidlni rovnice (2.6]) 1ze obecné Feseni zapsat ve tvaru (viz napt. [5]):

6(0) = A/ THF (0, 8,7;0) + By exp (o + o) THF (o, =B, 7;~0) , (2.23)

nebo v pripadé alternativni varianty trikonfluentni Heunovy diferencialni

rovnice (2.8)) jako
o3+ Yo
®(0) = Ay exp s THF («, 8,7;0)+
o3+ Yo
+ Bjexp —y THF (o, —3,7; —0), (2.24)
Vzhledem k tomu, ze plati nasledujici identita (viz napr. [5]):

THF(a, 8,0; 0) = exp (03) THF (o, —8,0; —0) , (2.25)

pozadujeme
v#0, (2.26)

aby Feseni (2.23)) skutecné byla linedrné nezavisla.
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2.4. Polynomialni tvar reseni Trikonfluentni Heunovy rovnice

. 2.4 Polynomialni tvar reseni Trikonfluentni
Heunovy rovnice

Jelikoz jsou trikonfluentni Heunovy funkce vyjaddieny pomoci nekoneéné
rady, jejiz koeficienty jsou dané rekurentnim vztahem , lze tedy jen
stézi predpovidat, jak bude funkce vypadat na zakladé hodnot parametru «,
B a . D4 se vsak ukazat (viz napt. [5], [7]), ze plati-li soucasné nasledujici
dvé podminky:

1. Koeficient 3 je kladnym nésobkem ¢isla 3:

B=3(N+1), N=0,1,2,... (2.27)

2. Pro determinant matice

My =

@ — 2.1 0 0
3N «a —2 3-2 0

0 3(N-1) « -3y 0

0 0 3(N-2) « 0

a —(N—-1)y N(N-1)
3-2 o —N~
0 0 3-1 a
(2.28)
plati:
det(My41) =0, (2.29)

potom fFeseni trikonfluentni Heunovy rovnice nabyva tvaru

¢1(0) = Pn(0), (2.30)

kde Pyn(o) je polynom N-tého stupné, jehoz koeficienty p, (n =0, 1,..., N)
jsou urceny nasledujici soustavou linedrnich rovnic:

bo

b1
My | . =0. (2.31)
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2. Trikonfluentni Heunovy funkce

Toto polynomidlni feseni vSak neni samo o sobé trikonfluentni Heunova funkce,
nemusi tedy kupiikladu spliovat po¢ateéni podminky (2.21). Druhé linedrné
nezavislé feseni lze dopocitat pomoci metody wronskidnu (viz napr. [4]):

7 exp [[*(3v% +7)dv]

2(0) dw . (2.32)

62(0) = 01(0) |
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Kapitola 3

Loveho viny v nehomogenni izotropni
povrchové vrstve

V této kapitole se budeme vénovat popisu Loveho vin v nehomogenni izot-
ropni povrchové vrstvé. Na zac¢atku zadefinujeme materidlovou funkci, s jejiz
pomoci déale prevedeme modelovou rovnici do tvaru trikonfluentni
Heunovy diferencidlni rovnice, ke které nasledné nalezneme feseni v podobé
trikonfluentnich Heunovych funkci a odvodime vztahy pro vypocet prislusnych
disperznich charakteristik. V nasledujici kapitole pak vSe demonstrujeme na
vybranych ptikladech.

. 3.1 Materialova funkce

Na pocatku je nutné vhodnym zptisobem popsat zminénou nehomogenni
vrstvu. K tomuto ucelu zavedeme materidlovou funkci n(s) (viz napt. [§]),
pro kterou budeme uvazovat nasledujici podminku:

n(0) =1, (3.1)

pricemz pribéhy hustoty a modulu pruznosti v torzi v povrchové vrstvé budou
dény vztahy
p1(s) = pon(s),
p1(s) = pon(s) .
kde pg a po jsou hodnoty prislusnych veli¢in na povrchu (s = 0). Takto
definované prosttedi se nazyva funkéné odstupnovany material (Functionally

(3.2)
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3. Loveho viny v nehomogenni izotropni povrchové vrstvé

Graded Material) a teoreticky jej lze syntetizovat seskupenim tenkych vrstev
tvorenych kombinaci dvou riaznych materiadlt v poméru funkéné zavislém na
prostorové soufadnici (viz napt. [§]). S ohledem na vztahy potom dle
vyrazu bude pro objemovou rychlost SH vln v povrchové vrstvé platit

—”Ml(s) = @—c = kons
cl(z) = pl(s) = \/p>0 =C k t. (3.3)

Diky této skutecnosti pak bude i

K = K< = konst. (3.4)
C1

Toto je velmi zasadni predpoklad, diky némuz budeme déle schopni trans-
formovat pfislusnou modelovou rovnici pro Loveho viny (1.14) do tvaru
trikonfluentni Heunovy rovnice. V analogii s homogennim ptipadem, viz

vztah (1.43)), rovnou uvazujeme

Ccy > C1 . (3.5)

B 32 Piesna analyticka reseni modelové rovnice pro
zvolenou tridu materialovych funkci

S vyuzitim materidlové funkce 7(s) a vztahu (1.31) muzeme za predpokladu
nehomogenni povrchové vrstvy prepsat modelovou rovnici (1.14) do tvaru
d?Ui(s) 1 dn(s)dUi(s)
ds? n(s) ds ds

+ 52U (s) = 0. (3.6)

Pro oblast pfipadajici na substrat plati (stejné jako v jiz feSeném homogennim
pripadé, viz podkapitola [1.3), ze
d?Us(s)

A+ [B KU =0. (3.7)

Rovnici (3.6) 1ze prevést do tvaru staciondrni Schrodingerovy rovnice (viz

napf. [6]):

4?4 (s) 2
1o (90 + 2] (s =0, (3.8)
Za timto ucelem vyuzijeme nasledujici substituce:
P(s) = (s)Ui(s), (3.9)

jejimz dosazenim do rovnice (3.8), dospé&jeme k rovnosti

d2U, (s) 2 dp(s) dUi(s)
ds? p(s) ds  ds

+[G(s) + 2| Ur(s) = 0. (3.10)
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3.2. Presna analyticka reseni modelové rovnice pro zvolenou tfidu materidlovych funkci

Porovnanim s rovnici (3.6|) vidime, ze musi byt splnény nésledujici podminky:

o(s) =/n(s), (3.11)
2
d di(j) +G(s)p(s) = 0. (3.12)

Odtud vidime, ze materidlova funkce 7(s) je urcena rovnici (3.12)), pficemz
funkce G(s), kterou nazyvame generujici funkce (viz napt. [6]), bude v nasem
pripadé predstavovat kvarticky generujici polynom, pro néjz lze rovnici (3.12)
prevést pravé do tvaru trikonfluentni Heunovy diferencialni rovnice.

Zaméfme se na nalezeni Teseni rovnice (3.8). Nejprve rozepisme G(s) jako

3 as(s — 50)4,

kde ag #0. (3.13)

G(s) =ao+ ai(s — so) + 2aa(s — s%) + as(s — sp)

Dosazenim polynomu (3.13)) do rovnice (3.8) dostavame

d*y(s)
ds?

+ {%2 + ag + a1 (s — s9) + 2aa(s — s2)+

taz(s — so)3 + as(s — 50)4} w(s)=0, (3.14)
Pouzitim substituce
vls) = e (5 [ H(EE) o) (3.15)
prejde rovnice (3.14) do tvaru

d*¢(s)
ds?

+ H(s) + (%2+a0+a1(8—80)+

ds 4 2 ds
+2as(s — s0)% 4 az(s — s0)> — as(s — 30)4)} o(s) =0, (3.16)

do(s) . lH2(S> L LdH(s)

ke které budeme hledat feseni ve formé trikonfluentnich Heunovych funkei. Tri-
konfluentni Heunova diferencialni rovnice (2.6) ma u prvni derivace koeficient
ve tvaru polynomu druhého stupné. Vyjadreme tedy funkci H(s) jako

H(s) = ho + hi(s — s0) + ha(s — s0)?. (3.17)

Zaroven koeficient u nederivovaného ¢lenu rovnice (2.6) ma byt polynomem
pouze prvniho stupné. Splnéni tohoto pozadavku vede na soustavu rovnic

h3 —4as =0,
2h1hs + 4a3 =0, (3.18)
2hohs + h% +8az =0,
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3. Loveho viny v nehomogenni izotropni povrchové vrstvé

kterd ma reseni

2
ho = D020t a5 08 o ar (3.19)
4af Vs

Doplnénim na étverec muzeme pro funkei H(s) psét

2 16 3a?
as} 4 1bazas +3a3 (3.20)

H(s) = =2/ |(s = s0) — 1

2
8aj

Rovnice (3.16) timto piejde do tvaru

2 S
ool

a3 r  16azas + 343 } do(s) ,

M 8a§ ds

(s — s0)+

5
8aja + 8asazay + a3 — 16a?
8a3

5
+64(%2 + ao)ai + 64a§a?1 + 16a2a§a4 + 32a3a} + ag
64@?L

d(s)=0. (3.21)

Zavedenim nové proménné (viz napt. [6]):

c=Q [(s —s0) — (13] , (3.22)

4a4

kde

Q= (%a)é : (3.23)

dostavame vysledny tvar rovnice (3.21) presné ve tvaru kanonické trikonflu-
entni Heunovy rovnice (2.6):

d%¢(o) 352 16asay + 3a3 \ do(o)
do2 |27 T 3 do +
8Qaj
64(5% + ag)ai + 64a3a? + 32asa3aq + 16a1a3a2 + 3a}
+ - +
64Q%a;

8a1ai + 8asgasay + a% — 16a
8Q3a?

ia] o(o) =0, (3.24)

pricemz jsme vyuzili pravidla pro derivaci slozené funkce, tedy

46 _dodo _ ,do

ds dods “do’ (3.25)
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3.2. Presna analyticka reseni modelové rovnice pro zvolenou tfidu materidlovych funkci

Porovndnim rovnice (3.24)) s rovnici (2.6) dostaneme vztahy pro vnitini
parametry trikonfluentnich Heunovych funkeci

64(5c2 + ag)ai + 64a3a? + 32aza3ay + 16aiaza? + 3aj

a(x) = 64Q2a3 :
24a4(ara4 + azas) + 3a3 16asa4 + 3a?
g = 2ail as) T35 - 16mait 3 g o)
16a; 8Qaj;

Podle feseni (2.23) muzeme pro funkei ¢(o) psat
¢(0) = A;THF (o, 8,7;0) + Baexp (02 + 70) THF (o, —B,7; —0), (3.27)

kde A; a Bj jsou integra¢ni konstanty. Dle podminky (2.22)) je vSak toto
reseni konvergentni pouze v intervalu

lo| = ’Q { s—s0) — <1, (3.28)

4a4}

mimo tento interval je nutné pouzit jiné formy reseni, jak jiz bylo zminéno vyse
(viz podkapitola 2.2). Dosazenim Feseni (3.27) do vztahu (3.15) dostaneme
obecné feseni rovnice (3.8)):

Q?’(s—m—so) —i—'yQ(s—m—so)

P(s) = Arexp |— 5 X
az
X THF [a(), 6,71 (5 12 = s0) | +
4a4
3
Q3 S_T_S +'YQ S—%—S
+ Bjexp ( das 0> ( das 0) X

2

x THF {a(%), —B,7;—Q <s - :734 - so)] . (3.29)

Reseni ptivodni modelové rovnice (3.6) ziskdme kombinaci vztahi (3.9) a
(3.29):

o[- F (%) o8- w)
n(s)
x THF |:a(%)7B7'7;Q (8 - %34 - 80)] -

exp |4 (s - 5 —0) 9% (5— £ — )]
n(s)

x THF {a(%), —B,7:—Q (.s - ﬁ - 80)] =

= A1V [o(5), B,7; 8] + B1¥2 [a(), B,v; 8] . (3.30)

+ B
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3. Loveho viny v nehomogenni izotropni povrchové vrstvé

Tim jsme nalezli feseni pro povrchovou vrstvu. V oblasti substratu bude s
ohledem na vztah (1.33) platit

Us(s) = Ag exp (_\/ms) , (3.31)

viz podkapitola

B 3.3 Nalezeni materialové funkce pro predem
urceny generujici polynom

Jak jsme ukéazali na zacatku této kapitoly, materialova funkce je urcena rovnici
(3.12)) a vztahem (3.11)), které zde pro tcely této podkapitoly zopakujeme:

2 S
L) L Gee) =0, ()= \/n(s). (332

Poznamenejme, Ze tato rovnice nabyva tplné stejného tvaru jako rovnice
(3.8) pro s = 0, procez bez dalstho poc¢itdni muzeme rovnou s vyuzitim tvaru

Feseni (3.29) psét, ze

p(s) = Crexp [—%3 (5—462—30)3—72 (S— %“34 —so>] X

x THF {a(o),ﬁ,%Q (8 - % - 80)] i

+ Caexp l%a (8—£—80>3—7§ <8—£Z:1—30)] X
x THF [0(0), =B, —Q (s — %34 —~ so>] =

= C1®1(ag, a1, a2, a3, a4, so; s) + CoPa(ag, a1, a2, as, as, so;s), (3.33)

kde materidlovd funkce je s ohledem na vztah (3.11) ddna ndsledovné:

n(s) = [C1®1(ao, a1, az, as, as, so; s) + Ca®s(ag, a1, az, as, as, so; s))°
(3.34)
Zamérné jsme volili jiné znaceni pro integracni konstanty nez v pripadé
feseni . V nékterych situacich mtize byt vyhodné polozit as = 0, ¢imz se
zmensi pocet vstupnich parametru na pétici {ao; a1; ag; aq; so} a dvé integracni
konstanty Cf7 2. Soucasné pak s ohledem na podminku musi platit, ze

ag #0. (3.35)

Z hlediska vypocetni naroénosti je vhodné mit hodnoty o realné, coz vyzaduje
as > 0. Na zdkladé zminénych zjednoduseni se vztahy (3.26) redukuji na

a2 + (ag + »®)ay 3aq 3Q%as
O[(%) = 2 CL4Q2 ) /8 = 2\/@ ) ¥ = — aa . (336)
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3.3. Nalezeni materidlové funkce pro predem urceny generujici polynom

Pro materidlovou funkci muZzeme v tomto pripadé psat

p(s) = Crexp l—gQ?’s (S; — 550 + 2 — Zi)] X
x THF (“5a+453a4, 2?:2174’ —3?;@2 1 Qs — so)> +
+ Cs exp SQ% <832 — 880 + s% — Zi)] X
x THF (a%J;SSM, _2?5274’ —3?;@2; —Q(s — so)> =

= C1®1(ag, a1, az, as, s0; 8) + CoP2(ag, a1, az, as, so;8), (3.37)
kde
n(s) = [C1®1(ao, a1, ag, as, so; 8) + Ca®a(ag, ay, az, as, s0;8))> . (3.38)

Priklady ruznych profili materidlové funkce vyjadiené pomoci vztahu (3.38)
jsou zachyceny na obrazku

I T T T

0 | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

S

Obrazek 3.1: Profily materidlové funkce pro vybrané kombinace parametri
{ao; a1 az; as; C1; Co; 50}

Ciselné hodnoty parametrii odpovidajicich témto profilim jsou

(a): {—3;-3;6;—10;0,5;0,5;0},
(b): {-1;-0,5;0,5;2;0,5;0,5;0} ,
(c): {1;-3;1,5;—-5;0,5;0,5;0} ,
(d): {3;-2,-5;1;0,5;0,5;0} .

(3.39)

Dalsim varianta vyjadieni materidlové funkce spociva ve vyuziti poznatkua z
podkapitoly 2.4 o polynomidlnim tvaru feseni trikonfluentni Heunovy rovnice.
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3. Loveho viny v nehomogenni izotropni povrchové vrstvé

Kombinaci vztahu (2.30), (3.11) a (3.15) lze materidlovou funkci zapsat ve
tvaru

kde pro polynom Py (o) muzeme psat (viz napt. [6], [7]):

B N=0(f=3),det(M;)=a=0:

PO(O—) =py = konst. ; (341)
8 N =1(8=06), det(Ms) = a? + 3y = 0:

P(o)=0——; (3.42)

Py(0) = 0% — o+ - ; (3.43)

a30) 7
2 503

(3.44)

8 N =4 (8=15), det(M;) = a® + 60ay + 756a% + 57602 + 5184~ = 0:

a0 g [a20) 2] 5 [a'0) 5 o 4
7 30+l18 L R TR T 1 R
a(0) 2 5 72

Za zjednodusujiciho predpokladu a3 = 0 mizeme pro materialovou funkci s
ohledem na vztah (3.40)) a s vyuzitim prvnich dvou polynomiélnich FeSeni
psat:



3.4. Aproximace generujiciho polynomu

2
3 52 a a3 + apay
n(s) = C1 exp? l _§Q3s (3 — 850 + 3(2) - CM)] [Q(s —S0) — Q&MT

(3.47)

Priklady profili materidlovych funkei vyjadiené pomoci vztahu (3.47)) jsou
zachyceny na obrézku

8
6
=y
<
9
0 | | | T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

S

Obrazek 3.2: Profily materidlové funkce pro vybrané kombinace parametriu
{ao; a1; az;as;C1; 80}

Parametry generujici prislusné profily nabyvaji ¢iselnych hodnot

{—5;25;4,8404337400; 39, 0625000000; 3, 1166156680; 0} ,
{—1;3;0,2117369652; 0, 5625000000; 4, 2170864670; 0} ,
{—1;3;1,3710522750; 0, 5625000000; 0, 6512611583; 0} ,
{—1;3,5;0,2195199986; 0, 7656250000; 0, 6075430959; —1} .

(a
(b
(c
(d

):
):
| (3.48)
):

B 34 Aproximace generujiciho polynomu

Doposud jsme vzdy predpokladali, ze predem zndme tvar generujicitho poly-
nomu G(s), neboli zndme sadu parametru {so, ag, a1, az, as, as}, ze kterych lze
podle rovnice dopocitat materidlovou funkci. Nicméné v radé pripadua
je situace opacnd, tedy pozadujeme néjaky konkrétni profil materidlové funkce
a k nému hleddme prislusny generujici polynom. Tato tloha je jiz z principu
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3. Loveho viny v nehomogenni izotropni povrchové vrstvé

pomérné komplikovana a je mozné ji fesit mnoha riznymi zpusoby. Uvedeme
zde metodu, kterd poskytuje dobré vysledky pro monoténni, nebo jen rela-
tivné mirné proménné profily materidlové funkce 7(s). Predpoklddejme, ze
mame analytickou funkci 7(s), kterou chceme aproximovat. Ze vztahu (3.12)
muzeme vyjadrit

G(s) = —— , (3.49)
kde @(s) = /7i(s). Uvazujme aproximac¢ni generujici polynom ve tvaru
Gapprox(s) = ap + ais + 2a98° + aszs® — ayst . (3.50)
Koeficienty a; budeme hledat takovym zptisobem, aby platilo
Gapprox(s) ~ G(s) (3.51)
na intervalu s € (0, 1). Rozdélime-li tento interval na pét bodu
0<byp<by <by<b3<by<b;<1, (3.52)
muzeme sestavit soustavu rovnic
ag + aiby, + 2a9b? + azb? — asbt =G(b,), ne{1,2,3,4,5}.  (3.53)

Jejim Tfesenim ziskdme sadu hledanych parametri. Integracni konstanty Cf 2
poté dopocitame z nasledujicich dvou rovnic:

C1®1(ao, a1, az, as, as; 0) + CoPo(ag, ar, az, as,as;0) =1, (354
3.54
C1®1(ag, a1, az, a3, as; 1) + Co®a(ag, a1, az, a3, aq; 1) = 1/n(1) .

Vyslednou aproximovanou materidlovou funkei pak s ohledem na vztah (3.34))
ziskdame jako

Napprox(8) = [C1®1(ag, a1, az, a3, aq; s) + Ca®a(ag, ar, az, as, as; s)]> . (3.55)

Demonstrujme si tento postup na dvou zvolenych prikladech. Nejprve se
zaméiime na aproximaci kvadratické materidlové funkce

fi(s) =1+ 2s2. (3.56)
Resenfm soustavy (3.53) dospéjeme ke koeficientiim

ap ~ —2,00000000000; a1 ~ —0,09056346753; a2 ~ 5,12355648900 ;

a3z ~ —14,10739466000 ; a4 = —5, 72862292500 .

(3.57)
Generujici funkce G(s) spolu s aproxima¢nim generujicim polynomem Gapprox ()
jsou zachyceny na obrazku |3.3|
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3.4. Aproximace generujiciho polynomu

|
=
ot

Generujici polynomy
P
ot —

|
)

1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

S

Obrazek 3.3: Aproximace generujictho polynomu.

Oba pritbéhy jsou na uvazovaném intervalu témér totozné.

Ze soustavy rovnic (3.54) dostaneme hodnoty integra¢nich konstant:

C1 ~ 0,6629246114 — j0, 7991422089 ;

; (3.58)
Cy ~ 0, 6629246102 + j0, 7991422086 .

Pribéhy ptvodni materidlové funkce 7j(s) a prislusné aproximace napprox(s)
jsou zachyceny na obrizku

I T T T

31| === Napprox(s)
—  1j(s)

Materidlova funkce

O | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

S

Obrazek 3.4: Aproximovana materidlova funkce.

V tomto pripadé je nalezend aproximace materidlové funkce graficky témeér
nerozliSitelnd od puvodniho profilu.
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3. Loveho viny v nehomogenni izotropni povrchové vrstvé

Druhou aproximovanou materidlovou funkei bude
- 1.
n(s)=1-— 5 sin (7s) . (3.59)

Ze soustavy (3.53)) uréime koeficienty:

ao ~ 4,9348022020 ; a1 ~ 95,7717168000; ag ~ —357,8645448000 ;

a3 ~ 1239,9147460000 ; a4 ~ 619,9573729000 .

(3.60)
Prislusné generujici funkce a aproximacni generujici polynom jsou vykresleny
na obréazku 3.5

10 T

Generujici polynomy
o

|
—_
o

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Obrazek 3.5: Aproximace generujictho polynomu.

V tomto piipadé se jiz G(s) a Gapprox () oproti predchozimu piipadu znac¢né
odlisuji, aproximace by byla lepsi pri volbé nizsi hodnoty koeficientu pred
funkei sinus, napt. 1/4.

Resenim soustavy 1) dospéjeme k nasledujicim hodnotam integracnich
konstant:

C1 =~ 0,3566888323; (2 ~ 0,3566888304 . (3.61)

Vysledné prubéhy ptvodni a aproximované materialové funkce nalezneme na

obrazku 3.6l
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3.5. Disperzni relace

Materidlova funkce

" = * Tapprox(5)
— ()

| | |

I
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

S

Obrazek 3.6: Aproximovana materidlova funkce 2.

Dle ocekévani se i tyto dvé funkce vzajemné odlisuji, nicméné stale se jednd
o relativné dobrou aproximaci.

Jak jiz bylo zminéno vysSe, popsand metoda nam poskytuje velmi dobré
aproximace pro monoténni nebo mirné zvlnéné prubéhy materialové funkce,
predné je vsak velmi jednoduché a vypocetné nendrocné. V obou uvedenych
prikladech byl uvazovany interval rozdélen rovnomérné. K dosazeni lepsich
vysledka by bylo za potfeni vyuziti vhodné optimaliza¢ni metody k nalezeni
délicich bodu (3.52).

B 35 Disperzni relace

Odvozeni disperzni relace provedeme analogicky jako v homogennim piipadé,
viz podkapitola [1.3. Podminky na rozhrani ztustavaji stale stejné, tedy nulové
te¢né napéti v bodé s = 0 (volny povrch):

dU1 (S)
ds

-0, (3.62)
s=0

viz vztah (1.23)), a ddle spojitost te¢ného napéti a vektoru posunuti v bodé
s=1:

U(1) = Us(1), (3.63)
uon(l)d({jl;s) = uzd[iff) o (3.64)
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3. Loveho viny v nehomogenni izotropni povrchové vrstvé

viz rovnosti (1.24) a (1.25). Pozadavek na nulovost feseni v nekonecnu je
automaticky splnén diky tvaru feseni v substratu (3.31)). Kombinaci rovnic
(3.62)), (3.63) a (3.64]) dostaneme soustavu

AV [a(5), B,7; 0] + B1W) [a(s), B,7; 0] = 0,

A1V [a(s), B,7; 1] + B1Vs [a(x), B,7; 1] = Agexp (—\/Kl2 - K3 — %2> ;

A1pon(1)W] [a(se), B,7; 1] + Bruon(1)Wh [a(sx), B,v; 1] =

= —\/K? — K2 — %2 Asps exp (—\/Kl2 - K2 — %2>
(3.65)

Abychom dospéli k netrividlnimu feseni, budeme pozadovat ptislusny deter-
minant roven nule. Tim dojdeme k rovnosti

F(3) = —\K? — K2 — 32, (3.66)

U (5, 0)Wh (265 1) — W (3¢, 1) W5 (5650
F(%) En(l)@ /1(%7 ) 2(%7 ) 1(%7 ) /2(%7 ) ,
pi2 W7 (56, 0)Wa (35 1) — W1 (565 1)W5(55; 0)
pricemz pro jednoduchost zapisu jsme explicitné nevypisovali zévislosti ¥;
na vnitinich parametrech a, 5 a . Vyslednou disperzni relaci 1ze vyjadrit ve

kde

(3.67)

tvaru
22 2,2
G-

Cf[KI(%)] = Clm. (3.69)

Tyto vztahy jsou v principu stejné jako v homogennim pripadé, odlisuji se
pouze jinym predpisem pro funkci F'(sr), nicméné stéle 1ze numericky nebo
grafickou metodou najit spojité intervaly s¢, pro které tato funkce nabyva
zapornych hodnot. Z nich pak muzeme dopocitat disperzni charakteristiky
pro prislusné mody.

Budeme-li chtit uré¢it prubéh kompletniho feseni U(s), jednu z integrac¢nich
konstant zvolime libovolné a dalsi dvé dopocitdme ze soustavy (3.65), pricemz
vétsinou hleddme takovou kombinaci, kdy

U1(0) =1. (3.70)

. 3.6 Aproximace reseni pomoci metody WKB

Abychom mohli porovnat feseni vyjadiena pomoci trikonfluentnich Heunovych
funkci s néjakou standardné pouzivanou metodou, zamérime se v této ¢asti
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3.6. Aproximace reseni pomoci metody WKB

na takzvanou WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin, viz napt. [9]) metodu, coz
je metoda Teseni diferencidlnich rovnic typu Websterovy rovnice poskytujici
pribliznd analytickd FeSeni pro vyssi hodnoty vlnového ¢isla. Vyjdeme z
puvodni bezrozmérné modelové rovnice (3.6) ve tvaru

d2Uy(s) 1 dn(s) dUi(s)
ds? n(s) ds  ds

2
+ K2 (2 + 1) Ur(s) = 0. (3.71)

Reseni Helmholtzovy rovnice (neboli modelové rovnice bez prostredniho ¢lenu
na levé strané) lze vyjadrit jako linedrni kombinaci komplexnich exponencial

f(s) =exp (inm\/ﬂ% : (3.72)
551

Hledejme tedy feseni podobného tvaru, kde vsak vinové ¢éislo nebude kon-
stantni, proc¢ez muzeme psat (viz napt. [9]):

#(s) =exp (£ [ n(©)ac) . (3.73)

Dosazenim vztahu (3.73)) do rovnosti (3.71) dostaneme novou rovnici pro
K(s):

1'(s)
n(s)

Predpokladejme, 7Ze k(s) je ddno rozvojem (viz napt. [9]):

+ iK' (s) — k2 (s) £ j K(s) + K2 (Zﬁ + 1) =0. (3.74)
1

L/4;2(5) + %Kg(s) +... (3.75)

k(s) = Kyko(s) + k1(s) + X

Dosazenim vztahu (3.75) do rovnice (3.75)) dojdeme k nésledujici rovnici:

c? /(s
(c% + 1) — H%(S) Kg + [:EHE)(S) — 2k0(8)kK1(8) ij7777((3)) no(s)} K.+
+ {:l:j Z,((j)) k1(8) — 2k0(s)ka(s) — n%(s)] +---=0. (3.76)

Polozime-li koeficienty u jednotlivych mocnin K, rovny nule, dostaneme
soustavu rovnic pro jednotlivé cleny x;(s):

C% 2
67%-1 —kg(s) =0,
1

/
+r0(s) — 2k0(s)k1(8) :I:j77 (5) ko(s) =0, (3.77)
n(s)
Thned vidime, ze
cf
ro=y\z+th (3.78)
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3. Loveho viny v nehomogenni izotropni povrchové vrstvé

L7/ (s)

Kk1(s) = £j= , 3.79
(5) = i3 5 (379
pricemz
kg = (konst.) = 0. (3.80)
Za predpokladu relativné vysokych hodnot vlnového ¢isla
K, >1 (3.81)

muzeme po zanedbéani vyssich ¢lenu rozvoje (3.75) vyjadrit funkei (s) nasle-

dovné:
| 17'(s)
k(s) ~ Kpko 4+ k1(s) = Kpy |- +14j= . 3.82

Dosazenim do vztahu (3.73|) dospéjeme k nasledujicimu vyjadreni pro funkci

f(s):

f(s) = exp (inx\/% - %m(n) + O) =
1
—Lex +iK, i+1 (3.83)
_m p J R C% , .

psat

procez muzeme pro funkci Uy (s
i

)
A]_ . C2 Bl . C?
Ui(s) = ex K| =5 +1s| + exp | —jKzy/ = +1s |,
9= Fagg e (1o G e) + o (k2

(3.84)
coz lze s ohledem na vztah (1.31) prepsat do vysledného tvaru
A . B .
Up(s) = ———e* L i (3.85)
n(s) n(s)

Poznamenejme, ze v piipadé homogenni vrstvy (n = konst.) toto feSeni
odpovida tvaru feSeni v homogennim ptipadé (1.20).

Vyhoda vyse popsané WKB metody spociva ve skutecnosti, ze materialova
funkce zde rovnou vystupuje v predem zadané analytické formé, a neni nutné
ji nijak aproximovat, coz neplati u THF metody, jak jsme demonstrovali v
podkapitole |3.4. Pokud bychom chtéli dosdhnout vyssi pfesnosti nalezenych
FeSeni, museli bychom pouzit vice ¢lent rozvoje (3.75). Avsak pro relativné
vysoké hodnoty vinového ¢isla poskytuje tato metoda uspokojivé vysledky.

B 37 Disperzni relace WKB

Disperzni relace v ptripadé priblizného analytického feseni modelové rovnice
(3.6) metodou WKB nalezneme tplné stejné jako v predeslych ¢éstech textu.
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3.7. Disperzni relace WKB

Oznacime-li

n(s)’ n(s)’

tak z okrajovych podminek (3.62), (3.63) a (3.64) dostaneme soustavu

[§]

WKBy (5 s) = (3.86)

WKBs(s; s) =

ATWKB/, (56, 0) + ByWKB)(5¢;0) = 0,

A1WKBy (5;1) + BiWKBy(5; 1) = Ay exp (—\/K% - K2 — %2) ,

A pon(1)WKB] (55 1) + Biuon(1) WKBj (56 1) =
= —\/K? — K2 — 52 Agus exp (—\/K% - K2 - %2> )

Zavislost ¢f = ¢¢(K ;) je i v tomto pfipadé urcena vztahy (3.68) a (3.69), kde
pouze s ohledem na vztah (3.67) zaménime F(s) za

(3.87)

@WKB’I(%; 0)WKB) (5¢; 1) — WKB, (51; 1) WKBY (5¢; 0)

po WKBY (3¢, 0)WKBy(5¢; 1) — WKBy (5; 1) WKB) (5¢;0) -
(3.88)

Poznamenejme vsak, ze takto ziskané disperzni charakteristiky neposkytuji

spravné vysledky pro mald K, viz podminka (3.81).

F(x) =n(1)
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Kapitola 4

ResSeni modelové rovnice pro Loveho viny v
nehomogennim pripadé pro vybrané
priibéhy materialovych funkci

V této kapitole demonstrujeme pouziti vysledkl z predeslého textu na kon-
krétnich prikladech. Hlavnim ticelem bude porovnéani reseni ve tvaru linedrni
kombinace trikonfluentnich Heunovych funkei (déle jen THF metoda) s pfi-
bliznymi analytickymi fesenimi podle WKB metody. V pfipadech, kde se
budou feseni THF a WKB vice rozchézet pouzijeme pro moznost komparace
jesteé feseni ziskanad pomoci numerické metody RKF45 (Runge-Kutta-Fehlberg
45 je numerickd metoda ¢tvrtého fadu s adaptivnim krokem, viz napt. [10]).
Vypocty jsou realizovany v prosttedi MAPLE 2019.

Materidlové konstanty zafixujeme na stejnych hodnotéach jako v homogen-
nim pifpadé (viz podkapitola [1.3)), tedy
po = 2700 kg - m ™3, po = 33,075 - 10° Pa,,

4.1
p2 = 3300 kg - m~3, po = 66,825 - 10° Pa,, (1)

pricemz prubéhy charakteristickych veli¢in v povrchové vrstvé s ohledem na
vztahy (3.2) spliuji
p1(s) = pon(s),

(4.2)
pa(s) = pon(s) -
Objemové rychlosti i v tomto ptipadé nabyvaji hodnot
c1=3500m s ¢ =4500m-s~'. (4.3)

Zamérime se na takové profily materidlové funkce, které nam umozni zretelné
demonstrovat pouzitelnost a spravnost nalezenych feseni a zminénych metod.
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy

Vyjma prvniho a posledniho pripadu jsou pouzité prubéhy materidlovych
funkci aproximovany metodou popsanou v podkapitole

B a1 Aproximace konstantniho priibéhu materialové
funkce

Nejprve aproximujeme konstantni prubéh materidlové funkce, ktery pak
porovname s homogennim pripadem resenym drive. Paklize se dobereme
ke stejnym vysledktim, Ize timto oveérit spravnost nalezeného reseni .
Volbou vstupnich parametr

1
so=ay=a1=as=as=10"%; a3=0; C'1:C'2:§ (4.4)

dostaneme témér konstantni prubéh materidlové funkce 7 na uvazovaném
intervalu, viz obrazek

T T T T
1
=
<
05| |
0 | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

S

Obrazek 4.1: Prubéh pouzité materidlové funkce.

Intervaly I, prislusici jednotlivym kiivkam disperznich charakteristik lze
pak numericky dopoditat z relace F(») < 0, viz obrézek
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4.1. Aproximace konstantniho priibéhu materialové funkce

20 \ \ ) \ T
—— F(I}) == F(I3) = F(I3) == F(14) | '
10| '; '-| | .
R,
—20 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12

»

Obrazek 4.2: Funkce F'(3r) pii aproximaci konstantniho prubéhu 7(s).

Ciselné hodnoty intervali I,, jsou piiblizné rovny

I, ~ (0,000001000; 1,570825196) ,
Iy ~ (3,141748047; 4, 712548828)
I3~ ( )
Iy~ (

' (4.5)
6,283105469; 7, 854394531

9,424707031; 10, 995507820) ,

coz je v souladu se vztahem (]1.41). Diky problematickému vy¢islovani funkce
F(3) v bodé » = 0 byl levy okraj intervalu I; zafixovan na hodnoté 1076 bez
pouziti numerické metody (toto plati pro vSechny déle uvedené vypocty).

Disperzni charakteristiky pro prvni ¢tyfi médy nalezneme na obrazku

4.500 — 1. mod ||
— 2. mod
Tw 3. mod
. — 4. mod
S
—4.000 -
<
&
3.500 |- ‘ ‘ i i ‘
0 5 10 15 20 25 30

Obrazek 4.3: Disperzni relace v pripadé aproximace konstantniho prubéhu 7(s).
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy

Dostavame stejné vysledky jako v homogennim ptipadé, ktery predstavuji
bilé prerusované krivky na obrazku

Jednotlivé médy vinového feseni U (s) pro bezrozmérné vlnové ¢islo K = 15
jsou vykresleny na obrazku 4.4

-1 | | | | | | | | i
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
S

Obrazek 4.4: Prubéhy U(s) v pfipadé aproximace konstantniho pribéhu 7(s)
pro K, = 15.

Nalezena Teseni jsou opét v souladu s homogenni variantou, pricemz vy-
sledky WKB metody jsou v tuto chvili bezpredmétné, nebot ty lze v predpo-
kladu n & 1 ztotoznit s homogennim Fesenim (1.20) jiz ze vztahu (3.85)).

B a2 Aproximace linearniho priibéhu materialové
funkce

Zabyvejme se FeSenim uvazované modelové rovnice (3.6) v pripadé, kdy
materialova funkce narustd priblizné jako

n(s) = 1+2s. (4.6)
Parametry generujici tento pribéh jsou

so=0; ap~1,0000000000; a1~ —3,4800000000;
a2 ~ 3,1800000000; a3~ —5,8311111130; a4 =~ —2,0622222240 ;

C1 =~ 0,7768209504 + j5,2174657850 ; (o ~ 0,7768209504 — j5, 2174657850 .
(4.7)

44



4.2. Aproximace linedrniho priibéhu materialové funkce

Materialova funkce 7(s) prislusici témto parametrum je vykreslena na obriazku
4.0l

0 | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

S

Obrazek 4.5: Pribéh pouzité materidlové funkce.

V podkapitole vénované aproximaci generujictho polynomu jsme de-
monstrovali, ze pro monoténni priubéhy materidlovych funkci jsou aproximace
zpravidla velmi presné, coz zde ziejmé plati.

Funkce F'(x) je zachycena na obrazku

20 I T T T T |
— F(I) == F(Iz) = F(I3) = F(l4) \
10 ' |
3/ 0 \\ \\ ! |
&
- w \ \ \ 7
_20 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12
4

Obrazek 4.6: Funkce F(3r) v pfipadé aproximace linedrniho prabéhu n(s).
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy

Ptislusné intervaly I,, jsou ptiblizné rovny

I ~ (0,000001000; 1,918969726) ,
I ~ (3,271142579; 4, 874169921) ,
I3 ~ (6, 357324219; 7, 956933594) ,
Iy ~ (9,476464843; 11, 069726560) .

(4.8)

Disperzni charakteristiky nalezneme na obrazku

4.500

)/
i
o
S
S

T

T

3.500 i i ‘ ‘ ‘

Obrazek 4.7: Disperzni relace v pfipadé aproximace linedrniho pribéhu 7(s).

Jednotlivé kiivky jsou mirné strméjsi, nez tomu bylo u homogenniho pti-
padu.

S volbou bezrozmérného vinového ¢isla K, = 15 muzeme vykreslit pribéhy
jednotlivych médu slozky vektoru posunuti U(s), viz obrazek

I I
1 — 1. mod | |
— 2. mbd
0,5/ — 3. méd | |
. mbd
=
=) 0
—05|

| | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 12 14 1,6 18 2
S

Obrazek 4.8: Prubéhy U(s) v pfipadé aproximace linedrnfho pribéhu 7(s) pro
K, =15.
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4.2. Aproximace linedrniho priibéhu materialové funkce

Oproti homogennimu pripadu zaznamenavame vétsi odlisnosti, amplituda
vlnového feseni zfejmeé klesa se vzdéalenosti, coz lze interpretovat pomoci tvaru
piiblizného feseni WKB metody (3.85), podle néhoz je pokles imérny 1/,/7.

Zvolme relativné nizkou hodnotu bezrozmérného vinového ¢cisla K, = 3
a prvni moéd. Na obrazku miuzeme porovnat vypoctena feseni pomoci
metod THF, WKB a RKF45.

=== WKB
== =« RKF45
— THF

T T | | | | | |
% 02 04 06 08 1 12 14 1,6 1,8 2

S

Obrazek 4.9: Porovnani metod reseni v pripadé aproximace linearnfho pribéhu
n(s) pro K, = 3 a prvni méd.

Reseni THF (jeho# spravnost je ovéfena numerickou metodou RKF45) se
mirné odliSuje od feseni WKB, nebot neni splnéna podminka (3.81).

P1i volbé vyssi hodnoty vinového ¢isla K, = 15 a ¢tvrtého modu obdrzime
feseni na obrazku 4.10.
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy

=== WKB
— THF

| | | | | | I I
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1,8 2
S

Obrazek 4.10: Porovnani metod Teseni v pripadé aproximace linedrniho prubéhu
n(s) pro K, = 15 a ¢tvrty méd.

Oba pribéhy v tomto pripadé splyvaji.

B a3 Aproximace exponencialniho nariistu
materialové funkce

V ramci této podkapitoly budeme volbou koeficientid generujiciho polynomu
aproximovat exponencidlni materidlovou funkci

n(s) ~ e* . (4.9)
Tomuto pribéhu prislusi koeficienty

so=0; ap~ —1,000000000000; a1 ~ 0,009634726067 ;
as ~ —0,039401753530 ;  ag =~ 0,194427378100; a4 ~ 0, 052605006930 ;

Ch1 =~ 4,257376691000; Cs =~ —1,7417794120000 .
(4.10)
Materidlova funkce je zachycena na obrazku
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4.3. Aproximace exponencialniho naristu materidlové funkce

0 | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
s
Obrazek 4.11: Prubéh pouzité materidlové funkce.
Prubéh funkce F'(r) nalezneme na obrézku
20 I I I I 1 I
— F(L) =— F(Iy) — F(I3) =— F(I4)
10 |- \“ “‘ ‘I Bl
X ) ', | \ |
3
10\ \ |
_20 | | |
0 2 4 6 8 10 12

y

Obrazek 4.12: Funkce F'(5¢) pfi aproximaci exponencidlnfho nartstu 7(s).

Intervaly I,, nabyvaji hodnot

I, ~ (0,000001000; 2, 260766602) ,
3,297998047; 5,012597657)
6, 363183594; 8,039941406) ,
9,478417969; 11, 130273440) .

IQ% )

4.11
13 ~ ( )

o~ o~~~

142

Disperzni kiivky jednotlivych médi jsou vykresleny na obrazku [4.13|
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy
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Obrazek 4.13: Disperzni relace v pripadé aproximace exponencidlniho narustu
1(s).

Krivky disperzni charakteristiky maji s rostoucimi pribéhy materidlové
funkce tendenci se vice primykat k vertikalni ose (jsou strméjsi, nez-li v
predchozim ptipadé).

Za predpokladu hodnoty bezrozmérného vinového ¢isla K, = 15 mizeme
vykreslit pribéhy jednotlivych moéda, viz obrazek

| | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 12 14 1,6 1,8 2
S

Obrazek 4.14: Prubéhy U(s) v pfipadé aproximace exponencidlniho narastu
n(s) pro K, = 15.

V bodé s = 1 u funkce U(s) dochézi k ponékud osttejsi nespojitosti v prvni
derivaci, viz okrajovd podminka (3.64).
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4.3. Aproximace exponencialniho naristu materidlové funkce

Porovnani feSeni nalezenych pomoci THF a WKB metod pro bezrozmérné
vlnové ¢islo K, = 3 a prvni méd nalezneme na obrazku [4.15.

T T T T T T T I I

s m s WK |
— THF

| | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1,8 2

0
s

Obrazek 4.15: Porovnani metod feseni v pripadé aproximace exponencialniho
narustu 7(s) pro K, = 3 a prvni méd.

V tomto pripadé i pfi nizsim vlnovém ¢isle poskytuje WKB metoda pomérné
dobry odhad skute¢ného reseni.

Pro vyssi hodnotu bezrozmérného vinového cisla K, = 15 a ¢tvrty mod
jsou prubéhy vinového feseni U(s) vykresleny na obrazku [4.16.

== = WKB
—— THF

| | | | | | | T T
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1,8 2
S

Obrazek 4.16: Porovnani metod feSen{ v pripadé aproximace exponencidlniho
nérustu 7(s) pro K, = 15 a ¢tvrty méd.

ODbé TeSeni v tomto pripadé splyvaji.
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy

B a4 Aproximace exponencialniho poklesu
materialové funkce

Doposud jsme se zabyvali rostoucimi prabéhy materidlovych funkci. Zamérme
se proto v této podkapitole na klesajici exponencialni pribéh

n(s) ~e 2. (4.12)

Koeficienty generujici tento profil nabyvaji hodnot

so=0; ap~ —1,0000000000; a1~ 0,6706312200;
az ~ —2,7014600180 ; a3 ~ 13,8920819200; a4 ~ 12,2618339200 ;

C1 ~ —4,9116639550; Cy =~ 5,6651694000 .
(4.13)
Materidlova funkce 7(s) je zachycena na obrazku

T T T T
1 |
=
= 05 -
0 | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

S

Obrazek 4.17: Pribéh pouzité materidlové funkce.

Prubéh funkce F'(5¢) nalezneme na obrazku
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4.4. Aproximace exponencialniho poklesu materidlové funkce

20 T I T T I 1
— F(ly) — F(ly) — F(ly) — F(1) | !
10} : : .
I s e s
3
~10 \] W \\ W |
—20 | | | | |
0 2 4 6 8 0 12
r

Obrazek 4.18: Funkce F(3r) v piipadé aproximace exponencidlniho poklesu 7(s).

Intervaly I,, v tomto pripadé nabyvaji ¢iselnych hodnot

I, ~ (0,000001000; 1,017907715) ,
I ~ (3,256982421; 4, 633447265) ,
I3 ~ (6,321191406; 7, 814355469) ,
I4 ~ (9,445214843; 10, 968164060) .

(4.14)

Krivky disperzni charakteristiky jsou zachyceny na obrazku

T T T T I

4.500 —— 1. méd
— 2. méd
Tw —— 3. mbd
! —4. méd
g
:4.000 -
8
<
)
3.500 l l ] l l
0 5 10 15 20 25 30

Obrazek 4.19: Disperzni relace v pfipadé aproximace exponencidlniho poklesu

n(s)-

U tohoto klesajicitho pribéhu materidlové funkce se u jednotlivych disperz-
nich kfivek naopak zmensuje strmost a na poc¢atku kazdého médu (vzhledem
k bezrozmérnému vinovému ¢islu) se objevuje zietelny inflexni bod.
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy

Prubéhy médu vlnového feseni U(s) pro bezrozmérné vinové ¢islo K, = 15
jsou zachyceny na obrazku

T T T T T T T I I
2 - — 1. méd _
— 2. mbd
— 3. mbd
— 4. méd
o
S 0
91 N
Il

Il Il Il Il Il Il Il Il
0 02 04 06 08 1 12 14 1,6 1,8 2
S

Obrazek 4.20: Prubéhy U(s) v pfipadé aproximace exponencidlniho poklesu
n(s) pro K, = 15.

Jednotlivd vinova feSeni maji na intervalu (0; 1) rostouci charakter, coz
odpovidé tvaru feseni ziskaného pomoci WKB metody (3.85)) za predpokladu
klesajici materidlové funkce.

V ramci tohoto profilu materidlové funkce neposkytuje metoda WKB feseni
pro K, = 3 a prvni méd, procez zvolime hodnotu bezrozmérného vlnového
¢isla K; = 4,5 a druhy mod. Porovnani feseni vypoctenych pomoci vsech tii
metod nalezneme na obrazku 4.211

1 T T T T T T I I B
=== WKB
= = =« RKF45

e —— THF ||

=
> —1F
_9l
Il

Il Il Il Il Il Il Il Il
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1,8 2
S

Obrazek 4.21: Porovnani metod feSeni v piipadé aproximace exponencialniho
poklesu 7(s) pro K, = 4,5 a druhy mad.
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4.5. Aproximace gaussovského pribéhu materidlové funkce

Numerickd metoda RKF45 potvrzuje spravnost feseni THF, priblizné WKB
feseni se od obou prubéhi mirné odlisuje.

P1i volbé vyssi hodnoty bezrozmérného vinového cisla K, = 15 a ¢tvrtého
moédu poskytuji THF i WKB metoda dle ocekavani témér stejné vysledky,
viz obrazek 4.22]

= 0
S
== s WKB
—2 — THF ||
Il Il Il Il Il Il Il T T
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

S

Obrazek 4.22: Porovnani metod feseni v pripadé aproximace exponencidlniho
poklesu 7(s) pro K, = 15 a ¢tvrty méd.

B a5 Aproximace gaussovského pribéhu
materialové funkce

Zaméime se na nemonoténni profil materidlové funkce, ktery svym tvarem
pfipomind posunutou Gaussovu funkci typu

(s=0,5)2

n(s)~Ae x +C. (4.15)
Lze jej aproximovat nasledujici kombinaci parametri:

so=0: ag~ —0,03450312216; a; ~ —486, 34631860000 ;
as ~ 1376, 14545400000 ; a3 ~ —4531,88917700000; a4 ~ —2265.94458900000 ;

C1 ~ 1,39754083600 ; Ca ~ 1,39754083600 .

(4.16)
Vysledna materidlova funkce je zachycena na obrézku [4.23|.
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy

| |
% 0,2 0,4

0,6 0,8 1

S

Obrazek 4.23: Prubéh pouzité materidlové funkce.

Prubéh funkce F'(5¢) nalezneme na obrazku

20 I I I [ I 1
—— F(l) == F(l)) — F(I3) — F(L) |
10 | I|\ :| ‘| ‘f
o \ i
=
—10} \ \ |
—920 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12
V1

Obrazek 4.24: Funkce F'(5¢) v pripadé aproximace gaussovského prubéhu 7(s).

Pro intervaly I,, v tomto pripadé plati

I ~ (0,000001000; 1, 142297363) ,
4,989160157; 5, 594628906)
6, 773339843; 8, 257714843) ,
9,602441406; 11, 272851560) .

IQ%
13%

14%

Y

(4.17)

o~ o~~~

Disperzni relace jsou vykresleny na obrazku 4.25.
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4.5. Aproximace gaussovského pribéhu materidlové funkce

4500 ‘ | | 1 med ]
— 2. mdod
Tw — 3. méd
. . mod
g
=4.000 |
8]
=
5
3.500 | | 1 1 | |
0 5 10 15 20 25 30
K,

Obrazek 4.25: Disperzni relace v pripadé aproximace gaussovského prubéhu 7(s).

V tomto pripadé pozorujeme vétsi odlisnosti pro disperzni kiivky oproti
predchozim piipadim. Ukazuje se, ze pro materidlovou funkci n podobnou
Gaussové kiivce s extrémem uvnitt intervalu (0; 1) se v disperzni charakteris-
tice posunuji vyssi mody (zejména druhy) dile od médu zakladniho. Tato
skutec¢nost by mohla byt pouzitelna pro nékteré aplikace, ve kterych je snaha
zamezit Siteni vyssich modi.

Pro bezrozmérné vinové ¢islo K, = 15 jsou jednotlivé mody vinového feseni

zachyceny na obrazku 4.26.

1
| | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 12 14 1,6 18 2

Obrazek 4.26: Prubéhy U(s) v piipadé aproximace gaussovského prubéhu 7(s)
pro K, = 15.

Zaméime se na porovnani vlnovych feseni vypocétenych pomoci THF, WKB
a RKF45 metod. Prislusné prubéhy pro malé bezrozmérné vinové ¢islo K, = 3
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy

a prvni méd jsou zachyceny na obrazku

I I
1 =xn WKB [+
= = » RKF45
% —— THF
L )
.
— .
:3/ .
b 075 [ ‘t |

L
....
l.....

00 0,2 04 06 08 1 12 14 16 1,8 2
S

Obrazek 4.27: Porovnani metod feseni v pripadé aproximace gaussovského
prubéhu 7(s) pro K, = 3 a prvni mdd.

V tomto pripadé je pro nizsi hodnoty vlnovych c¢isel WKB metoda ziejmé
zcela nepouzitelnd, naopak numerickd metoda RKF45 potvrzuje spravnost
reseni THEF.

Porovnani metod pro bezrozmérné vlnové ¢islo K, = 15 a ¢tvrty mod
nalezneme na obrazku [4.28.

=
=
- = = WKB
1) — THF ||

| | | | | | I I
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1,8 2
S

Obrazek 4.28: Porovnani metod feseni v pripadé aproximace gaussovského
prubéhu 7(s) pro K, = 15 a ¢tvrty madd.

Dle ocekavani se v tomto pripadé oba prubéhy jen nepatrné odlisuji.
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4.6. Aproximace minima kvadratické materialové funkce

B 46 Aproximace minima kvadratické materialové
funkce

V této podkapitole aproximujeme konvexni kvadratickou funkci, jejiz minimum
umistime do stfedu intervalu (0; 1), tedy

n(s)~ Al(2s =12 = 1] +1. (4.18)
K té vede nasledujici mnozina koeficienti:

so=0; ap~ —0,6400000000; a; ~ 112,6400000000 ;
as ~ —404,4800000000 ;  as &~ 1392, 6400000000 ; a4 ~ 696, 3200000000 ;

Ch1 ~0,2254373195; (3 ~0,2254373195.
(4.19)
Materidlova funkce 7(s) je zachycena na obrazku

T T T T
1
=
j
0,5 |
0 | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

S

Obrazek 4.29: Prubéh pouzité materidlové funkce.

Pribéh funkce F(5r) nalezneme na obrazku [4.30!
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy

20 1 I L] 1
— F(L) =— F(l) — F(I3) — F(L4) |
ol ‘. !
X o= = : |
3
—10} ‘ j \ \ |
—20 | | | | |
o 2 4 6 8 10 12

x

Obrazek 4.30: Funkce F () v piipadé aproximace kvadratického minima v 7(s).

Intervaly I,, nabyvaji ¢iselnych hodnot

~ (0,000001000; 1, 323754882) ,
~ (2,083276367; 5,190332031) ,

(6, 537011719; 8,058496094) ,
~ (9,497949219; 11, 13222656) .

(4.20)

Q

L
P
I3
Iy

Disperzni relace jsou vykresleny na obrazku [4.31].

4.500

)L

T

3.500 | ‘

Obrazek 4.31: Disperzni relace v pfipadé aproximace kvadratického minima v
1(s).

V tomto ptripadé dochazi k prisunuti druhého médu k prvnimu, tento profil
materialové funkce mé opacny charakter oproti predchozimu pripadu, namisto
lokdlniho maxima se uprostred nachézi lokalni minimum.
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4.6. Aproximace minima kvadratické materialové funkce

Jednotlivé médy pro K, = 15 jsou zachyceny na obrazku |4.32

T T T T T T T T T

Il Il Il Il Il Il Il T
0 02 04 06 08 1 12 14 1,6 1,8 2
S

Obrazek 4.32: Priubéhy U(s) v piipadé aproximace kvadratického minima v 7(s)
pro K, = 15.

V ramci aktualné zvoleného profilu materialové funkce metoda WKB vubec
neposkytuje feseni pro prvni méd, procez zvolime hodnotu bezrozmérného
vlnového ¢isla K, = 4,5 a druhy méd. Prubéhy vinovych feSeni vypoctenych
pomoci metod THF, WKB a RKF45 jsou zachyceny na obrazku [4.33|

- = WKB
- = = RKF45
=
S

|

| | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

S

Obrazek 4.33: Porovnani metod feSeni v ptipadé aproximace kvadratického
minima v n(s) pro K, = 4,5 a druhy mdéd.

Reseni metody WKB se zna¢né odlisuje oproti vysledkiim THF a RKF45.

Pro vyssi hodnotu bezrozmérného vinového cisla K, = 15 a ¢tvrty mod
dostaneme pribéhy na obrazku [4.34.
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy

=== WKB
— THF

_2 | | | | | | I I
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1,8 2
S

Obrazek 4.34: Porovnani metod feseni v pripadé aproximace kvadratického
minima v 7(s) pro K, = 15 a ¢tvrty méd.

Dle ocekavani se v tomto pripadé feseni WKB blizi k feseni THF.

B 4.7 Vyusiti polynomialniho fegeni pro vypocet
materialové funkce

Jako posledni priklad zvolime hodnoty vstupnich parametrii

so=0; ap=-5; a3 =26; az~4,906621589 ;

(4.21)
a3 =0; a4~ 42,250000000; C7 =~ 3,239634998 .
S ohledem na vztahy (3.26) dojdeme ke zjisténi, Ze plati
B ~ 6,0000000000, det(Ms) = o? + 3y ~ 0,000000002 . (4.22)

Tim jsme splnili podminky pro polynomialni tvar feSeni trikonfluentni Heu-

novy rovnice (2.27) a (2.29), pficemz N = 1, a muzeme tak vyuzit FeSeni
materiadlové funkce ve tvaru

2
3 52 a9 a + agay
n(s) = Cy exp? l—§Q35 <§ — 580+ 5§ — a—4>] lQ(S —50) — W ;

(4.23)
viz vztah (3.47), jejiz pribéh nalezneme na obrazku 4.35
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4.7. Vlyuziti polynomialniho reseni pro vypocet materidlové funkce

0 | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
S

Obrazek 4.35: Pribc¢h pouzité materidlové funkce.

Funkce F(x) je zachycena na obrazku

20 — T r— 1 T .
—= F(I)) == F(l) == F(I3) == F(I) |\
0 \ % \
X - ™ N
5
—10 I
_20 | | | |
0 2 4 6 8 10 12
4

Obrazek 4.36: Funkce F'(x) v ptipadé vyuziti polynomidlniho feSeni pro vypocet

n(s)-

Intervaly I,, nabyvaji hodnot

(0,000001000; 1, 292603540)
(4,478272484; 5,049317406)

(7,250489281; 8, 104004906) ,
I4 ~ (10, 137696320; 11, 18652444) .

)

Ilz
I, =~
? (4.24)
.[3%

Disperzni charakteristiky jsou vykresleny na obrazku
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy
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Obrazek 4.37: Disperzni relace v piipadé vyuziti polynomiédlniho feSeni pro
vypocet n(s).

Jednotlivé krivky disperzni relace maji podobnou tendenci jako pfi apro-
ximaci gaussovského profilu materidlové funkce (viz podkapitola 4.5), coz
odpovidéa vzajemné podobnosti mezi profily téchto materidlovych funkeci.

Pribéhy jednotlivych médu pro bezrozmérné vinové ¢islo K, = 15 nalez-
neme na obrazku 4.38.

1 .
0,5} i
=
- 0
—— 1. méd
— 2. mbd
—0,5 1 —— 3. mébd | |
—4. mbd

| | | | | | I I
0 02 04 06 08 1 12 14 1,6 18 2
S

Obrazek 4.38: Prubéhy U(s) v pripadé vyuzit{ polynomidlniho Feseni pfi vypoctu
n(s) pro K, = 15.

Pro hodnotu bezrozmérného vlnového ¢isla K, = 3 jsou pribéhy prvniho
modu pocitaného vSemi tFemi metodami vykresleny na obrézku 4.39,
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4.7. Vlyuziti polynomialniho reseni pro vypocet materidlové funkce

T T T T T T I I

snn WK -
= = = RKF45
—— THF

y ] —
",
T
vy
Tag,

| | | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1,8 2
S

0

Obrazek 4.39: Porovnani metod TeSeni v piipadé vyuziti polynomialniho feseni
pro vypocet n(s) pro K, = 3 a prvn{ méd.

Metoda WKB dle o¢ekavani selhdva, zatimco numericka metoda RKF45
potvrzuje spravnost reseni THF.

P1i volbé vyssi hodnoty bezrozmérného vlnového ¢isla K, = 15 a ¢tvrtého
moédu dojdeme k pribéhtim vykreslenym na obrizku

= WKB
—— THF

| I

1 1 1 1 1 I
0o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Obrazek 4.40: Porovnani metod feseni pii vyuziti polynomidlniho feseni pro
vypocet 7(s) pro K, = 15 a étvrty mod.

Zavérem této kapitoly lze konstatovat, ze za predpokladu splnéni podminky
vyssich hodnot bezrozmérného vinového cisla a monotdénnich, nebo
méné proménlivych profild materidlové funkce ndm poskytuje WKB metoda
velmi dobré odhady feseni, jeji vyhoda navic tkvi ve zna¢né jednoduchosti
a rychlosti pfi konkrétnim vycisleni. Nicméné v zadném pripadé ji nelze
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4. Reseni modelové rovnice pro Loveho viny v nehomogennim ptipadé pro vybrané pribéhy materidlovy

pouzivat obecné bez diikladného posouzeni zminénych predpokladi, jak jsme
demonstrovali na predchozich prikladech. Naproti tomu reseni zalozena na
pouziti trikonfluentnich Heunovych funkci jsou skutecné presna, bez ohledu
na volbu bezrozmérného vlnového cisla, coz jsme ovérili pomoci numerické
metody RKF45.
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V praci jsme se zabyvali sifenim Loveho vIn, coz jsou povrchové elastické
pricné viny. Nejprve jsme nastinili odvozeni prislusné vlnové rovnice pro
nehomogenni izotropni vrstvu, jejiz bezcasovou formu jsme prevedli do bez-
rozmérného tvaru, ¢imz jsme dostali modelovou rovnici, ktera pro zvolené
prostorové zavislosti materidlovych parametri odpovida Websterové vlnové
rovnice pro akusticky vinovod s proménnym prurezem. Ukazali jsme, jak lze
na zakladé okrajovych podminek nalézt disperzni charakteristiky a pribéhy
vlnovych funkci v homogennim pripadé. Nasledné jsme se vénovali trikonflu-
entni Heunové diferencidlni rovnici, k niz jsme posléze nalezli feseni, které se
nazyva trikonfluentni Heunova funkce. Za predpokladu nehomogenni izotropni
vrstvy, ve které se charakteristické veli¢iny (hustota a modul pruznosti v
torzi) méni dle materidlové funkce 7, jsme dale pomoci vhodné transformace
prevedli uvazovanou modelovou rovnici na dveé jiné, jednu majici tvar staci-
onarni Schrédingerovy rovnice a druhou pro materidlovou funkci. Obé tyto
rovnice jsme prevedli do tvaru trikonfluentnich Heunovych diferencidlnich
rovnic a jejich feSeni jsme vyjadrili jako linedrni kombinace trikonfluentnich
Heunovych funkci. Na zdkladé okrajovych podminek byl pak, obdobné jako
v homogennim pripadé, stanoven postup nalezeni jednak disperznich cha-
rakteristik, jednak samotného vinového reseni. Zésadni prinos tohoto typu
reSeni spoc¢iva v iplné nové tridé profili materidlovych funkci, pro které lze
stanovit presna analytickd feSeni. Navic diky mnozstvi vstupnich parametra
mohou byt tyto profily velmi riiznorodé. Ukazali jsme, Ze za predpokladu
splnéni jistych podminek muze feSeni nabyvat i tvaru typu exponencialni
funkce vynéasobend polynomem kone¢ného stupné, coz muze byt v nékterych
situacich praktické. Nésledné jsme demonstrovali jeden ze zpusobi, ktery
umoznuje numericky nalézt vstupni parametry k dosazeni konkrétnich pro-
fili materidlové funkce, pricemz vysledné aproximace jsou velmi dobré pro
monoténni, nebo mirné zvlnéné profily materidlové funkce. Déale byl popsan
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Zavér

alternativni zpiisob feSeni uvazované modelové rovnice a to sice WKB metoda,
kterd poskytuje priblizna analyticka reseni za predpokladu vyssich hodnot
vlnového ¢isla. V dalsi ¢asti jsme provedli porovnani obou zminénych pristupi
spolu s numerickou metodou RKF45 na nékolika vybranych profilech materi-
alovych funkci. Zvlasté zajimavé chovani vykazuje gaussovsky profil, ktery
mé tendenci posouvat vyssi médy disperzni charakteristiky smérem k vyssim
vlnovym ¢islim, coz by mohlo mit vyuziti pro nékteré aplikace. Navazat
na tuto praci by slo kuptikladu optimalizaci tvaru tohoto typu materidlové
funkce pro posileni popsaného jevu. Demonstrovali jsme, Ze pouziti reseni
ve formé trikonfluentnich Heunovych funkci, jejichz spravnost byla ovérena
pomoci numerické metody RKF45, predstavuje jedinou moznost pro popis
Loveho vIn pfi nizkych hodnotéch vlnového ¢isla a zejména pak pro nemo-
noténni a vice proménlivé profily materidlové funkce. Naopak WKB metoda
poskytuje velmi dobré aproximace v oblasti vyssich vinovych ¢&isel, pricemz
vypocetné je mnohem jednodussi a navic umoznuje lepsi matematicky vhled
do popisu chovani Loveho vln sificich se v daném nehomogennim prostiedi.
Hlavni vyhoda WKB metody navic spociva ve skutecnosti, ze materidlovou
funkci lze v jejim piipadé zadat analyticky, zatimco u ndmi zkoumané metody
je treba ji pouze aproximovat, coz muze byt mnohdy pracny tkol. Nicméné
nehledé na tyto nevyhody je zcela zdsadni, Ze feSeni, ktera poskytuje metoda
zalozend na Teseni trikonfluentni Heunovy rovnice, jsou analyticky presna,
coz alternativni WKB neumoznuje. VSechny body zadéni diplomové préace
byly splnény.
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P¥iloha A

Seznam prilozenych soubort

B A.1 MAPLE Worksheets

B aproximace_generujiciho_polynomu_MAPLE_worksheet.mw
® Loveho_vlny_homogenni_MAPLE_worksheet.mw
® Loveho_vlny_polynom_MAPLE_worksheet.mw

® Loveho_vlny_THF_MAPLE_worksheet.mw
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