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Abstrakt

V této praci byly analyzovany algoritmy inverznich metod, které se pouzivaji v elektrické
impedané¢ni tomografii. Ucelem této analyzy bylo urcit kvalitu rekonstruovaného obrazu
rozlozeni impedance s bodovou nehomogenitou. Bodovou nehomogenitou je myslena mala
oblast s rozdilnou impedanci.

Urceni rozlozeni impedance bylo pouzito pro redlny a simulovany vzorek karbonového
kompozitniho materidlu za tc¢elem odhaleni jeho poruchy. Bylo predpokldadano, ze poru-
cha na kompozitnim materialu se pii rekonstrukci projevi jako bodova nehomogenita ve
vodivostnim obrazu.

V ramci analyzy algoritmu inverznich metod byly popsany regularizac¢ni algoritmy
filtrujici spektrum, algoritmy linearni a nelinearni inverse s regularizaci. Déale byly novée
implementovany algoritmy zaklddajici se na kombinaci linedrnich regularizaci. U regula-
rizaci bylo také potieba stanovit miru jejich zasahu do vysledku inverzni ulohy. Tato mira
se stanovuje hyperparametrem. Pro ur¢eni hodnoty hyperparametru byly vyzkousSeny tyto
metody: metoda L-kfivky, metoda zobecnéné kiizové validace, metoda volby parametru
sumového ¢isla a metoda nejlepsiho rozliseni, ktera byla v ramci prace implementovana.

Vybrané algoritmy inverznich metod byly porovnany na zakladé presnosti urceni bo-
dové nehomogenity na simulovanych i realnych datech. Algoritmus urc¢eni polohy bodové
nehomogenity byl implementovan v ramci této prace. Kvalita algoritmu inverzni metody
byla vyhodnocena na zakladé prumérné odchylky, kterd byla uréena bud ze simulaci
rozdilnych poloh bodové nehomogenity, nebo nékolika méteni odlisnych nehomogenit. Na
zakladé vysledku byly vybrany vhodné inverzni metody pro ruzné odstupy signalu od
sumu, které nejlépe urcovaly polohu bodové nehomogenity. Byly také vybrany nejlepsi
inverzni metody pro rekonstrukci obrazu z redlného méteni.

Klicova slova: Inverzni tloha, elektrickd impedanéni tomografie, elektrickda odporova
tomografie, rozdilova rekonstrukce, dopfedna tloha, prior, linedrni inverze s regularizaci,
metody filtrovani spektra, nelinearni inverze s regularizaci, hyperparametr
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Abstract

In this thesis, a set of algorithms for an inverse solution was analyzed. These are heavily
used in electrical impedance tomography. The main goal of this thesis was to establish
the quality of the reconstructed image of the decomposition of impedance with point
inhomogeneity. By the term point inhomogeneity, a small region with different impedance
is meant.

Furthermore, the reconstructed image of the decomposition of impedance was used to
detect material defects of a simulated and real sample made of carbon composite. It had
been assumed that the defect in the material would result in a point inhomogeneity in the
reconstructed image. There was a description of several algorithms which were used in
the inverse problem, together with the inverse regularization algorithms based on spectral
filtering, linear inversion with regularization and nonlinear inversion with regularization.
We also established an optimal value for a hyperparameter, which is there to control the
trade-off between conformance to data and conformance to the prior. For this purpose,
the following algorithms were employed: method L-Curve, Generalized cross-validation,
method fixed noise figure, and method best resolution.

In addition, we summarized and compared the chosen inversed method algorithms. As
a primary indicator of relevance, we chose a detection location of point inhomogeneity.
As it has already been mentioned, we tested algorithms on simulated data as well as on
real measurements. For this purpose, we also implemented an algorithm for the detection
of locations of point inhomogeneity. The correctness of these algorithms was based on
two main factors. Firstly, on standard deviations of several locations of simulated point
inhomogeneity. Secondly, on the level of deviations in several different inhomogeneities in
real data measurement. Based on these measurements, we determined which of the tested
algorithms reconstruct the point inhomogeneity from data most accurately. By testing
data, we mean a specific type of signal load which determined the discrepancy between
the signal and the noise. We also determined the best method for real data measurement
based on the results of quality image reconstruction.

Keywords: Inverse problems, electrical impedance tomography, hyperparametr, linear
inversion with regularization, nonlinear inversion with regularization, spectral filtering,
differential image reconstruction
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Kapitola 1
Uvod

Elektrickd impedan¢ni tomografie (déle jiz pouze tomografie) vyhodnocuje rozlozeni ad-
mitivity v télese, na zakladé méteni napéti na elektrodach, které jsou pripojeny na jeho
povrchu.

Tomografie se vyuziva v geofyzice pii hledani lozisek minerdlu [1]. Déle se zkouma
jeji uplatnéni v 1ékarstvi pii neinvazivnim vysetfeni lidské tkane [2]. Pitkladem muze byt
vysetfeni plicni embolie nebo rakoviny prsu. Tomografie se také pouziva k nedestruk-
tivnimu testovani materialu a pifi hledani koroze [3].

Komponenty z karbonovych kompozitnich materialu nachézeji své uplatnéni v celé
radé prumyslovych odvétvi. Diky svym dobrym fyzikalnim vlastnostem dokazi poskytnout
pii nizsi vaze lepsi pevnostni vlastnosti nez duralové slitiny. Proto se karbonové kompozity
zacaly vyuzivat v letectvi, automobilovém prumyslu a v mnoha dalsich oblastech.

V leteckém prumyslu je kladen velky diraz na bezpecnost. Je proto potieba vyvijet
spolehlivé metody pro nedestruktivni testovani karbonovych kompozitu, kterymi musi le-
tadlo pravidelné prochazet. Mezi zakladni metody nedestruktivniho testovani materialu
patii vizualni ohledani a kontrola poklepem. Mezi moderni testovaci metody patii ultra-
zvuk, radiografie, termografie a testovani virivymi proudy. Nejrozsitenéjsimi metodami
na testovani kompozitu je ultrazvukovy a-test a c-test.

Aby bylo mozné detekovat poruchu na povrchu letadla, je potieba letadlo odstavit
a zkontrolovat kritickd mista, na kterych je velka pravdépodobnost na vznik impaktu,
jako jsou povrchy kolem oken a dveri. Tato kontrola je ¢asové a potazmo i finanéné
narocnd. Proto se zkoumaji metody, jak omezit ¢as uzemnéni letadla potiebny k preven-
tivni prohlidce a zaroven nesnizit bezpecnost letecké dopravy.

Jednou z moznosti, jak zkratit cas potiebny ke kontrole karbonového kompozitu na
letadle, je zabudovat senzory piimo do materidlu a vyhodnocovat poruchy materidlu
prubézné bez toho, aby se letadlo muselo odstavit z provozu. Proto se zkoum& moznost

vyuziti tomografie pro detekci poruchy na kompozitnim materidle. U této metody lze do
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povrchu letadla zabudovat métici elektrody a vyhodnocovat priubézné zmény napéti na
téchto elektrodach. Prvni publikace, ktera se zabyva moznosti tomografické detekce po-
ruchy na karbonovém kompozitnim materialu, byla publikovana Baltopoulosem (2010)
[4].

V této diplomové préaci pouzijeme tomografii k vyhodnoceni bodové nehomogenity
na vzorku karbonového kompozitu, ktery je umistén na povrchu letadla. V tomogra-
fii vyhodnocujeme pouze realnou slozku impedance a vyhodnoceni probiha oproti stavu
naméreném pii homogennim stavu télesa. Tento typ impedancni tomografie se nazyva
relativni odporova tomografie.

Testovany kompozitni materidl vznikl vrstvenim tkaniny utkané z uhlikovych vldken a
pryskyTice. Protoze material neni homogenni, vodivost je anizotropni. Vodivost materidlu
ve sméru po vldknech se pohybuje v tadech tisicu az deseti tisicu siemensu na metr
a vodivost materidlu v pricném smeéru je o dva tady nizsi. Materidl ma zanedbatelny
kapacitni charakter [5]. V této diplomové praci budeme uvazovat materiél s izotropni
vodivosti. I s timto zjednodusenim 1ze v nasem ptipadé dobie vyhodnotit polohu bodové
nehomogenity.

K vyhodnoceni nasbiranych dat bude pouZit program Matlab s ndstrojem EIDORS!,
ktery je dostupny pod GNU licenci (GNU General Public License). Néstroj EIDORS
(Electrical Impedance Tomography and Diffuse Optical Tomography Reconstruction Soft-
ware) obsahuje soubor algoritmu, které fesi doprednou a inverzni ilohu. Tyto algoritmy se
vyuzivaji v elektrické impedancni tomografii a v diftizni optické tomografie. Ke generovani
sité, kterou se aproximuje elektromagnetické pole, je v programu EIDORS integrovan
nastroj Netgen 2. Pro hleddni hyperparametru pomoci L-Kfivky a zobecnéné kifzové va-
lidace byl pouzit bali¢ek jehoZ popis muZeme najit v publikaci Hansen (2007) [6] 3. Pro
prokladani grafu polynomem byl pouZit nédstroj Symbolic Polynomial Manipulation.

Toto prace je rozdélena nasledujicim zpusobem. V druhé kapitole je popsén zpusob
meéreni redlného télesa. V kapitole tii az Sest je proveden teoreticky rozbor tulohy. Teo-
reticky rozbor tlohy je rozdélen na doprednou tlohu, ktera se zabyva vypoctem napéti
na méficich elektrodach a inverzni ulohu, kterda se naopak zabyva vypoctem rozlozeni
admitivity v télese z naméteného napéti na elektrodach. Inverzni tloha muze byt feSena
linearni i nelinearni formou. Inverzni uloha je spatné podminéna, a proto se zavadi regula-
rizace tlohy, kterd zajistuje existenci a opakovatelnost fesen{ tilohy. Regularizace ovliviiuje

vysledny vodivostni obraz. Mira toho, jak dalece regularizace ovliviuje vysledek inverzni

'http://EIDORS3d.sourceforge.net/

’https://sourceforge.net/projects/netgen-mesher/files/netgen-mesher/

Shttp://www.imm.dtu.dk/~pcha/Regutools/

“https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/9577-symbolic-polynomial-
manipulation


http://EIDORS3d.sourceforge.net/
https://sourceforge.net/projects/netgen-mesher/files/netgen-mesher/
http://www.imm.dtu.dk/~pcha/Regutools/
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/ 9577-symbolic-polynomial-manipulation 
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/ 9577-symbolic-polynomial-manipulation 
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ulohy, je dan hyperparametrem. V této kapitole je také popsana implementace volby hy-
perparametru prostiednictvim metody nejlepsiho zaostieni. Sedméa kapitola se zabyva
rekonstrukei bodové nehomogenity inverzni ulohou bez regularizace i s regularizaci. V
zavéru této kapitoly je porovnavéana detekce polohy bodové nehomogenity pro ruzné typy
linearnich regularizaci s ruznymi metodami stanoveni hyperparametru na simulovanych
i namétfenych datech. Za ucelem zlepseni detekce polohy bodové nehomogenity byl vy-
tvofen novy algoritmus. Tento algoritmus je zalozen na prokladani vodivostniho obrazu
polynomem. Misto bodové nehomogenity je uréeno jako maximum polynomu. Algoritmus
tak vylepsuje puvodni néstroj implementovany v nastroji EIDORS, ktery je zalozen na

uréeni tézisté télesa.



Kapitola 2

Sbér dat

Meéteni probihd na kompozitnim vzorku, na ktery byly z boku nainstalovany elektrody. Z
povrchu materialu musela byt pfed nainstalovanim elektrod chemicky odstranéna pryskyti-
ce a ochranny povlak uhlikovych vldken(sizing) tak, aby se elektrody piimo dotykaly
uhlikové tkaniny a tim se minimalizoval pfechodovy odpor mezi elektrodou a materialem.
Elektrody jsou nainstalovany postupnym vrstvenim stiibrného laku. Srovnani prechodo-
vého odporu elektrod, které jsou nalepeny na chemicky ocistény povrch a na povrch
bez chemického ocisténi je uvedena v praci Cagéna (2016). [7]. Elektrody jsou umistény
tak, aby byly rovnomérné rozmistény kolem oblasti, ve které vyhodnocujeme nehomo-
genitu. Méfeni napéti na elektrodéach probihd pti proudovém buzeni. Pro proudové bu-
zeni se pouzivaji dvé elektrody, na kterych se neméri napéti a tim se minimalizuje vliv
prechodového odporu na rekonstruovany obraz. Podrobny popis méfici soustavy muzeme
najit v praci Cagan (2016) [7]. Pro pfepinani mezi méfenimi a stimulacemi na jednotlivych
elektrodach je pouzit multiplexor popsany v praci Cagané (2017) [§]

Protoze potfebujeme z méreného napéti odfiltrovat rusivy signal, pouzivame jako prou-
dové buzeni harmonicky signél o frekvenci 1 kHz. K vyfiltrovani uzitecné slozky signélu se
pouziva Lock-in zesilovac. Lock-in zesilova¢ umoznuje mérit velmi slabé hodnoty napéti
sttidavého signdlu, a to i v pfipadé velmi silné zasuméného signalu. Efektivni hodnota
proudového buzeni elektrod je 4 mA.

Pii budicim harmonickém signalu je nutné vyloucit vyskyt skin efektu. Skin efekt
je jev, ktery nastava u stiidavého proudu, kdy elektromagnetické pole je vytlacovano
na povrch materidlu. Tento jev je nezadouci, protoze zabranuje odhaleni poruchy uvnitt
materidlu. Dle prace Todoroki(2012)[9] lze tento jev, pii ndmi pouzité frekvenci a tloustce
materialu 4 mm, zanedbat.

Meérici vzor nazyvame pravidlo, podle kterého vybirame elektrody, na kterych mérime
napéti. Budici vzor nazyvame pravidlo, podle kterého vybirame budici elektrody. V nasem

pripadé jsou vybirany protilehlé elektrody jako budici. Napéti je méfeno vzdy na dvou
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sousednich elektrodach. Nas vzorek obsahuje celkem 24 elektrod. Provedeme celkové 12
ruznych proudovych stimulaci. Pii kazdé proudové stimulaci odebereme celkem vzorku 20
napéti. Tedy mame cyklus s celkové 240 namérenymi napétimi. Abychom zvysili presnost

a ur¢ili rozptyl méreni, je mozné provést nékolik meéricich cyklu a namérené hodnoty

zprumeérovat.

Obrazek 2.1: Métici soustava

Na obrazku 2.2 je zobrazen blokovy diagram méftici soustavy. Je zde znazornén piistroj-
ovy zesilova¢ (INAMP), s proudovym zdrojem (VCCS), ktery je implementovany jako
napétové proudovym konvertorem, u kterého je napéti fizeno generdatorem BK PRECE-

SIONS 4053B. Sbér dat probiha prostfednictvim PCI karty NI DAQ 4452 [7]. Aby bylo

mozné provadét automaticky prepinat proudové a budici vzory je zde multiplexor [§].
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Obrazek 2.2: Blokovy diagram métici soustavy [10]



Kapitola 3
Dopredna dloha

Cilem tomografie je sestavit a vyresit rovnice inverzni ulohy, kterd urc¢uje z namétenych
napéti na elektroddch, umisténych na okraji sledované domény, prostorové rozlozeni vo-
divosti materidlu. Inverzni tloha je $patné podminénd. Spatnd podminénost je zapiicena
tim, ze rozdilné vodivosti v télese se projevuji malymi zménami napéti na elektrodach.
Také je zpusobena zna¢nym nepomérem znamych a neznamych proménnych. Vysledna
vodivost je proto snadno zkreslena sumem. Dusledkem $patné podminénosti je nestabilni
feseni rovnice, z jehoz pticiny se mala odchylka pfi méreni na elektrodach projevi velkou
odchylkou na vyslednych rekonstruovanych vodivostech. Prvni feseni obracené tlohy pro
elektrickou tomografii bylo publikovéno Calderonem [11]. Abychom mohli fesit Spatné
podminénou ulohu zavadime regularizaci.

Pro vypocet inverzni tilohy je potieba vypocitat ilohu doprednou. Dopredna tloha je
okrajové tloha. Matematicky model okrajové tlohy je odvozen z Maxwellovych rovnic.
Okrajové podminky popisuji napéti a proud na hranici zkoumaného télesa. Aby bylo
mozné tuto spojitou tlohu resit, musime provést diskretizaci elektromagnetického pole. K
diskretizaci bylo vytvoreno nékolik nastroju: metoda hrani¢nich prvki, metoda konecnych
diferencich a metoda koneénych prvku. Tato prace pro modelovani elektromagnetického
pole pouzivd metodu kone¢nych prvku [12]. Teoretickd ¢ast této kapitoly vychdzi z prace
Holdera 2004 [13].

3.1 Matematicky model

Matematicky model elektromagnetického pole v materidlu na oblasti €2, popiseme dife-
rencialni rovnici, kterd vychazi z Maxwellovych rovnic. A to z Faradayova zakona elek-

tromagnetické indukce 3.3 a z Ampérova zakona celkového proudu 3.4. Pro odvozeni
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diferencialni rovnice budeme predpoklddat, ze material je izotropni, disperzni a linearni.

V-D=p (3.1)
V-B =0 (3.2)
0B
oD

V tomografii vyuzivame k buzeni harmonicky signal, proto vyjadiime Maxwellovy rovnice
v harmonickém tvaru 3.5, 3.6. Naddle budeme pracovat s komplexni reprezentaci poli.
Doposud tedy byly veli¢iny funkci mista a casu. nyni jiz budeme pracovat s fazory, které

znacime striskou

rot £ = —iwpH (3.5)
rot H = iwD + J. (3.6)

Na nasledujicich tadcich budeme pracovat pouze jiz s fazory a oznaceni stiiskou vy-
nechame. Predpokladame, ze uvniti prostoru neni piitomen zdroj energie, tedy celkovy
proud se rovna proudu vodivostnimu J = J.. Dosadime do rovnice 3.6 Ohmuv zdkon

J.=0F aza D dosadime D = ¢E. Rovnici 3.6 pak prepiSeme jako
rot H = (iwe + o) E. (3.7)

Déle predpokladame kvazi-statickou aproximaci. Tedy pii nizkych frekvenci muzeme za-
nedbat intenzitu magnetického pole rot £ = 0 a tedy £ = — V ¢. Po aplikaci divergence
na rovnici 3.7 a dosazenim E = — V ¢ dostavame matematicky popis spojitého rozlozeni

potencialu v materialu
0=V-(lwe+0)Vop=V-7Vo, (3.8)

kde funkce v je admitivita. Admitivitu povazujeme za ¢asové invariantni funkci zavislou
na poloze. V nasem piipadé material nema kapacitni charakter, proto se budeme zabyvat

pouze realnou slozkou admitivity tedy vodivosti.

3.2 Okrajové podminky

Nyni kdyz médme matematicky popis rozlozeni potencidlu v materialu, potiebujeme sesta-

vit rovnice okrajovych podminek na télese ). Okrajové rovnice se sklddaji z vyjadieni
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podminek prvniho a druhého typu. Okrajovd podminka prvniho typu se nazyva Di-
richletova okrajova podminka, podminka druhého typu se nazyva Neumannova okrajova
podminka.

Dirichletova okrajova podminka specifikuje napéti na hranici télesa 2. Protoze exis-
tuje prechodovy odpor Z; mezi elektrodou a materidlem, nemuzeme napéti na elektrodeé
pokladat Uy za stejné jako napéti na materidlu, na kterém je tato elektroda umisténa
¢ # Uy. Proto musime pouzit rovnici kompletniho elektrodového modelu 3.9, ktery pocita

s prechodovym odporem.

99

¢+ ZW% =T, (3.9)

Neumanova okrajova podminka definuje proud, ktery vstupuje do oblasti 2. Je vyjadiena

pro elektrody rovnici 3.10 a mimo elektrody rovnici 3.11.

/ ’y?dS =1, pro k=1,2,..N (3.10)
E, ONn
W% =0 pro 00\ Uy, Ey, (3.11)

kde I, je budici proud, kterymi jsou stimulovany budici elektrody. Budici elektrody jsou
vybrany podle tidiciho vzoru. Do okrajovych podminek také zahrnujeme rovnice 3.12 a

3.13, které vyjadiuji to, ze uvniti oblasti €2 neni piitomen zdroj napéti ani proudu
N
Z I,=0 (3.12)

> U =0. (3.13)

Soustavu rovnic 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12, 3.13 nazyvame klasickou formulaci okrajové

tlohy.

3.3 Metoda konecénych prvku

Jednou z metod, jak modelovat elektromagnetické pole, je metoda konecnych prvku.
Tato metoda rozklada elektromagnetické pole na prvky, v jejichz uzlovych bodech jsou
urcovany potencidly. Uzly nemusi byt v télese rovnomeérneé rozlozeny. V mistech, ve kterych
ocekavame prudké zmény potencidlu, volime hustsi rozlozeni uzlu. Naopak v mistech, ve
kterych se potencidl neméni, muzeme volit Fidsi rozlozZeni.

Metoda koneénych prvka aproximuje rozlozeni potencidlu v materidlu funkcemi tva-

rovymi, které jsou linearni nebo parabolické. Vyssi fady tvarovych funkei se nepouzivaji,
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nebot fesen{ m4 tendenci oscilovat [12].
Tvarové funkce tvoii funkce aproximacni. Aproximacni funkce je definovana na kazdém
uzlu sité. Aproximaéni funkce w; na uzlu 7 je souc¢tem tvarovych funkci vsech elementu,

které obsahuji uzel i
w; = wa, (3.14)
J

kde w! je tvarovd funkce j obsahujici uzel i. Kazdéd tvarové funkce se na jednom uzlu
rovna jedné a na ostatnich uzlech se rovna nule. Soucet aproximacnich funkci na uzlech

aproximuje potencidl ¢

N
i=1

kde w; je aproximacni funkce a u; je potencial na uzlu . Tuto aproximacni funkci dosadime

do rovnice rozlozeni elektromagnetického pole v materialu 3.8.

0=V-(iwe+0)Vopr~V-4V Z UW; . (3.16)

i€uzly

3.4 Reseni okrajové tdlohy

Protoze v nasem pripadé nelze urcit vysledek klasicky formulované okrajové tlohy, pre-
vedeme zadani na jeji slabou formulaci. Hlavni vyhodou feseni slabé definované tlohy je
snizeni pozadavku na diferenciaci feseni. V této kapitole ukazeme prevod mezi klasickou
a slabou formulaci okrajové lohy.

Méjme hrani¢ni ilohy s okrajovymi podminkami prvniho a druhého typu a rovnici,

ktera popisuje pole uvnitt télesa €2, které definujeme
L(u) =0, (3.17)

ve které je L diferencialni operator nad funkef u. Rikdme, ze feSeni rovnice 3.17 je klasické
feSeni okrajové tulohy, pokud spliiuje rovnici 3.17 na celém definiénim oboru a zaroven
spliiuje okrajové podminky. Klasické feseni musi byt v nasem piipadé alespon dvakrat
diferencovatelné. Protoze aproximace feSeni rovnice 3.16 nema spojitou prvni diferenci
v uzlovych bodech, musime podminky feseni tlohy oslabit. Pfevedeme rovnici 3.17 na

slabou formulaci okrajové tlohy

/ wL(@)dV = 0, (3.18)
Q
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kde funkci v nazyvéme testovaci nebo véhové funkce. Reseni rovnice 3.18 {kdme slabé
feSeni okrajové ulohy. Slabé feseni aproximuje klasické feseni okrajové tlohy funkci u a
také snizuje pozadavky na jeho diferenciaci.

Slabou formulaci ulohy muzeme fesit nékolika zpusoby podle typu zvolené vahové
funkce. Jednd se o metodu nejmensich ¢tvercu, metodu vazenych rezidui a Galerkinovou

metodu. Zvolend vahovd funkce minimalizuje zbytek (rez) v rovnici

/ L(w)dV # 0 = rez. (3.19)
Q

V nasem piipadé je metoda koneénych prvku feSena Galerkinovou metodou, u které se

voli testovaci funkei v stejnd jako funkce aproximujici feseni .

3.5 Reseni slabé tlohy

Klasické teseni ulohy 3.16 predpokldda existenci spojitych druhych derivaci potencidlni
funkce ¢. Coz je v nasem ptipadé problém, proto rovnici prevedeme na slabou formulaci

okrajové ulohy
/UV-(’yV¢)dV =0, (3.20)
Q

kde v je testovaci funkce. Protoze aproximujeme funkci ¢ linedrnimi funkcemi, narazime na
problém, ze rovnice 3.20 obsahuje druhou diferenci, kterd je u linearnich funkci rovna vzdy
nule. Proto musime snizit derivaci funkce ¢. Ke snizeni derivace pouzijeme vektorovou

identitu 3.21 a vétu o divergenci 3.22.

V(vryVo)=7Veo-Vuo+ouV:(yV o) (3.21)
/ V. FdV = yﬁ F-nds (3.22)

Po dosazeni vektorové identity 3.21 do slabé formulace okrajové tlohy 3.20 dostavame

rovnici
/ V~(v7V¢)dV—/7V¢-VvdV: 0, (3.23)
Q Q
na kterou aplikujeme vétu o divergenci 3.22

/V-(7V¢v)dV:/ vyV ¢ - ndS. (3.24)
Q o9
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Do upravené rovnice dosadime Dirichletovu okrajovou podminku a rovnici kompletniho

elektrodového modelu 3.9. Tim dostaneme konecny tvar slabé formulované okrajové tlohy

/ YV - VodV = Z / (Ux — ¢)vdS. (3.25)

Resen{ této rovnice okrajové tlohy jiz musi pouze spliiovat integrovatelnost prvnich slabych
derivaci funkce ¢ a funkce admitivity v musi byt omezend [14]. Rovnici 3.25 fesime meto-
dou konecnych prvku a Galerkinovou metodou. Dosadime tedy za ¢ aproximacni funkci
3.15 a stejnou funkci dosadime za testovaci funkci v. Pro lepsi prehlednost budeme znacit

testovaci funkei vinovkou. Po dosazeni dostdvame

N N N
1
Q i=1 k=1" B 7k i=1

(3.26)

Rovnici upravime tak, abychom mohli vytknout potencial na uzlech u; a potencidl na
elektrodach U,

N
u; Vw; - Vw;dV + / —w;w;dS / —U,w;dS =0
Z.Zl (/ ! ! Z ’ ) Z 5o (3.27)

pro j=1,2...N.

Pro uplné zadani okrajové ilohy musime jesté upravit Neumanovu okrajovou podminku
3.9. Nejdiive do rovnice Neumanovi okrajové podminky dosadime aproximaci potencidlu

3.15 a dostaneme

09, / / 1 al
I, = U, — ¢)dS = — | U, — w;w; |dS pro k=1,2.N.
g /EkVan Ej, Zk( g gb) Ej, Zy, ( * ; P

(3.28)

Neumanovu rovnici dale upravime tak, abychom vytkli potencidl na uzle u; a potenciél
na elektrodach U,

I, = / —deS Z (/ —w; dS) u; pro k=12..N. (3.29)

Upravené rovnice pro fyzikalni model elektromagnetického pole a Neumanovu okrajo-

vou podminku zapiSeme maticove

Yp=c, (3.30)
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kde matici Y nazyvame systémovou nebo admitanéni matici [15]

A Ay A
v — MJ; z Av (3.31)
Prvky submatic systémové matice definujeme jako
Apgy, = / vV w; Vaw;dV (3.32)
Q
1
Ay :—/ —w;w;dS 3.33
Zji o Zk J ( )
1
Ay, = / —w;dS (3.34)
Be Zk
1
Ap, = diag( / L as). (3.35)
B, Lk
vektor neznamych p
u
= , 3.36
P=1, (3.36)

ve kterém je vektor napéti na uzlech u a vektoru napéti na elektrodach U. Vektor pravé

strany c

c= [O] : (3.37)

ve kterém I je proudova injektaz. Rovnici 3.29 a 3.28 lze spojit do jedné rovnice

N N N N
- 1 ~
LW, — ) vy (T — (s — b
kEZI KW ;:1 uz/Q’wal V w;dV + E E /Ek Zk<Uk uw;)(W; — w;)dS

k=1 i=1
pro j=1,2..N.
(3.38)

Aby existovalo jednoznacné feseni rovnice 3.30 musime vybrat uzel, ktery budeme
povazovat za zem nebo mit nulovy potencial [16].

Pro feseni soustavy rovnic 3.30 muzeme vyuzit vlastnosti systémové matice Y. Tato
matice je fidka a symetricka. V pripadé, ze matice Y je redlna, coz se tyka naseho pripadu,
protoze zanedbavame kapacitni vlastnosti materialu, je matice také pozitivné definitivni.
Dopiednou tlohu fesime piimou nebo itera¢ni metodou [15]. Piiméd vyuzivd maticového

rozkladu. V pripadé, kdyz je systémova matice realnd, muzeme provést Cholevskyho roz-
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klad, pro komplexni matici provedeme LU rozklad. Jako iteracni metody se pouziva me-
toda konjugovanych gradientu pro piipad redlné matice, v ptipadé komplexni matice se

pouziva metoda bi-sdruzenych gradientu.

3.6 Jakobian

K vypoctu inverzni tlohy musime sestavit citlivostni matici neboli Jakobian. Citlivostni
matice dava do vztahu zménu vodivosti na zméné napéti na elektrodach.

Citlivostni matice je definovana vztahem

oV (I /oy -+ OV(If) /o
J = : > : : (3.39)

OV(I?;)/a’n 5V(I}1.<)/5%‘

kde vyraz 0V (I¢) udavd zménu okrajového napéti na elektrodach pii fidicim proudovém
vzoru I a 67, je zména admitivity na uzlu. Citlivostn{ matici lze vypoéitat piimym
vypoctem nebo pomoci adjoint metody.

Piimy zpusob vypoctu citlivostni matice vychazi z jeji definice. U metody piimého
vypoctu citlivostni matice sestavujeme doptednou ulohu pro perturbaci admitivity na
kazdém uzlu sité a pro vsechny fidici proudové vzory. Tento zpusob je vypocetné velmi
narocny, protoze sif obsahuje tradiéné tisice az deseti tisice uzli. Proto se pouzivd pro
vypocet citlivostni matice adjoint metoda.

Adjoint metoda je odvozena v literature nékolika zpusoby [17], [18]. Hlavni vyhodou
adjoint metody je zmensSeni vypocetni narocnosti citlivostni matice. Nemusi se pocitat
doprednd ulohy pro kazdou perturbaci na kazdém uzlu sité. Staci, kdyz se vypocita pro
kazdy proudovy vzor gradient napéti pii fidicim proudovém vzoru I? a gradient napéti

pri méficim vzoru I™

ovem J .
o —/QVU(I YV u(I™). (3.40)

Vypocet zmény na ¢ prvku sité pfi jednotkovém budicim proudu vypocitame jako

d,m
i _ / V(1) V u(I™). (3.41)
;i Q




Kapitola 4
Inverzni uloha

Nyni jiz mame pripraveny nastroje pro vypocet inverzni ulohy. Zpusoby reSeni inverzni
ulohy rozdélime na statistické a deterministické metody. Statistické metody Tesi inverzni
ulohu algoritmy zalozené na metodé MCMC (Monte Carlo Monte Chain) [18]. Deter-
ministické metody fesi inverzni lohu linearnimi a nelinearnimi algoritmy. Odvozeni de-
terministického teSeni vychazi ze statistického a deterministického rozboru lohy. Pro
popis linearni metody zavedu pseudoinverzi a popisi algoritmus singularniho rozkladu a
zobecnéného singularniho rozkladu. Singularni rozklad pouziji také pro detailni rozbor
Spatné podminénosti inverzni tulohy. U nelinedrni inverze popisi nejrozsitenéjsi Gauss-
Newtonuv optimaliza¢ni algoritmus. Teoreticky rozbor inverzni ulohy vychazi z prace
Kaipia 1999 [18].

Aby se dala spatné podminéna iloha fesit, musime zavést regularizaci. Regularizace
zajistuje, Ze tiloha je dobie podminéna za cenu zhorSené presnosti vysledku dané tlohy.
Musime tedy urc¢it optimalni zpusob zasahu regularizace do inverzni ulohy. Zasah regu-
larizace ovliviiuje hyperparametr. Optimalizace hyperparametru minimalizuje zhorseni

vysledku, ktery je dano zasahem regularizace.

4.1 Pouzité statistické metody

Ke statistické inverzi pouzivame Bayesovskou statistiku. Bayesovska statistika zptesnuje
odhad pocatecni pravdépodobnosti, ktera je dana znalosti modelu, dalsimi pozorovanimi.

Zakladem bayesovské statistiky je Bayesuv vzorec

m(z,y) = n(zly)m(y) = 7 (y|z)7(x) (4.1)

~w(zy)  w(z,y)
W) = S T Tt ndy (42)

15
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ve kterém je x vektor nepiimo pozorovatelnych parametru systému, y je vektor piimo po-
zorovatelnych stavu systému. Vyraz 7(z) nazyvame apriorni hustota pravdépodobnosti
neboli prior. Prior udava pocatecni odhad o pravdépodobnostnim rozdéleni nepiimo po-
zorovanych stavu systému. Tento pravdépodobnostni odhad neni zavisly na vstupnich da-
tech. Vyraz 7(y|z) nazyvame vérohodnostni funkei (likelihood function). Vérohodnostni
funkce je sdruzend hustota pravdépodobnosti vsech prvku vybéru.Vyraz 7(x|y) se nazyva
aposteriorni pravdépodobnost. Pro konkrétni pozorovani Y = y vyjadiime aposteriorni

pravdépodobnost vztahem
m(xly) o< m(yle)m(z). (4.3)
V inverzni uloze maximalizujeme aposteriorni rozdéleni funkce
argmaz, m(z,y) = argmazx, ©(x|y) = arg maz, (y|xz)p(zx). (4.4)

Jestlize nezname apriorni informaci o rozdéleni ndhodné veli¢iny, maximalizujeme véro-

hodnostni funkci

argmax, 7(y|x). (4.5)

4.2 Statisticka inverze

Uvazujme pravdépodobnostni prostor (X, F), P), kde ¥ je neprazdnd mnozina vsech ele-
mentarnich jevu, F' je mnozina ndhodnych jevu, kterd obsahuje podmnozinu méritelnych
elementarnich jevu a zobrazeni P pritazuje kazdému nahodnému jevu realné ¢islo z inter-
valu [0, 1].

Déle méjme zobrazeni nepifmo méfitelnych stavti (M, N) : ¥ — C*, kde M je admiti-
vita a IV je Sum a zobrazeni piimo méfitelnych stavi napéti na elektrodach V : ¥ — R™.

Funkce F' definuje vztah mezi pfimo a nepiimo pozorovatelnymi stavy modelu
V =F(M,N). (4.6)

Aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti inverzni tilohy m(v|m,n) pro danou vodi-
vost m € M a sum n € N je rovno §(v — F(m,n)), kde ¢ je Diracova funkce. Méjme

pravdépodobnostni rozdéleni 7(v, m,n), pak podle Bayesovy véty plati
m(v,m,n) = w(v|m,n)my(m,n) = é(v — F(m,n))my(m,n). (4.7)

Pravdépodobnostni rozdéleni m,.(m,n) je apriorni pravdépodobnost. Pro zjednoduseni
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ulohy budeme povazovat Sum nezavisly na stavech modelu a tedy
e (1,10) = T (1) T (). (4.8)
Déle budeme uvazovat sum aditivniho charakteru, tedy rovnici 4.6 prepiSeme
V=F(M,N)=h(M)+ N. (4.9)

Pottebujme se zbavit zavislosti funkce hustoty pravdépodobnosti 7(m,v,n) na Sumu.
Musime proto integrovat hustotu pravdépodobnosti pres Sum, pii integraci vyuzijeme

vlastnosti sumu 4.8, 4.9

V) = /5(1} — F(m,n))mp(m,n)dn =

w(m
(4.10)
/5(1} — h(m) — )T (M) Tnoise(V — h(m))dn = 7y, (M) Tppise (v — h(m)).
7, bayesovského vzorce dostavame pro hustotu pravdépodobnosti
(M, v) = Tpr (M) Tpoise (v — h(m)) = w(m)m(v|m) (4.11)
Hodnoty podminéného ocekavani vyjadiime vzorcem
my, = /mw(m|v)d:p. (4.12)

Vypocet této hodnoty je na rozdil od maximalizace aposteriorni pravdépodobnosti in-
tegralni problém [18]. Chceme-li ziskat predstavu o spolehlivosti odhadu, potfebujeme

ziskat interval spolehlivosti. Marginalni hustotu pravdépodobnosti pocitame jako
w(m;|v) = /mﬂ(m]v)dml, coedm_q, dmiyq, - - dmy,. (4.13)

Z marginalni hustoty pravdépodobnosti uré¢ime interval spolehlivosti pro dany parametr.

Podle vzorce

mi+dm;

P = / w(milv)dims, (4.14)
m; —om;

kde m; je stfedni hodnota odhadu proménné m; a dm; je rozsah, pro ktery plati, ze

hodnota m; lezi v intervalu ¢ s pravdépodobnosti P.. Pro vypocet hodnoty podminéného

ocekavani je zapotiebi spocitat integrdl z aposteriorni pravdépodobnosti. Tento integrél

se poc¢ita numerickou metodou, ktera je zalozena na metodé Monte Carlo.
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4.2.1 Numericka integrace

Integral podminéného ocekavani a interval spolehlivosti je vypocitdn metodou MCMC
Monte Carlo Markov Chain, ktera slouzi k aproximaci vypoctu integralu.
Metoda Monte Carlo integrace spoc¢iva v priblizném vypoctu integralu funkce. V nasem

pripadé potiebujeme urcit integral funkce

F(z) = / g(2)p(x), (4.15)

kde p(x) je hustota pravdépodobnostniho rozdéleni méreni a g(z) je méfici funkce. Nu-

merickou integraci aproximujeme integral funkce sumou

Fa) = [ gahple) ~ 1 > o(X0), (1.16)

kde {X;--- X;--- X, } jsou vzorky hodnot, které odpovidaji pravdépodobnostnimu roz-
déleni p. Pro generaci ndhodného vzorku X; se pouziva Gibbstuv nebo Metropolisuv Has-
tingsuv algoritmus.

4.3 Inverze jako statisticky problém

V dalsich fadcich textu budeme predpokladat, ze rozdéleni Sumu 7,0, 0dpovida Gaussovu
rozdéleni s kovarianéni matici C), a stfedni nulovou hodnotou. Vyjadiime vérohodnostni

funkci podle vzorce 4.11 jako
1
(d|m) = Toise(v — h(m)) o< exp {—5(61 — h(m))"C; N (d ~ h(m))} (4.17)
a podle vzorce 4.11 vyjadiime hustotu apriorniho rozdéleni nahodné veliciny m jako

Tpr(m) o< exp {(=FW (m))}, (4.18)

kde plati, ze W (m) > 0 a § > 0. Parametr § definuje, jak dalece duvéirujeme apriorni in-
formaci. Jestlize predpokladame, ze apriorni informace ma normélni rozdéleni, vyjadrime

hustotu apriorniho rozdéleni ndhodné veliciny m jako

o) o cap { = 0m — VTG )} (119)
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kde C,, je kovarian¢ni matice vodivosti se sttedem v m*. Aposteriorni pravdépodobnost

rozdélent vyjadifme jako
wmld) o cap{ (= 5(d = hm) € ) = W) ) b 420

respektive jako
wmld) ox cap { (= (0 = ) = b)) = 5m = VT ) ) b (20

pro normalni rozdéleni apriorni informace.
Vypocet inverzni tilohy bez regularizace spo¢iva v maximalizaci vérohodnostni funkce

4.19 coz odpovida feSeni vyrazu vyrazu
1
m = arg min,, §(d — h(m))TC; (d — h(m)). (4.22)

Jestlize zname apriorni hustotu pravdépodobnosti, pak ve vypoctu inverzni ilohy maxi-

malizujeme aposteriorni pravdépodobnost 4.20 fesime rovnici

m = argmin, (%(d —h(m))TC (d — h(m)) + aW(m)) : (4.23)

(4.24)
V pripadé normalniho rozdéleni vodivosti 4.21 minimalizujeme vyraz
m = argming, ((d—h(m))"C; (d— h(m))+ (m —m*)"C,. (m —m*)). (4.25)

Maximalizace aposteriorni pravdépodobnosti odpovida feseni inverzni tilohy s regularizaci.

4.4 Inverze jako deterministicky problém

Meéjme funkei h(m), kterd prevadi admitivitu na odpor na elektroddch
v = h(m). (4.26)
Funkci h linearizujeme, a tedy dostaneme, ze

v=Hm. (4.27)
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Nasim cilem je najit takové m, které minimalizuje Euklidovu normu v rovnici
m = arg ming|lv — Hm||s. (4.28)

V nasem piipadé je tato tloha Spatné podminénd a odpovida feSeni inverzni ulohy bez
regularizace. Proto feSenim této optimaliza¢ni tlohy nedosahneme dobrého vysledku.
Musime pfidat podminku pro parametr m, kterd bude zahrnuta ve funkci W (m) a hledat

reSeni rovnice

m = argming, (||[v — Hml|s + aW(m)), (4.29)

ve které je funkce W(m) > 0 a hyperparametr o > 0. Zvlastnim tvarem funkce W (m) je

piipad, ve kterém funkce W (m) odpovidd Euklidové normé
W(m) = [|L(m —m")][2, (4.30)

kde L je matice, pro kterou plati, ze LTL je pozitivné semidefinitni matice. Linedrn{

inverze s regularizaci hledd feseni rovnice

m = argming, (||v — Hm||z + a||L(m — m")]|2) . (4.31)

4.5 Linearni inverze

Linearni inverze s regularizaci lze interpretovat jako statisticky problém minimalizujici
aposteriorni pravdépodobnost, ve které ma vodivost normalni rozdéleni 4.25, nebo jako
deterministickou inverzi, kde funkce W (m) odpovida Euklidové normeé 4.31.

Vysledné rovnice deterministické 4.31 i statistickd 4.25 interpretace jsou navzdjem
prevoditelné. Pro zjednoduseni budeme predpokladat stejny nezavisly sum na vsech elek-
trodach. Ve statistické interpretaci se vyskytuje kovarianc¢ni matice C,, a C,. Protoze
predpokladame stejny nezavisly sum na vSech elektrodach, kovarianéni matice C, lze
vyjadrit jako C)1 = S%I .V deterministické inverzi se vyskytuji parametry a a matice

v

prioru L. Parametry rovnic z linedrniho a statistického rozboru tlohy pfevedeme jako [19]

o= v (4.32)

Sm

1
—L'L=C" (4.33)

2
Sm

kde s,, je zména velikosti amplitudy vodivosti a s, je prumérnd velikost Sumu mérfeni na
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elektrodach.

Linearni inverzni ulohy fesime pseudoinverzi. Pseudoinverzni matici, kterou je potieba
urcit, 1ze vypocitat prostiednictvim singuldrniho rozkladu. Singuldarnim rozkladem lze také
urcit, zda je uloha dobfe podminénd. Jinym zpusobem, jak tesit linearni inverzni ulohu s

regularizaci, je zobecnénym singularniho rozkladu.

4.5.1 Pseudoinverze

Pseudoinverze rozsifuje pojem inverze na obdélnikové a singuldrni matice. Matici AT

nazyvame pseudoinverzni matici k matici A, jestlize spliuje nasledujici podminky

AATA= A (4.34)
ATAAT = A (4.35)
(AATY* = AAT (4.36)
(ATA) = X A. (4.37)

Jestlize pro matici A € R™*™ plati, ze m < n a matice ma plnou radkovou hodnost,

pak existuje pseudoinverzni matice A' k matici A, kterou lze vypocitat jako
Al = (AT A1 AT, (4.38)
Tedy rovnici
c= Az, (4.39)

kde A splinuje predchazejici podminky, fesime pseudoinverzi néasledujicim zpusobem

c=Ax (4.40)
ATe= AT Az (4.41)
= (ATA) A e (4.42)

Pseudoinverzi se také nazyva Moore-Penrose inverze. Reseni rovnice x prostiednictvim
pseudoinverze je minimalni vzhledem k Euklidové normé.
Vypocet m regularizované ulohy 4.31, ve které predpokladame m* = 0, provedeme

pseudoinverzi rovnice

(4.43)

|
Il
]

3
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kde

H= [H] (4.44)

-] o

7, této rovnice pseudoinverzi vyjadiime m a dostaneme vzorec, podle kterého pocitame

feseni linearni regularizované tlohy

m=(H"H)'H"v = H'v (4.46)
m=(H"H+o*L"L)*H"v. (4.47)

4.5.2 Singularni rozklad

Méjme obdélnikovou matici A € R™*". Matici lze prostiednictvim singuldrniho rozkladu

(SVD - Singular Value Decomposition) vyjadrit jako
q
A=USVT =) wopl, (4.48)
i=1

kde matice U a V' jsou unitarni matice. Unitarni matice je ortonorméalni matice, pro kterou
plati, ze k ni Hermitovsky sdruzena matice je matici inverzni. Matice ¥ je diagonalni
matice s nezdpornymi ¢isly na diagondle. Tato cisla se nazyvaji singularni ¢isla. Singularni

¢isla jsou na diagonale uspotradana tak, ze

g1 > 09> 04 > 0. (4.49)

Pseudoinverzni matici je mozné pocitat prostiednictvim singularniho rozkladu. Pii sin-
gularnim rozkladu matice vznika chyba zaokrouhlenim. Tuto chybu je potieba eliminovat,
protoze pfi inverzni tloze se tato chyba vyrazné promitne do vysledku obrazu vodivosti.
Abychom omezili vliv chyby zaokrouhlenim zavedeme pojem maticové hodnosti.

Méjme matici A € R™ ", kterd ma hodnost r. Vlivem zaokrouhlovani pfi vypoctu
singularniho rozkladu matice, vzroste hodnota maticového rozkladu na hodnost n > r.

Abychom omezili chybu v inverzni tloze, hleddme matici A, ktera bude mit po singuldrnim
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rozkladu hodnost r, a ktera se bude co nejvice blizit puvodni matici
min||A — All,. (4.50)
Definujeme numerickou hodnost matice A, pti toleranci n > 0
Ty = 19(A,n) = min| g),<yrank(A + E), (4.51)

déle definujme matici A,

A, = Z ouvy, (4.52)
i=1

kde pro parametr r plati, ze r < n a prava strana odpovida singuldarnimu rozkladu matice

A pro r = n. Pro matici A, plati
Mt iyl |4 — Al = minf] A = A1y = 011, (453)
kde matice A, méd numerickou hodnost r, pravé tehdy, kdyz
Op>1N2> 0py1. (4.54)

Numericka hodnost r je nejcastéji definovana jako singuldarni ¢islo, které spliuje rovnici
[20]

o, > €0y, (4.55)
nebo rovnici
o> € ||A]|p. (4.56)

Podminka 4.56 se pouziva v praxi k zjisténi numerické hodnosti matice. Aby byla nume-
rickd hodnost dobte definovana, musi existovat dostatecné velkd mezera mezi singularnimi
¢isly o, a 0,41, V piipadé Spatné podminéné matice nelze numerickou hodnost matice
urcit, protoze neexistuje dobre definovana mezera mezi singuldrnimi cisly. Mezera mezi

singularnimi ¢isly je definovana vzorcem

O

(4.57)

WE = .
Ok+1
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Nyni, kdyz jsme se seznamili se singularnim rozkladem, ptrejdeme k feSeni inverzni
ulohy prostfednictvim singularniho rozkladu a pseudoinverze. Pseudoinverzni matici muzeme

vypocitat prostiednictvim singularniho rozkladu jako

n=rank(A)

T
A= Y T (4.58)

, 0
=1
Kdybychom dokézali zabranit chybam pii vypoctu singularniho rozkladu, a tedy hod-

nost matice a numericka hodnost matice by byly shodné. Mohli bychom vypocitat feseni

inverzni tlohu jako

n=rank(A) T

r=Ab= Y Ty (4.59)

O’.
i=1 ¢

Protoze vsak tato chyba existuje, numerickd hodnost matice se lisi od hodnosti matice.

Musime proto feseni inverzni tlohy upravit na

rp<n=rank(A)

T
g,=Av= Y Ty (4.60)

O’.
i=1 ¢

Resen{ této tlohy se nebude lisit vice nez o 1.

V dalsi ¢asti se budeme zabyvat tim, jak urcime, zda je matice dobfe podminéna.
Jestlize je matice dobie podminénd, pak tloha je stabilni a feseni inverzni tlohy dava
dobré vysledky. Podminénost matice je charakterizovana ¢islem podminénosti . Jestlize
se toto cislo blizi jedné, pak inverzni iloha dava presné vysledky. Naopak, jestlize toto ¢islo

nabyvé vysoké hodnoty, pak je tiloha Spatné podminéna. Cislo podminénosti je definovéno

vztahem
|| A2 o1
= = (4.61)
[AT] orank(a)
01
Ok
(4.63)

Nyni ukédzeme vztah mezi ¢islem podminénosti a stabilitou feseni. Méjme rovnici

Az =10 (4.64)
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U . 7 ~
a proved me permutaci na této soustave

Az + Adx + 6 Az + §Adx = b+ 0b. (4.66)

Za podminky [|[A7Y|| - ||0A]] < 1, je vztah mezi zménou Tesen{ rovnice, relativni zménou

na vstupnich datech a zménou modelu, dan vztahem

||6]| < K(A) (H(st n ||5AH) (4.67)

ol = 1= w( L \ Jll " [l

Jestlize predpokladdme, ze k(A)||0A|| < ||A|| potom rovnici upravime

[|0]] Hovl[  [loA[l
T2 S"“)(Hbu " ||A||>’ (4.68)

z rovnice vidime, ze jestlize k je malé, pak odchylka ve zméné modelu a zméné vstupnich
dat, nemé velky vliv na zménu feSeni rovnice. A naopak jestlize k je velka, pak i mala
zména ve vstupnich datech nebo v urcéeni modelu ma velky vliv na zménu feSeni rovnice.

Singularni rozklad pouzijeme také pro rozbor Tikhonovi regularizace. Pro Tikhonovu
regularizaci plati, ze matice L v rovnici 4.31 je jednotkova matice. Jestlize predpokladéame,
ze vodivost m* = 0, feSeni inverzni ilohy prepiSeme prostiednictvim singularniho rozkladu
[21] jako

- a2  ulb
_ i L ;, 4.69
" ; o? +a? o ! (4.69)
ve kterém clen

2

O'.
- i 4.70
/ o2 + a2 (4.70)

se nazyva filtracni faktor. Obecné muze byt podoba filtra¢niho faktoru f ruzna a souhrnné

nazyvame inverzni tlohu ve tvaru

zr: f ub (4.71)
m = i U; .
- i
metody spektralniho filtrovani [21].

Resit inverzni tlohu 4.31 prostiednictvim singularniho rozkladu, lze i pro jinou nez jed-
notkovou matici L. Jestlize matice L ma plnou hodnost, 1ze provést transformaci souradnic

a Tesit rovnici v novém souradném systému. Puvodni soustavu prevedeme do nového
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soufadného systému H = HL™!, mn = Lm, ¥ = v a rovnici
m = argming, (||[v — Hm||s + o[(m —m*)|]2) (4.72)

reSime stejné jako Tikhonovu regularizace. Vysledek v puvodnich souradnicich dostaneme

zpétnou transformaci m = L~ 1m.

4.6 Zobecnény singularni rozklad

Zobecnény singularni rozklad rozsifuje singuldrni rozklad na maticovou dvojici (A, L),
ve které maticova dvojice méa rozméry A € R™", L € R"P kde m < n < p. Dale

predpokladejme, ze pro jadra matic plati N(A) N N(L) = 0, tedy matice

A

. (4.73)

ma plnou radkovou rovnost. Tento maticovy rozklad nebyl standardizovan, a proto muze
mit ruzné podoby, v této praci zvolim rozklad definovany v programu MATLAB. Maticova

dvojice je rozlozena na maticovy soucin

A=UAXT (4.74)
L=VMX", (4.75)

kde matice U € R™*™ a matice V' € RP*P jsou unitarni matice. Matice X € R™*"
je nesingularni ¢tvercova matice. Matice A € R™*™ je diagondlni matice, ve které jsou
prvky na diagonale posunuty o k, tak ze k = 0 pro m > n, k =n —m pro m < n. Prvky

na diagondle jsou sefazeny tak, ze
0<A <. <A <1 (4.76)
Marice M € RP*" je diagondlni matice, ve které jsou prvky na diagondle setazeny tak, ze
p1 > ... >y, > 0. (4.77)

Diagonalni prvky matic A a M jsou normovany tak, aby platilo

AP+ p?=1proi=1---p. (4.78)
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Pro zobecnény singuldrni rozklad maticové dvojice (A, L) definujeme zobecnénd singularni

¢isla jako
Ai
Yi=— pro i=1---p. (4.79)
Hi

Resen{ inverzni tlohy 4.31 definujeme prost¥ednictvim zobecnéného singuldrniho rozkladu

jako

u; b
m = Z 5 ﬂ“ Ui (4.80)

i= 172_}_062

kde Y = X~ (inverze transpozice) a k = 0 pro m >mn a k =n —m pro m < n.

4.7 Nelinearni inverze

Inverzni 1loha se Tesi také nelinearnimi iterativnimi algoritmy. Nejbéznéjsi algoritmem je
Gauss-Newtonova optimalizacni metoda. Nelinearnimi algoritmy lze minimalizovat i jiny
nez Euklidovsky tvar funkce W (m).

Oznacme ztratovou funkei
¥ =llv = h(m)|l2 + aW(m), (4.81)

Gauss-Newtonova metoda spo¢iva v nalezeni minima v okoli bodu m; na druhém stupni

Taylorova rozvoje funkce v
- 1
(m; + om) = (m; + om) = (my) + ' (m;)om + §¢//(mi)5m2- (4.82)

Toto minimum je vychozi hodnota pro dalsi krok algoritmu, ktery vypocitame jako

mir1 =My, -+ siém, (483)

kde parametr s; urcuje délku itera¢niho kroku.
Abychom nasli minimum funkce 4.82 v okoli bodu m; polozime prvni derivaci podle

dm rovnou nule
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o a ) ! ) 1 " ) 2
0= Do (w(ml) + ' (m;)om + 2¢ (m;)om ) (4.84)
0 =" (m;) + " (m;)dm. (4.85)
Nésledné z rovnice vyjadiime dm
Y'(my)
om = — 4.86
m ¢,/(mi)7 ( )

kde ¢'(m;) je gradient a ¢"(m;) je hessidn funkce v bodé m;. Gradient a hessidn funkce

Y lze vyjadrit jako

W = —262(72”‘) (v — h(m)) + DWW (m) (4.87)
v Oh(m)" Oh(m)  9%h(m) 9
P’ =2 S o + S (v —h(m)) + aD*W(m). (4.88)

V hessianu zanedbdame druhé derivace funkce h(m)

_y dh(m) " dh(m)
T om om

Y + aD*W (m). (4.89)

Jestlize funkci h(m) linearizujeme h(m) ~ Hm, ag%) ~ Jm a funkci W(m) vyjadiime

jako Euklidovu normu W(m) = ||L(m — m*)||2, pak iteracni krok Gauss-Newtenovi opti-

malizacni metody vyjadiime jako
mip1 = m; — si(JL J; + oL"L) " (JF (v — Hm;) — aL” L(m; —m™)). (4.90)

Pfi vypoctu se v nékterych situaci provede pouze jeden iteracni krok Gauss-Newtonova

algoritmu. Tento algoritmus se pak nazyva jako Gauss-Newtonuv jednokrokovy algoritmus
[22].

4.8 Absolutni a rozdilovy obraz

V popisu inverzni tlohy jsme se doposud zabyvali absolutni tomografii, ktera vyhodnocuje
absolutni vodivost materialu. K detekovani poruchy na kompozitnim materialu vyhod-
nocujeme relativni zménu vodivosti oproti neporusenému stavu. Tedy v nasem pripadé

inverzni problém je definovan jako

I = arg ming,||Jom — dd||s, (4.91)
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regularizovand inverzni tloha je definovéna jako
dm = arg ming,||Jom — éd||s + aW (m). (4.92)

Opét se jednd o §patné podminénou dlohu. Resen{ inverzni dlohy odpovidd predchozi teo-
rii, kde vodivost m odpovida relativni zméné vodivosti dm. Matice H odpovida citlivostni
matici J a napéti na elektrodach v odpovida relativni zméné napéti oproti homogennimu
stavu dv. Regularizace predpokladda m* = 0, protoze vychozi vodivost materialu je bez

poruchy. Resen{ linedrn{ inverzni dlohy pak vyjadiime jako

ém = (J'J+aLl"L) ' J7éd. (4.93)



Kapitola 5
Regularizace

Regularizace inverzni ulohy je zpusob, jak tlohu vytesit i pres jeji Spatnou podminénost.
Zéakladnim zpusobem regularizace je spektralni filtrovani, kdy jsou singularni ¢isla vy-
nasobena filtracni funkci. Filtracni funkce je definovana tak, aby snizila vliv malych sin-
gularnich cisel na vysledek inverzni tlohy.

Dalsi moznosti regularizace je zahrnuti apriorni informace o datech. Jako apriorni in-
formace muze slouzit znalost o velikosti a struktufe vodivosti, nebo predpoklad o spojitosti
a hladkosti vodivostni funkce.

Jestlize funkce apriorni informace odpovidd Euklidové normeé, pak lze fesit inverzni
ulohu linearni inverzi. Naopak funkce apriorni informace, ktera neodpovida euklidovskou
normeé, se musi fesit nelinedrni inverzi.

Je mozné kombinovat jednotlivé regularizace dohromady [23], [24].

5.0.1 TSVD

TSVD (Truncated Singular Value Decomposition) patii mezi zdkladni regulariza¢ni me-
tody. TSVD nahrazuje singularni ¢isla, ktera zpusobuji vysokou citlivost inverzni iilohy na

sum, nulami. Vysledek inverzni tlohy rozepiseme prostiednictvim singuldrniho rozkladu
n T
u; d
m = iz—Ui, 5.1
; I (5.1)
kde filtra¢ni faktor f; definujeme jako

fi=1 pro i<k (5.2)
fi=0 pro i>k. (5.3)

Parametr k ve filtracni funkci je kladné celé ¢islo k& < n.

30
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5.0.2 Tikhonova regularizace

Tikhonova regularizace minimalizuje vyslednou odchylku od vychozi vodivosti m*. Regu-

larizacni funkci definujeme jako
W(m) = [[I(m —m”)]|z, (5-4)

kde I je jednotkova matice. Jestlize m* = 0, pak vysledek inverzni ulohy lze rozepsat

prostiednictvim singuldrniho rozkladu jako

n
o? uld
m = E 3
— 07 +Q 0y
i=1 !

Vi (5.5)

s filtracnim faktorem

o2

fi= = (5.6)

o +a?

2
Jestlize singularni ¢islo o; > «, pak pro filtracni faktor plati ﬁ ~ 1, naopak pro

2
singuldrni ¢fsla 0; < « plati # ~ 0.

Zobecnénd Tikhonova regularizace je zaloZzena na minimalizaci Euklidovy normy [25]

W(m) = [|L(m —m)]|z, (5.7)

kde L je matice. Tuto matici budeme oznacovat jako prior. Matice typicky spliuje Mo-
rozovovu doplitkovou podminku [25], tedy existuje > 0 tak, ze pro vsechna m > 0

plati
[[Hml]z + [[Lm]]z = B]|m]]2. (5.8)

Matice L muze aproximovat diferencialni operator prvni a druhé derivace. Prvni derivace
penalizuje spojitost funkce, druhd derivace penalizuje hladkost feseni [26]. Matice L muze
také definovat hornopropustni frekvencéni filtr. Hornopropustni filtr pak penalizuje vysoko-
frekvenéni zmény. Mezi tyto filtry patii Laplaceuv hornopropustni filtr, ktery aproximuje

Laplaceuv operator. Jadro aproximacniho filtru je definovano pro ¢tyti sousedni uzly jako

-1 4 -1, (5.9)
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kde sousedni uzly nabyvaji hodnotu —1 a samotny uzel ma hodnotu 4. Dals{ moznosti je

aproximovat Gaussuv hornopropustni filtr, jehoz jadro je déno jako [27]

2
T — (72 /w2) (22412
flay) = 0(z,y) — —e T, (5.10)
0

5.0.3 NOSER

Tento algoritmus byl publikovan v praci [22]. Nazev regularizace je odvozen ze zkratky
"Newton one-step error regularization”. Regularizace byla pouzita v puvodni publikaci
v Gauss-Newtonové jednokrokovém algoritmu. Tato regularizace se ovSem s uspéchem

pouziva i v linedarni inverzi. Algoritmus definuje matici L jako diagonalni matici

L = +/diag(J"J). (5.11)

Regularizace vychéazi z predpokladu, ze hodnota vyrazu g—n‘;% ma vétsi hodnotu pro

uzly ¢ a j, které jsou blizko u sebe. Naopak pro uzly, které jsou daleko od sebe plati, ze
hodnota vyrazu je nizsi. Jestlize © = j pak hodnota vyrazu je vzdy kladnd, tedy prvky
diagondlni matice diag(J*J) jsou kladnd ¢isla. Matice LT L je tedy u regularizace NOSER

pozitivné definitivni a stabilizuje inverzni tlohu.

5.0.4 TV Regularizace

TV regularizace (Total Variation regularization) minimalizuje rozdily mezi admitivitou na
sousednich uzlech. Na rozdil od zobecnéné Tikhonovy regularizace, u které se minimalizuje
Euklidova norma, TV regularizace minimalizuje normu L!. Vyhodou této normy je, Ze

regularizacni funkce nepenalizuje nespojitosti. Regularicani funkce je vyjadiena vztahem

TV(m) = / V mdS2, (5.12)
Q
ktery déle rozepiSeme
TV(m) = > Llmug) —mig)l, (5.13)
jE€hrany

kde [; je délka hrany j, kterd lezi mezi uzlem h a k. Rovnici regulariza¢ni funkce déle

prepiSeme na

TV(m)= > |Lym|=Lm, (5.14)

jEhrany
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kde L; je fadek ridké matice L, ktery je nenulovy ve dvou sloupcich pro uzly h a k, do

kterych vede hrana j. Radek matice lze rozepsat jako
L;=10,---,0,1;,0,--- ,—1;0,--- 0] (5.15)

Regularizacni funkce TV (©) nenf diferencovatelna v bodech, pro které plati my,jy = my).
Protoze potiebujeme funkci diferencovatelnou ve vsech bodech, musime regulariza¢ni

funkci TV (©) modifikovat na

TVs(m) :/Q\/|Vm|2+BdQ, (5.16)

kde (8 je parametr, pro ktery plati 5 > 0,3 — 0.

Regulariza¢ni tloha s TV priorem se tesi nelinedrnimi iteracnimi algoritmy jako je
piipadé linearni inverze, protoze hodnota hyperparametru se muze volit pro kazdy krok
iterace odlisné. Bézné se voli dvé hodnoty hyperparametru. Prvni hodnota pro pocatecni
krok algoritmu a druhd hodnota pro dalsi itera¢ni kroky [28]. Smér itera¢niho kroku dm

v Gauss-Newtonoveé algoritmu pro inverzni tlohu s TV regularizaci se vyjadii jako [29]

om=— (JTJi+aL"E; FL) T (Ji(Hm; — d) — aLTE; ' Limy) (5.17)
kde
E; = diag(1;) (5.18)
L.m.:|?
F, = diag (1 _| J”ﬂ > (5.19)
J



Kapitola 6
Volba hyperparametru

Miru zasahu regularizace do vysledku inverzni tlohy urcuje hyperparametr. Pokud je
hodnota hyperparametru piilis nizka, pak je vysledek prilis ovlivnén Sumem. Jestlize je
naopak jeho hodnota ptilis vysoka, pak se zmensuje presnost vysledku.

Pro urceni hyperparametru byly vyvinuty techniky, které se snazi optimalizovat jeho
nejméneé snizovala presnost vysledku. S volbou hyperparametru je také spojena hodnotici
funkce, ktera vyhodnocuje obraz pri zvolené hodnoté hyperparametru.

Algoritmy, zminéné v této diplomové praci, byly vytvoreny pro linearni inverzi. Miru
zasahu regularizace je potfeba urcit také u nelinedrni inverze, u které je situace s jeho
volbou slozitéjsi. Nékteré algoritmy, jako urceni parametru N F', lze pouzit ¢astecné i pro
Vysledek inverzni tlohy, vodivost m, je zavisly na volbé hyperparametru «, coz budeme

znacit jako my,

6.0.1 L-Krivka

Metoda L-kfivky neboli L-curve (LCC) je zalozena na najiti nejlepsiho poméru mezi eukli-
dovskou normou rozdilu ||v — Hm,||2 a velikosti regularizaéniho zésahu || L(m, — m*)||s.
L-kiivka se definuje tak, ze na jednu osu je vynesen rozdil mezi naméfenou hodnotou
napéti a hodnotou napéti dopoctenou z vodivosti m, P(m) = log||lv — Hmy,||2 a na dru-
hou osu je vynesena velikost zasahu regularizace D(m) = log||L(mg — m*)||2.
Hyperparamter se nachazi v misté maximalniho zakfiveni kiivky neboli hrany kiivky.

Mira zakfiveni se poc¢ita jako [30]

P'D' — pP'D
((P1)2 + (D)?)3/2)

KR =

(6.1)
Tato metoda ma nékolik uskali. Prvnim je, ze L-ktivka negarantuje konkavnost. Krivka

34
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je ovsem konkavni pro vsechna A, kde A < g, nebo A > ¢, [30]. Hledani hyperparametru
také selhava v pripadé prilis hladkych feseni. Vypocet hyperparamteru se také znepresnuje
s narustajicim poc¢tem singuldrnich ¢isel [30]. Dalsim tskalim muze byt nejasné znatelna
hrana kiivky. Podle Grahema 2006 [31] tento problém nastava v piipadech, kdyz ne-
pouzijeme Tikhonovu regularizaci. Nevyhodou této metody je také nutnost generovat

kiivku pro kazdé méieni zvlast. Ukdzka L-kiivek je uvedena v pifloze B.

6.0.2 Zobecnéna krizova validace

Ktizova validace je zalozena na predikaci méteni, které bylo vynechano pii feSeni tlohy.
Zobecnénd kiizova validace neboli Generalized cross-validation (GCV) hledd minimum
funkce [32]

G(Oé)* ||U_Hm0¢||2

 trace(I — HHY)' (6.2)

Hledani minima této funkce muze byt problematické, protoze v nékterych pripadech
funkce G(a)) muze byt rostouci. Dalsim problémem muze byt, ze funkce je v okoli minima
ploché, a proto je velmi tézké pro tuto funkci najit optimélni hodnotu hyperparametru.
[32]. Podle Grahama 2006 [31] optimalizace hyperparametru zobecnénou kiizovou validaci
se v tomografii ukazala jako nespolehliva, protoze regularizace je piilis nizka a Sum neni

dostatecné potlacen. Ukazka funkei G(«a) je uvedena v piiloze B.

6.0.3 Volba Sumového cisla

Tato metoda byla popséna v Adlerovi 1996 [27]. Metoda prevede ilohu manuélniho vybéru
hyperparametru na manudlni vybér parametru sumového ¢isla Noise Figure (NF). Pa-
rametr NF' je definovan jako pomér mezi odstupem signalu od Sumu méfeni a odstupu

signalu od sumu vysledného obrazu

mean|vc]
SNR”L var[n]
NF = 6.3
SRNout mean[Bv.] ’ ( )
var[Bn]

kde signal v. = Hm, vznikne z uméle vygenerovanych dat, kdy je doprostied télesa
vlozena mala skokova zména vodivosti. Hodnota NF' je vybrana na zakladé znalosti
daného signalu. Jako prijatelna hodnota parametru NF se pro tomografii podle Gra-
hama 2006 [31] ukazuje hodnota z rozsahu od 0.5 do 2.0. Rovnice 6.3 fesime metodou

puleni intervalu.
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s

(a)

L-Curve

N

(b)
GCV

N

(c)
Noise Figure

Reconstructed Image

(

Obrazek 6.1: Grafické zobrazeni metody pro hledédni hyperparametru [33]

6.0.4 Parametr Noise Performance

Tato metoda byla popsana v publikaci Braun 2017 [33]. Metoda zavadi novou metriku,
ktera spociva v urceni prumérného odstupu signdlu od sumu v obrazu.

Uréen{ priimérného odstupu signélu od sumu SN R spoéivé ve vipoétu odstupu signalu
od sumu pro nékolik cilu. Cilem se oznacuje oblast, ve které vytvoiime skokovou zménu
vodivosti. Tyto cile jsou umistovany v télese uvniti oblasti, ve které chceme vyhodnocovat
obraz. Odstup signdlu od sumu se vyhodnocuje v cilové oblasti (TEZ), ktera je déna

jednou ¢tvrtinou maxima amplitudy. Vzorec pro vypocet prumérného odstupu signalu od
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sumu lze vyjadrit jako

SNR:Et

(6.4)

\/E 1z)imal?]

DHIC u o ]

kde my je velikost obrazu signalu s nehomogenitou, my je velikost signdlu bez nehomo-
genity a z; je normovand plocha Y/, z; = 1, pro kterou plati z; o a;c;, kde a; je plocha
prvku a parametr ¢; je roven jedné jestlize plocha prvku lezi uvniti cilové oblasti vyhod-
noceni a nule, jestli lezi mimo tuto oblast.

Pro algoritmus je nutné stanovit nékolik parametru jako oblast, do které jsou umistény
cile. Dalsim parametrem je pocet cili k vyhodnoceni. S narustajici poc¢tem cilu se zvysuji
naroky na vyhodnoceni parametru. Dle Brauna 2017 [33] je vhodnym pocet cili nastaven
na n; = 200. Priamérnd hodnota odstupu signalu od sumu SNR se mize odvodit od
hodnoty NF.

Model EIT Data Reconstruction EIT image SNR in target evaluation zone (TEZ)

) m p \ l - signal level '\:
@ﬁ — Sk Mgy |
i s |

SNR[1] =

- CVENT
ROI N noise level /

= R(d, 1)

g signal level
M ds = F(my) | @ = i
Q& — STy
t S

Target 1

SNR[n,]

CJENT
| d, = Fomom |g u>®c>”2 2 zmi? "
~ noise level y

Obrazek 6.2: Znazornéni vypoétu hodnoty prumérného odstupu od sumu [33]

Target n,

\

6.0.5 Metoda nejlepsiho rozliseni

Tato metoda spoc¢iva v optimalizaci plochy obrazu vodivostniho kontrastu, ktery je umistén

doprostied télesa. Metoda zavadi parametr poloméru rozliseni neboli Blur radius

BR(a) = V/A.(a)/A(a), (6.5)

kde Ag je plocha télesa a A, je plocha obsahujici polovinu velikosti amplitudy rekonstruo-
vaného obrazu. Toto urceni plochy A, je vyhodné, protoze je vice odolné vuéi Sumu oproti
tradicni definici, kdy se plocha A, se urcuje z maximalni amplitudy [27]. (V literatufe jsou

nejcastéji uvedeny hodnoty ;11 a % maxima signdlu obrazu.) Najit{ hyperparametru spo¢iva



KAPITOLA 6. VOLBA HYPERPARAMETRU 38

ve vypoctu funkce

a = argming =() (6.6)

Ao(Oé) ’

tedy probiha minimalizace plochy nehomogenity v obraze.

6.0.6 Implementace metody nejlepsiho rozliseni

Metoda hledani hyperparemetru metodou nejlepsiho rozliseni je popsana v mnoha pracich,
v nastroji EIDORS tato metoda implementovana neni. Je zde pouze funkce, ktera spocita
hodnotu poloméru rozliseni, pro konkrétni hodnotu hyperparametru. Proto byla tato me-
toda hledani hyperparemetru implementovana v ramci této diplomové prace.

K rekonstrukei inverzni tlohy byla vygenerovana rozdilova data. Rozdilova data jsou
vygenerovana doptednou tilohou pro homogenni téleso a pro téleso do jehoz stfedu byla
vlozena mald nehomogenita. Vygenerovana data jsou zatizena aditivnim Sumem dle vzorce
7.1 a 7.2. Na rekonstruovaném obrazu je proveden fez v poloviné tloustky geometrie
modelu. U fezu je spoéitana hodnota Br(«) pro ruzné hodnoty hyperparametru «. Na
vygenerované kiivce funkce Br(«) je potfeba urcit optimélni hodnotu Br(a*), ktera by

méla byt definovana jako minimum funkce.

07 T T T T T T

0.65

Br(a)

0.55 i

-5 -10 -15 -20 -25 -30 -35 -40
log(cv)

Obrézek 6.3: Kiivka nejlepsiho rozliseni s vyznac¢enou optimélni hodnotou Br(a*)

Pti implementaci se ukézalo, ze funkce Br(a) ma vice minim. Navic globalni minimum
nemuselo dobfe optimalizovat hodnotu hyperperparametru. Jako spravnd hodnota kiivky
Br(a*), ktera dobte optimalizuje hyperparamentr, se ukdzala hodnota prvniho lokalniho

minima, na obrazku 6.3 vyznacena cCervené. Optimum bylo nalezeno gradientnim algo-
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ritmem. U gradientniho algoritmu je hodnota hyperparametru «q je stanovena tak, aby
platilo o* < ay, kde a* je optimalni hodnota hyperparametru.

Pti implementaci algoritmu se ukézal problém urcit inicializaé¢ni hodnotu ag. Pro tuto
hodnotu muselo platit, ze a* < ag a zaroven nesméla byt tato hodnota prilis velka, protoze
funkce je pro hodnoty, které plati a > «a*, plocha.

Kfivka funkce Br(a) neni generovana jednoznacné, protoze tato funkce je zavisld na
aditivnim sumu Br(a,n). Proto je hyperparametr vybran jako prumér nékolika optima-
lizaci hyperparametru Br(a*,n;). V implementovaném algoritmu byl zvolen parametr
i = 20 a z prumeéru jsou vzdy vynechdny nejvyssi a nejnizsi hodnotu urcéeného hyperpa-

rametru.



Kapitola 7

Rekonstrukce obrazu bodové

nehomogenity

V této kapitole se budeme zabyvat vlivem zvolené inverzni metody na rekonstrukci bo-
dové nehomogenity. Inverzni metodou je myslena kombinace algoritmu inverzni metody
s regularizaci a metody volby hyperparametru. V tvodu kapitoly je popsana simulace
a generovani modelu sité kompozitniho vzorku. Poté je rozebrana Spatnd podminénost
inverzni tulohy. Nésledné jsou popsany regularizace. U jednotlivych regularizaci je ukézan
jejich vliv na rekonstruovany obraz a jsou uvedeny detaily k jejich praktickému vyuziti.
Zejména jsou rozebrany metody vyuzité k uréeni hyperparametru. Jako posledni téma ka-
pitoly je porovnani vlivu vybranych regularizaci a algoritmi pro vybér hyperparametru
na kvalitu rekonstrukce polohy bodové nehomogenity. Kvalita rekonstrukce bodové neho-
mogenity je urcena na zakladé presnosti urceni jeji polohy. Poloha bodové nehomogenity

byla urcena algoritmem implementovanym v ramci této diplomové préce.

7.1 Simulace

Vypocty se budou provadét na simulaci karbonové kompozitni vzorek. Tento vzorek ma
tvar desticky o délce hrany 0.15m, sffce 0.1m a tloustce 0.04m s homogenni vodivosti
8000 Sm~!. Nehomogenitu budu simulovat malym vélcem s priumérem 0.001 m a vodivost{
6000 Sm~! zanofenym do poloviny hloubky vzorku.

Nastrojem Netgen vygenerujeme pro doptfednou a inverzni tilohu odlisnou sit, tim se
vyhneme tzv. ’invese crime’, ke kterému dochdzi v piipadé, Zze bychom pouzili stejnou sit
pro obé dvé tlohy. Jemnéjsi sit vygenerujeme pro dopiednou tilohu a pro inverzni tdlohu
vygenerujeme hrubsi sit. Jemnéjsi sit ma 4198 elementt a 1369 uzli. Hrubsi sit md 2106
elementu a 788 uzlu.

Abychom urcili rozdil mezi jednotlivymi regularizacemi a metodami volby hyperpara-
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Obrazek 7.1: Sit vygenerovan
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Obrazek 7.2: Sit vygenerovana pro dopiednou ilohu s malou nehomogenitou uprostied



KAPITOLA 7. REKONSTRUKCE OBRAZU BODOVE NEHOMOGENITY 42

metru zatizime simulovany signdl Sumem

, X
=, +n- 1

U= TSN R (7.1)

_ X

N 2

VST ONR (7.2)

kde n je Sum s normalnim rozdélenim, jednotkovym rozptylem a nulovou stiedni hodnotou.

Parametr x definujeme jako

_ [lvn — will2

e (7:3)

a parametr SN R udava pomér mezi rozdilovou hodnotou signalu a Sumem.

7.2 Rekonstrukce obrazu bez regularizace

Spatnou podminénost inverzni tlohy ukdzeme na vypoctu ¢isla podminénosti citlivostni
matice J. Cislo podminénosti citlivostni matice, které je uréené podle vzorce 4.61, vyjde

jako
k(J)~1-10" > 1, (7.4)

coz je vysokd hodnota. Proto musime hledat cesty, jak rovnici upravit. Jednou z moznosti
je stanovit numerickou hodnost matice a provést inverzi s matici J,.

Dle definice nabyva citlivostni matice J numerické hodnosti » = 186. Pro tuto hodnotu
je vyrazny rozestup mezi singularnimi ¢isly, protoze numericka hodnota nabyva vysoké

hodnoty wigg ~ 10* a velikost singuldrniho &isla je
Sp—1g6 ~ 1071 > e || J||p ~ 1071, (7.5)
Uréime ¢islo podminénosti u nové matici J,—1g6, které je definovana 4.52 jako
w(Jm1s6) = 8- 107 > 1, (7.6)

coz je rovnéz vysoka hodnota, a proto vysledek inverzni tlohy s matici J.—1g¢ nevede k
dobrému vysledku. Abychom mohli provést rekonstrukci obrazu, je nutné zavést do tlohy

regularizaci.
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7.3 Rekonstrukce obrazu s regularizaci

V této sekci jsou popsany jednotlivé typy vybranych regularizaci, které jsou implemen-
tovany v nastroji EIDORS a regularizace, které byly implementovany v ramci této diplo-
mové prace. U jednotlivych regularizaci je také uveden postup pro vybér hyperparame-
tru. Z regularizaci implementovanych v nastroji EIDORS je uvedena regularizace TSVD,
ktera patii mezi metody spektralniho filtrovani. Dale jsou vybrany linearni regularizace,
mezi které je zafazena i Tikhonova regularizace. (Tikhonova regularizace muze byt inter-
pretovana i jako regularizace filtrujici singularni ¢isla.) Jako nelinedrni inverze je v této
kapitole uvedena TV regularizace. Regularizace implementované v rdmci této diplomové

praci jsou zalozeny na kombinaci jednotlivych typu regularizaci.

7.3.1 TSVD

Abychom mohli pouzit TSVD regularizaci, je potieba stanovit filtra¢ni faktor 5.1. Musime
tedy ur¢it nejnizsi singuldrni cislo, které se bude tucastnit rekonstrukce inverzni tlohy.

Funkce filtra¢niho faktoru je v nastroji EIDORS urcena jako

fi=0 pro 100% > a (7.7)
fi=1 pro 1002—; < a, (7.8)

kde « je hyperparametr. Uréeni hyperparametru lze v nastroji EIDORS pouze prostied-
nictvim metody volby parametru N F'. Nastroj nalezeni hyperparametru podle volby para-
metru N F' neumoznuje vybrat nizsi hodnoty parametru nez NF' = 1.3. Vliv regularizace
na vyslednou rekonstrukci bodové nehomogenity je uveden v priloze B. Priloha A se

zabyva vlivem zvolené filtra¢ni funkce na rekonstrukci bodové nehomogenity

7.3.2 Linearni inverze s regularizaci

K regularizaci linearni inverze je v nastroji EIDORS implementovana Tikhonova regu-
larizace a zobecnénd Tikhonova regularizace s priorem Laplece a priorem NOSER. Vliv
jednotlivych regularizaci na vyslednou rekonstrukci bodové nehomogenity je ukazan v
priloze B.

U linearni regularice je potfeba vybrat jednu z metod volby hyperparametru. V néastroji
EIDORS je implementovana metoda L-krivky, metoda zobecnéné kiizové validace a me-
toda vybéru parametru NF. V ramci diplomové prace je priddna metoda nejlepsiho
rozlisenti.

V nasledujicich bodech jsou shrnuty poznatky o vlastnostech metod volby hyperpare-
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metru pii rekonstrukci bodové nehomogenity:.

e U metody vybéru parametru N F' plati, ze se zvySujicim se ¢islem N F'; klesa hodnota
hyperparametru a tim roste zastoupeni Sumu v obraze. Tedy pfi nizkém odstupu
signalu od Sumu je potteba zvolit nizsi hodnoty parametru N F, pti vyssim odstupu

signalu od Sume je naopak dobré volbu parametru NF zvysit.
e Metoda nejlepsiho rozliseni je vhodné pro data s vyssim odstupem signalu od Sumu.

e Metoda zobecnéné kiizové validace si pti simulacich lépe poradi se signalem, ktery
ma mensi odstup signalu od sumu. Nicméné si poradila se vSemi typy signala. U
regularizace s Laplaceovym priorem algoritmus Spatné urcoval hyperparametr pti

nizkém odstupu signalu od Sumu.

e Metoda L-krivky naopak vykazuje dobry vysledek pti vysokém odstupu signalu od
sumu, avSak pii nizkém odstupu signdlu od Sumu tato metoda selhava, protoze
ktivka nemad jasné definovanou hranu. Aby algoritmus nasel hyperparametr u re-
gularizace s Laplaceovym priorem, musela se manualné omezit maximalni velikost

hyperparametru.

Srovnani grafu L-Kftivek a kiivky zobecnéné kiizové validace pro ruzné typy regularizaci
a pro ruzné odstupy signalu od Sumu, jsou uvedeny v piiloze C.

V ramci regularizace NOSER je také nutné volit parametr. Prior NOSER je v néstroji
EIDORS definovan jako

L = diag(J* J)?, (7.9)

kde parametr p ovliviiuje miru potlaceni Sumu. S rostouci hodnotou parametru p klesa
zastoupeni Sumu v obraze, ale zaroven je potlacena uzitecna slozka signalu. V programu

EIDORS je zvolena jako vychozi hodnota parametru p = 1

1, coz se ukdzalo jako dobra

volba pro vysledek inverzni tlohy.

7.3.3 Nelinearni inverze s regularizaci

V nastroji EIDORS je implementovana TV regularizace. Tato regularizace se sklada z
linedrni a nelinearni ¢asti. V linedrni ¢éasti algoritmu se vypocita vodivost, ktera je zvolena
jako inicializa¢ni hodnota v nelinedrni ¢asti Gauss-Newtonova optimalizacniho algoritmu.
Prior v linearni ¢ésti inverzni ulohy 4.31 je zvolen podle 5.14. Regulariza¢ni funkce v
nelinearni ¢asti je definovan jako W(m) = /Vm + B. Parametr 8 je v kazdém kroku

snizovan (;,1 = 0.803;. Délka kroku Gauss-Newtonova algoritmu je volena proménlive.
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V implementovaném algoritmu je potieba zvlast zvolit hyperparametr v linedrni i
nelinedrni ¢asti algoritmu. Metody vybéru hyperparametru jsou vytvoreny pro linearni
inverzi s regularizaci, proto volba hyperparametru nebyla trivialni zalezitost. U linearni
casti algoritmu bylo mozné zvolit hyperparametr prostiednictvim vybéru parameteru N F'.
Nicméné se nepodarilo najit takovou kombinaci hyperametri, kterda by dokazala dobte
rekonstruovat obraz. Vysledny rekonstruovany obraz byl horsi v porovnani s linedrni re-
gularizaci s Laplaceovym priorem. Nehomogenita byla detekovana na daleko vétsi plose,
nez byla simulovéana. Navic se ukazalo, ze druhé ¢ast algoritmu, Gauss-Newtonova opti-
malizace, jiz nezpresnuje pocatecni hodnoty vodivosti, kterou dostala z vysledku linearni

mverze.

7.3.4 Kombinace regularizaci

V ramci této diplomové préace byly implementovany inverzni metody, které vzniknou kom-
binaci regularizaci. Regularizace Tikhonov a NOSER regularizuji vyslednou vodivost v
kazdém uzlu bez ohledu na sousedni uzly. Naopak TV regularizace a Laplaceova regula-
rizace regularizuji vodivosti s ohledem na sousedni uzly.

U kombinace TV regularizace a Tikhonovi regularizace nastal problém s vybérem hy-
perparametru. U této kombinace je potieba zvolit celkem ¢tyti hyperparametry. Empirické
odhadnuti parametru se ukazalo jako problematické. Obraz bodové nehomogenity nevedl
k dobrému vysledku, a proto dalsi analyza kombinace linedrni a nelinearni regularizaci
neni uvedena.

Dalsi moznosti je zkombinovat linearnich regularizace. Byla implementovana kombi-
nace Laplaceova a Tikhonova regularizace a kombinace Laplaceova a NOSER regularizace.

U linearni regularizece, ve které se vyuzivaji dvé apriorni informace fesime rovnici
m = argming, (||Hm — v||s + a1||Li(m — m")||s + az||La(m — m*)||2), (7.10)

ve které matice Ly a Ly jsou priory s hyperparametry a; a as, které je nutno zvolit.
Ukézalo se, 7e je mozné optimalizovat oba hyperparametry zvlast, napifklad pomoci me-
tody vybéru parametru N F'.

U kombinace Laplaceova a NOSER prioru je potieba zvolit také parametr p, ktery
je definovan ve vyrazu 7.9. Ukéazalo se, ze je mozné pii kombinaci NOSER prioru s La-
placevym priorem nastavit parametr p na vyssi hodnotu a tim lépe redukovat Sum nez v

pripadé, kdy je NOSER regularizace pouzita samostatné. Hodnota parametru byla tedy

1

zvolena jako p = 3.
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7.4 Urceni polohy bodové nehomogenity

Aby bylo mozné jednotlivé inverzni metody porovnat, je potfeba vytvorit hodnotici funkei,
kterd jednotlivé rekonstrukce bodové nehomogenity porovna. V ramci této prace byl im-
plementovan algoritmus, ktery u rekonstruovaného obrazu uréi polohu bodové nehomo-
genity. Hodnotici funkce je pak rozdil mezi skute¢nou polohou a polohou urcenou algorit-
mem.

Urceni polohy bodové nehomogenity se bude provadét na dvojrozmérném objektu,
ktery je ziskan fezem rekonstruovaného obrazu v poloviné tloustky télesa. V néstroj EI-
DORS je jiz pripravena funkce, ktera generuje polohu nehomogenity na zakladé urceni
zkreslen Sumem v obraze. Proto byl tento algoritmus upraven tak, aby se zpfesnilo urceni

polohy bodové nehomogenity.

jestlize je maximum nalezeno na hranici vytycené oblasti, ve které bylo maximum nale-

zeno, je prohledavana oblast dale rozsitena a rozsitena oblast se znovu prolozi polynomem.

7.5 Porovnani inverznich metod na vyhodnoceni bo-

dové nehomogenity

Cilem této sekce je vybrat inverzni metodu, ktera nejlépe rekonstruuje bodovou neho-
mogenitu v obraze. Inverzni metody byly porovnany na simulovanych datech i na datech
ziskanym meétenim.

7, predchozich kapitol vyplyva, ze nejlepsi moznosti rekonstrukce je pouziti linedrni
inverze s regularizaci. Pro porovnani byly proto vybrana linearni inverze s regulariza-
cemi: Laplace, NOSER, Tikhonov, kombinace regularizaci NOSER a Laplace a kombinace
regularizaci Tikhonov a Laplace. Kazda regularizace byla vyzkouSena s ruznymi meto-
dami vybéru hyperparametru. Hyperpametr byl vybiran metodami: L-Krivky, zobecnéné
krizové validace, vybéru parametru N F' a nejlepsiho rozliseni.

Pro urceni kvality rekonstukce na simulovanych datech byla nejprve vygenerenovana
data doprednou ulohou. Data byla vygenerovana pro sto ruznych modelu s odliSnou po-
lohou bodové nehomogenity. Nasledné byla data zatizena sumem SNR = 10, SNR = 5,
SNR = 2 a SNR = 1. Poté byly vybranymi inverznimi metodami urceny obrazy a
na obrazech byla zjisténa poloha bodové nehomogenity. Jednotlivé metody rekonstrukce

byly porovnany v prumérné odchylce detekované bodové nehomogenity od mista jejiho
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skutec¢ného umisténi a velikosti amplitudy v misté detekce bodové nehomogenity. Inverzni
metody byly porovndny pro ruzné odstupy signalu od sumu zvlast. Kompletni vysledky
porovnani jednotlivych inverznich metod jsou umistény v piiloze D. Z vysledku plyne, ze
pii vyssich hodnotach odstupu signalu od sumu se nejlépe osvédéila Laplaceova regulari-
zace. Naopak pti nizkém odstupu signalu od Sumu je potfeba zvolit jiné typy reguarizace.
Nejlépe se osvédcil regularizce NOSER a kombinace regularizaci. Pti vysokém odstupu
signalu od Sumu se osvédéila metoda volby parametru NF, metoda L-Kfivky a metoda
nejlepsiho rozliseni. Naopak pfti nizsich odstupech signélu od sumu se ukazala jako nejlepsi
metoda vybéru parametru N F' a metoda obecné kiizové validace.

Meéfteni dat na redlném vzorku probihalo pro nehomogenitu, ktera byla vytvorena v po-
loviné §itky a v jedné ¢tvrtiné délky vzorku provrtanim otvoru s prumérem 0.6 mm. Tento
otvor byl postupné rozsitovana az na prumér 3.5 mm. Celkové byla data namérena pro
osm ruznych pruméru dér s polomérem 0.6 mm, 1.0 mm, 1.4 mm, 1.8 mm, 2.2 mm, 2.5 mm,
3.0mm a 3.5mm. Pro kazdé méreni bylo provedena rekonstrukce obrazu a zjisténi polohy
bodové nehomogenity jednotlivymi typy regulariza¢nich metod. Kompletni vysledky po-
rovnani inverznich metod jsou umistény v piiloze E. Z vysledku vyplyva, ze se nejlépe
osvédcila regularizace s kombinaci prioru NOSER a Laplace. Druha nejlepsi regularizace
byla s priorem Laplace. Pro vybér hyperparametru se pak nejlépe hodila metoda vybéru

parametru NF.



Kapitola 8
Zaver

V teoretické casti prace byl proveden rozbor dopfedné a inverzni dlohy, na jehoz zakladé
mohly byt algoritmy efektivné pouzity a implementovany algoritmy nové.

V praktické casti byla nejprve popsana inverzni uloha bez regularizace a na cisle
podminénosti citlivostni matice byla ukazana jeji Spatnd podminénost. Proto byly pouzity
a popsany regularizacni metody inverzni tlohy, které umoznuji najit jeji vyteseni. TSVD
regularizace je zastupce metod spektrélniho filtrovani. Vysledny obraz této regularizace se
neukazal jako dobry a navic nastal problém se stanovenim hyperparametru 7.8, protoze u
metody stanoveni parametru /N F' nesla vybrat nizsi hodnota nez N F' = 1.3. Jiné metody
volby hyperparametru nebyly pro tuto regularizaci implementovany. Déle byly analy-
zovany linearni inverze s regularizaci a nelinearni inverze s regularizaci. Byla popsana
TV regularizace, kterd je v néastroji EIDORS implementovana jako kombinace linedrni
a nelinearni inverze. Tato regularizace nedokazala dobie rekonstruovat vysledny obraz a
také u této inverze se objevil problém s vybérem hyperparametru, ktery je potfeba urcit
zv14st pro linedrni i nelinedrni ¢dst algoritmu.

Linearni inverzni tloha s regularizaci se ukazala nejlepsi pro rekonstrukci bodové ne-
homogenity. Proto byla podrobnéji analyzovana. Linedrni regularizace byla vyzkousena s
Tikhonovym, Laplaceovym a NOSER priorem. Navic byly implementovany kombinace La-
placeova prioru s NOSER priorem a Laplaceova prioru s Tikhonovym priorem. U linearni
inverze je potieba zvolit jednu z metod vybéru hyperparametru. Z implementovanych me-
tod byly vyzkouseny tyto metody: metoda L-kiivky, metoda zobecnéné kiizové validace
a metoda vybéru parametru NF'. V ramci této diplomové prace byla implementovana
a vyzkousena metoda nejlepsiho rozliseni. U regularizaci, které kombinovaly vice prioru,
byly hyperparametry vybrany pro kazdy prior oddélené.

Na zékladé znalosti néstroje EIDORS byly také navrzeny opravy, které byly nasledné

do néstroje vélenény!.

https://sourceforge.net/p/eidors3d/code/5931/
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Tabulka 8.1: Porovnani nového a starého algoritmu pti hledani bodové nehomogenity na

realnych datech

Prior Hp Chyba urceni | Chyba urceni | ZlepSeni
polohy novym | polohy starym
algoritmem algoritmem

Laplace + NOSER | NF = 0.4 | 1.31 mm 2.45 mm 46.5 %

Laplace + NOSER | NF = 0.5 | 1.35 mm 2.34 mm 42.3%

Laplce NF =0.5 | 1.47 mm 1.89 mm 22.2 %

8.1 Kvalita rekonstrukce bodové nehomogenity

Kvalita rekonstrukce bodové nehomogenity byla urcena na zakladé presnosti urceni jeji
polohy. V ramci diplomové prace byl implementovan novy algoritmus na detekci polohy
bodové nehomogenity. Tento algoritmus byl porovnan s algoritmem uréeni polohy bodové
nehomogenity implementovanym v ramci programu EIDORS.

Algoritmy inverznich metod byly nejprve posuzovany podle presnosti ur¢eni bodové
nehomogenity na uméle vytvorenych datech. Presnost uréeni polohy bodové nehomoge-
nity je zavisla na mife odstupu signalu od Sumu a pouzitymi algoritmy inverznich me-
tod. Z vysledku na simulovanych datech nelze jednozna¢né urcit vyhodny prior, ktery by
dobfte rekonstruoval polohu bodové nehomogenity. Vyznamnéjsi se ukazalo pouziti me-
tody urceni hyperparametru. Jako nejlepsi a Siroce pouzitelnd se ukazala metoda vybéru
parametru N F', kterd dokazala, pii spravném nastaveni, velmi dobie rekonstruovat po-
lohu bodové nehomogenity pro vSechny odstupy signalu od sumu. Kompletni vysledky po-
rovnani kvality rekonstrukce bodové nehomogenity na simulovanych datech jsou umistény
v priloze D.

Naopak u rekonstrukci vzniklych z namétenych dat se jasné ukazala nejvyhodnéjsi
rekonstrukce s kombinaci prioru Laplace a NOSER a také se ukazal velmi dobry sa-
mostatny prior Laplace. Jako nejvyhodnéjsi metoda urceni hyperparametru se ukazala
metoda vybéru parametru N F'. Novy algoritmus dokazal zlepsit uréeni polohy otvoru ve
vzorku. Porovnani nového a starého algoritmu urceni polohy je shrnuto v tabulce 8.1.

Kompletni vysledky jsou pak umistény v piiloze E.

8.2 Srovnani metod vybéru hyperparametru

V této praci byly zjistény odlisné vlastnosti metod vybéru hyperparametru, nez ke kterym
dospél Graham (2006) [31]. Metoda L-Kfivky dédvala dobré vysledky za podminky, kdy
odstup signalu od sumu byl velky. Metoda L-Ktivky vysla dobfe pro vSechny typy prioru,
jedind vyjimka nastala u Laplaceova prioru. U Laplaceova prioru se objevil problém ve

tvaru L-kiivky, funkce méla na jejim konci hranu, ktera ovSsem neurcovala dobie hod-
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notu hyperparametru. Proto bylo nutné velikost hyperparametru omezit. Po omezeni ve-
likosti hyperparametru se prumérnd odchylka nehomogenity 128 mm zmensila na 2mm
viz tabulka D.1. Metoda obecné kiizové validace se ukazala jako pomérné uc¢inna me-
toda k urceni hyperparametru. Metoda nejlepsiho rozliseni se ukazala funkéni pouze pri
vysokém odstupu signalu od Sumu. Jeji implementace vlivem nékolika minim funkce se
ukazala jako problematicka nicméné funkéni. Naopak metoda volby parametru N F se jevi
jako velmi vyhodn4 jak pro signdl s vysokym, tak nizkym odstupem signalu od sumu. Me-
toda umoznuje optimalizovat jeji vysledek na zakladé vlastnosti signalu prostrednictvim

volby parametru N F'.



Priloha A

Rekonstrukce matice TSVD

V této priloze je uvedeno porovnani obrazu vysledku TSVD regularizace 5.1 pro ruzné
hodnoty parametru k pii dvou ruznych odstupech signdlu od Sumu. Na obrazku A.2 jsou
zobrazeny rekonstrukce, u kterych nebyl signal zatizen Sumem, a na obrazku A.3 jsou
zobrazeny rekonstrukce, u kterych byl do signédlu pridan sumu o velikosti SNR = 5.

Na rekonstruovaném obraze je vidét, ze jestlize zahrneme nizsi singuldrni ¢isla do
inverze, pak se zlepsi zaméfeni nehomogenity v obrazu, ovSem také se zvysi citlivost
rekonstrukce na sum. Jestlize obraz byl rekonstruovan ze signalu bez Sumu, pak obraz byl
velmi dobte rekonstruovany s parametrem k = 130. Naopak, kdyz byl do signalu pridan
sum, pak se nehomogenita v obraze zacala ztracet jiz pti hodnoté parametru £ = 70 a

zcela zmizela v Sumu pii hodnoté parametru & = 100

1 T T T T

0.6 .

Uz‘/01

0.2 _

0 | | | |
0 50 100 150 200 250
pozice singuldrniho ¢isla

Obrazek A.1: Relativni velikosti singularniho ¢isla citlivostni matice
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PRILOHA A. REKONSTRUKCE MATICE TSVD
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PRILOHA A. REKONSTRUKCE MATICE TSVD
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Priloha B

Porovnani L-Krivky a GCV krivky

V této priloze jsou porovnany metody urceni hyperparametru L-kiivky a GCV kiivky.
Tyto kiivky byly vygenerovany pti dvou hladindch odstupu signélu od Sumu SNR = 20 a
SNR = 1. Je vidét, ze u L-kiivky pfi niz§im odstupu signalu od sumu je Spatné znatelnd
jeji hrana. U Laplaceova prioru jsou navic dvé hrany L-kfivky, pficemz hyperparametr je
spravné urcen prvni hranou. Proto se musela v algoritmu hledani hyperparametru pomoci
L-Krivky omezit maximélni velikost hyperparametru. U GCV kiivky je minimum vzdy
ziejmé, a proto je hodnota hyperparametru vzdy dobre urcena. Pti nizsim odstupu signalu

od Sumu je metoda GCV tcinnéjsi.

-10 L L -10 L L L L L
10 10
10710 1070 1 1.5 2 25 3

log! \LTz'khma | |2

Obrazek B.1: L-Krivka pro Tikhonuv prior pro SNR=20a SNR =1
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Obrézek B.2: Tvar kiivky funkce G(a) pro Tikhonuv prior pro SNR =20 a SNR =1
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Obrazek B.3: L-Krtivka pro NOSER prior pro SNR=20a SNR =1
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Obrazek B.4: Tvar kiivky funkce G(a) pro NOSER prior pro SNR =20 a SNR =1
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Obrazek B.5: L-Krivka pro Laplaceuv prior pro SNR=20a SNR =1
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Priloha C
Porovnani regularizaci

V nésledujici ptiloze je porovnan vliv regularizaci na rekonstrukci obrazu. Byly porovnany
TSVD regularizace a linedrnimi regularizace. Rekonstrukce byla provedena ze signalu,
jehoz odstup od sumu byl SNR = 5. U vSech regularizaci byl hyperparametr vybran
podle ¢isla NF' = 1.5.

Obrazek C.1: Rekonstrukce s Tikhonovym priorem
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PRILOHA C. POROVNANI REGULARIZACI

Obrazek C.4: Regularizace s Laplacelovou priorem
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Priloha D

Detekce nehomogenity na

simulovanych datech

V této priloze je umisténo nékolik tabulek, které srovnévaji vliv ruznych typu regulari-
zaci a ruzné metody vybéru hyperparametru na presnost urcéeni polohy bodové nehomo-
genity. Celkové jsou zde ¢tyri tabulky D.1, D.2, D.3, D.4 pro odstup signalu od Sumu
SNR =10, SNR=5,SNR =2, SNR = 1. Algoritmy byly vyhodnoceny celkové na sto
ruznych polohach nehomogenity. Poloha nehomogenity byla urcena prostrednictvim nove
implementovaného algoritmu a ptuvodni metodou implementovanou v nastroji EIDORS.
Urcena poloha nehomogenity, u které byla také zjisténa amplituda, byla porovnana s jejim

skutecnym umisténim. V tabulkach, které srovnavaji algoritmy, jsou tyto sloupce
e Prior - funkce regularize pouzita v linearni inverzi
e Hp - metoda vybéru hyperparametru

e E[),] - prumérnd velikost chyby v urceni polohy bodové nehomogenity stanovena

algoritmem implementovanym v ramci této diplomové prace

e E[4;] - prumérnd velikost chyby v urcéeni polohy bodové nehomogenity stanovend

algoritmem implementovanym v nastroji EIDORS

e F°[),] - prumérnd velikost péti nejhorsich chyb v urcéeni polohy bodové nehomoge-

nity stanovend algoritmem implementovanym v ramci této diplomové préce

e E5[4] - prumérn4 velikost péti nejhorsich chyb v uréeni polohy bodové nehomogenity

stanovend algoritmem implementovanym v nasroji EIDORS

e Ela,| - prumérnd relativni velikost amplitudy v misté bodové nehomogenity, které

bylo uréeno algoritmem implementovanym v ramci této diplomové prace
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e FEla;) - prumérnd relativni velikost amplitudy v misté bodové nehomogenity, které

bylo urc¢eno algoritmem implementovanym v nastroji EIDORS

Metoda urceni hyperparametru prostrednictvim L-kiivky oznacend hvézdickou znaci ome-
zeni maximalni velikosti hyperparametru. Toto omezeni bylo nutné provést z divodu tvaru

L-Kiivky u Laplaceova prioru. Velikost hyperparametru byla omezena na a < 107%.



Tabulka D.1: Urceni polohy nehomogenity pro SNR = 10

Prior Hp Elo,] [m]  E[6] [m]  E°[6,) [m]  E°[6,] [m]  Elap] [Sm~"]  Efas] [Sm”]
Laplace NEF = 0.5 0.001 38 0.00120 0.002 48 0.00253 —0.25 —0.25
Laplace NF =1.0 0.00143 0.001 36 0.003 22 0.003 01 —0.41 —0.41
Laplace NF =15 0.001 64 0.001 60 0.004 23 0.00370 —0.50 —0.50
Laplace+Tikhonov NF =1.0 0.001 66 0.00141 0.003 67 0.00252 —0.31 —0.31
Laplace+Tikhonov NF =15 0.001 68 0.00153 0.003 87 0.003 07 —0.41 —0.41
Laplace NF = 0.4 0.00169 0.001 39 0.004 02 0.00403 —0.21 —0.21
NOSER NF = 0.4 0.00169 0.000 96 0.003 45 0.00209 —0.20 —0.20
Laplace+Tikhonov NEF = 0.5 0.00170 0.00112 0.003 53 0.002 26 —0.18 —0.18
Laplace+Tikhonov NF = 2.0 0.00171 0.001 68 0.004 22 0.00349 —0.47 —0.47
Laplace LCC* 0.00175 0.001 62 0.004 98 0.003 98 —0.54 —0.54
Laplace NF = 2.0 0.00183 0.001 72 0.004 78 0.00403 —0.57 —0.57
NOSER NEF = 0.5 0.00191 0.001 22 0.003 95 0.00248 —0.24 —-0.24
Laplace+Tikhonov NF =04 0.00191 0.001 21 0.003 96 0.002 66 —0.14 —0.14
Laplace+Tikhonov BR 0.001 96 0.001 85 0.005 27 0.004 53 —0.60 —0.61
NOSER NF =1.0 0.002 06 0.00182 0.00479 0.003 56 —0.38 —0.38
NOSER NEF =15 0.002 06 0.00198 0.00567 0.004 48 —0.48 —0.48
NOSER NF = 2.0 0.002 08 0.00207 0.006 30 0.00510 —0.54 —0.54
Tikhonov NF = 2.0 0.00211 0.00190 0.005 65 0.004 20 —0.54 —0.54
Tikhonov LCC 0.002 14 0.00207 0.00551 0.004 48 —0.63 —0.63
Laplace BR 0.002 14 0.002 06 0.00567 0.004 64 —0.67 —0.67

HOHLVU HOANVAOTANIS VN ALINSGOONOHHAN HOMHALAA "d VHOII4d
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Prior Hp El5)m]  El6][m]  E°,)[m]  ES)[m]  Ela,) [Sm™'  Ela] [Sm)
Laplace+NOSER BR 0.002 14 0.002 06 0.00567 0.004 64 —0.67 —0.67
Laplace+Tikhonov GCV 0.002 15 0.00208 0.005 34 0.00594 —0.71 —0.71
Tikhonov NF =1.5 0.00215 0.00179 0.00595 0.003 60 —0.47 —0.47
NOSER LCC 0.002 18 0.002 05 0.006 30 0.00508 —0.61 —0.61
Tikhonov BR 0.002 25 0.002 29 0.006 11 0.005 40 —0.68 —0.69
Laplace+NOSER NF =1.5 0.002 34 0.00207 0.00579 0.004 27 —0.51 —0.51
Laplace+NOSER NF = 2.0 0.002 38 0.002 14 0.006 18 0.004 75 —0.58 —0.58
Tikhonov NF =1.0 0.002 38 0.00179 0.005 84 0.00319 —0.37 —0.36
Laplace+NOSER NF =1.0 0.002 38 0.00213 0.005 46 0.004 83 —0.41 —0.41
Tikhonov GCV 0.00249 0.00272 0.006 31 0.009 87 —0.81 —0.79
NOSER BR 0.00252 0.002 34 0.007 95 0.00583 —0.74 —0.74
NOSER GCV 0.002 60 0.002 76 0.007 37 0.009 94 —0.78 —0.78
Laplace GCV 0.002 88 0.002 69 0.014 40 0.01188 —0.69 —0.70
Laplace+NOSER NF = 0.5 0.00298 0.00193 0.005 88 0.004 12 —0.26 —0.26
Tikhonov NF = 0.5 0.003 05 0.00178 0.006 74 0.003 66 —0.22 —0.21
Tikhonov NF =04 0.003 18 0.00178 0.006 45 0.003 77 —0.18 —-0.17
Laplace+NOSER NF =04 0.003 32 0.001 86 0.006 87 0.004 21 —0.22 —0.22
Laplace+Tikhonov LCC 0.01268 0.004 30 0.04902 0.01671 —0.41 —0.41
Laplace LCC 0.01280 0.004 43 0.04910 0.016 72 —0.45 —0.45

HOHLVU HOANVAOTANIS VN ALINSGOONOHHAN HOMHALAA "d VHOII4d
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Tabulka D.2: Urceni polohy nehomogenity pro SNR =5

Prior Hp Elo,] [m]  E[6] [m]  E°[6,) [m]  E°[6,] [m]  Elap] [Sm~"]  Efas] [Sm”]
Laplace NEF = 0.5 0.00159 0.001 34 0.003 04 0.002 85 —0.25 —0.25
Laplace NF =1.0 0.00172 0.00167 0.00370 0.003 20 —0.41 —0.40
NOSER NF = 0.4 0.001 83 0.00112 0.003 80 0.002 25 —0.20 —0.20
Laplace+Tikhonov NEF = 0.5 0.001 84 0.00118 0.00376 0.002 52 —0.18 —0.18
Laplace+Tikhonov NF =1.0 0.001 86 0.00157 0.004 08 0.00313 —0.31 —0.31
Laplace+Tikhonov GCV 0.001 87 0.001 82 0.004 70 0.004 02 —0.49 —0.49
Laplace NF =04 0.00191 0.001 58 0.004 75 0.004 81 —0.21 —0.21
Laplace+Tikhonov NF =15 0.00192 0.00178 0.004 39 0.00349 —0.40 —0.40
Laplace NEF =1.5 0.001 95 0.00190 0.004 89 0.004 26 —0.50 —0.50
Laplace GCV 0.001 96 0.00194 0.00479 0.004 61 —0.55 —0.55
Laplace+Tikhonov NF =04 0.00202 0.00135 0.00399 0.002 81 —0.14 —0.14
Laplace+Tikhonov NF = 2.0 0.00205 0.00189 0.004 96 0.00410 —0.47 —0.47
NOSER NEF = 0.5 0.00211 0.001 39 0.004 48 0.002 96 —0.24 —0.24
Laplace NF = 2.0 0.00211 0.00203 0.005 80 0.004 97 —0.57 —0.57
NOSER LCC 0.00225 0.001 88 0.005 66 0.004 12 —0.43 —0.43
Laplace+Tikhonov BR 0.002 30 0.00216 0.006 45 0.005 68 —0.61 —0.60
Tikhonov LCC 0.002 36 0.00197 0.005 64 0.00345 —0.45 —0.44
NOSER GCV 0.002 38 0.00218 0.006 44 0.005 38 —0.57 —0.56
NOSER NF =1.0 0.002 39 0.00197 0.00581 0.004 20 —0.38 —0.38
NOSER NEF =15 0.00241 0.00217 0.006 69 0.00516 —0.48 —0.48

HOHLVU HOANVAOTANIS VN ALINSGOONOHHAN HOMHALAA "d VHOII4d
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Prior Hp El5)m]  El6][m]  E°,)[m]  ES)[m]  Ela,) [Sm™'  Ela] [Sm)
Laplace BR 0.00241 0.002 29 0.006 93 0.006 05 —0.68 —0.67
Laplace+NOSER BR 0.00241 0.00229 0.006 93 0.006 05 —0.68 —0.67
Tikhonov GCV 0.002 44 0.00217 0.006 96 0.00543 —0.59 —0.57
NOSER NF = 2.0 0.00248 0.002 25 0.007 46 0.00562 —0.55 —0.54
Laplace+NOSER NF = 1.5 0.002 49 0.002 27 0.006 66 0.004 87 —0.51 —0.50
Tikhonov NF = 1.5 0.002 51 0.00203 0.006 33 0.004 16 —0.47 —0.45
Tikhonov NF =1.0 0.002 51 0.001 99 0.005 82 0.003 55 —0.37 —0.35
Tikhonov NF = 2.0 0.002 53 0.002 18 0.007 15 0.004 86 —0.54 —0.53
Laplace+NOSER NF = 2.0 0.002 55 0.002 35 0.007 28 0.005 64 —0.57 —0.57
Laplace+NOSER NF =1.0 0.002 58 0.002 25 0.006 07 0.004 84 —0.41 —0.41
Tikhonov BR 0.002 59 0.00243 0.00793 0.006 33 —0.69 —0.66
NOSER BR 0.002 81 0.002 66 0.00899 0.007 50 —0.75 —0.74
Tikhonov NF = 0.5 0.002 95 0.001 85 0.006 83 0.003 83 —0.22 —0.21
Laplace+NOSER NF = 0.5 0.00309 0.002 00 0.006 67 0.004 31 —0.26 —0.26
Tikhonov NF =04 0.003 30 0.001 83 0.006 66 0.004 18 —0.18 —0.17
Laplace+NOSER NF =04 0.003 35 0.001 97 0.006 84 0.004 59 —0.22 —0.22
Laplace LCC* 0.004 50 0.002 65 0.018 66 0.007 88 —0.36 —0.36
Laplace+Tikhonov LCC 0.026 16 0.00897 0.04994 0.01892 —0.18 —0.17
Laplace LCC 0.026 47 0.009 04 0.04993 0.01895 —0.19 —0.19

HOHLVU HOANVAOTANIS VN ALINSGOONOHHAN HOMHALAA "d VHOII4d
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Tabulka D.3: Urceni polohy nehomogenity pro SNR = 2

Prior Hp Elo,] [m]  E[6] [m]  E°[6,) [m]  E°[6,] [m]  Elap] [Sm~"]  Efas] [Sm”]
Laplace+Tikhonov NEF = 0.5 0.00242 0.00218 0.006 35 0.004 86 —0.18 —0.18
Laplace+Tikhonov NF =0.4 0.002 50 0.00216 0.006 00 0.004 69 —0.14 —0.14
NOSER NF = 0.4 0.002 50 0.00210 0.006 29 0.004 85 —0.20 —0.20
Laplace+Tikhonov GCV 0.00261 0.002 58 0.006 16 0.00583 -0.29 —0.29
Laplace NF = 0.5 0.00270 0.002 61 0.006 21 0.00576 —0.25 —0.25
Laplace+Tikhonov NF =1.0 0.00278 0.00271 0.006 66 0.005 87 —0.32 —0.31
NOSER NEF = 0.5 0.00279 0.002 31 0.006 97 0.005 54 —0.24 —0.24
Laplace NF =04 0.00280 0.002 68 0.006 69 0.005 60 —0.21 —0.21
NOSER LCC 0.00290 0.002 46 0.006 97 0.005 58 —0.28 —0.28
Laplace GCV 0.00293 0.00295 0.006 53 0.006 61 —0.35 —0.35
NOSER GCV 0.00313 0.002 80 0.00767 0.006 50 —0.36 —0.36
Laplace+Tikhonov NF =15 0.00319 0.00301 0.008 09 0.006 40 —0.41 —0.41
Laplace NEF =1.0 0.003 20 0.003 16 0.007 56 0.007 51 —0.41 —0.41
NOSER NF =1.0 0.003 36 0.002 96 0.009 04 0.006 71 —0.39 —0.38
Tikhonov GCV 0.00343 0.003 04 0.00767 0.00708 —0.38 —0.35
Tikhonov LCC 0.00349 0.002 68 0.007 81 0.00595 —0.30 —0.28
Tikhonov NF =1.0 0.003 51 0.003 07 0.007 84 0.006 48 —0.37 —0.35
Tikhonov NF = 0.5 0.003 58 0.00243 0.007 24 0.005 55 —0.22 —0.21
Laplace+NOSER NF =1.0 0.003 60 0.003 14 0.009 14 0.007 55 —0.41 —0.41
Tikhonov NF =04 0.003 64 0.00242 0.007 22 0.005 44 —0.18 -0.17
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Prior Hp El5)m]  El6][m]  E°,)[m]  ES)[m]  Ela,) [Sm™'  Ela] [Sm)
Laplace+NOSER NF = 0.5 0.003 65 0.002 77 0.008 14 0.006 12 —0.26 —0.26
Laplace NF =1.5 0.003 80 0.003 85 0.009 25 0.008 69 —0.51 —0.50
Laplace+NOSER NF =04 0.003 82 0.00270 0.008 21 0.005 56 —0.23 —0.22
Laplace+NOSER NF =1.5 0.003 88 0.003 48 0.01007 0.008 43 —0.51 —0.51
NOSER NF = 1.5 0.00394 0.003 46 0.01031 0.007 57 —0.49 —0.48
Laplace+NOSER NF = 2.0 0.004 25 0.004 15 0.01062 0.009 66 —0.59 —0.58
NOSER NF = 2.0 0.004 39 0.004 75 0.01151 0.01191 —0.56 —0.53
Laplace+Tikhonov NF = 2.0 0.004 57 0.003 42 0.02463 0.007 31 —0.48 —0.47
Tikhonov NF = 1.5 0.004 84 0.003 54 0.022 55 0.008 14 —0.47 —0.44
Laplace NF = 2.0 0.006 11 0.00519 0.03741 0.013 86 —0.58 —0.56
Tikhonov NF = 2.0 0.007 53 0.00547 0.06218 0.021 69 —0.53 —0.49
Laplace+Tikhonov BR 0.008 22 0.006 99 0.066 18 0.024 75 —0.60 —0.55
Laplace LCC* 0.008 94 0.004 64 0.026 38 0.01081 —0.29 —0.27
Laplace BR 0.01154 0.01117 0.088 84 0.03911 —0.64 —0.53
Laplace+NOSER BR 0.011 54 0.01117 0.088 84 0.03911 —0.64 —0.53
Tikhonov BR 0.01280 0.01220 0.093 83 0.037 38 —0.62 —0.48
NOSER BR 0.01367 0.01520 0.084 97 0.039 34 —0.66 —0.41
Laplace+Tikhonov LCC 0.039 04 0.01267 0.05307 0.02072 —0.03 —0.03
Laplace LCC 0.04009 0.01292 0.05316 0.021 49 —0.03 —0.03
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Tabulka D.4: Urceni polohy nehomogenity pro SNR =1

Prior Hp Elo,] [m]  E[6] [m]  E°[6,) [m]  E°[6,] [m]  Elap] [Sm~"]  Efas] [Sm”]
Laplace+Tikhonov NF =04 0.004 85 0.00399 0.01026 0.01008 —0.15 —0.14
Laplace+Tikhonov NF = 0.5 0.00507 0.004 24 0.011 22 0.01055 -0.19 —0.18
Laplace+NOSER NF =04 0.005 28 0.004 29 0.01125 0.00941 —0.23 —0.23
Tikhonov NF =04 0.005 38 0.00419 0.011 56 0.009 52 —0.18 —0.17
Tikhonov GCV 0.00555 0.004 77 0.01180 0.01017 —0.24 —0.22
Tikhonov NF = 0.5 0.005 56 0.004 61 0.01227 0.00979 —0.23 —0.21
Laplace NF =04 0.005 69 0.004 90 0.01265 0.01220 —0.22 —0.22
NOSER NF =04 0.00599 0.00449 0.026 67 0.014 35 —0.20 —0.20
Laplace+NOSER NEF = 0.5 0.006 37 0.00492 0.02718 0.01467 —0.27 —0.27
Laplace+Tikhonov NF =1.0 0.006 74 0.00567 0.026 54 0.01197 —0.33 —0.32
NOSER GCV 0.006 88 0.00517 0.03923 0.01976 -0.23 —0.23
Laplace+Tikhonov GCV 0.00709 0.004 81 0.02312 0.01085 —0.17 —0.17
NOSER NEF = 0.5 0.007 44 0.005 38 0.043 35 0.01984 —0.24 —0.24
Laplace NF = 0.5 0.008 74 0.006 74 0.058 68 0.03191 —0.25 —0.26
Laplace GCV 0.01248 0.00611 0.05394 0.016 17 —0.22 —0.21
Laplace+NOSER NF =1.0 0.01265 0.008 84 0.08252 0.03811 —0.39 -0.39
Laplace+Tikhonov NF =15 0.01323 0.008 71 0.090 52 0.03078 —0.40 —0.38
NOSER NF =1.0 0.015 32 0.008 80 0.09214 0.03326 —0.37 —0.35
Tikhonov NF =1.0 0.01544 0.008 35 0.10194 0.02940 —0.34 —0.33
Laplace NEF =1.0 0.01566 0.009 46 0.096 87 0.03569 —0.39 —0.38
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Prior Hp El5)m]  El6][m]  E°,)[m]  ES)[m]  Ela,) [Sm™'  Ela] [Sm)
Laplace+NOSER NF = 1.5 0.016 50 0.01107 0.096 56 0.040 82 —0.45 —0.44
Laplace+NOSER NF = 2.0 0.01972 0.01409 0.09743 0.043 59 —0.48 —0.41
NOSER LCC 0.01982 0.01152 0.108 76 0.042 21 —11698148.23 7498190.01
Tikhonov LCC 0.01999 0.011 40 0.11335 0.04001 —27108879.82 3346332.12
Laplace+Tikhonov NF = 2.0 0.020 51 0.01218 0.100 76 0.043 29 —0.41 —0.38
Laplace LCC* 0.02345 0.01409 0.089 16 0.046 96 124.35 —267.27
NOSER NF =15 0.024 06 0.014 06 0.106 47 0.040 22 —0.40 —0.35
Tikhonov NF =15 0.024 21 0.01378 0.102 35 0.044 68 —0.35 —0.33
NOSER NF = 2.0 0.024 50 0.01703 0.106 48 0.045 76 —0.43 —0.33
Laplace+Tikhonov BR 0.027 26 0.01972 0.103 32 0.05323 —0.41 —0.33
Laplace NF =1.5 0.028 53 0.014 40 0.10770 0.045 07 —0.37 —0.37
Laplace NF = 2.0 0.028 81 0.018 78 0.105 26 0.053 65 —0.34 —0.32
Tikhonov BR 0.03047 0.022 56 0.099 26 0.051 89 —0.32 —0.23
Laplace BR 0.03308 0.02322 0.10811 0.05278 —0.25 —0.28
Laplace+NOSER BR 0.03308 0.02322 0.10811 0.05278 —0.25 —0.28
Tikhonov NF = 2.0 0.03337 0.01964 0.11187 0.053 31 —0.29 —0.30
NOSER BR 0.036 02 0.024 57 0.108 89 0.054 11 —0.21 —0.26
Laplace+Tikhonov LCC 0.040 64 0.01389 0.06011 0.026 80 —0.03 —0.03
Laplace LCC 0.041 43 0.01410 0.061 26 0.027 44 —0.03 —0.03
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Priloha E

Detekce nehomogenity na realnych
datech

V této ptiloze jsou kompletni vysledky presnosti urceni polohy bodové nehomogenity algo-
ritmy inverznich metod aplikovanych na redlnych datech. Data byla namétrena z 8 méreni
ruznych velikosti dér na vzorku. Namétrena data byla zanesena do tabulky E.1 pro jed-
notlivé metody inverze. Popis jednotlivych sloupcu je shodny s popisem sloupcu v ptiloze
D. Metoda vybéru parametru prostrednictvim L-Kiivky nedokézala dobte rekonstruovat
obraz pro otvor s nejmensim prumérem avsak, velmi dobte dokazala rekonstruovat obraz s
vétsim polomérem otvoru, proto tyto vysledky algoritmu nejsou vypovidajici. Novy algo-
ritmus hledajici polohu nehomogenity je nastaven tak, ze proklada tricet procent plochy

kolem tézisté polynomem druhého radu.
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Tabulka E.1: Urceni polohy bodové nehomogenity

Prior Hp Elo,] [m]  E[6] [m]  E*[6,) [m]  E*[6,] [m]  Elap] [Sm~']  Efas] [Sm”"]
Laplace+NOSER NF =04 0.001 31 0.00245 0.002 39 0.005 51 —140.68 —140.15
Laplace+NOSER NF = 0.5 0.001 35 0.002 34 0.00248 0.004 61 —173.18 —173.20
Laplace NF = 0.5 0.00147 0.001 89 0.00272 0.003 54 —163.28 —162.76
Laplace NF =1.0 0.001 64 0.002 31 0.003 24 0.003 86 —251.68 —251.41
Laplace+Tikhonov BR 0.00171 0.004 21 0.003 96 0.01046 —345.96 —329.68
Laplace GCV 0.00174 0.002 62 0.003 00 0.00500 —308.78 —308.46
Tikhonov NF =15 0.00179 0.003 46 0.00299 0.007 32 —205.64 —203.98
Laplace NF =04 0.001 80 0.00207 0.003 06 0.004 34 —133.92 —133.42
NOSER LCC 0.001 86 0.003 08 0.003 48 0.005 37 —276.87 —276.21
Laplace+Tikhonov NF =1.0 0.00193 0.002 56 0.003 54 0.004 25 —180.35 —180.18
NOSER GCV 0.00196 0.003 38 0.003 71 0.00590 —339.39 —339.65
NOSER NEF =1.0 0.001 98 0.003 20 0.003 63 0.00499 —253.70 —249.81
Laplace+Tikhonov NF =15 0.00201 0.002 65 0.003 89 0.004 94 —229.71 —227.40
Tikhonov NF =1.0 0.002 24 0.003 33 0.003 57 0.006 10 —165.28 —161.83
NOSER NF =1.5 0.002 25 0.002 88 0.004 18 0.00523 —313.73 —305.77
Laplace+Tikhonov GCV 0.002 32 0.003 25 0.004 55 0.00593 —247.44 —247.33
Tikhonov LCC 0.002 37 0.003 56 0.004 53 0.006 53 —198.27 —202.29
NOSER NF = 0.5 0.002 37 0.003 78 0.004 18 0.006 12 —152.27 —151.22
Tikhonov GCV 0.00243 0.00341 0.004 18 0.006 43 —229.11 —231.94
NOSER NF =04 0.00276 0.00403 0.004 69 0.00703 —120.61 —121.18
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Prior Hp 5 m)  El6][m]  E%5,)[m]  E5)[m]  Ela,) [Sm™Y  Ela] [Sm)
Laplace LCC* 0.002 83 0.00347 0.008 02 0.00973 —233.56 —211.58
Tikhonov NF = 0.5 0.003 65 0.005 04 0.00593 0.00729 —98.44 —99.55
Laplace+Tikhonov NF = 0.5 0.003 66 0.004 20 0.00542 0.006 33 —97.42 —97.44
Laplace+Tikhonov NF =04 0.004 79 0.00507 0.006 86 0.007 54 —73.44 —-73.15
Tikhonov NF =04 0.00501 0.005 36 0.00911 0.006 43 —76.88 —82.98
Tikhonov BR 0.00573 0.00792 0.01811 0.02298 —294.93 —289.97
Laplace+NOSER NF = 2.0 0.006 00 0.006 76 0.02059 0.021 22 —363.22 —369.83
Laplace LCC 0.008 93 0.00142 0.032 44 0.002 46 —223.14 —222.93
Laplace BR 0.009 22 0.00947 0.03308 0.026 80 —377.08 —355.47
Laplace+NOSER BR 0.009 22 0.00947 0.03308 0.026 80 —377.08 —355.47
Laplace+Tikhonov LCC 0.009 33 0.001 81 0.03322 0.003 44 —194.54 —194.00
Laplace+NOSER NF =1.5 0.01084 0.00797 0.040 39 0.027 06 —322.77 —332.19
Laplace+NOSER NF =1.0 0.01087 0.01028 0.041 08 0.036 41 —269.96 —275.10
Laplace NF = 2.0 0.01113 0.00741 0.03998 0.023 60 —326.48 —322.80
NOSER NF = 2.0 0.01169 0.007 42 0.041 96 0.02312 —337.90 —335.70
Laplace NF =1.5 0.01191 0.007 85 0.042 75 0.02415 —288.67 —288.28
Laplace+Tikhonov NF = 2.0 0.01214 0.007 77 0.043 60 0.024 49 —251.37 —252.17
Tikhonov NF = 2.0 0.01318 0.006 93 0.047 85 0.02212 —223.53 —228.70
NOSER BR 0.01565 0.01293 0.05538 0.03333 —395.62 —371.44
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