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Abstrakt:

Cilem této diplomové prace je popsani rovinného proudéni nevazké stlacitelné tekutiny
v Barschdorfové dyze a turbinové mftizi typu SE1050 za pomoci matematického modelovani.
Ulohy proudéni v dyze a miizi jsou fyzikalné a matematicky podobné. Tuto problematiku
nam umozni fesit systém Eulerovych rovnic, doplnény stavovou rovnici pro ideédlni plyn. A
dalsi termodynamické vztahy popisujici izoentropické proudéni stlacitelnych tekutin, Které
nam poslouzi pti formulaci pocatecnich podminek. Systém Eulerovych rovnic budeme fesit
pomoci metody konecnych objemt. Kde jako hlavni numerické metody upiednostnime
schémata Lax — Friedrichs a moderni AUSM. Nejprve se zaméfime na vypocet Barschdorfovy
dyzy, kde provedeme numerické vypocty pro rizné vystupni tlaky. Béhem vypoctu turbinové
miize se zaméfime na studii zmén rozteCe mezi dvéma turbinovymi lopatkami. Vysledkem
zmén rozteCe muze byt napiiklad snizeni nebo zvySeni pritocného mnozstvi tekutiny,
zvétseni nebo zmenseni velikosti obvodové sily pohanéjici lopatku.

Klicova slova:

Systém Eulerovych rovnic, termodynamika, metoda konecnych objemt, schéma
Lax — Friedrichs, AUSM, Barschdorfova dyza, turbinovd mtiz typu SE1050



Abstract:

Basis of this diploma thesis is description non viscous compressible fluids in 2D. For
description we use numerical simulations. We will solve two problems. These problems are
flow in Barschdorf nozzle and flow in linear turbine cascade called SE1050. There are
mathematical and physical similarities among flow in nozzle and turbine. We will use Euler's
equations with equation of state for ideal gas for solutions of these problems. And another
thermodynamic relations describing adiabatic flow compressible fluids. These relations helps
us for define initial conditions. For solution Euler's equations we will choose finite volume
method. We will use Lax - Friedrichs and modern AUSM schemes for finite volume method.
For first we will focus on numerical simulation Barschdorf nozzle, where we will realize
several calculations for selected out pressures. We will focus on study pitch change between
two turbine blades. Result of pitch change might be change size force driving blade or amount
flow flowing trhough two turbine blades.

Keywords:

Euler’s equations, thermodynamics, finite volume method, Lax — Friedrichs scheme, AUSM,
Barschdorf nozzle, turbine cascade SE1050.
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Uvod

Tato prace se zabyva proudénim nevazké stlacitelné tekutiny v Barschdorfové dyze a
turbinové miizi typu SE1050. Takové proudéni lze popsat systémem Eulerovych rovnic
doplnéné stavovou rovnici idedlniho plynu. Systém Eulerovych rovnic tvofi ¢tyfi parcialni
diferencialni rovnice. Pro jejich feSeni volime aparat numerické matematiky. Jednd se o
problematiku proudéni, proto upiednostnime metodu konec¢nych objemil. Pro vypocet
nejdiive uzijeme ovéfené Laxovo — Freidrichsovo schéma, pomoci kterého se dopracujeme
alespon k hrubym vysledkim. Hrubé feSeni je zplUsobené vlivem velké disipativnosti
schématu. Tyto vysledky pouzijeme jako vstupni data pro modernéj$i metodu AUSM, diky ni
muzeme lépe zachytit razové viny a Iépe simulovat realitu.

Déle musime k danym tloham formulovat pocatecni a okrajové podminky. Tim, ze feSime
stejny systém rovnic a tentyz fyzikalni problém u obou tloh, tak bude formulace po¢ate¢nich
podminek v obou piipadech stejna. Odvodime je ztermodynamickych vztahti pro
izoentropické proudéni. Formulace okrajovych podminek je zavisld na hranicich, které jsou
definovany rizné jak u dyzy, tak i u mfize. Ale je tieba pfipomenout, ze vzajemné odliSnosti
jsou velmi malé.

Hlavnim motivem prace je zaméfeni se na studii zmén vystupnich tlakli pro obé tlohy. A to
proto, ze vyrazné zmény vystupnich tlakti maji vliv na vznik razovych vin. Mista s rdzovymi
vlnami maji velky fyzikdlni vyznam, protoze ndm urcuji piechod znadzvukového do
podzvukového proudéni. U turbinové miize se jesté zaméfime na zkoumdani zmén roztece
mezi lopatkami. To bude mit vliv na zménu pruto¢ného mnozstvi proudici tekutiny a velikosti
obvodové sily pohangjici lopatku.



1. Vychozi rovnice dynamiky tekutin

Pro matematickou definici proudéni jakékoliv tekutiny v kontinuu upiednostnime Euleriv
popis, protoze nas zajimaji vlastnosti zejména rychlostniho a tlakového pole v kontrolnim
objemu. Ktomu nam pomiizou Ctyfi rovnice, které lze oznacit jako vychozi rovnice
dynamiky tekutin. Tyto rovnice budou popsany v nasledujicich podkapitolach. Tato prace se
zabyva proudénim stlaitelné nevazké tekutiny, coz se projevi i na Gpravach piislusnych
rovnic. V nasledujicich podkapitolach je uvazovana Einsteinova sumacni konvence pro
prostorové soutadnice x;, kde index [ = 1,2, ... N.

1.1. Zakon zachovani hmotnosti obecné fyzikalni veliCiny

Zakon zachovéani hmotnosti obecné fyzikdlni veliCiny definuje, Ze mnozstvi hmoty musi
zlstat zachovéano a to od pocate¢niho az koneného stavu pfislusného déje v néjaké oblasti
. Hmotnost obecné fyzikalni veli¢iny @ rozloZenou v po¢ate¢nim objemu V,, lze definovat
pomoci vztahu (1.1). Analogicky definujeme @ = ®(x;, t) rozloZzenou v uréitém c¢ase t
vV obecném objemu V; =V, viz. (1.2).

00,0 = [ 9,0 dv, wn
(£20)
Kde ¢len ¢ = @(x;, t) predstavuje hustotu fyzikalni veli¢iny. Ve vztahu (1.2) zavedeme

transformaci na referenéni konfiguraci, kde Jakobian ] piedstavuje zobrazeni a F je
tenzorem druhého fadu zastupujici deformacni gradient.

dv, = f ] dv, , kde ] = det [ﬁ] >0
(2¢) (2)
20 = [ oo = [Jo00 v, w2
2y (£2¢)

Dle definice zdkonu zachovani plati vztah (1.3). Kam dosadime vztahy (1.1) a (1.2) a
upravime na vztah (1.4).

(D(xl,O) = (p(xl,t) (13)

[ o0 av= [ 1oCuo av,

(£20) (£20)



j(q)(xz, 0) —J p(x,t))dVy =0
(£20)

Kde musime ptredpokladat spojitost integralu a piijmout fakt, ze nulovost integralu nemusi
nutné znamenat nulovost integrantu. Poté vyjde nasledujici vztah (1.4)

@(x1,0) =] @(x;,t) (1.4)

Vztah (1.4) budeme derivovat dle ¢asu, kde @ (x;, 0) = konst.. Poté obdrzime vztah (1.5).

a(] <P(Xl, t))
dt

=, t)J+] o(x,t) =0 (1.5)

Dale vyjadiime derivované ¢leny dle [8, s. 77], kde vztah (1.7) pfedstavuje materialovou
derivaci. Tim padem ziskavame vektor rychlosti fyzikélni veli¢iny .

J =] div(v) (1.6)
. _ Do _d¢ . (17)
@(x,t) = o - T grad(e) v

Po dosazeni vztaht (1.6) a (1.7) do (1.5), a nasledné upravé vyjde,

d
6_<tl:) + ¢ div(v) + grad(p)-v =0

kde za podtrzené Cleny lze dosadit vztah pro derivaci nasobeni hustoty a vektoru rychlosti.
Tim padem ziskame finalni tvar zakonu zachovani hmotnosti obecné fyzikalni veli¢iny (1.8).

0 (pv
9 0ov) _

— 1.8
Jt dx; 0 (18)



1.2.  Rovnice kontinuity

Rovnici kontinuity 1ze také oznacit za zdkon zachovani hmotnosti (1.8). Jelikoz uvazujeme
stlacitelnou tekutinu, tak polozime ¢ = p, kde p piedstavuje hustotu proudici tekutiny. Po
dosazeni ziskame rovnici kontinuity (1.9).

0 d(pv
p . 9pv)

L 1.9

1.3.  Zakon zachovani hybnosti

V tomto piipadé je zapotiebi uvazit druhy Newtoniv zakon (1.10), kde jednotlivé vektory

7 - 14 = W 14 = . 14
znamenaji: F; celkovou silu, F; ploSnou silu a F, objemovou silu.

FE=F+F (1.10)

FC) vyjadiime pomoci prvni Impulsovi véty (1.11). Kde hybnost P vyjadiime v integralnim
tvaru a provedeme transformaci na referen¢ni konfiguraci viz. (1.2). Kde obecny objem
Vv Case t oznaCime V' a pocatecni V.

. 9P 8 a(Jpvy)
F, 5% = 51 jpvl dv J m dv, (1.11)
@) (20)

Dale polozme ¢ = p v;, a aplikujme (1.8).

_ dpv) 0(pv vy)
- j) /( ey o ) v, (112
K0}

]

Dale dosad'me za F, viz. (1.13), kde vektor § piedstavuje tihové zrychlen.

—

B=[pgav=[Jpgav 113)
) (20)

Poté dosadime za fs) (1.14), kde vektor napéti £ lze vyjadfit jako skaldrni sou¢in Cauchyho

tenzoru napéti o (1.16) a normalového vektoru 7 kolmého k hranici pfisluiné oblasti 9.2.



Diky vyskytu normalového vektoru Ize aplikovat Gauss — Ostrogradského vétu a plosny
integral definovany na obecné hranici df2 prevést na objemovy integral definovany na
obecné oblasti (2. Po pievedeni budeme vyraz opét transformovat na referencni konfiguraci.

FE= |tds= f?’-ﬁ ds = jdiv(?) dv =
(092) (092) () (1.14)
= j J div(7) dv,
(020)

Nyni vztahy (1.12), (1.13) a (1.14) dosadime do (1.10) a upravime na nasledujici tvar.

dpv) v vy) doy
j]< ot T T ox,.  ox, P9)de=0
(£20)
Coz lze ptevést na lokalni tvar (1.15).
d(pv dpv v do,
(p l)_l_ (p l m) — lm+pgl (1.15)

Jt 0xpy, 0xp,

Cauchyho tenzor napéti - (1.16) se sklada ze dvou ¢lenti a to z tlaku p a tenzoru smykovych,

neboli vazkych napéti 7', protoze pracujeme s nevazkou tekutinou, bude tenzor smykovych

napéti nulovy, tj. T = 0. Kde tenzor 5 predstavuje tradi¢né Kroneckerovo delta.

o = —pb + T= —pg) (1.16)

Jestlize vztah (1.16) dosadime do rovnice (1.15). Tak po malé Gpravé ziskdme finalni tvar
pohybové rovnice (1.17), se kterou budeme dale pocitat. Beéhem vypocétu nebudeme uvazovat
tihové zrychleni, tudiz plati g = 0.

d(pv) N d(p vy Vi + PEim) 0
ot 0X, N (1.17)




1.4.  Zakon zachovani energie

M¢jme skalarni rovnici (1.18) pfedstavujici celkovou energii proudici tekutiny, ktera je dana
souctem kinetické energie K a vnitini energie U, kde u vyjadiuje hustotu vnitini energie.

1 1
K+U= fzvlvlpdV+ fpude fp(zvlvl+u>dV (1.18)
) ) )

Podtrzeny ¢len vrovnici (1.18) ozna¢ime E jako energie. A poté transformujeme na
referen¢ni konfiguraci. Dale napiSeme energetickou rovnici (1.19), ktera je slozena ze souctu
tepelného vykonu Q (1.20) a mechanického vykonu W (1.21). Vztah (1.20) se sklada

Z tepelného toku ha tepelného zdroje .

9 .
— jpEdV =Q+W

ot (1.19)
@)
Q= j%dV+ Jh-ﬁdS (1.20)
@) (00)
W=?C-5=Jp§-ﬁdV+ Jf-ads (L21)
) (002)

Dale se zamétime na prvni ¢len na levé strané rovnice (1.19). Ktery nejdiive transformujeme
a poté na né&j aplikujeme zakon zachovani. Tim padem tento ¢len piejde na tvar (1.22).

d d(pE) Jd(pEv)
—_ = 1.22
T j]PEdVo j/( T + 9%, dVy (1.22)
(£20) (20)

Poté upravime rovnici (1.21) a to tak, e dosadime za vektor napéti £ skalarni souéin

Cauchyho tenzoru napéti o a normalového vektoru 7. A naslednd aplikujeme
Gauss — Ostrogradského vétu. Po aplikaci pfedchozi véty pozijeme vzorec pro derivovani
sou¢inu. Nyni vztah (1.21) piejde na tvar (1.24).



. 60’lm
W = fpglvldV+ Jalmnmvld5= fpglvldl/+ jvl =

dx
@) (@) @) @ "
d(v,0, av
=fpglvldV+ (l—lm)dV— Jalm—ldV
0x, 0x,
) () ()
Kde vyraz ;xl ptredstavuje rychlostni gradient, ktery je definovan vztahem (1.23).
0 4] _
axm - Dlm + Wlm (1.23)

Kde jednotlivé Cleny ptfedstavuji: tenzor rychlosti deformace kontinua D (symetricka cast

rychlostniho gradientu), tenzor rotace kontinua w (antisymetrickd cast rychlostniho
gradientu), ktera je témét nulova a proto ji zanedbavame. Po této uprave jiz obdrzime finalni
tvar (1.24).

; 0(V101m)
W = P gV dV + T dv — O1m Dlm dVv (1.24)
m

(2) () ()

Nyni vyrazy (1.22), (1.20) a (1.24) dosadime do rovnice (1.19) a po mensi upravé ziskame
skalarni energetickou rovnici (1.25). Pfed dosazenim do vztahu (1.19) je zapotiebi vyrazy
(1.20) a (1.24) nejprve transformovat na referen¢ni konfiguraci.

o(p E d(pEv,—viop,+ h
(gt )_|_ (pEv axz Im D, = =0y Dm+pgv,+n (1.25)
l

Kde opét neuvazujeme tihové zrychleni g = 0 ani tepelné vlivy »x = 0, h=0. Jelikoz
proudicim médiem je nevazka tekutina, tak opét bude platit, ze tenzor smykovych napéti

bude nulovy T =0atim padem bude nulovy i tenzor rychlosti deformace kontinua D =0,
viz. vztah (1.16). Po téchto upravach ziskame energetickou rovnici ve tvaru (1.26), se kterou
budeme dale pocitat.

a(PE)_I_ dpEvi+pv) 0
ot dx, B (1.26)



1.5.  Stavova rovnice idealniho plynu

S touto rovnici je tfeba pocitat uz jen z toho divodu, Ze jako proudici tekutinu uvazujeme
idealni plyn. Stavova rovnice idedlniho plynu (1.27), také slouzi k doplnéni piedchozich
rovnic a to konkrétné (1.9), (1.17) a (1.26).

P =rT 1.27)

p

Kde T [K] je teplota proudici tekutiny udana v Kelvinech a r[]JK~'k;'] je relativni
plynova konstanta (pro vzduch je r = 287] K1 kg 1), kterou lze také definovat jako rozdil
mérn¢ tepeln¢ kapacity za stalého objemu ¢, a mérne tepelne kapacity za stalého tlaku c,
viz. vztah (1.28).

T=2Cp—Cy (1.28)

Vzajemny podil mérnych teplotnich kapacit nazyvame Poissonovou konstantou y (1.29),
ktera je pro vzduch rovna 1,4.

_%

. (1.29)

Y

Opét uvazime energetické zakonitosti, které byly zminéné v podkapitole 1.4., kde pouze
dosadime za vnitini energii u.

1 1
pE = 2 PVIYL + pu = 2 PVIVL +pcy T (1.30)

Jestlize vztahy (1.27), (1.28) a (1.29) budeme aplikovat na rovnici (1.30), tak po par
upravach lze ziskat potiebné vyrazy a to pro energii vyjadienou ze stavové rovnice (1.31) a
rovnici pro tlak vyjadieny ze stavové rovnice (1.32). Kde jsme opét aplikovali Einsteinovu
sumacni konvenci.

1 p
pE=gpvmt gy (1.31)

1
p=U—-1 [P E— 2 p UV, (1.32)



1.6.  Systém Eulerovych rovnic ve 2D

Pro sestaveni systému Eulerovych rovnic budeme potiebovat skalarni rovnici kontinuity
(1.9), vektorovou pohybovou rovnici (1.17), skalarni energetickou rovnici (1.26). Tyto
rovnice je$té doplnime stavovou rovnici a to ve tvaru bud’ (1.31) nebo (1.32). Vsechny tyto
rovnice rozepiSeme do 2D, tj. ve sméru x a y. Coz bude mit pochopiteln¢ za nasledek, ze
Z pohybové rovnice nam vzniknou dvé a tim padem budeme mit celkem pét rovnic.

dp dpvy) 9(pvy)
— = 1.9
3 + % + 3y 0 (1.9)
Jt d0x dy
oov,) . opav,) . (pvy vy +p) @12
+ + =0
Jt 0x dy
(1.26)
d0(pE) 9(pEvi+pv,) 0(pEv,+pvy)
+ + =0
Jt d0x dy
Tyto rovnice jesté doplnime rozepsanou rovnici (1.32)
1
p= -1 [p E— 2 p (vax + 173/1731)] (1.32)

Rovnice (1.9), (1.17.1), (1.17.2) a (1.26) ptedstavuji Ctyfi nelinearni parcialni diferencialni
rovnice prvniho fadu, jejichZ analytické feSeni je velmi naro¢né. Z téchto rovnic nam
vyplyvaji Ctyfi neznamé a to dvé slozky vektoru rychlosti, teplota a hustota nebo tlak. Pro
jejich vypocet volime nepiesné numerické feSeni, které ndm pomuzZe dat alespon predstavu o
chovani dané tekutiny za ur¢itych podminek v konkrétnim prostiedi. Rovnice (1.9), (1.17.1)
a (1.17.2) 1ze zapsat vektoroveé (1.33).

oW 9F G _

ow  or oG _ (1.33)
ot Toxtay =0



Kde vektor konzervativnich proménnych W a vektory fyzikéalnich toka Fag lze zapsat

nasledujicim zptisobem (1.34).

p
— [Py
P Uy
pE

P vy
P Uy Uy

Pouzita literatura a zdroje:

pUyVy,+p
pEv,+puv,

-

F

= F() =

P Vx
P VUx Vx + D
P Uy Uy
pPEV,ADV

(1.34)

Béhem odvozovani jednotlivych rovnic jsem vychazel zejména z téchto zdroju [1], [8], [9],

[10].
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2. Numerické reSeni systému Eulerovych rovnic ve 2D

Systém Eulerovych rovnic ve 2D definovany vektorovym vztahem (1.33), se sklada ze Ctyf
nelinearnich parcidlnich diferencidlnich rovnic, jejichz analytické feSeni je velmi naro¢né. A
jak jiz bylo zminéno v prvni kapitole, tak se tento systém pokusime vyfesit pomoci numerické
matematiky. Pfi vypoctu proudéni zkoumame vlastnosti danych fyzikalnich veli¢in, naptiklad
tlaku ¢i hustoty, v kontrolnich objemech ndlezicich do dané oblasti. Vhodnou numerickou
metodou pro feSeni tohoto problému a obecné pro problematiku proudéni je metoda
kone¢nych objemti (MKO) podle anglického nazvu finite volume method. Tato kapitola se
zabyva obecnym vysvétlenim této numerické metody vcetné vysetfeni stability. Dale se
podivame na starSi schémata a to Laxovo — Friedrichsovo schéma, které vSak neni tolik
piesné. A poté se zaméfime na novej$i numerické schéma a to AUSM, pomoci n¢hoz
dovedeme zpiesnit vysledky pievzaté z ptredchoziho Laxova — Friedrichsova schématu.

2.1. Metoda kone¢nych objemu ve 2D

Pokusme se nyni systém Eulerovych rovnic (1.33) aproximovat pomoci metody kone¢nych
objemi. Béhem odvozeni jsem vychazel z [4, s. 30].

oW 9F 4G
—t —+— =0 (1.33)
Jt * 0x * ady
Rovnici (1.33) Ize piepsat na nasledujici tvar (2.1).
oW -
— +div(F,G) =0 (2.1)

at

Reseni budeme hledat na n&jaké kone&n& rozmérné uzaviené oblasti £2, pro niz plati 2 = 2 U
00, tj. ze je slozena z vnitiku 0 a hranice df2. Vnitiek této oblasti se da rozdélit na N
podoblasti, tj. kontrolnich objem@ 2 = YN_, 2. Principem této metody je, e vztah (2.1)
budeme integrovat ptes dany kontrolni objem viz. (2.2).

ow P
j j —¢ dxdy + f J div(F,G)dxdy = 0 2.2)
(21) (21)

Dale se pokusime v rovnici (2.2) aproximovat jednotlivé ¢leny. A to tak, ze prvni ¢len
vyjadiime pomoci véty o stiedni hodnoté tim, ze piesuneme casovou derivaci pred dvojny
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integral. Stfedni hodnotu vektoru konzervativné¢ proménnych w povazujeme za piiblizné

rovnou W, tj. plati W = W viz. vztah (2.3).

0 [ W axa = 10 = 1aa 2 3
at xy: k atz k .

dat
(2x)

Casovou derivaci vektoru W vyjadiime rozvojem Taylorové fady pomoci doptfedné diference
na tvar (2.4). Kde At piedstavuje velikost ¢asového prirtistku a zbytek O(At?) zanedbame.

— _ oW
W t+At) = WX, t) + Atﬁ + 0(At?)

Ve vztahu (2.4) ozna¢ime c¢as indexem n jako symbol dané ¢asové vrstvy
t=n,t+ At =n+1, coz je praktictéjsi pro dal$i numerickd odvozeni a vypocet samotny.
A polohové indexy [ a m reprezentuji umisténi kontrolniho objemu na dané oblasti, tj.
zastupuji polohovy vektor X = (x,y). Pro nazornéjsi pfedstavu Ize pohlédnout na Obr. 1.

77 rn+l _ qan
ow _ Mim I/Vl,m

at At

(2.4)

Obr. 1: Znazornéni principu MKO na jednom kontrolnim objemu ve 2D

-Ql,m+1
pS

Kde symbol § zastupuje piislusné soufadnice vrcholtt daného kontrolniho objemu, tj. plati
§l,m = [Xl,mJ Yl,m]1 §l+1,m = [Xl+1,m' Yl+1,m] atd.. Dle Obr. 1 plati, ze 'Qk = Ql,m-
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Na druhy ¢len v rovnici (2.2) aplikujeme Greenovu vEtu a tim ho pfevedeme na integral po
uzaviené kiivce (2.5).

f f div(F,G) dxdy = f - (F,G)ds =

() (092)
2.5)
= j (nF + n, G)ds = jg (Fdy — Gdx)
(002y) (002)

Nyni vyrazy (2.3) a (2.5) dosadime do vztahu (2.2), kde jiz pro piehlednost a souvislost

s Obr. 1, zavedeme znaceni {2, = (2;,,. A po dosazeni vyjadiime vektor konzervativnich

_,
proménnych v nové ¢asové vrstve Wlfi,fl a ziskame vztah (2.6).

_ _ A N .
Wit = wi, — m f (Fdy — Gdx) (2.6)
Im (aﬂl,m)

Pro potieby programovani nahradime kiivkovy integral ve vyrazu (2.6) vztahem (2.7).

4
3@ (Fdy — Gdx) = z (Fay, - Gax)) (2.7)
(021m) j=1

Coz musi byt v kompetenci s Greenovou vétou, ktera je zavisla na sméru obihani po uzaviené

kiivce, ktery je na Obr. 1 znazornén tlustymi Sipkami. To znamena, ze za velikosti

prostorovych krokti dy a dx budeme dosazovat nasledujici vztahy (2.8). A vektory Faé jsou
aproximacemi vektort fyzikalnich toku, definované vztahy (2.9) dle [4, s. 30].

j=1: dy, = Yl+1,m - Yl,m dx; = Xl+1,m - Xl,m
j=2: Ay, = Yiiime1 — Vieim dx; = Xiyime1 — Xieim
j=3: dys = Yims1 — Yiermet dx; = Xime1 — Xie1ime1
j=4%: dy, = Yl,m - Yl,m+1 dx, = Xl,m - Xl,m+1
(2.8)

i = 1,2 > = 1,2 -

Jj=1: F = E(Fl,m + Fl,m—l) G, = E(Gl,m + Gl,m—l)

i = 1,2 > == 1,2 -

Jj=2: F, = E(Fl,m + Fl+1,m) G, = > (Gl,m + Gl+1,m)
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j =3: F3 = %(ﬁl,m + ﬁl,m+1) G_3) = %(él,m + 5l,m+1)

S|
I

j=4: F, = %(ﬁl,m + ﬁl—l,m) %(5l,m + 61—1,m)

(2.9)

Tim padem muzeme zapsat obecny vztah pro metodu kone¢nych objemt (2.10).

4
[—y — At = =
Win't = Wiy — z (F}'dyj - doxj) (2.10)
T2l £ |
2.2. Laxovo — Friedrichsovo schéma ve 2D

Samotny vztah (2.10) je nestabilni, tudiz je nevhodny pro vypocet. Proto musime zavést jiné
stabilni schémata, se kterymi se muzeme pfiblizit k pozadovanému feSeni. Jedno z téchto
schémat je pravé Laxovo — Friedrichsovo, které je vSak velmi disipativni, coZ ma za nésledek
Spatné zachycovani rdzovych vin nebo v nékterych ptipadech nedojde k zddnému zachyceni
napiiklad u ptipadu vypoctu turbinové mfize. Zachyceni razovych vin je vSak v oblasti
proudéni vyznamny poznatek, diky némuz mizeme zjistit pfechody z nadzvukového do
podzvukového proudu. V nasem piipad¢ toto schéma pouzijeme jen v prvni fazi vypoctu. Poté
co vypocet zkonverguje, ulozime vypoctené hodnoty pro vektor konzervativnich proménnych
a uzijeme je jako vstup pro modernéj$i AUSM schéma, které ndm umozni zachytit razové
viny. Volime takovy postup, protoze vypocet metodou AUSM je mnohem rychlejsi
S presnéjSimi vstupnimi daty.

Pro odvozeni Laxova — Friedrichsova schématu ve 2D, budeme vychazet z principu tohoto
schématu pro 1D (2.11). Béhem odvozeni jsem vychazel ze zdroje [5, . 12 a 24] dale jsem
uzil opét zdroj [4, s. 30].

Transportni rovnice (2.11) je skalarni a jednotlivé skalary piedstavuji: skalar konzervativni
proménné w = w(x, t) a fyzikalni tok f(w).

ow 0
- - — 2.11
o + o (f(w)) =0 (2.11)

Parcialni derivace aproximujeme rozvojem do Taylorové fady. Casovou derivaci nahradime
doptednou diferenci. Derivaci polohy zas centralni diferenci. Poté vyjadiime w v nové casové
vrstve, tj dostaneme tvar (2.12).

At
wit = wit = ——— (fWiia) = f (W) (212)
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Daéle aproximujeme w;' = —(WH_1 + wit,), a poté na pravé strané vyrazu (2.12) pfidame

+w/*, po mensich Gpravach ziskame zakladni tvar (2.13) pro Laxovo — Friedrichsovo schéma.

At
Wln+1 = w' — m(f(wﬁu) - f(Wln—1)) +
(2.13)
+ 5 Wik — 2w + wity)

Dle skript [5, s. 12] se Laxovo — Friedrichsovo schéma fesi s druhym tadem ptesnosti, tzv.
modifikovanou rovnici parabolického typu, kde potrzeny ¢len ma vyznam umélé vazkosti.
Uméla vazkost zlepSuje stabilitu numerické metody, ale zaroven do feSeni vnasi urCitou
chybu, ktera se projevi pravé na nezachyceni razovych vin. Vliv umélé vazkosti Ize snizit na
potiebnou tUroven volbou parametru & € (0,1). Vztah (2.14) predstavuje obecné
Laxovo — Friedrichsovo schéma v 1D.

n+1 n At n n
wp =W — m(f(WHl) - f(Wl—1)) +

o Wiy = 2] + WLy

(2.14)

Analogicky lze vyjadfit Laxovo-Friedrichsovo schéma ve 2D, kde vSak misto skalarniho
schématu (2.12) uzijeme vektorové schéma (2.10), tim ziskame Laxovo-Friedrichsovo

schéma ve 2D (2.15) viz. [4, s. 31]. Kde je opét nutné aproximaci VT/f;n provést, pies vSechny
sousedni kontrolni objemy viz. Obr. 1.

1? -—de- +
IIszIIz )= G

& —
+ Z (Wl,m—l + Wl+1,m + VVl,m+1 + VVl—l,m - 4V|/ln;n)

Wln+1 [/Vl L=
(2.15)

2.3. Stabilita a konvergence numerické metody

Vysledek numerického vypoctu neni piesny, ale pouze se pfiblizuje ke spravnému feSeni.
K tomu je zapotiebi, aby program propocetl desitky tisic nékdy 1 stovky tisic iteraci, které
jsou podminény volbou velikosti ¢asového kroku At. Pottebnou velikost At uréime pifimo ze
systému Eulerovych rovnic (1.33). Pro zjednoduseni si definujme vztah pro rychlost zvuku ¢
(2.16), kde Poissonova konstanta y, hustota p, tlak p a dalsi veli¢iny budeme oznacovat
stejné, jak v predchozi kapitole. Béhem odvozeni jsem vychazel ze zdroju [5] a [3].
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c = 7 = \JYTr T (2.16)
oW dF 9G

T T (1.33)
Jt + 0x + dy 0

Po z derivovani jednotlivych ¢lenti tzv. linearizaci ve vztahu (1.33), a nasledné upravé
obdrzime nasledujici systém rovnic (2.17) viz [3, s. 131].

(2.17)

p
— Uy
U= (2.18)
Uy
p
A dvé matice A a B, které jsou definovany vztahy (2.19).
Uy P 0 O v, O p 07
4 0 U, 0 % 5 0 Uy 0 0
= = 1
0 0 vy 0 0 0 Uy ; (2.19)
lo pc 0 va [0 0 pc? v,
Nyni zapiSeme systém rovnic (2.17) vektoroveé vztahem (2.20).
ou aU _ aU
 tAZ=+B—=0 (2.20)
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Poznamka (2.1): Vyznam matic A a B definovanych vztahem (2.19), ktery vyjadiime
z derivovaného systému rovnic (2.17) l1ze vyjadfit vztahem (2.21) dle [5, s. 39].

B = B(V_I/) — :_% (2.21)

T

0
0

S

A=A(W) =

Pozndmka (2.2): Dle [5, s. 39], muZzeme o systému Eulerovych rovnic (1.33), Ze je
hyperbolicky pravé tehdy, kdyz matice

Al“)’ == U1A + UzB

ma pro libovolny vektor v = (vy,v,) pouze redlna vlastni &isla a jeji vlastni vektory tvori
bazi prostoru R™, kde n je pocet rovnic systému. Pro nas ptipad je n = 4.

To znamena, ze u matic A a B Ize provést spektralni rozklad (2.22), kde R je matice vlastnich
vektoril a A zastupuje diagondlni matici vlastnich ¢isel, ptislusné matice (oznaceno indexem),
tj. plati, ze A = diag[A;, A;, A3, A,], kde A predstavuje vlastni ¢islo.

A=RA,RY; B=RAgzR! (2.22)

Vypoctem vlastnich ¢isel u matic A a B, 1ze dosadit za diagonalni matice A4 a Ag (2.23).

lvy|—c 0 0 0
0 v 0 0
0 0 v 0
0 0 0 |n|+c

lv,| —c 0 O 0
0 v 0 0
0 0 v, 0
0 0 0 |vl+c

|
Ay = AB=|
|

Nyni systém parcialnich diferencialnich rovnic (2.20) upravime na tvar (2.24) tim, Ze
vyjadiime pfislusné matice vztahem (2.22). A dale z leva vynasobime inverzni matici
vlastnich vektort R~

ol ol ol
R1—+ AR+ AzR1—=0 (2.24)
gt T AR oyt s dy

Dale do vztahu (2.24) dosadime vektor V=R1U,atim padem ziskame tvar (2.25), ktery
nam poslouZi pro urceni velikosti casového kroku At.

av av av

50 Mgyt e 5, =0 (2.25)
Pozndmka (2.3): Systém Eulerovych rovnic (1.33) jsme museli pievést do linearizovaného
tvaru (2.25), protoze nasledujici predpoklady, uvedené ve zbytku této podkapitoly, se tykaji
linedrnich parcidlnich diferencidlnich rovnic.
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Velikost ¢asového kroku ma vliv na vypocet hodnot ve vektoru V v nové ¢asové vrstvé Vlfl,;l”.

Jestlize by se v nové spoc¢tenych hodnotach vyskytli tfteba jen malé chyby, tak by se v dalSich
casovych vrstvach jejich velikost jesté zvétSila. Coz by mélo za nasledek divergenci
numerické metody a tim padem by byla metoda nestabilni. Stabilitu numerické metody
ovliviiuji také velikosti prostorovych krokli Ax a Ay. Avsak to lze oSetfit spravnou piipravou
vypoctové sité, tj. oblasti na, které bude probihat vypocet. Pro potieby stability pozadujeme
to, aby chyba vznikld béhem numerického vypoctu zlistala omezend v celé oblasti fesenti, tj.
metoda je stabilni. Jelikoz velikost Casového kroku At neni piedem déana jak je tomu u
velikosti prostorovych krokli Ax a Ay musime jeho hodnotu odhadnout ze spektralniho
kritéria stability nebo téZ Neumanovo ¢i Fourierovo kritérium.

Pozndmka (2.4): Princip spektralniho kritéria vysvétlime na piipadé v 1D.
Vln+1 =P Vln
Kde linearni operator P S vlastni funkci ¢; a vlastnim ¢islem A lze vyjadfit nasledovné.
Po,= ¢, kie ¢ =V=e®

Kde symbol i ptedstavuje komplexni ¢islo a thel a € (0,2m). Coz lze zobecnit pro vice
Casovych vrstev.

Vzl:PVlO=P§Dl:/1§0l

VP=PV}'=PAg = 2% ¢,

Vln = " = AN elat

Schéma je stabilni pokud plati-li vztah (2.26).

IA] <1 Vace(0,2n) (2.26)
Naopak je schéma nestabilni pokud plati vztah (2.27).

Al >1 Vae(02r) (2.27)

Avsak pro na$ piipad (2.25), kde vystupuje vice vlastnich ¢isel, musime pro stabilitu zavést

dalsi jiz zminéné spektralni kritérium stability definované vztahem (2.28).
P):= max |4]| <1
¢(P) k=1,2...N| 1 (2.28)
Pro nas ptipad je N = 4.

Odvozeni podminky stability a vztahu pro velikost ¢asového kroku At provedeme pro
Lax-Friedrichsovo schéma (2.15), kde € = 1. Které bude aplikovano na ortogonalni siti viz.
Obr. 2, tim padem se tvar (2.15) znaéné zjednodusi na vztah (2.30). Dusledkem ortogonality
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sité¢ je to, Zze kazdy z aproximovanych fyzikalnich toka F a G bude umistén pouze ve dvou
smérech viz. (2.8). Abychom mohli aplikovat vlastnosti spektralniho kritéria, nejdiive
prevedeme tvar rovnice (2.15) na pomocny tvar (2.29), kde ¢leny ¢(A,) a ¢(Ag) piedstavuji
dle (2.28) maximalni vlastni ¢isla diagonalnich matic (2.23).

aV+ (Ay) V+ (A)av—o (2.29)
ot ClaAy ¢p y_ -

Obr. 2: Znazornéni principu odvozeni stability na ortogonalni siti ve 2D

'Ql,m+1
=
T Gl,m+
0
A\ ¥4 \ 4
D-1m  Firoim Qim Fiia, Dii1im
X e X
’a ’a)
A\ 4 \ 4
Y fad
Gl,m—l
X -Ql,m—l
X

Nyni zapisSme vztah (2.30) odvozeny z (2.29). Béhem odvozovani jsem vychazel ze
[5, s. 41].

Vn+1 (Vl m+1 + Vl+1m + Vl 1m + Vlm 1)
At At (2.30)
- IAx C(AA) [Vlr-:-l,m Vl 1m] A C(AB) [Vl m+1 Vlm 1]

Dale ve vyrazu (2.30) pro leps$i piehlednost zavedeme substituci 6, = j—i c(Ay),

0, = f—;/ ¢(Ap). Poté ziskame upraveny vztah (2.31).

Vit = l(V" + Vi Vi + V1) —
4 Im+1 l+1,m l-1,m Im-1
(2.31)

6 6
- %[Vl’}_lm - Vl711,m] - 73/ [Vlﬁn+1 - Vlf}m—l]
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Nyni mizeme aplikovat princip spektralniho kritéria dle pozndmky (2.4), ale jiz pro 2D. A to,
tak, Ze za jednotlivé ¢leny V dosadime vztahy definované v (2.32).

Vlr;:t-l — An+1elaiemﬁi

Vltlm = AtelaipgmpBi

n — ny,(+Dai,mpBi
Vl+1,m_ e e g

VlTil,m —_ Ane(l—l)aiemﬁi

Vltlm+1 — Anelaie(m+1)ﬁi

Vlﬁn—l — Anelaie(m—l)ﬁi
(2.32)

Dale jednotlivé vztahy (2.32) dosadime do (2.31) a po mens$ich Gpravach ziskdme vztah
(2.33).

1 ) , , . o) ) ,
A= 2 (e + e'@ + el 4 ¢7F) — 7" (el — ei) —

9 (2.33)
— X (B — o-iB
e e
> ( )
Kde pro jednotlivé tihly uzijeme Eulerv vzorec (2.34).
et = cos(a) + isin(a) (2.3

etBl = cos(B) + isin(B)

Po dosazeni (2.34) do (2.33) budeme dle [5, s. 41] piedpokladat, ze @ = B. A po drobné
upraveé ziskame vztah (2.35).

A= cos(a) + (6, + 6, )sin(a)i (2.35)
Jelikoz je vlastni Cislo A Cislem komplexnim, tak lze vyjadfit jeho absolutni hodnotu jako
soucet jeho realné R, a imaginarni I,,, slozky. Pro |A| plati (2.28), tudiz obdrzime tvar (2.36).

1Al = V(ARD2+ (A1,)? = \/cos(a)z + (6, + 9y)2 sin(a)? <1 (2.36)

Z (2.36) vyplyva (2.37).

(6, + 6,)° <1 (2.37)
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Diéle dosadime zpét za 6, a 6,, a vyjadiime z nerovnice (2.37) velikost ¢asového kroku At.

1

<
~ ¢(44) N ¢(Ap)
Ax Ay

At

Kde za spektralni kritéria ¢(A4) a ¢(Ap), dosadime jejich maximalni vlastni ¢isla, které jsou
patrné z (2.23) a ziskame pozadované kritérium stability a vyraz (2.38), ktery uréuje volbu
velikosti ¢asového kroku At.

At <
(vl +0) , (ol +¢) (2.39)
Ax Ay

Zakladnim pozadavkem numerického vypoctu je ten, aby co nejlépe aproximoval realné
feseni. Cehoz dosahneme po urditém poétu &asovych iteraci. Proto zavadime pojmy jako
konvergence, kterd nam udéava vztah mezi feSenim diskrétni a spojité ulohy. Déale zavedeme
pojem konzistence. Konzistence definuje vztah mezi vzorci numerické metody a tvarem
rovnic ve spojité tloze. Takto zminéné predpoklady plati opét jen pro linearni parcidlni
diferencidlni rovnice. Pojmy konvergence, konzistence a stabilita spojit nasledujici vétou
(2.2).

Véta (2.1), Laxova véta o ekvivalenci: Konzistentni metoda feSeni linearni spojité tlohy
konverguje, pravé kdyz je stabilni.

Poznamka (2.5): je-1i metoda konzistentni, pak je konvergence ekvivalentni stabilite.

Jestlize jsme zvolili optimalni velikost ¢asového kroku At, tak s ohledem na piedchozi tvrzeni
bychom, také méli zvolit optimalni pocet ¢asovych vrstev neboli iteraci N,,,,. Pomoci nichz
muzeme dosahnout dobych aproximaci. Po zvoleni N,,,, Sledujeme funkce rezidua Rez
(2.40), tak dlouho dokut se funkce neustali, tj. bude-li konvergovat k néjaké nizké ¢i nulové
hodnoté. Vztah (2.39), predstavuje sumu Casovych parcidlnich derivaci, ktera zahrnuje
vSechny objemy na dané vypoctové siti, kde L, zastupuje pocet objemu ve sméru 0Sy x a
Mpnax Zas ve sméru osy y. Reziduum muizeme sledovat pro libovolnou fyzikalni veli¢inu @.
V nasem piipad¢ stanovime reziduum pro hustotu, rychlost ve sméru x a y, a energii.

—_ Lmax Mmax n+1 n
00 _ z z [P = Pl (2.39)
ot At
l m
1 %]
(Lmax Mmax) at

Rez(®]',) = log[ (2.40)
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Ukazka pribéhu rezidua a stanoveni optimalniho N,,,, je na Graf. 1. Tyto rezidua byly
pocitany u metody Lax — Friedrichse, kterd byla pouzita pro vypocet Barschdorfovi dyzy viz.
tieti kapitola. Z Grafu 1. je patrné, ze se rezidua hustoty, rychlosti ve sméru x (v grafu
znacené V_X) a energie ustali na urcit¢é hodnoté. To znamena, ze numericky vypocet
z konvergoval a dosdhl svého maximalné¢ piesného feSeni. Dle Grafu 1. volime
Npax = 80000. Tento udaj lze uzit i pro dalsi vypocty Barschdorfovi dyzy, pocitané
Lax — Friedrichsovycm schématem, avsak s jinym vystupnim tlakem ¢i Machovym cislem.

Graf 1.: Znazornéni pribéhu funkce rezidua pro dané fyzikalni veliiny

R’EI!‘I’I 7 ' + Rez[hustata)

m Rez(v_x)

Rez(energie)

i i Iterace
S0000  &0000 70000  BO000
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2.4. AUSM schéma ve 2D

Béhem popisovani tohoto schématu jsem vychazel ze zdroju [2] a [6]. Anglicka zkratka
AUSM znamena Advection Upstream Splitting method, coz je Gplny nazev této metody. A jak
JiZ nazev napovida, budeme aproximovat fyzikalni toky tim, Ze se zaméfime na dvé fyzikalni
veli¢iny. A to Machovo ¢islo a tlak tak, ze je aproximuje ze dvou kontrolnich objemi. Tato
metoda je relativné nova a jako prvni ji publikovali
Meng-Sing Liou a Christopher J. Steffen, Jr. v roce 1991. Metoda AUSM oproti star§imu
Laxovu — Friedrichsovu schématu 1épe zachycuje razové viny a tim padem nam poskytuje
realngjsi predstavy o chovani proudici tekutiny v dané oblasti. Tou oblasti mize byt napiiklad
Barschdorfova dyza viz. treti kapitola nebo turbinovd mfiZz viz. kapitola ¢tvrtd. Béhem
vypocth a to jak u dyzy ¢i miiZze jsem vzdy zacinal pocitat s Lax — Friedrichsovym
schématem, s kterym jsem si vytvofil hrubé vysledky. Tyto hrubé vysledky jsem pouzil jako
pocateni podminku, tj. vstupni data pro AUSM schéma. Tim jsem uSetfil vypocetni Cas a
zajistil stabilitu AUSM metody, kterd se snadno rozkmitd, tj. zacne divergovat. Tento jev
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muze byt zpisoben praveé pocateéni podminkou, kterd je uvnitt oblasti £2 prakticky konstantni
a ma daleko do ptesnéjsich vysledki.

Nyni si vysvétlime zakladni principy AUSM metody. Nejdiive se podivame na obecny vztah
pro metodu konec¢nych objemu (2.10), kde se zaméfime na aproximace vektort fyzikalnich

tokt 7, G jedinym fyzikalnim tokem f (2.41).

f=Fdy— Gdx (2.41)
Budeme-li predpokladat, Ze v prvni Gasové vrstvé je na celé oblasti 2 = 902 U £, tj. ve viech
objemech stejna pocatecni podminka, tak bude platit F=F G=G.Tim padem muzeme za
jednotlivé fyzikalni toky dosadit z (1.34), kde pro zjednodusSeni do ¢tvrté slozky zavedeme
entalpii H (2.42).

H=F+ P (2.42)
p
Z toho nam vyjde vztah (2.43).
P Vx p vy
5 P Uy Uy +D P Ux Vy
= P Uy Uy dy — P, v, + D dx (2.43)
pv, H p vy, H

Dale upravime (2.43) na tvar (2.44).

P 0

5 p Uy dy
f= (vedy— v, dx) oo, | ¥P| _3, (2.44)

pH 0

Kde zavedeme konvektivni normalovou slozku rychlosti V,, definovanou (2.45).

Vnzl_/)-ﬁzvxdy—vydx (2.45)

A tim ziskame vyraz (2.46).

p 0

Z P Vx dy

f=" pv, | TP\ _ix (2.46)
pH 0
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Obr. 3: Znazornéni obecného principu metody AUSM ve 2D

Si+1, m+1

VVl+1,m; pl+1,m; Ml+1, m
X

Wl,m; pl,m; Ml,m
X

Sl+1,m

Poté zavedeme znaceni indexy L jako levy objem z anglického left, tj. objem ve kterém se
nachdzime. A indexem R ozna¢ime pravy objem z anglického right, tj. sousedni objem.
Sousedni objemy odpovidaji poctu stén. V nasem piipadé musime uvazovat Ctyfi sousedni

objemy.

Wims Pims; My = Wi; p; M,

—> —
Wisims Pivims Mizam = Wg; pr; Mg

Ve vztahu (2.46) dosadime za V,, = M ¢, kde M je Machovo ¢islo a ¢ jiz zminéna rychlost
zvuku. V dalsim kroku vyjadiime M pro levou a pravou stranu viz. (2.47). Kde normala 7
sméfuje vzdy od levého objemu k sousednimu dle Obr. 3.

V- 7 Vg - i

M, = . M, =
L : : R & (2.47)

Nyni mizeme vyjadfit aproximaci Machova ¢isla pfes levy a pravy objem (2.48), kde
funkce M, pfedstavuje pozitivni M'* a negativni M~ komponenty Machova &isla. Dle [2] ji
Ize vyjadrit (2.49).

ML/R = M+(ML)+M_(MR) (248)
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- jestlize |[M| > 1
(2.49)

* 2 1 2 2
jinak plati MEM)=+-(M £1)* & 8 (M~ —-1)

Vztahy (2.49) by méli splnovat dle [2] nasledujici vlastnosti. Pro stru¢nost uvadim alespon
dvé zékladni, které se daji se nejlépe ovefit.

MHEM) + M~ (M) =M
MH(M) =0, M~ (M) <0

Analogicky postup provedeme pro aproximaci tlaku mezi levym a pravym objemem (2.50).
Kde zavedeme tlakovou funkci P, ktera opét bude piedstavovat pozitivni P* a negativni P~
tlakové komponenty viz. vztah (2.51). Vztahy (2.50), (2.51) a pfislusné vlastnosti jsou
uvedeny v [2].

PR = P (M) pp+ P~ (Mg) pr (2.50)
(M £ [M])
+ —
P=(M) = 2M jestlize |[M| > 1
" (2.51)
jinak plati PEM) = 4 M £1)> (2 +M)

Opét uvadim dve zakladni vlastnosti tlakové funkce P.
P*rM)+ P~ (M) =1
PE(M) =0

Konvektivni podminka dle [2] numerického toku skrz sténu buiiky mize byt vyjadiena ve
tvaru (2.52).

fir = Mo fif jestlize Myp <0
(2.52)
fir = Mu/e f& jestlize Myjr >0
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Kde za fyzikdlni toky v levém ¢i pravém objemu dosadime prakticky stejny vztah, jako je
prvni vektor na pravé strané rovnice (2.46) akorat, Ze bude obsahovat rychlost zvuku c.
Rychlosti zvuku jsme tento vektor museli pfe nasobit vlivem dosazovani za V,, proto

k vektoru fyzikalniho toku ]—‘_C) (2.53) pripisujeme index c.

pc
— P UyC
¢ = 2.53
fe=1pvc (2.53)
pHc

Dale dle [2] 1ze celkovy AUSM tok protékajici skrz sténu objemu vyjadfit ve tvaru (2.54).
Jedna se vlastné o lepsi aproximaci vztahu (2.46).

0

3 1 — — 1 — — d

fur = > My R (fLC + fRC) — 5 |My /]| (fRC - ch) + Pr/r _3; (2.46)
0

Jestlize chceme zapsat celkové AUSM schéma musime uvazovat to, ze nase vypocetni oblast
bude ctyithelnikova sit’ viz. Obr. 4. To znamena, Ze rovnici (2.46) budeme potiebovat
celkem ctytikrat a to pro kazdou sténu zvlast.

Obr. 4: Znazornéni metody AUSM pro nas ptipad

Po dosazeni této aproximace do (2.10), ziskame celkové AUSM schéma ve 2D (2.47). Na
Obr. 4 jsme nahradily pravou stranu R, ¢tyfmi svétovymi stranami.

n n

Wit = W — = [(fe) + (i)

120ml + (E/s)n ] (L.6)

ILm

+ (fuw)

Lm ILm
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3. Numericka simulace proudéni v Barschdorfové dyze

Vyznamem dyz je dle [7] transformovat vnitini a tlakovou energii stladitelné tekutiny
Vv energii kinetickou. Tekutina vtéka do dyzy z prostfedi, kde je urcity klidovy tlak p, a
klidova teplotou T,, rychlosti definovanou Machovym c¢islem M. Barschdorfova dyza na
Obr. 5 ma proménnou geometrii prafezu, coz ma velky vliv na prubéh proudéni. Naptiklad
V nejuzsi ¢asti prufezu, na obrazku znazornénou carkovanou ¢arou. Dosahne rychlost proudici
tekutiny a rychlost zvuku kritickych hodnot, které jsou navzijem rovné a tudiz zde bude
Machovo cislo rovné jedné. Tento poznatek ndm davé informaci o zmén¢ proudéni, konkrétné
Z podzvukového do nadzvukového proudéni. Chovani proudici tekutiny v dyze lze srovnavat
s proudici tekutinou v turbinové mfizi. Pfedev§im diky proménné geometrii turbinovych
lopatek a také pocatecnich podminek. Pocatec¢ni podminky odvozené pro Barschdorfovu dyzu
aplikujeme také u turbinové miize. To znamena, ze chovani proudici tekutiny v dyze a mezi
turbinovymi lopatkami nabyva i1 fyzikdlni podobnosti. Barshdorfovu dyzu lze brat jako
testovaci ptipad, pted konkrétnim vypoctem.

Obr. 5: Naért Barschdorfovy dyzy

0.1 A
0.09 694_

0.08 \

0.07

0.06 A

a0, Q a9,

y 0.05 -
0.04 -
0.03 -

cor | _— o,

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 o 0.05 0.1

X

Dle Obr. 5 je vypocetni oblast 2 = 2 U [0, U 4N, U 303 U df,]. Zaobleni na hranicich
012, a d{13 lze vyjadiit nasledujicimi polynomy.

003: y(x) = —0,8618x% — 0,0025x + 0,0178
00, y(x) = 0,8618x% + 0,0025x + 0,0778

Na oblasti 22 byla pouzita strukturovana ortogonalni sit’ s pottem kroki 201 ve sméru x a 61
ve sméru y. Pro vypocet bylo uZito celkem 12 000 kontrolnich objemi plus 520 objemt
fiktivnich, leZicich na hranicich, kam ukladame hodnoty pro okrajové podminky viz. Obr. 9.
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3.1. Formulace pocatecnich podminek

Systém Eulerovych rovnic (1.33) popisuje i nestacionarni d¢j. Ale pro odvozeni pocate¢nich
podminek budeme uvazovat proudéni staciondrni. Piesnéji psano stacionarni izoentropické
proudéni stlacitelné tekutiny. Béhem odvozeni budeme uvazovat dle [7, s. 22] stavovou
rovnici (1.27) a dalsi dva termodynamické vztahy definujici zmény mezi stavovymi
veli¢inami pfi izoentropické stavové zméné (3.1) a (3.2). Kde vyznam jednotlivych symbola

byl vysvétlen v prvni kapitole.
L. (ﬁ)y
Po Po (3.1)

y-1
T _(P)7
To  \po (3.2)
Je nutné poznamenat dle [7, s. 23], Ze pro celou soustavu, v niz proudéni miizeme povazovat
za izoentropické, existuje jediny klidovy stav. Klidové jednotlivych stavovych veli¢in jsou
tedy pro dany systém konstantami. Napiiklad hodnoty klidového tlaku jsou v této

izoentropické soustavé nejvysSimi dosazitelnymi hodnotami. To znamend, Ze je nemiiZeme
zadnym zptsobem ptekrocit.

Dale si zapiSme Saint Venantovu — Wantzelovu rovnici (3.3) definujici rychlost proudici
tekutiny v v obecném priiezu dyzy.

y—1

2
v = Y 1, |1 (3) Y (33)
y—1 Po

Pomoci niz vyjadiime Machovo ¢islo M ve tvaru (3.4) za pomoci vztahu (3.2). Kde ¢ je
rychlost zvuku definovana v (2.16).

M= ; . (3)7—1 (3.4)

Pocate¢ni podminky budou aplikovany na vektor konzervativnich proménnych w definovany
v (1.34). Musime jednotlivé slozky jako je hustota, hybnost a energie vyjadfit pomoci
predchozich termomechanickych vztahi. Nejdiive vyjadiime hustotu p. A to tak, ze z rovnice
(3.4) vyjadtime tlakovy podil, poté za tlakovy podil dosadime z (3.1). Po mensich Gpravach

ziskdme vztah (3.5), tj. poSatecni podminku pro prvni slozku vektoru W.
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1

b= [1+ (V;l) MZ]m N (3.5)

Nyni pomoci rovnice (3.3) vyjadiime hybnost (3.6).

y-1
_ | 2 |1 (Y7 3.6
pv= (y_l)rTop [1 (p()) ] (3.6)

Kde se opét zaméiime na tlakovy podil. A to tak, ze v jeho mocniteli vytkneme minus jedna a
Clen v hranaté zavorce seCteme. Poté muzeme aplikovat vzorec (3.4) a vyjadiit tak Machovo
¢islo. V dalSich kroku vyjadiime rychlost klidovou rychlost zvuku cg, tim obdrzime vztah
(3.7).

-y

pv=cy |p?M? (5) Y 3.7)
0

Za tlakovy podil dosadime z rovnice (3.2). Pokud vztah (3.2) aplikujeme i ve vztahu (3.4)
ziskame bezrozmérnou rovnici pro podil teplot (3.8).

T 2
T, M2(y—1)+2

(3.8)

Kterou dosadime zpét do rovnice (3.7) a po menSich Gpravach ziskame vztah pro vyjadieni
hybnosti v 1D (3.9).

N =

1
_1 =1
pUv= [1+ (yz—)MZI M ¢, po (3.9)

Jelikoz vypocet je provadén ve 2D, musime hybnosti (3.9) rovnici vyjadtit ve dvou slozkach
dle vektoru rychlosti v = (vx, vy) a to tak, ze do rovnice zavedeme smérovy Uhel a
viz. Obr. 6.
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Obr. 6: RozloZeni vektoru rychlosti a zndzornéni smérového thlu a

Tim padem ziskame vztahy (3.10) a (3.11) pro vyjadieni druhé a tfeti slozky vektoru
konzervativnich proménnych w.

1

-
M? M ¢y po cos(a) (3.10)

N

y—1
2

y—1
2

pUv,= |1+

N

1
-
M? M ¢y po sin(a) (3.11)

pvy, = 1+

Obdobnymi Gvahy vyjadiime vztah pro energii (1.30), tj. ¢tvrtou slozku W. A to tak, Ze za

mérnou tepelnou kapacitu za stalého objemu ¢, dosadime vyraz (3.12), ktery nam vyjde
upravou vztahu (1.28) a (1.29).

_ r
Cy = m (3.12)

Po dosazeni vztahu (3.12) do rovnice (1.30) vyjde (3.13). Kde vyraz druhy ¢len na pravé
stran¢ roz§ifime klidovou teplotou Tj.

1 prT (TO) (3.13)

E=-pv*+ —
PE=a PP T =D \1,

V prvnim kroku vytkneme hustotu p, poté vyjadiime rychlost tekutiny v z (3.3). Nasledné
vyjaditime klidovou rychlost zvuku ¢, z (2.16) a také ji vytkneme. Tim ziskame vztah (3.14).

y-1
PE= [Z(yz— D (1‘ ) )* -5 ()

P COZ (3.14)
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Kde opét vytkneme tlakovy podil a vyjadiime Machovo ¢islo z (3.4). Za vytknuty tlakovy
podil dosadime z (3.2) podil teplot, ktery vytkneme také. Vysledkem je rovnice (3.15).

[Mz

pE = co (3.15)

V(V—l)] Ty P

Nyni dosadime za hustotu p z (3.5) a teplotni podil z (3.8) a po mensi upravé ziskame finalni
tvar (3.16) pro vyjadieni ¢tvrté slozky w.

_ M 1 -1, =7 3.15
pE_[2+V(V—1)][1+ ] Po Co’ o

Tim jsme si odvodily pocateéni podminky pro vSechny ctyti slozky vektoru konzervativnich
proménnych W, které jsou zastoupeny Ctyfmi pravé odvozenymi rovnicemi a to pro hustotu
(3.5), dvé slozky hybnosti (3.10), (3.11) a energii (3.15). Tyto rovnice jsme pievedli na takové
tvary, protoze obsahuji klidové fyzikalni veli¢iny, které ndm jsou znamé. Tudiz do nich lze
snadno dosadit a spocitat pocatecni podminku.

3.2. Formulace okrajovych podminek

00;: je vstupni ¢ast hranice, kde uvazujeme podzvukovy proud ||?]| < c¢. Machovo ¢&islo
bylo voleno M = 0,7. Jestlize uvazujeme podzvukovy vstup, tak se podivame na vztah (2.23).
Z kterého vyplyva, ze vlastni ¢islo 4; < 0 a zbylé vlastni ¢isla A,,43 a 44 jsou kladna. To
znamena, ze tii parametry piedepiSeme a to klidovy tlak py = 100000Pa, klidovou teplotu
Ty, = 273,15K pomoci, které ur¢ime ze stavové rovnice (1.27) klidovou hustotu p, a nabézny
uhel a = 0°. Zbyly parametr dle zaporného vlastniho Cisla extrapolujeme z vnitiku a to
Machovo Cislo.

d12,: je vystupni Cast hranice, kde uvazujeme opét podzvukovy proud. Jelikoz uvazujeme na
vystupu rychlost dle vnitini normaly, ktera bude zaporna. Dle vztahu (2.23) nam vyjde pouze
jedno kladné &islo. Proto nastavime pouze jeden parametr a to vystupni tlak p,,:. Zbylé tfi
parametry extrapolujeme z vnitiku.

0023, 00,: tvoii pevné stény, kde aplikujeme podminku zrcadleni definovanou vztahem
(3.16) a principialn¢ znazornénou na Obr. 7. Tato podminka nam umozni, ze proudnice
budou drzet smér, tj. kopirovat geometrii pfislusné stény viz. Obr. 8, kde miuzeme vidét

znazoréni smérd vektord rychlosti podél d23. Kde zrcadleny vektor rychlosti U se JiZ

2 (5 ' ﬁ) i @19
AT |
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Obr. 7: Princip okrajové podminky zrcadleni

Obr. 9: Znazornéni umisténi fiktivniho objemu

Kontrolni objem € 12

Fiktivni objem

S
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3.3. Vysledky numerické simulace

Vypocet byl proveden pro vstupni hodnoty fyzikdlnich veli¢in, T, = 273,15K,
po = 100000Pa. Hodnotu Poissonovy konstanty jsme volili pro idedlni plyn y = 1,4 a
nabézny uhel a = 0°. Pro lepsi porovnani bylo zvoleno nékolik hodnot vystupnich tlaka

Pout-

Pozndmka (3.1): Vypocet hodnot zobrazenych v Grafu 2. a Grafu 3. byl nejdiive proveden
pomoci Laxova — Friedrichsova schématu. A ziskané vysledky byly pouzity jako pocatecni
podminka pro AUSM schéma.

Pozndmka (3.2): V Grafu 2. a Grafu 3 jsou data ukazana ve sméru osy x, uprostied
Barschdorfovy dyzy.

Nyni si dle [7, s. 48] popisSeme Graf 2., ktery nam zobrazuje prub&hy tlakt v dyze. Béhem
popisu budeme brat v uvahu Graf. 3. Tento graf ukazuje hodnoty Machovych ¢isel pro
jednotlivé vystupni tlaky p,,:. Graf 2. Znazornuje, kdy proudéni piejde z podzvukového do
nadzvukového proudéni a zda se tak stane v nejuzsi ¢asti prufezu dyzy, tj. x = 0. Tato tvaha
poslouzi i jako dobra kontrola numerického vypoctu.

Graf 2.: Prubéh tlaki v Barschdorfové dyze (pocitano metodou AUSM)

100000 -
90000 -
80000
70000 « p_out: 30000Pa
60000 ° p_out: 42322Pa
Pa] 50000
P [Pal p_out: 63394Pa
40000
30000 e p_out: 73394Pa
20000 ° p_out: 83394Pa
10000 - p_out: 87000Pa
O T T T T T T
-02 -015 -01  -0.05 0 0.05 0.1
X

Pout = 87000Pa: Tento vystupni tlak je pfili§ velky, takze proudéni je podzvukové v celé
dyze. A v nejuzsi ¢asti prifezu x = 0, dosédhne rychlost proudici tekutiny v své maximalni
hodnoty, avsak nikoliv kritické, kde Machovo ¢islo M = 1.

Pout = 83394Pa, p,y = 73394Pa: Pii volbg, takovych vystupnich tlakli vznikl stav
srazovou vlnou v divergentni c¢asti. Rychlost proudéni stlacitelné tekutiny v dosahne
V nejuz$im misté prifezu kritického stavu, a tim padem zacne expandovat do nadzvukovych
rychlosti. Vystupni tlaky p,,: nejsou dostate¢né nizké k tomu, aby zajistili nadzvukovy
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pruchod celou divergentni ¢asti. Tento jev mé za nasledek vznik razovych vin, které zptisobi
ze proud pied vinou bude nadzvukovy a za vinou zase podzvukovy viz. Graf 3..

Pout = 63394Pa, p,u: = 42322Pa, pyy = 30000Pa: Takova volba vystupnich tlakl
zpusobila vznik razové viny ve vytokovém prifezu. Tlak ve vystupnim priifezu neni roven
tlaku za kolmou razovou vinou.

Graf 3.: Priibéh Machovych &isel pro jednotlivé vystupni tlaky p,,. vV Barschdorfové dyze
(pocitano metodou AUSM)
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Piesnost numerické metody lze vidét na Grafu 3., kde v nejuzsi ¢asti prifezu dyzy x = 0,
nabyva Machovo ¢islo skuteéné hodnoty jedné. Pokud si dame dohromady Graf 2. s
obrazkem 5 a srovname to s obrazkem 47, tak Ize vidét urcité souvislosti. A to zejména pii
volbé vystupnich tlakti a jejich vlivem na vznik rdzovych vin. Naptiklad pfi volbé
maximalniho vystupniho tlaku p,,; = 87000Pa pro Barschdorfovu dyzu je graficky prabeh
tlaku z Grafu 2. podobny tomu z obrazku 47 (stav A). Kde Ize také vidét, Ze nejnizsi tlakoveé
hodnoty jak Barschdorofové dyze, tak v Lavalové trysce jsou dosazeny V nejuzSich ¢astech
praiezu. Obdobné uvahy Ize zavést pro dalsi volené hodnoty vystupnich tlakd.
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Obr. 47: Prabéh tlaku v Lavaloveé trysce. Prevzato ze zdroje [7, S. 48]

Poznamka (3.3): Na Obr. 10 je zobrazena vypocetni 2D sit’ Barschdorfovy dyzy.

Obr. 10: Vypocetni 2D sit’ Barschdorfovy dyzy

2D sit
01r
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5, 0.06
[\
S
0.04
0.02
0 i | | | | | | |
0.2 -0.15 0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
Osa X

Na nasledujicich obrazcich je ukazan prubéh tlakl pfes celou vypocetni oblast. Vypocetni

postup je v souladu s pozndmkou (3.1). Vsechny nasledujici zobrazeni byly po¢itany metodou
AUSM.
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Obr. 21: pyu: = 87 000Pa
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Obr. 13: pour = 83 394Pa
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Obr. 14: pue = 73 394Pa
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Obr. 15: Poue = 63 394Pa
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Obr. 16: pou = 42 322Pa
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Obr. 17: pyue = 30 000Pa

Tlak
T

T
0.08 |- U

-0.15 -0.1

Obrazky 14 — 16 se piili$ nelisi, coz je zpiisobeno nizkou volbou vystupnich tlakd. Nizké

vystupni tlaku zpiisobi vznik rdzovych vin t€sné u vystupu, které jsou lépe patrné v 1D

zobrazeni viz. Graf 2..
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Na dalsi
byl opét

sad¢ obrazku je zobrazen pritbé¢h Machova Cisla pres celou vypocetni oblast. Vypocet
proveden v souladu s pozndmkou (3.1). Vsechny nasledujici zobrazeni byly pocitany

metodou AUSM.

Obr. 18: p,,: = 87 000Pa
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Obr. 19: p,,: = 83 394Pa
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Obr. 110: pyy = 73 394Pa
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Obr. 11: p,y; = 63 394Pa
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Obr. 21: pyut = 42 322Pa
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Obr. 22: pou: = 30 000Pa
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Volba nizkych vystupnich tlaki opét zpiisobi, Ze
lze nalézt teprve az v 1D zobrazeni viz. Graf 3..

se obrazky 20 — 22 piili§ nelisi. Odli$nosti
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Pro leps$i pochopeni pozndamky (3.1) uvadim piiklad hustoty pocitané pro p,,: = 30 000Pa.
Zobrazki 23 a 24 je vidét nepatrny rozdil mezi AUSM schématem a metodou
dle Lax — Friedrichse. V piipad¢ Barschdorfovy dyzy, rozdil neni tak znatelny jako u pfipadu
turbinové miize. Kde se projevi silné tlumici uc¢inky metody Lax — Friedrichse na utlumeni
vznikajicich rdzovych vin.

Obr. 23: Lax — Friedrichs, € = 0, 15 (tato hodnota umélé vazkosti byla pouzita u véech pgy:)
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Obr. 24: AUSM
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4. Numericka simulace proudéni v turbinové mrizi

V této kapitole se zaméfime na numericky vypocet stlacitelného proudéni mezi dvéma
lopatkami turbinové miize SE1050 Obr. 25. Proudéni budeme pocitat pro dva rizné vystupni

tlaky p,.,: a nékolik rozte¢i mezi lopatkami. Cilem této kapitoly je vypocet celkové obvodové
sily pusobici na lopatku, pro vSechny volené roztece a vystupni tlaky a naslednému

vyhodnoceni. Tento pfipad je geometricky a fyzikalné podobny jednodusSimu problému
proudéni v Barchdorfové dyze. Tudiz se napiiklad pti definovani okrajovych a pocatecnich
podminek budeme odvoldvat na vztahy definované ve tieti kapitole. Volba p,,; bude opét

inspirovana tteti kapitolou.

Obr. 25: Na¢ért turbinové miize SE1050
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-0.4 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16

X

V néasledujici tabulce jsou uvedeny parametry pro jednotlivé roztece, volené viici plivodni
rozte¢i mezi dvéma lopatkami. Znézornéni prostoru mezi lopatkami s plvodni rozte¢i o
celkovém poctu lopatek N, je na Obr. 25.

Tabulka 1

ZvétSeni nebo

SE1050 zmenSeni vuci Pocet lopatek Rozteé Pout [P2]
puvodni rozteci

Navrh01 (ptivodni) 0% N, 0,7176 42 392

Navrh02 -10% (1/0.9) N, 0,64584

Navrh03 -15% (1/0.85) N, 0,60996 73304

Navrh04 +5% (1/1.05) N, 0,75348
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Dle Obr. 25 tvofi vypocetni oblast 2 = 2 U [002; U002, U003 U 00, U s U dNg U
d12,]. Na oblasti 22 byla opét pouZita strukturovana sit’ s poétem krokd 198 ve sméru x a 50
ve sméru y. Pro vypocet bylo uzito celkem 9 653 kontrolnich objemti a 492 fiktivnich.

4.1. Formulace pocateCnich podminek

Pocatecni podminky jsou stejné jako Barschdorfovy dyzy viz tieti kapitola.

4.2. Formulace okrajovych podminek

Vétsina okrajovych podminek bude opét totozna s okrajovymi podminkami predepsanymi u
Barschdorfovy dyzy.

084: vstupni Cast hranice, kde vtékd proud vzduchu. Tato Cast je stejnd jak u
Barschdorfovy dyzy, kromé¢ velikosti nabézného thlu a = 23,5°.

0023, 042, tvoii pevné stény lopatek, které jsou obtékdny stlacitelnou tekutinou. Tudiz zde
budeme aplikovat podminku zrcadleni vysvétlenou ve tieti kapitole.

012, je vystupni Cast hranice, odkud vytéka proud vzduchu. Az na tlakovou korekci je
definice tohoto Useku hranice stejnd jako u Barschdorfovy dyzy. Vyznam tlakové korekce
spo¢iva v zabranéni vzniku oscilaci na vystupu a tim padem vzniku nefyzikélnich d&ja. Nyni
si vysvétlime postup vypoctu tlakové korekce. Béhem odvozeni oznac¢ime celkovy pocet
kontrolnich objemi ve sméru x symbolem L,,,, & M, pocet kontrolnich objemti ve sméru
y. Pro vyjadreni fiktivnich objemti doplnime k témto symbolim +1. Pfedepsany tlak p,,: Se
uklada do fiktivnich objemi.

V prvnim kroku nejprve extrapolujeme tlak z vnitiku oblasti na hranici d.2,. Kde prostorovy
index m € (0, M,,4x)-

PLpax+1m = 2 PLpaxm — PLpax—1m (4.1)

Poté spocitdme stfedni hodnotu tlaku pgireq-

M.
_ Zm:%x meax+1,m (4 2)
Pstred = '
Mmax
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V druhém kroku vypocitame korigovany vystupni tlak g 11 m.

~ . Pout
PLpax+1im = (4.3)
Pstred meax+ 1,m

Pomoci korigovaného tlaku definovaného vztahem (4.3) ¢tvrtou neboli energetickou slozku

vektoru konzervativnich proménnych w.

0025, 00, 00, 012g: tyto hranice nejsou tvoreny zadnou pevnou sténou ani piekazkou, ktera
by méla néjaky vliv na proudéni. Proto na n¢ budeme aplikovat podminku periodicity. Princip
této metody je znazornén na Obr. 26. Pismeno F znazoriuje fiktivni objem, kde je aplikovana
okrajova podminka a K predstavuje kontrolni objem.

Obr. 26: Znazornéni principu okrajové podminky periodicity

[— ==
1 F, ! Fy = Kp
0,

Ky

\ N

01g Fz = K,

X e

4.3. Aplikace numerickych schémat

Stejné jak ve tfeti kapitole jsme nejdiive uzili Laxovo — Friedrichsovo schéma pro vypocitani
hrubych vysledkd. Tyto vysledky neboli vektor konzervativnich proménnych w spocitany
Lax — Friedrichsovym schématem jsme uZili jako vstup pro metodu AUSM. Rozdil mezi
jednotlivymi metodami je vidét na Obr. 28 zobrazujici Machovo ¢islo pro NavrhOl a
vystupni tlak p,,; = 42 322Pa. Na tomto obrazku je jiz patrné, Ze metoda Lax - Friedrichse
nedovede zachycovat razové viny a tim padem nadm neposkytne dobrou aproximaci daného
fyzikdlniho déje jako AUSM schéma. Skutecnou piedstavu o proudéni ndm poskytuje
interferogram na Obr. 48. Podle kterého miizeme posuzovat presnost vysledkt z numerickych
aproximaci. Dale uvidime, Ze vysledky ziskané metodou AUSM se skute¢né blizi vysledkim
z interferogramu. Obr. 28 slouzi jako ilustrativni pfiklad, proto jsou tam vidét bilé mista. A to

vvvvv

vrcholech. Rozdil v pfesnosti mezi jednotlivymi schématy vi¢i experimentalnim vysledkim
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Obr. 28: Lax — Friedrichs pro € = 0, 13 (ilustrativni ptipad)
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Obr. 48: Interferogram zobrazujici izo¢ary Machova ¢&isla, pievzato z [5, str. 55]
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4.4, Vypocet pritocného mnozstvi a obvodové sily

Z numerické simulace Ize vypocitat velikost priitoéného mnozstvi stlacitelné tekutiny m a
obvodové sily pohangjici lopatku F,.

Nejdtive se podivame na pratoéné mnozstvi m, které odvodime z rovnice kontinuity (1.9) pro
stacionarni stav (4.4).

0(pve) d(pvy)
0x dy

= div(p?) = 0 (4.4)

Dale rovnici (4.4) integrujeme pies kontrolni oblast 2 a poté pievedeme pomoci
Gausse — Ostrogradského véty na plosny integral (4.5).

j div(p?) dV = j i - () dS = j (dy,—dx)- (p3) =0  (45)
@) G10) (0n)

Vztah (4.5) budeme integrovat pies dvé meze a to mez 2 zastupujici vystupni hranici 912, a
mez 1 zastupujici vstupni hranici 0424, kde plati pro ob¢ hranice, ze dle Obr. 25 bude dx = 0.
Tim padem nam vyjde vztah (4.6), ze kterého ur¢ime m (4.7), ktery nam definuje prutocné
mnozstvi jednim kontrolnim objemem.

2
f PV dy = paUx,V2 — P1Vx Y1 =0 (4.6)
1

M= P1Vx, Y1 = P2Vx,Y2 (4.7)

Nyni se podivime na vypocet obvodové sily F,. Rozlozeni sil plsobicich na lopatku je
znazornéno na obrazcich 29. a 30., kde F, piedstavuje normalovou silu a F,. silu radialni.
Rotujici pohyb turbiny zplsobuje rlizné rozloZeni tlakli pod a nad lopatkou. Diky této tivaze
spocitame velikost obvodové sily pro jeden kontrolni objem nasledujicim vztahem (4.8).

dF, = dFonad - dFopod = Pnaa@Xnaa — ppoddxpod (4.8)

Rovnici (4.8) budeme integrovat pies prislusné hranice, abychom ziskali finalni vyraz (4.9)
pro celkovou obvodovou silu pohangjici lopatku.
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F, = J PnadXnaa — f ppoddxpod (4.9)
(023) (0024)

Obr. 29: RozlozZeni sil v roviné x, y

Obr. 30: RozloZeni sil v roviné y, z

F |

Sod

Po spocitani pritocného mnoZstvi a obvodové sily pro jednotlivé navrhy. Musime vzit
V uvahu zménu rozte¢i a tim padem celkovou zménu poctu lopatek turbiny. To znamena, Ze
vysledné pritocné mnozstvi a obvodovou silu pie nasobime korekénim soucinitelem. Velikost
korekéniho soucinitele je uvedena v Tabulce 1 ve sloupku poctu lopatek pted puvodnim
poctem lopatek N,. Pro vétsi prehlednost velikosti korekénich pro jednotlivé ndvrhy jsou
uvedeny zde pod textem.

Névrh01 —> 1
Néavrh02 —> 1,111
Néavrh03 —> 1,176

Névrh04 —> 0,952
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4.5. Vysledky numerické simulace

V tabulce 2 jsou zapsany vysledky numerickych simulaci pro jednotlivé roztece a vystupni
tlaky. Protoze se jedna o numerické feSeni, tak pii vypoétu prato¢ného mnozstvi (4.7) vznikly
urcité chyby, jejichz velikosti jsou uvedeny v tabulce.

Tabulka 2
SE1050 Priitoéné mnozstvi Obvodovi sila [N P
mvstup mv;’Istuz Chyba vodova sila [N] Pout [ a]
NavrhO1 85,883 85,849 0,034 28 528
Navrh02 85,144 85,13 0,014 26 760 42322
Navrh03 84,79 84,786 0,004 26 600
Navrh04 86,083 86,147 0,064 28 649
NavrhO1 82,142 82,139 0,003 18 492
Navrh02 78,711 78,712 0,001 16 948 73394
Navrh03 77,807 77,81 0,003 16 819
Navrh04 83,198 83,192 0,006 18 978

Z tabulky 2 je také vidét, ze ¢im vice se bude rozte¢ snizovat, tim se bude snizovat prutocné
mnozstvi a objemova sila. Ale za to budeme potiebovat vice lopatek viz. Tabulka 1. Naopak
pro zajisténi vétsiho prutocného mnozstvi je za potiebi rozte¢ zvétSit a tim snizit pocet
lopatek. Nasledkem tohoto procesu se vSak zvétsi objemova sila na lopatku a tim padem i
celkovy tlak. To znamend, Zze navrhované lopatky u vétsi roztece musi byt mnohem
robustnéjsi nez u té nizsi, kde je i nizsi tlak.

Nasledujici grafy uvadi rozlozeni tlaku piisobici na lopatku pro oba tlakové rezimy.

Poznamka (4.1): Vysledky, které budou ukazany v nasledujicich grafech a obrazcich byly, jak
v predchozi kapitole pocitany nejdiive metodou Lax - Friedrichsove a pot¢ AUSM
schématem. Tudiz vidime posledni vystup z AUSM.
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Graf 5: Navrh01
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Graf 6: Navrh02
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Graf 7: Navrh03
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Graf 8: Navrh04
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V nasledujicich obrazcich je zobrazeno rozlozeni Machova ¢isla a tlaku v turbinové mftizi pro

vSechny navrhy.
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Obr. 32: Navrh01, pu = 42 322Pa
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Obr. 33: Navrh01, pu = 73 394Pa
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73 394Pa

Obr. 34: Navrh01, pyu:
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Obr

. 36: Navrh02, pou = 42 322Pa
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Obr. 37: Navrh02, pu = 73 394Pa
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73 394Pa

Obr. 38: Navrh02, p,.
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Obr. 39: Navrh03, pou = 42 322Pa
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Obr. 40: Navrh03, pu = 42 322Pa
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Obr. 41: Navrh03, pu = 73 394Pa
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Obr. 42: Navrh03, Py = 73 394Pa
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Obr. 43: Navrh04, pu = 42 322Pa
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Obr. 44: Navrh04, pu = 42 322Pa
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Obr. 45: Névrh04, pu = 73 394Pa
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Obr. 46: Navrh04, pu = 73 394Pa
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Z7.aveér

Tato prace se zabyvala problémem proudéni nevazké stlacitelné tekutiny ve dvou ulohéch a to
Vv Barschdorfové dyze a turbinové miizi typu SE1050. Problém zminéného proudéni ndm
popisuje systém Eulerovych rovnic doplnény o stavovou rovnici idedlniho plynu. Tento
systém pro nas 2D pftipad je tvoien ¢tyimi parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi. Bylo nutné
pfidat pocate¢ni a okrajové podminky. Pocatecni podminky jsme formulovali pomoci
termodynamickych vztaht pro izoentropické proudéni. Okrajové podminky byly popsany pro
kazdou ulohu zvlast’ v ptislusSnych kapitolach. Tento systém jsme feSili pomoci numerickych
metod a to metodou kone¢nych objemu, na kterou jsme aplikovali dvé numericka schémata.
Starsi schéma Lax — Friedrichs a novéjsi AUSM. Numericky vypocet a vykresleni vysledkli
bylo realizovano pomoci pocitacového software. Program pro numerické feSeni danych
piipadt byl naprogramovan v jazyce C++ a kompilovan v programu CodeBlocks. Zde jsme
pro zobrazeni funkce rezidua vyuzivali softwaru gnuplot. Pro vykresleni 2D vypoctovych siti
a vysledkd v nich, zejména rozlozeni tlakii a Machovych &isel, jsme vyuzili matematického
softwaru Matlab. Pro zobrazeni 1D grafu byl uzit program Microsoft Excel 2010. Spravnost
vysledkl a to zejména u ulohy Barschdorfovy dyzy jsme kontrolovali dle ptislusné literatury.
Zde se ukazalo, Ze vypocet se piiblizuje k pozadovanym hodnotam.

Jako prvni jsme zacali feSit proudéni v dyze a poté v turbinové miizi. Divodem je
matematickd a fyzikdlni podobnost obou tloh. To znamend, Ze podobné vysledky ziskané u
nez u miiZze a jeho hlavnim vystupem jsou dva 1D grafy zobrazujici pribéhy tlaki a
Machovych ¢isel v ose dyzy pro ruzné tlakové vystupy. V grafech lze ztetelné vidét misto
vzniku rdzovych vin.

wewvr

vykresleni 1D grafii ukazujicich tlakové pisobeni na lopatku pro vsechny tlakové vystupy a
rizné navrhy velikosti rozteCi. Zmény rozte¢i méli velky vliv na velikost obvodové sily
plsobici na lopatku a mnoZstvi pritoéného mnozstvi. Cim vétsi je rozte¢, tim vétsi je
obvodova sila a pritocné mnozZstvi. Snizi se i celkovy pocet lopatek, které vlivem velké
obvodové sily budou muset byt mnohem robustnéjsi. U nizkych rozte¢i dojdeme k opacnym
vysledkiim. A to, Ze obvodova sila a pritocné mnoZstvi bude mensi. Pochopitelné se zvysi 1
pocet lopatek. Prace byla provedena pro ctyfi ndvrhy rozte¢i. Za pomoci software
vytvofeného autorem je moznost udélat mnohem vice navrht, kde lze zadat riznou rozte¢ a
vystupni tlak. A tim zkoumat jednotlivé zmény v feSeni.

Namétem pro dal§i pokracovani v této praci by bylo napfiklad pouziti dalSich novych
numerickych schémat nez jen AUSM nebo rozsiteni problému do 3D.
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