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Abstrakt

Prace se zabyvd numerickym feSenim
proudéni stlacitelné nevazké tekutiny. V
prvni ¢ésti jsou odvozeny rovnice popisu-
jici dynamiku plynt. Nasledujici dvé kapi-
toly jsou vénovany teorii hyperbolickych
systému zakont zachovani a jejich nume-
rickému Teseni. Déle se prace zabyva roto-
vanymi hybridnimi fesi¢i Riemannova pro-
blému, a je predstaveno nové HLL/HLLC
schéma. Na zavér jsou ukazany vysledky
vypocti pomoci tohoto schématu a porov-
néni s ostatnimi metodami.

Kli¢ova slova: Eulerovy rovnice,
nevazké stlacitelné proudéni, metoda
kone¢nych objemi, HLL, HLLC,
rotovany hybridni Riemanniv fesi¢

Vedouci: Ing. Jiti Holman, Ph.D.

vi

Abstract

The thesis deals with numerical simula-
tion of compressible inviscid flows. First
of all, equations of gas dynamics are de-
rived. The following two parts are dedi-
cated to theory of hyperbolic systems of
conservation laws and their numerical so-
lution. The next chapter conserns itself
with rotated hybrid Riemann solvers, and
a new HLL/HLLC solver is presented. At
the end, some results of numerical com-
putations using this and other methods
are shown.

Keywords: Euler equations, inviscid
compressible flow, finite volume method,
HLL, HLLC, rotated hybrid Riemann
solver
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Uvod

Tato prace je vénovand numerickym metodam pro feseni stlacitelného nevaz-
kého proudéni, a to predevsim numerickym schématiim, které se pouzivaji
pro aproximaci konvektivnich ¢lenti v Eulerové rovnicich.

V prvni kapitole je vénovana zdkladnim vztahiim popisujicich dynamiku
proudici tekutiny. Pomoci aparatu mechaniky kontinua jsou odvozeny v
obecnosti bilance hmotnosti, hybnosti, energie a entropie pro obecny material.
Systém je uzavien konstitutivnimi rovnicemi, které urcuji chovani materialu.
Nejprve se odvodi vztahy pro tzv. Newtonskou tekutinu, pomoci nichz se ze
zdkonu bilanci ziskaji Navierovy-Stokesovy rovnice. Poté se zavede model
idedlniho plynu, tim se soustava doplni o jeho stavovou rovnici. Nakonec se
nase zkoumani omezi na nevazké a tepelné nevodivé plyny, ¢imz se systém
rovnic zjednodusi na Eulerovy rovnice.

Druhéa kapitola se zabyva teorii hyperbolickych systému zakont zachovani,
mezi néz Eulerovy rovnice patri. Jsou zavedeny nejdulezitéjsi pojmy a véty.
Je definovano slabé reseni, které na rozdil od klasického muze obsahovat
nespojitosti. Protoze ale slabé feSeni nemusi byt jednoznac¢né, je predstaveno
tzv. entropické feseni. Je nastinéna teorie feseni Riemannova problému, coz
je TeSeni pocatecni tlohy s nespojitosti.

Ve treti ¢asti se zabyvame zakladiim numerického reseni systémt zakont
zachovani. Nejprve jsou opét definovany zakladni vztahy. Je ukdzana tzv.
Godunovova metoda, a déle priblizné resi¢e Riemannova problému - schémata
HLL a HLLC. Déle je fesen dvoudimenzionalni problém - je odvozena metoda
konec¢nych objemt. Poté jsou ukdzany moznosti ¢asové diskretizace, schémata
vyssiho fadu presnosti a numericka realizace okrajovych podminek.

V dalsi kapitle se zabyvame tzv. hybridnimi rotovanymi fesi¢i Riemannova
problému, které maji za cil eliminovat nevyhody nékterych numerickych metod,
predevsim omezit nestabilitu vznikajici v oblasti rdzovych vin. Vzniknou
zkombinovanim presné numerické metody, ktera ovSsem miuze byt nachylna
na vznik nestabilit, a méné presné, disipativnéjsi metody, kterd ma za cil
stabilizovat Teseni v mistech, kde je potteba. Je predstaveno nové HLL/HLLC
schéma, které patii do rodiny hybridnich rotovanych metod.

V posledni ¢ésti predstavujeme vysledky numerickych simulaci HLL/HLLC
schématu. Na ruznych testovacich pripadech jsou ovéreny jeho vlastnosti
a porovnany se standardnimi metodami. Testovaci pripady zahrnuji feseni



Uvod

razové viny v kanale s deformovanou siti, hypersonické proudéni okolo vélce,
test na kontaktni nespojitost a nadzvukové proudéni v GAMM kanalu.



Kapitola 1

Rovnice dynamiky tekutin

Vychozi rovnice dynamiky tekutin 1ze odvodit riiznymi zptsoby, v této ka-
pitole budou odvozeny pomoci aparatu mechaniky kontinua. V této teorii
se neprihlizi k tomu, Ze latka je slozena z atomt a molekul, ale predpoklada
se, ze prostor je spojité vyplnén hmotou (kontinuem), pri¢emz kontinuum je
nedélitelné (zustava spojité i po deformaci) ([19]). Pouzivéa se aparat tenzoro-
vého poctu, kde tenzor miize byt definovan rizné - jako vicerozmérné pole
¢isel, které se pii transformaci souradnic chova urcitym zptsobem ([19], [12]),
jako jisté multilinedrni zobrazeni ([8]), poptipadé (u tenzoru druhého Fadu)
jako linearni operator.

Pozndamka 1. V této kapitole nebudu rozlisovat mezi kovariantnimi a kon-
travariantnimi indexy, tenzory budu dle potieby vyjadrovat v slozkovém i
symbolickém tvaru a plati Einsteinova sumacni konvence.

. 1.1 Kinematika kontinua

V mechanice kontinua se k popisu kinematiky pouziva nasledujici predstava.
Téleso slozené z materidlovych ¢astic (hypoteticka ¢astice kontinua, jiz muzeme
pritadit fyzikalni veli¢iny jako teplota, hustota, apod.) zaujimajici objem
; se nachazi v case t = 0 v tzv. referenénim stavu (konfiguraci), tedy
v nedeformovaném stavu. Po deformaci se v ¢ase t > 0 dostane do tzv.
aktudlniho stavu. Body télesa v referen¢nim stavu jsou dané materidlovymi
soutadnicemi X, v aktualnim prostorovymi x. Zobrazeni, které kazdému
materidlovému bodu v zévislosti na ¢ase pritazuje jeho prostorové souradnice,
se nazyva trajektorili materidlového bodu

x = F(X,1). (1.1.1)

Po tomto zobrazeni se pozaduje, aby bylo prosté, mélo spojité prvni parcialni
derivace v okoli bodu X a aby jacobian byl v tomto okoli nenulovy. Potom
existuje jednoznacné inverzni zobrazeni

X = F(x,1). (1.1.2)

Detailné zde rozebirat kinematiku je zbyteéné, omezime se jen na potiebné
vztahy.



1. Rovnice dynamiky tekutin

referencni konfigurace  aktudlni konfigurace

QO Qt
1) X27:U2 f(X7t)
Xpr*P
B . P
Xl,.%':l

X3, 73
Obrazek 1.1: Kinematika kontinua

Rychlost materialové ¢astice X je urcena vztahem

. (9.%1 (X, t)

u(X,1) = = (1.1.3)

Rychlost v prostorovych souradnicich se ziské jednoduse tim, ze se provede
transformace soutradnic do prostorovych.

vi (X, t) = v (FH(x,1),t) = vi(x,1). (1.1.4)

Tenzor rychlosti deformace d;; je urcen vzorcem

dij(x, 1) = + <8”i(x’t) + (%j(x’t)) . (1.1.5)

2 6$j 81‘Z

To je symetrickd ¢ast gradientu rychlostniho pole dv;/0z;.
Meéjme velicinu ¢, kterd muze byt vyjadiena jak pomoci prostorovych, tak
materidlovych soutradnic
p(x,1) = (X, t). (1.1.6)
Zavadi se tzv. materidlovd derivace ¢ jako Casova derivace

0p(X, 1)

X,t) = 1.1.
p(X,1) 5 (1.1.7)
pro vyjadreni v materidlovych souradnicich a
: dp(x,t) | Ip(x,t)
t) = i(x,t 1.1.8
@(Xv ) ot + al‘j UJ(X7 ) ( )

pro vyjadreni v prostorovych soutradnicich.

Popis pomoci referencni a aktualni konfiguraci je vhodnéjsi a nazornéjsi
pro mechaniku pevnych téles. Tento popis se oznacuje jako Lagrangeovsky, a
hledaji se pfi ném trajektorie x = x(X, ¢) materidlovych bodia X. U tekutin
nas nezajima referencni konfigurace, nebot kazdy okamzity stav tekutiny se
da povazovat za referencni. Sta¢i ndm znat napiiklad rozloZeni rychlostniho

4



1.1. Kinematika kontinua

pole v(x,t) v prostoru. To je tzv. Eulerovsky popis - hleddme rozloZeni
rychlostniho pole v aktudlni konfiguraci v = v(x, t) jako funkci prostorovych
soufadnic x a ¢asu. Proto nebudu pouzivat referenc¢ni konfiguraci, ale ve vSech
odvozenich budu pouzivat materidlovy objem €2;, coz je objem materidlu v
aktualni konfiguraci. Tento objem obsahuje stale stejné materialové castice.
Alternativou je pouzit pevny kontrolni objem, ktery se nepohybuje vzhledem
k souradnému systému, a kterym prochdazeji rizné materidlové castice.

Poznamka 2. Pro potreby vét a definic v této kapitole jsou na €2y kladeny
tyto pozadavky:

a) Q; je oteviena podmnozina R3

b) € je po ¢astech C*

B 1.1.1 Gaussova véta

Dilezitou vétou, v mechanice kontinua, je Gaussova véta ([12], v¢. dikazu):

Véta 1 (Gaussova véta). Necht V je tifrozmérna varieta (téleso) v R3, jejiz
povrch OV ma vnéjsi normdlu n. Pak plati

/M :/avz/)nde, (1.1.9)

vy,

—dV = dA. 1.1.10
v Oz, /av OkT ( )

Bl 1.1.2 Reynoldsiiv transportni teorém

Pri odvozovani v mechanice kontinua se pouziva vztah, ktery umoznuje
vypocet derivace integralu, jehoz meze zavisi na proménné, dle které se
derivuje. Existuje v ruznych variantach, zde pouziji tu uvedenou napt. v ([§],
véetné dukazu):

Véta 2 (Reynoldsiiv teorém). Necht f(x,t) je C' funkce. Poté plati

d &p Opv;
— d dVv. 1.1.11
dt ('0 V= / Bz:k v ( )

To se d4 pomoci Gaussovy véty (1.1.10) preformulovat na tvar s plosSnym
integralem

d 0
— pdV = / SOdV—i—/ wvpng dA. (1.1.12)
dt Jag o) Ot 290(1)

Je nutno podotknout, ze (¢) je zminény materidlovy objem, ktery se pohybuje
spoleéné s tekutinou (plosny element dA hranice 9€2(t) ma stejnou rychlost v
jako tekutina ve stejném misté) a zavisi tedy na Case.

5



1. Rovnice dynamiky tekutin

. 1.2 Bilanéni rovnice

Vychozi rovnice mechaniky kontinua lze odvodit pomoci jednotné konstrukce -
obecného bilanéniho zdkona, ktery udava zménu bilancované veli¢iny v télese.
7 néj se po dosazeni ziskaji bilance hmotnosti, hybnosti, momentu hybnosti
a energie. Nejprve uvazujme materidlovy objem €, celkova hodnota veli¢iny
®(t) v ném je déna integralem

/ p(x,t)dV, (1.2.1)
Qy

kde ¢ je hustota veli¢iny ¢ = limay_sg AL‘(}). Empiricky vime, ze casova
zména veli¢iny ® v télese/objemu muze byt zpusobena dvéma zpusoby:

B tokem veli¢iny pres hranici télesa

B zdrojem veli¢iny uvnitt télesa

Rovnice, kterd popisuje tento fakt, se nazyva bilanéni a mé tvar ([12])

do(t
M0 _ @)+ P, (122)
Celkovy tok celkovou produkei se vyjadii pomoci integralt
J(®) = 55 k(@) dA, (1.2.3)
o0
a
P(®) = / (@) dV. (1.2.4)
Q¢

Zde ji(®) a m(P) jsou hustota toku a hustota produkce veli¢iny ®. Je nutné
si uvédomit, ze tok veli¢iny povrchem télesa J(®) v sobé obecné zahrnuje jak
konvektivni, tak nekonvektivni prenos. V nasem pripadé jsou ale konvektivni
toky pres hranici 0€2; nulové, nebot €2; je materidlovy objem. Z tohoto diivodu
se pri odvozenich uvazuji pouze nekonvektivni toky (je to defacto produkce
veli¢iny na hranici objemu). Bilanéni rovnice v integralnim tvaru je tedy

d/ odV = jk(q))nde+/ (@) dV. (1.2.5)
dt Jo, Gle) O

. 1.3 Bilance hmotnosti

Bilancovanou veli¢inou je hmotnost, v (1.2.1) dosadime ® = m, hustotou
veli¢iny je hustota ¢ = p.

mit) = /Q o(x, 1) dV. (1.3.1)

Tok hmotnosti povrchem télesa ji(m) je nulovy a produkce 7(m) uvnitt
objemu je nulovd (hmota nemuze vznikat ani zanikat).

6



1.4. Bilance hybnosti

Definice 1. Rekneme, Ze bilance hmotnosti je splnéna, pokud pro libovolny

materidlovy objem €); plati
d

— [ pav=o. 1.3.2
a Jo,” (1.3.2)

To znamenad, ze hmotnost materidlového objemu zustava v Case konstantni,
coz je ekvivalentni zdkonu zachovani hmoty - hmota nemtze vznikat ani
zanikat. Na rovnici (1.3.2)) se aplikuje Reynoldstuv transportni teorém (1.1.12)
a Gaussova véta (1.1.10]).

dp  Opvy

Qs ot aﬂfk

Objem £ se volil libovolné, proto musi pro nulovost integralu byt nulovy
integrél (alternativné lze nechat objem € zmensovat v limité k nule ; — 0)

AV = 0. (1.3.3)

dp  Opv;
at oz

To je diferencidlni tvar bilance hmoty - rovnice kontinuity.

= 0. (1.3.4)

B 1.4 Bilance hybnosti

Dalsi bilancovanou veli¢inou je hybnost ®; = muv;, jeji hustota je ¢; = pv;.
Hustota toku hybnosti na hranici 0§ je Cauchyho tenzor napéti j;;(mv) = ;5.
Produkce hybnosti uvnitt objemu je zptsobena vnéjSimi silami b;, hustota
produkce hybnosti je m;(mv) = pb;. To vSe se dosadi do bilan¢ni rovnice
(1.2.5) a zavede se definice:

Definice 2. Rekneme, Ze bilance hybnosti je splnéna, pokud pro libovolny
materidlovy objem €); plati

d
— pv; dV = 043N dA + / pb; dV. (1.4.1)
dt Ja, o9 Q

Vzhledem k tomu, ze plati Cauchyho vztah mezi tenzorem napéti a vektorem
hustoty sily

ti = 04Ny, (142)
1ze vztah (1.4.1) upravit na
d
- pPU; dV = 515 ti dA + / pbi dV, (1.4.3)
dt Jo, o0 o

coz neni nic jiného nez druhy Newtontuv zakon - na levé strané casova deri-
vace hybnosti se rovna souctu pusobicich sil na téleso - plosné a objemové
sily. Rovnice (1.4.1) se opét prepise pomoci Reynoldsova teorému (1.1.12)) a
Gaussovy véty (1.1.10))

8p’l)z' p’UZ'Uj 80]'1'
— — pb; = 0. 144
/Q< ot "o, ow, AV =0 (14.4)

Jeji diferencialni tvar je

apUZ‘ c’?pvivj adij
= b; . 1.4.
8t al'j a$j + P ( 5)




1. Rovnice dynamiky tekutin

B 15 Bilance momentu hybnosti

Pro moment hybnosti pv X x je mozno také provést bilanci:
Definice 3. Rekneme, Ze bilance momentu hybnosti je splnéna, pokud pro
libovolny materidlovy objem €, plati

d
dt /.,

p(xxv)dV:yg

x X (-n)dA —I—/ p(x x b)dV. (1.5.1)
o

Q4

Tu nebudu déle rozebirat, ale lze pomoci ni lze dokazat dulezitou vlastnost
Cauchyho tenzoru napéti.

Véta 3. Necht jsou splnény bilance hmotnosti a hybnosti. Poté bilance mo-
mentu hybnosti plati pravé tehdy, pokud tenzor napéti o je symetricky

g = G'T, O‘ij = Uji. (1.5.2)

Diikaz. Viz [8]. O

B 16 Bilance energie

Nasleduje bilance celkové energie - soucet vnitini a kinetické energie, proto
d=mFE=m (u + %vf) Hustota celkové energie je hustota energie vztazend

na jednotku objemu ¢ = pE = e = p (u+ %vf) Hustota toku veli¢iny
pfes hranici objemu je ji(mFE) = o;v; — ¢;. Hustota produkce energie je
m(mE) = pbyv; + ¢. Po dosazeni do (1.2.5) opét zavadime definici:

Definice 4. Rekneme, Ze bilance celkové energie je splnéna, pokud pro libo-
volny materidlovy objem €; plati

d
— [ edV = (okivi — qx)ngp dA + / p(biv; + q) dV. (1.6.1)
dt /g, o9 Q
Analyza této rovnice ukazuje, ze Casova zména celkové energie je rovna
souctu téchno vztahu
/ bjv; dV - produkce mechanické energie v objemu €2; vnéjSimi silami,
Q4
(1.6.2a)
/ pGdV - produkce tepla v objemu §2; - napt. radiaci, (1.6.2b)
Qy

yﬁ oriving dA - privaidénd mechanickéd prace pres hranici 0€, (1.6.2¢)
o0

315 —qiny, dA - tepelny tok pres hranici 9€. (1.6.2d)
00

Vztah (1.6.1) 7ika, ze ¢asova zména celkové energie v télese se rovné prive-
denému teplu a praci. To neni nic jiného, nez prvni zdkon termodynamiky,
ktery odpovida zdkonu zachovani energie. Jako v predchozich pripadech se

8



1.7. Bilance entropie

rovnice (1.6.1)) modifikuje pomoci Reynoldsova teorému (1.1.12)) a Gaussovy
véty (1.1.10) na nasledujici formu

Oe Oevy, Oopv;  Ogy
/Qt (875 * oxy, oxy * oxy,

Diferencalni tvar je

Oe Oevy, 001 V; Oq. ~
Oe _ _ bivi + . 1.6.4
ot " om,  owp 0wy VT (8

B 1.7 Bilance entropie

Je mozno bilancovat i entropii, ta je pro realny termodynamicky proces
definovana Clausiovou nerovnosti

as > %. (1.7.1)

Pokud je systém v tzv. lokdlni termodynamické rovnovaze, coz znamena, ze
kazdy materidlovy bod je v termodynamické rovnovéaze, definujeme specifickou
entropii (tzv. Gibbsova definice)

Tds =du+dw, popf. T§=1u+w. (1.7.2)

Pro entropii se musi bilanéni rovnice (1.2.5) nahradit nerovnici

do(t
0 g@)+p@), (173)
coz dava q
o 55 J(®)ng dA +/ (@) V. (1.7.4)
dt Ja, o0 Q
Celkova entropie systému je dana
S= [ psdV. (1.7.5)

Q
Dosadime ¢ = ps, hustota toku hranici télesa je jx(S) = —qi/T a produkce
je n() = g/T.

Definice 5. Rekneme, Ze bilance entropie je splnéna, pokud pro libovolny
materidlovy objem €2, plati

d ke q
— psdV > —dA —i—/ —dA. 1.7.6
dt Q Q T Q T ( )

Nerovnost (1.7.6) se nazyva Clausiovou-Duhemovou nerovnosti. Je to zobec-
néni Clausiovy nerovnosti (1.7.1)).



1. Rovnice dynamiky tekutin

Diferencialni tvar je vzhledem k (1.1.12)) a (1.1.10)

Ops  Opsv; 0 <qk> q
= > (£ = 1.7.7
ot "oz, © on, \T)T T (1.7.7)
popripadé uzitim rovnice kontinuity (1.3.4)
. 0 (ak q
> | = —, 1.7.8
P5= o, <T> T (1.7:8)

Tato nerovnost se mize pomoci bilance vnitini energie ([12]) upravit na
U 0 (1 aji Ov;
s—— > g (=) - L —. 1.7.9
p<5 T> = "9z, <T> T oz, (1.7.9)

B 1.8 Konstitutivni vztahy

Soustava rovnic (1.3.4), (1.4.5), (1.5.2), (1.6.4) spolu s nerovnici (1.7.9) je
zfejmé neuzaviena, nebof obsahuje vice nezndmych nez samotnych rovnic.
Aby byla soustava Tesitelnd, je nutno ji doplnit dalsimi, tzv. konstitutuvnimi
vztahy, a to napf. témi pro volnou energii f = v — T's = (X, t), entropii
s = s(X,t), tepelny tok ¢ = ¢(X,t) a tenzor napéti o;; = 0;;(X,t). Tyto
zakony se nazyvaji konstitutivni a Ize je odvodit z urcitych predpokladu -
axiomu konstitutivni teorie ([12]):

(i) pficinnost
determinismus
ekvipresence
objektivita

materidlovéa invariance

)
)
)
)
(vi) okoli
) pamét
) Casova nevratnost
) nejvétsi pravdépodobnost

Za téchto podminek a pomoci 2. zdkona termodynamiky se odvodi ([12])
konstitutivni vztahy pro stlacitelnou, tepelné vodivou a viskdézni tekutinu ve
formé

f=1fpT), (1.8.1)
s=s(p,T), (1.8.2)
or
or
oij = —p(p, T)dij + 7ij (p, dij, T, 695) ) (1.8.4)
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1.9. Idealni plyn

kde tenzor napéti o;; je rozdélen na tenzor tlaku dany tlakem p a tenzor
tecnych napéti 7;;. Pro urceni konkrétnich vyjadieni funkei ¢; a o;; se musi
doplnit dalsi podminky. Uvazujeme pouze izotropni tekutiny (vlastnosti jsou
ve vSech smérech stejné), a déle predpokldaddme, ze tyto funkce jsou linedrni.
Za téchto predpokladu se odvodi funkce

oT
T — _A 7T a9 ]. .
q (p )3% (1.8.5)
oij = —p(p, T)0ij + Tij, Tij = pro(p, T)drr6ij + 2u(p, T)dsj, (1.8.6)

kde d;;j = d;j — 1/3dy10i; je deviator tenzoru d;;, koeficient p1 je dynamicka
viskozita, p, objemova viskozita a A tepelna vodivost. Takovato tekutina se
nazyva newtonskd.

B 1.9 1dealni plyn

Idedlni plyn je charakterizovan témito vlastnostmi ([24]):
B je slozen z velkého poctu molekul, které maji zanedbatelné rozmeéry

® molekuly se neustdle neusporadané pohybuji ve vSech smérech a narazeji
do sebe

B pii srdzce se molekuly chovaji jako dokonale pruzné koule
® molekuly na sebe silové pusobi jen v okamzicich srazek

® plati Newtoniv pohybovy zdkon, takze mezi srdzkami se molekuly pohy-
buji pfimocare a rovnomérné

Pomoci kinetické teorii plynt lze za téchto predpokladt odvodit stavovou

rovnici
p=prT, (1.9.1)

vztah pro volnou energii

73/
flp,T)=—rT lln ()J:)’ 2) +1

: (1.9.2)

a z n¢j (protoze plati s = —(9f/0T')) rovnici pro entropii
AT3/2\ 5
s(p,T)=r lln ( 5 + 3| (1.9.3)

kde X je jistd konstanta (viz [12]). Pro idedlni plyn déle plati, Ze mérné
tepelné kapacity ¢, a ¢, jsou konstantni. ProtoZe pro pfirtstky vnitini energie
a entalpie obecnéji plati

du = ¢, dT, dh = ¢,dT, (1.9.4)

11



1. Rovnice dynamiky tekutin

vyplyva pro idedlni plyn, Ze u a h jsou linearnimi funkcemi teploty
u=cT, h=cT. (1.9.5)

Daéle lze odvodit, ze rozdil mérnych tepelnych kapacit je roven plynové
konstanté (Meyeruv vztah)

Cp—Cy =T (1.9.6)

Naopak podil mérnych tepelnych kapacit je Poissonova konstanta
c
K==L (1.9.7)

Jeji hodnota zavisi na poctu usporadani atomt v molekule plynu. Ze zminé-
nych vzorca se nakonec odvodi varianta stavové rovnice

p=(k—1) (e — ;p(WW)) . (1.9.8)

B 110 Navierovy-Stokesovy rovnice

Dosazenim konstitutivnich vztaht ziskaji Navierovy-Stokesovy rovnice, které
popisuji nestacionarni proudéni stlacitelné newtonské kapaliny (v tomto pri-
padé plynu). Neuvazujeme objemové sily, nebot ty jsou u plynu zanedbatelné.
Vnéjsi silové pole je proto nulové

b =0. (1.10.1)

Protoze se nepocita s radiaci nebo chemickymi reakcemi, je teplo dodavané
do objemu taktéz nulové

Gg=0. (1.10.2)

Navierovy-Stokesovy rovnice pro stlacitelné nestacionarni proudéni vazké
tekutiny bez objemovych sil jsou

?9? 4 %fz{' —0, (1.10.3a)

8(5;:1- N i%(pmvj + pbi; — 7ij) = 0, (1.10.3b)

% + 88% <(e + p)vj — TjRvE — Ag;) =0, (1.10.3¢)
Tij = <,Uv - gu) g;’zéij +p <g;}; + gZJ) . (1.10.3d)

12



1.11. Eulerovy rovnice

B 11 Eulerovy rovnice

Specialni pripad Navierovych-Stokesovych rovnic jsou Eulerovy rovnice. Ty
popisuji dynamiku nevazké tekutiny, neuvazuji se tecné slozky tenzoru napéti,
tedy
75 = 0 Vi, j.

Toho se dosahne tak, ze se v Navierovych-Stokesovych rovnicich polozi visko-
zita nule 4 = 0, p, = 0, a tim odpadnou vazké ¢leny. Déle se zanedbéavaji
tepelné toky, soucinitel tepelné vodivosti je také roven nule A = 0. Eulerovy
rovnice jsou

dp  Opv;
ot + oz, =0, (1.11.1a)
0pv; 0 B
o + 78% (p’UZU] +p51]) =0, (llllb)
Oe 0
a‘i‘a?j((e —l—p)vj) = 0. (1.11.10)

Po doplnéni stavovou rovnici (1.9.8)) tedy mame odvozenu soustavu rovnic,
jejichz Teseni musi byt v souladu s 2. zdkonem termodynamiky (1.7.9), ktery

se zjednodusi na
Ops N Opsv;

> 0. 1.11.2
ot 8.%']' =0 ( )

13



Kapitola 2

Matematicka teorie systémua zakonti
zachovani

Jak bude ukazano, Eulerovy rovnice jsou tzv. systém zakond zachovani. To je
soustava diferencialnich rovnic jistého tvaru, ktera popisuje chovani nékterych
konkrétnich systému diferencidlnich rovnic. Kromé zminénych Eulerovych
rovnic dynamiky tekutin se jednd napt. o rovnice dynamiky plynt v Lagran-
geovych (materidlovych) soutadnicich, p-systém - jednorozmérné rovnice
dynamiky izoentropického plynu, dale rovnice mélké vody, rovnice magne-
tohydrodynamiky a dalsi. U téchto soustav miizeme pouzit tuto abstrakei -
systém zakonu zachovani - a vysSetfovat jeji vlastnosti a zabyvat se numeric-
kym fesenim, aniz bychom se nutné museli zaobirat konkrétnimi rovnicemi,
které popisuji nas fyzikalni problém.

Pozndmka 3. V této kapitole znaci 2 otevienou podmnozinu RP.

B 2.1 Zzakladni pojmy

Definice 6. Necht f; : O — R4, f; € C}(Q) (j = 1,...,d), poté nazveme
vztah

ou 9 d
875-|-jzlc{)acjfj(u)0, x = (z1,...,24) € RY, t>0 (2.1.1)

systémem zdkoniu zachovdni v konzervativnim tvaru.

Zde u je vektorova funkce

U1
ux,t)=| : |, u:R%x (0, 400) = Q, (2.1.2)
Up
a vektory
fin
£=1|: (2.1.3)
fiv

se nazyvaji toky (funkce toku). V pripadé dvoj- nebo t¥idimenzionalniho
problému d = 2 nebo d = 3, vétsinou se toky oznacuji f, g, (h) namisto

14



2.1. Zakladni pojmy

fi, f3, (f3). Velice dulezitou vlastnosti, kterou zakon zachovani muze dispo-
novat, je hyperbolicita.

Definice 7. Méjme Jacobiho matici

fij .
Aj(u)=2, Vj=1,...,d 2.1.4
J(u) a’LLk ’ J ’ ) ( )
funkce f;(u). Systém (2.1.1) se oznacuje jako hyperbolicky, pokud Yu € § a
Yw = (w1, ..., wg) € RY w # 0 mé matice
d
Alu,w) = ijAj(u) (2.1.5)
j=1
p redlnych vlastnich ¢isel A\ (u,w) < Ag(u,w) < -+ < A\y(u,w) a k nim
piislusnych p linedrné nezavislych vlastnich vektori ri(u,w), ..., rp(u,w).

Pokud navic jsou vSechna vlastni ¢isla ruznd, systém (2.1.1) je strikine hyper-
bolicky.

Definice 8. Cauchyho tloha, popt. pocdtecni iloha, je problém hledani funkce
u: (x,t) € R?x (0,00) — Q, ktera fesi rovnice (2.1.1)) a spliiuje podminku

u(x,0) = up(x), xR (2.1.6)
Definice 9. Méjme 1D soustavu rovnic (2.1.1)) (d = 1). Cauchyho tloha, ktera
ma tvar
uy, <0
ug(z) = 2.1.7
o) {UM T (2.1.7)

se nazyva (jednodimenziondlni) Riemanniv problém (2.1).
Riemanntv problém je tedy pocatecni podminka s nespojitosti.
Ug 4

U,

,

Obrazek 2.1: Riemanntv problém v 1D

Definice 10. Mé&jme Cauchyho tlohu (2.1.6) pro systém zakonu zachovani
(2.1.1). Funkci u : R™ x (0,00) — €, u je C! nazveme klasickym resenim
(2.1.1) a (2.1.6]), pokud je splnuje ve vsech bodech.

Definice 11. L>°(Q) je linedrni prostor funkeci, pro které plati

1flloe < +o0, (2.1.8)
kde norma || - ||« je definovand jako
| flloo = nf{C >0:|f(x)] < C s.v.}. (2.1.9)
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2. Matematicka teorie systémi zakoni zachovani

Linearni prostor funkei ozna¢ime LS (£2), pokud f|y € L*°(M) pro kazdou
kompaktni mnozinu M C Q (f|y je zdZeni funkce f na mnozinu M a

kompaktni mnozina je mnozina, kterd je uzaviend a omezend).

Lze ukazat, ze klasické Teseni feseni muze existovat pouze pro omezeny
¢asovy interval, a to i s hladkou poc¢ateéni podminkou. Proto se definuje tzv.
slabé resent, které mize byt nespojité. To se zavadi stejné jako u béznych
PDR prendsobeni rovnice testovaci funkci a integrovanim.

Definice 12. Necht uy € L (R). Funkce u € L2 (R? x (0, +00)) se nazyva

loc loc

slabé teseni Cauchyho problému (2.1.1)), (2.1.6), pokud u(x,t) € 2 s.v. pro
libovolnou testovaci funkci ¢ € CL(R? x [0, +00)) spliiuje

= ¢ d Op B
/0 /Rd (u. E—FZ&(U) . 6%’) dxdt—l—/Rd ug(x) ¢ (x,0)dx = 0.

=1
(2.1.10)

Pro d = 1 m4 rovnice (2.1.10) tvar

/OOO/R<u.%‘to+f(u)-g";) dxdt+/Ru0(x) o (2,0)dz =0 (2.1.11)

Ekvivalentné k tomu lze psat ¢(udz — f(u)dt) = 0 pro jakoukoliv oblast
(a, b) x (t1, t2). Tento vztah se v rozepsané verzi

/abu(x, tz)dm—/abu(x, tl)d:ch/;2 f(u(b, t))dt—/t2 f(u(a, t))dt = 0

1 t1
(2.1.12)
pouziva pri konstrukeci numerickych schémat. Slabé reseni tedy muze obsahovat
nespojitosti - rdzové viny. Definujme takovéto reseni. O funkci u fekneme,
Ze je "po Castech"C!, pokud existuje koneény pocet hladkych orientovanych
ploch ¥ v prostoru R? x (0, +00), mimo které u € C' a na nichz se hodnoty

u skokové méni. Plocha ¥ ma normdlovy vektor n = (ng,ny,, . ..nmd)T a
definujeme hodnoty na stranach nespojitosti
uy(x,t) = lim u((x,t) £ en). (2.1.13)

e—0+

Ne kazda nespojitost je pripustnd, nasledujici véta urcuje, jak se mohou lisit
hodnoty us a u_.

Véta 4. Necht u: R? x (0, +00) — Q je "po éastech'C' funkce. Potom u je
reSeni (2.1.1) ve smyslu distribuct (viz [13]) na R x (0, co) praveé tehdy, kdyz
jsou splnény nasledujici podminky:

1. u je klasické reseni (2.1.1) tam, kde u je C*
2. u spliiuje podél ploch nespojitosti podminku
d
(up —u)ng + Y _(f(uy) — f(u))n,, = 0. (2.1.14)
j=1

Vztah (2.1.14) se nazyva Rankinova-Hugoniotova podminka.
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2.2. Eulerovy rovnice v roviné

Diikaz. Viz [16]. O

Slabé feseni ale nemusi byt jednoznacéné ([16]), proto se hledd zpusub,
ktery ze vsech slabych Teseni vybere to fyzikdlné pripustné, které by mélo
byt jednoznacné. Proto se zavadi se tzv. entropické reseni (pro detailni teorii
odkazuji na [I6]). Na feseni systému (2.1.1) klademe dalsi pozadavek - aby
splnovalo nasledujici entropickou podminku

d
o
u) + ]Zl %ij(u) <0, (2.1.15)

kde funkce U a F} jsou entropie a toky entropie ([I6]) a entropické feseni je
urc¢eno nasledovné:

Definice 13. Slabé feseni u pocéateéniho problému (2.1.6) pro rovnici (2.1.1))
se nazyva entropické reseni, pokud pro vSechny funkce entropie U a vsechny
testovaci funkce p € CL(Ry x (0,00), ¢ > 0) plati nerovnost

/OOO/Rd( +Zd:FJ ) dXdH/ U(ug(x))p(x, 0)dx > 0.

(2.1.16)
V 1D je podminka

| [ (o3 + P32 ) asars [ Uit 0)de > 0. 2117

Jednoznacnost entropického feseni je vSak dokazana pouze pro skalarni
ptipad (p = 1). Pro systémy (p > 1) je jeho jednoznacénost otevienou otazkou.

B 22 Eulerovy rovnice v roviné

Eulerovy rovnice (1.11.1)) ve 2D v konzervativnim tvaru jsou

ap 0 g
§+87( )+a*y(,00)—07

0 0 0

= (pu) + o= (pu® + p) + - (puv) = 0,
ot Ox oy

. ; 0 (2.2.1)
a(ﬂv) + %(Puv) + @(pv +p) =0,
de 0 0

o+ (e D)+ 5 (40 =0,

Zde se zménilo znaceni rychlosti na u = vi,v = v9 (ve 3D pak w = v3). Tyto
rovnice je mozno napsat ve vektorovém tvaru

U, +FU), + G(U)y =0, (2.2.2)
pricemz
P
U= | (2.2.3)
pv
e



2. Matematicka teorie systémi zakoni zachovani

je tzv. vektor konzervativnich proménngch a

U pv
2
pu” +p puv
F(U) = G(U) = 2.2.4
( ) pUV ) ( ) ,01)2 +p ) ( )
(e+pu (e+pv

jsou nevazké fyzikdlni toky (popt. konvektivni toky). Z je vidét, ze
tato soustava je systémem zachovani , a tedy pro ni plati vysledky
predchazejicich sekci. Déale se da ukézat, zZe se jedna o hyperbolicky systém, v
1D (d = 1) potom striktné hyperbolicky. Reseni musi spliiovat entropickou
nerovnost (1.11.2), coz je entropickd nerovnost (2.1.15)). Porovnanim téchto

vztahi dostaneme relaci mezi fyzikdlni a matematickou entropii

U =ps, F=—psu. (2.2.5)

B 2.3 Regeni Riemannova problému

Reseni Riemannova problému (2.1.7) je zésadni pro mnoho numerickych
metod.

B 2.3.1 Reseni obecného Riemannova problému

Méjme Riemanntv problém pro 1D systém zakonu zachovani

ou  Of(u)
el - R
8t+ 7 0, z€eR, t>0,
W z<o. (2.3.1)
u(z,0) =
u,, x>0,

kde vektory u a f maji p slozek. Predpokladejme, ze systém je striktné
hyperbolicky s vlastnimi ¢isly Aj(u), ... Ap(u). Vlastnimu ¢islu g (u) odpovida
pravy vlastni vektor ry(u)
A(u)r,(u) = Ag(u)rg(u), (2.3.2)
a levy vlastni vektor 1x(u)
1A (u) = A (u)lg(u)?. (2.3.3)
Definice 14. Rekneme, 7e k-té charakteristické pole je ryze nelinearni, pokud
VAi(a) - ri(u) # 0, Vu € Q. (2.3.4)
Rekneme, 7e k-té charakteristické pole je linedrni degenerované, pokud

VAr(u) - rp(u) =0, Yu € Q. (2.3.5)
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2.3. Reseni Riemannova problému

Nejprve hledejme feseni (2.3.1) ve tvaru

uy, x/t S )\k(ul),
u(z, t) =< v(z/t), M(w) <z/t < \(u,), (2.3.6)
ur, ."L‘/t > Ak(ur)

Toto Teseni, které se sklada ze spojité funkce propojujici dva pocatecni stavy
u;, u,. Pokud je k-té charakteristické pole ryze nelinearni, potom existuje a
nazyva se k-zredugjici vina. Dalsi feSeni rovnice (2.3.1) hledejme jako

t
u(z,t) = {ul’ r=ob (2.3.7)

u.,, z<ot,

kde o je rychlost pohybu nespojitosti. Toto feSeni nazveme nespojitou vinou.
Pokud je k-té charakteristické pole ryze nelinearni, potom feseni ve tvaru
(2.3.7) se nazyva k-rdzovd vina. Pokud je k-té charakteristické pole linearné
degenerované, pak feseni ve tvaru (2.3.7), pro néz plati

g = /\k(uL) = /\k(u)R = Xk, (238)
tedy
> gt
u(z,t) = {ul’ v Ak (2.3.9)
u,, =< Mt,

se nazyva k-kontaktni nespojitost.

Lze odvodit, ze pokud je k-té pole ryze nelinedrni, pak mu odpovida k-
ziedujici vlna nebo k-rdzova vlna. Pokud je linearné degenerované, tak mu
odpovidé k-kontaktni nespojitost.

Véta 5. Necht pro vsechny k € 1,...p je k-té charakteristické pole bud ryze
nelinearni nebo linearné degenerované. Poté pro vsechny u; € ) existuje okoll
€ bodu u; v ) s nasledujicimi vlastnosti: Pokud u, patii do €, Riemanniiv pro-
blém (2.3.1) ma slabé reseni, které se sklida z nejvice p+ 1 konstantnich stavi
oddélenych vinami zredéni, razovymi vinami a kontaktnimi nespojitostmi.
Dale, toto slabé reseni je jednoznacné.

Diikaz. Viz [16] O
t A

1-vlna

T
Obrazek 2.2: Struktura Feseni Riemannova problému pro systém (2.3.1)
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2. Matematicka teorie systémi zakoni zachovani

B 2.3.2 Reseni Riemannova problému pro Eulerovy rovnice

Méjme Riemannuv problém pro 1D soustavu Eulerovych rovnic (2.2.1)

ou JF(U)
— =0 R, t >0
8t+ o e (2.3.10)
U <0 e
U(I’,O) _ , I 3
U,, z2>0,
kde
P pu
U= |pu|, FU) =|pu®+p]|. (2.3.11)
e (e+pu
Eulerovy rovnice v 1D maji vlastni ¢isla
M=u—c, Aoa=u, \g=u-+c. (2.3.12)

Ukéaze se, ze prvni a tieti charakteristické pole jsou ryze nelinedrni, zatimco
druhé je linearné degenerované. Z toho vyplyva struktura reseni Riemannova
problému. To je uréeno ¢tyimi konstantnimi stavy U;, U}, Uy, U,. Levy stav
(v primitivnich proménnych p;, u;, p;) je propojen s druhym (p;, u*, p*) bud
1-rdzovou vlnou nebo 1-zfedujici vinou, mezi nim a tfetim stavem (p, u*, p*)
je 2-kontaktni nespojitost, a tfeti (p},u*,p* a ¢étvrty stav (pp, ur,pr) jsou
spojeny 3-rdzovou vlnou nebo 3-zredujici vinou. Pri prechodu pres kontaktni
nespojitost se tedy méni pouze hustota, tlak a rychlost ztustavaji konstantni.

P of Py pr
U = |pw|, Uf=|pu*|, U= |piu|, U, = |pu-| . (2.3.13)
el ef er er

i A 2-kontaktni nespojitost

1-zfedujici vlna I'sy, 3-rézova vilna
|
SL / SR

P1, Ui, Pi

Pry Uy, Pr

T
Obrazek 2.3: Struktura Feseni Riemannova problému pro systém (2.3.10)
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2.4. Exaktni reseni Riemannova problému

. 2.4 Exaktni feSeni Riemannova problému

Riemanntv problém pro Eulerovy rovnice lze vyftesit presné ([16]), ale toto
reSeni nelze nalézt v uzavieném tvaru, proto se musi pouzit itera¢ni metody.
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Kapitola 3

Numerické reseni hyperbolickych systémii
zakonui zachovani

V této kapitole se budu zabyvat numerickymi metodami feseni hyperbolickych
systémi zédkonu zachovani a Eulerovych rovnic v 1D/2D.

B 31 Zpuisoby numerického reSeni

Pro numerické feseni systému zakonu zachovani (a obecné pro parcialni
diferencialni rovnice) bylo vytvoreno mnoho postupu

B metoda konec¢nych diferenci

® metoda koneénych objemi

® metoda koneénych prvki

B nespojitd Galerkinova metoda
® spektralni metody

® ruzné hybridni metody

Nejbéznéjsi metodou pro reseni systému zakonil zachovani a rovnic dynamiky
tekutin je metoda kone¢nych objemu (Finite Volume Method, FVM). Tu
pouzivam ve své praci a bude odvozena v sekei (3.8

B 3.2 Zikladni pojmy

Pro tcely nasledujicich sekci méjme Cauchyho tlohu pro systém zakonu
zachovani v 1D

Ju n of (u)

ot Ox
u(z,0) = up(x).

=0 R, ¢t >0
 TER 2D (3.2.1)

Predpokladejme, Ze tento systém je hyperbolicky. Méjme rovnomérnou vypo-
Cetni sit s prostorovym krokem Az a ¢asovym At. Definujeme aproximaci

22



3.2. Zakladni pojmy

vi' € RP funkce u v bodé x; = jAz, t,, = nAt. Explicitni numerické schéma
ma tvar

V;H_l =H(V] g Vi), (3.2.2)
kde H : RP*(:+1) 5 RP je diskrétni operator.
Definice 15. Schéma (3.2.2), které lze zapsat ve tvaru

ntl

Vit =vi = Ngli12 —8j_12), JEZ, n>0, (3.2.3)

nazyvame konzervativnim a (3.2.3) je konzervativni tvar. Hodnoty V? jsou
4 — At
zadané a A = X7.

Definice 16. Spojitou funkci g : RP*?* — RP ve vzorci (3.2.3) nazveme
numerickym tokem a plati pro ni
g?+1/2 =8(Vi_kt1s---> Vitr) (3.2.4)

Definice 17. Schéma v konzervativnim tvaru je konzistentnim se systémem
(3.2.1)), pokud
g(u,...,u) =f(u), Yu e RP. (3.2.5)

Definice 18. Schéma v konzervativnim tvaru je konzistentni s entropickou
podminkou (2.1.17), pokud plati

UM S U = NGijo = Gy o)y (3.2.6)
kde

UM =U V), UP = U], gy = F(V g Vi), (3:2.7)

(2 7

a G je numericky tok entropie, konzistentni s tokem entropie
G(u,...,u) = F(u), Yu e R". (3.2.8)

Dilezitou vétou, ktera dava vyznam dilezitosti konzervativnich numeric-
kych metod, je véta Laxova-Wendroffova véta.

Véta 6 (Lax-Wendroff). Mé¢jme diferencni schéma v konzervativnim tvaru
(3.2.3), které je konzistentni se zakonem zachovani (3.2.1) a s entropickou
podminkou (2.1.17)). Necht

V(.’E,t) = VZT-L, .5[7]'_1/2 <z < l‘j+1/2 (329)

je reseni (3.2.3)). Predpokldadejme, Ze pro jistou posloupnost Ay limita

lim v(z,t) =u(z,t) (3.2.10)

Ak—>0
existuje ve smyslu LlloC konvergence. Poté limita u splnuje slabou integralni
formu (2.1.11)) zakonti zachovani a slabou integralni formu (2.1.17) entropické
podminky.
Diikaz. Viz [21]. O

Dle této véty tedy plati, ze pokud konzervativni schéma konverguje, tak
konverguje ke slabému feseni.
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3. Numerické reSeni hyperbolickych systémii zakonii zachovani

. 3.3 Godunovova metoda

Godunovova metoda je metoda konecénych diferenci pro pocatecni problém
(3.2.1)) pro 1D systém zakonu zachovani, pficemz vyuziva presné reseni Rie-
mannova problému (viz [5], [16], [21]). Vime, Ze Riemanntv problém

u, x<0,
w +f(u), =0, u(z,0)={ ' (3.3.1)
u,, x>0,
mé entropické reseni
u(z,t) = ue(x/t; w, uy). (3.3.2)
Algoritmus Godunovovy metody se skldda z téchto kroki:
1. Definuje se aproximace v(x,t") na casovych vrstvach t*, n=0,1,... a
na intervalech (z;_1/9,7j11/2), j € Z
V(IE,tn) = V;-L, $j71/2 <z << IE]'+1/2. (333)

2. Na rozhranich mezi intervaly (z;_;/2,7;41/2) vzniknou nespojitosti, fe-
sime tedy pocatecni tilohu ve tvaru fady Riemannovych problému (obr.
3.1)

u +f(u), =0, u(z,t")=v(z,t"). (3.3.4)

Resenf této pocatecni dlohy je
T —x;
u(z,t) = ue <t]:n1/2;v?;v?+1> , j <x<mjpp, <t < L
(3.3.5)
3. Reseni se na intervalech (Tj_1/2,%j41/2) pruméruje, a vysledkem je opét
po castech konstantni funkce

1

Tjt1/2 n
AR / u(z, " + Af) dz. (3.3.6)

j—1/2

4. v"t1 je feSeni na nové casové vrstve, které posoulouzi jako pocatecni
podminka pro feseni v ¢ase t"*! a algoritmus se opakuje.

Schéma lze napsat i pfimocaieji. Zintegruje se (3.3.4) na (x;_1 /2, Tj41/2) X
(tn,tn + At)

Tjtr1/2
/+ (u(z,t + Ab) — u(a, £)) de+

e t+AL
+ /t (f(u(wjq1/2 —0,t)) — f(u(wj_1/2 +0,¢)))dt =0. (3.3.7)

Pomoci (3.3.6) se prepiSe prvni integral

t+At
BV =)+ [ (Bl = 0.0) ~ fule 1y +0.0) de =0,
t
(3.3.8)
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3.4. Priblizné reseni Riemannova problému

a pomoci (3.3.5) se upravi do konzervativniho tvaru (3.2.3))
Vit = v = ME(u(0; v, Vi) = £(05 Vi, Vi), (3.3.9)
ve kterém je numericky tok

g(v,w) =f(u, (0;v,w)) (3.3.10)

urcen entropickym feSenim (3.3.2).

n
Vit1

.

Vi—1n

n
Vito

1—1 l 1+ 1 1+ 2

Ti-3/2 Li-1/2 Lit1/2 Li+3/2 Lit5/2
Obrazek 3.1: Znazornéni Godunovovy metody

B 3.4 P¥iblizné fegeni Riemannova problému

Riemanntv problém se nemusi fesit exaktné, protoze u Godunovovy metody
dochéazi k pramérovani reseni, a je tedy vyhodné presné reseni nahradit
pribliznym, které bude jednodussi. To se hledd pomoci tzv. pribliznych resicu
Riemannova problému.

Definice 19. Necht w(z/t; u;, u,) je pfiblizné feseni Riemannova problému,
schéma Godunovova typu je

1 3 1 i+1/2
it = [ wtatv e+ o [ wleftiv) de,
7 7

I
(3.4.1)

V konzervativnim tvaru (3.2.3) je toto schéma
V?—H = V? - A [f(vl-, Vz‘+1) - f(Vi_l, Vz)] . (3.4.2)

Véta 7 (Harten-Lax). Necht S jsou signdlni rychlosti jednotlivych vin a
w(z/t; u;, u,) je priblizné reseni Riemannova problému spliujici podminky:

1. konzistence s integralni formou zakona zachovani

Az/2 Az
/ w(z/T; u; u,) de = 7(ul +u,) —Tf, + T1, (3.4.3)
—Azx/2

kde Az /2 > Tmax|S| a f; = f(u;) a £, = f(u,).
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3. Numerické reSeni hyperbolickych systémii zakonii zachovani

2. konzistence s integralnim tvarem entropické podminky

Ax/2 Az
/ Uw(z/T; w; u,))de = T(Ul +U,)—TF,+TF, (34.4)
—Az/2

kde Ax/2 > Tmax|S| a F, = F(u,) F; = F(u,).

Potom schéma Godunovova typu (3.4.2) je konzistentni s (2.1.7) a spliuje
entropickou nerovnost (3.2.6).

Diikaz. Viz [10]. O

B 3.5 Schéma HLL

Schéma HLL (dle autort Harten, Lax, van Leer) je jednim z pfibliznych
Riemannovych fesict. Vychazi ze struktury feseni Riemannova problému [2.3|
To se zjednodusi tak, ze se uvazuji pouze dvé krajni viny s rychlostmi Sy,
a Sg. Kontaktni vlna se vynechéva (obr. 3.2). Diky této simplifikaci jsme

schopni odvodit vztahy urcujici numericky tok fHLL
t A
St T
r~— "N "~ - T T - T~~~ |
| \ \ |
[ | | [
| \ \ |
[ \ * \ [
| \ - u \ |
[ | | [
| \ uy u, \ |
[ | | [
| \ \ |
[ | | [
| | | | -
—Az/2 TS TSk Az/2 x

Obrazek 3.2: Struktura feSeni Riemanova problému pro HLL schéma

Ptiblizné feseni Riemannova problému je tedy rozdéleno na tii oblasti a je
definovano jako:

w, pro Sp > z/t,
_ L HLL _ ) .«
w=u =qu* proSp <z/t < Sg, (3.5.1)

u, pro Sg < z/t.

Abychom ziskali vztah pro numericky tok, nejprve integrujeme rovnici po
okraji oblasti (—Az/2,0) x (0,7) (2.1.12)

0 Ax N
/ w(z/T; v, up)de — —u, +T(f* — £) = 0. (3.5.2)
—Az/2 2
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3.5. Schéma HLL

Po preusporadani mame vztah pro £*

I Ax
£ =f — 7 /—Ax/z w(z/T, u;, u,)dx + o W (3.5.3)

Dalsi integraci, nyni po okraji oblasti (0, Az/2) x (0, T'), analogicky ziskdme

Az

Ax/2
£~ :fr+/ w(z/T, w, u,)dz —
T Jo

Do levé strany podminky konzistence (3.4.3) se za w dosadi aproximace
u;, u, a u* a integral se rozdéli

Az /2 TSt TSk Az/2
/ w(z/T; wy, uT)dQ:—/ uy dx—i—/ u* dx+/ u, dz.

—Azx/2 —Az/2 TSt TSk
(3.5.5)

Integrandy jsou konstanty, proto je vytkneme, zintegrujeme a vysledky dosa-
dime do rovnice (3.4.3)

(TSL + Az/2)u; + T(Sgr — Sp)u™ + (Az/2 — TSp)u, =
Az

=~ -(w+u) = T(f —f). (356)

Z toho se dostane vztah pro u*

o = Sgru, — Spu; + (f — fl)
Sr— SL

(3.5.7)

Numericky tok zavisi na signédlnich rychlostech, mtizou nastat tii varianty

1. S, >0
(3.5.7) se dosadi do (3.5.1) a néasledné do (3.5.3) (popt. (3.5.4)))

TSL 1 [0 . — —f. + 1 A
—fl_/ uldx—/ Sru Su + ldx+—$ul
TSy,

Ax/2 Sr— S 2T
(3.5.8)
Vysledkem je
Srfy — Sif + SL.Sr(u, —w)
f* = . 3.5.9
fp—n (3.5.9)
2. S, <0aSg>0
Stejnym postupem
—fl—/ uldx—l——ul =f]. 3.5.10
Az/2 2T ( )
3. Sp<O0
Opét totozné
1 Az /2 Az
=1 + — rdr — —u, = 1. 511
+ T /0 u, dx ik (3.5.11)
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3. Numerické reSeni hyperbolickych systémii zakonii zachovani

Numericky tok f#%L tedy nabyva tvaru

f; pro Sy >0,
FHEL — S £ pro S, <0 < Sg, (3.5.12)
f. pro Sg <O0.

Schéma HLL je odvozeno pro obecny systém hyperbolickych zédkont zachovani.
Pro Eulerovy rovnice sta¢i ve vztazich (3.5.9) a (3.5.12) nahradit obecny
vektor proménnych u a obecny tok f vektory U a F (2.3.11)). Tento fesic
je schopen spravné zachytit izolované razové viny ([21]), spliiuje nerovnost
entropie ([2]), zachovava pozitivitu, ale kvuli své konstrukei nefesi presné
izolované kontaktni viny. HLL je pomérné disipativni schéma, coz je vétsiné
pripada nevyhoda, ale této vlastnosti se dd vyhodné vyuzit pii konstrukci
numerickych schémat, jak bude dale ukazano.

B 3.6 Schéma HLLC

Rozsireni HLL schématu je schéma HLLC, které se lisi v tom, ze uvazuje
existenci prostiedni, kontaktni viny. HLLC (C - contact, [20]) metoda ma tedy
stejné jako exaktné vyreseny Riemanntv problém tii viny. Postup odvozeni je
podobny jako u HLL schématu, nicméné musi se doplnit jistd podminka, ktera
zarudi Tesitelnost systému. HLLC schéma nelze, na rozdil od predchoziho,
zkonstruovat pro obecny systém zakoni zachovani, ale musi se odvodit pro
konkrétni rovnice, v tomto pripadé pro Eulerovy rovnice v 1D.

15“

Y

Obrazek 3.3: Struktura feseni Riemannova problému pro HLLC schéma

Reseni Riemannova problému se tedy sklada ze Gtyt stavii, oddélenych
vlnami.
U; pokud S > z/t,
UHLLC _ U; pokud Sp </t < Sy,
U’ pokud Sy < z/t < Sg,

U, pokud Sg < z/t.

(3.6.1)
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3.6. Schéma HLLC

Tém odpovidaji toky

F; pokud S >0,

FHLLC _ F; pokud S; <0 < Sy,
F: pokud Sy <0< Sg,
F, pokud Sk < 0.

(3.6.2)

kde FILLC je tok pro & = 0, tedy na ose t. Pro Sy; > 0 se rovnice integruje
po okraji oblasti (S.7,0) x (0,7) (2.1.12)

F; =F;+ S.(U; —U)). (3.6.3)
Pro Sy < 0 integrujeme po okraji oblasti (0, SgT,) x (0,7T)

F; =F, + Sr(U; - U,). (3.6.4)
Rovnici (3.6.3)) preusporadame

SpU; — F = SU; — Fy, (3.6.5)

a napiseme ve slozkovém tvaru

I pug Pl prug
Su|pfui | = | piui+pf | =Sc | pow | = | pui+p |- (3.6.6)
e (e] +p])u ey (er +p)w

Nyni se doplni zminéna podminka (]J20])
Sy = u”, (3.6.7)

kde u* je jisty odhad kontaktni rychlosti. Dle ([I]) je u* rychlost mezi krajnimi
akustickymi vlnami (viz. obr. |3.2). Ta se ziska ze rovnice (3.5.7)

_ prur(Sr — ur) — pw (St —w) + pr — pr

v S oS — ) — (55— ) (368
Z prvni rovnice (3.6.6) se vyjadii
=gt (3.6.9)
Z druhé se vyuzitim vztahu (3.6.9)) ziska
i = (St —w)(Sm — w)pr- (3.6.10)
Analogicky se odvodi rovnice pro p;
Py = pr + (Sr — ur) (S — w)pr (3.6.11)
Vztahy (3.6.10) a (3.6.11) se dosadi do (3.6.8) a ukaze se, ze
pl=pr=p"- (3.6.12)



3. Numerické reSeni hyperbolickych systémii zakonii zachovani

Tlak v obou prostfednich stavech je stejny, stejné jako v exaktnim feseni
Riemannova problému (2.3.2). Z druhé a t¥eti rovnice (3.6.6) se pomoci vztahi
pro pj a p* vyjadii hybnost a energie v prostiednich "hvézdic¢kovanych'stavech

( u )* _ (SL - Ul)PlUl +p* — Dl
puy SL — SM )

(3.6.13)

o (Sp —w)e; — prwg + p*Sm
! S;, — Su '

Vektory U} (U; obdobné) se sestavi ze vztahu (3.6.9)), (3.6.13) a (3.6.14)

(3.6.14)

Sp—u; Sr—Ur
* L—u)piu+p* —p * R—Ur)prur+p*—p
U; = - , U; = s T . (3.6.15)

M, R—SM
(SL—w)er—prur+p* Sy (Sr—ur)er—prur+p*Sn
SL—SM SR_SM

Toky F} a F se urci ze vztahu (3.6.3) a (3.6.4). HLLC metoda, jak lze ukézat
([20]), pfesné Tesi izolované kontaktni i kontaktni viny, a zachovavéa pozitivitu.

N 37 Vypocet signalnich rychlosti

K tomu, aby byly schémata HLL a HLLC kompletni a resitelna, se musi
specifikovat signalni rychlosti vin S a Sgi. Zde ukazeme metodu, kterd
spoCiva v uréeni rychlosti pomoci vlastnich ¢isel Roeho matice A (matice
linearizované soustavy, kterdse pouziva v Roeho metodé feseni Riemannova

problému [16], [I8]). Pro odvozeni viz [2],[3].

S, = min[Ay (Uy), A (UF9)],

R (3.7.1)
Sr = max[\,, (U™), A\, (U,)].
To se upravi na

Sp, = min(u; — ¢, 0 — €), (3.7.2)
Sr = max (@ + ¢, ur + ¢), o

kde ¢;, ¢, jsou rychlosti zvuku. Veli¢iny @ a ¢ se vypocitaji nasledovné ([I])

a_ul—i-uer
- 1+4R,
-1
52:(5—1)<H—2a2),
3.7.3
 1+R,

Rp =/ ,Ol/pr»

kde H = e—f—Tp je entalpie (vztazend na jednotku hmotnosti).
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3.8. Metoda konecnych objem(i

B 3.8 Metoda konecnych objemui

V odvozeni MKO bude tieba nasledujici véta.

Véta 8 (Greenova véta). [13] Necht f : O C R? — R? je vektorové funkce v
oblasti a f € C'(0O). Predpokladejme, Ze G je kladné orientovana uzaviend
krivka v O takova, ze IntG € O. Potom plati

yf f.-nds= // divfdA. (3.8.1)
G Intg

Dosud jsme se zabyvali 1D problémem. Metodu kone¢nych objemi odvo-
dime pro rovinny problém, tedy pro hyperbolicky systém zdkont zachovani
(2.1.1) ve 2D

ou Of(u Jg(u
u | oftw)  dslw) _, (3.8.2)
ot or oy
Vypocetni oblast se diskretizuje na burky (konecné objemy), jejichz systém
tvori vypocetni sit. Ta muaze byt:

® strukturovand - sit je tvorend ¢tyfuhelniky (Sestistény) s regulérni ko-
nektivitou - sit lze popsat pomoci dvoj(troj)dimenziondlniho pole ¢isel,
ve kterém je kazdd bunka uréena indexy 1,7, (k), a jeji sousedé jsou
jednoznaé¢né urceni jako burky s indexy ¢ £ 1,5 £ 1, (k £ 1)

B nestrukturovana - sit je tvorena libovolnymi elementy, pro popis sité je
nutné mit explicitné ulozené informace o tom, jaké sousedy dand bunka

ma
L F

L.

Obrazek 3.4: Strukturovana sit pro metodu koneénych objemu

Metoda koneénych objemt ma dvé podvarianty lisici se v tom, na jakém misté
jsou ulozZeny informace o hodnotach reSeni v buiice

® Cell center - hodnoty jsou uloZeny v tézistich bunék

® Cell vertex - hodnoty jsou ulozeny ve vrcholech bunék
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3. Numerické reSeni hyperbolickych systémii zakonii zachovani

V této praci uvazuji cell-center variantu. Postup pro odvozeni MKO ve 2D
je nasledujicie. Mame vypocetni oblast O € R?, ta se rozdéli na jednotlivé
buniky €;. l;; = €2; N €); je hranice mezi butikami 2; a ; a plati U;l;; = 05);.
Vnéjsi normala rozhrani l;; je n;; (obr. 3.4). V kazdé buiice se zavede stfedni
hodnota feseni u(x,t) jako

1
o= / u(x, £) dA. (3.8.3)

Rovnici (3.8.2)) prepiSeme pomoci operatoru divergence
u, +divf =0, f=(f,g) (3.8.4)

integrujeme ji po objemu i-té bunky €;
/ -+ dive] dx = 0. (3.8.5)
Q;

Integral se rozdéli, v prvnim se zaméni potradi derivace a integrovani (£2;
nezavisi na ¢ase). Na druhy ¢len se aplikuje Greenova véta (3.8.1)

4 /udx +?§ f-nds=0. (3.8.6)
dt \ Jo, o0,

Zavede se normalovy tok f =f-n

% (/Q udx) £ was=o (3.8.7)

Prvni integrél se upravi dle (3.8.3)

% ( /Q ) dx> _ |Qi|dlz§t>. (3.8.8)

Druhy integral se rozdéli na jednotlivé integraly pres stény bunky

f(u) ds = ? /l s (3.8.9)

o

Tok f aproximujeme numerickym tokem ¢

/l f(u) ds = ]lij|¢(ui,uj,nij). (3810)
ij
Vysledkem je semidiskrétni schéma
du; —n —n
1€ w Z lij| (T}, 0}, nyy). (3.8.11)
J

Oznaceni stredni hodnoty @ nadéle vypustime. Predpokladejme, ze numericky
tok ¢ je Lipschitzovsky spojity. Numericky tok m4 tyto vlastnosti ([16]):
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3.8. Metoda konecnych objem(i

B konzervativita
¢(u;,uj,n) = —d(u;, u;, —n) (3.8.12)
To vyplyva z (3.8.10)), nebot

[ e mgas == [ g (-ng)as = - [ 5w (s -

= —’lij‘(ﬁ(u]', u;, Ilji) = —’lij‘(ﬁ(u]', u;, —l’lij). (3.8.13)

nebot pro normalové vektory plati n;; = —nj;. Tato vlastnost fikd, Ze
numericky tok mezi butikami ¥; a ¥; je stejny jako mezi buiikami ¥; a
>, pouze s opacnym znaménkem.

® konzistence
u(x,t) =t = ¢(a,a,n) = f() (3.8.14)

To znamena, ze pro pripad konstantniho proudéni se numericky tok
redukuje na spojity tok f. Dukaz je opét ziejmy z (3.8.10), protoze

/ (@) ds = /() / ds = £(8)|Lij| = |11 (@, 6,m) =
lij

= ¢(u,a,n) = f(a) (3.8.15)

® rotacéni invariance (pro Eulerovy rovnice)
®(U;,U;,n) = R®R 'U;,R'U;,R 'n) (3.8.16)
kde R je transformac¢ni matice rotace o thel 6

1 0 0

0 cosf —sind
R = 0 sinf cos6

0 O 0

(3.8.17)

_ o O O

Nyni se vytvori novy ortogonalni souradnicovy systém ((,7), viz obr. 3.4
Souradnice ¢ méa smér normaly a 7 tecny k rozhrani. Oznac¢i se polohové
vektory v obou souradnicovych systémech

X =(z,y))7 X=(7)7T. (3.8.18)

Zavede se transformacni matice rotace v roviné o tthel 6

cosf) sinf
R= (— sinf cos 0) ’ (3:8.19)

Pro vektory n, n' plat{ vztahy
n = (cosf,sinf)’ n' = (—sinh,cosh)T, (3.8.20)
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3. Numerické reSeni hyperbolickych systémii zakonii zachovani

a pro prechod mezi souradnicovymi soustavami
X=RX X=R'X (3.8.21)

Protoze matici R miizeme psat pomoci vektori n a n' jako

R = <nanT> (3.8.22)

je mozno urcit soufadnice v systému (¢, 7) takto

X=X-nX-n". (3.8.23)

Transformace (3.8.2)) do systému (¢, 7) vede na rovnici

u u Lu
?915 + afa(g ) afaT( Lo f-- (f(u),g(u)) - n* (3.8.24)

Na obou stranach rozhrani jsme uvazovali konstantni stavy u, tato rovnice se
redukuje na

ou n 0f (u)

at | ac

u;, C < 07
uj, CZ 0.

—0, u(0) = { (3.8.25)

Ziskali jsme jednorozmérny systém (3.2.1). Tento systém je hyperbolicky
pravé tehdy pokud je hyperbolicky systém (3.8.2), ze kterého vychézi. Tim
se propojuji vysledky Teseni Riemannova problému s metodou konecnych
objemi ve vice dimenzich. Je tfeba dodat, Ze cesta pres Riemannovy Tesice
neni jedind, existuji i mnoha "Riemann-solver-free"schémata, napi. rodina
AUSM. Pro Eulerovy rovnice piSeme (3.8.24)

au N 0F(U) N OF+(U)
ot o¢ or

=0, (3.8.26)

kde
F=(F(U),G(U)):n=F-n, Ft=(FU),GU))-nt=F-nt. (3.827)

Jednorozmérny Riemanniiv problém ve sméru ( je

ou  0F(U) U, ¢ <0,
-+ =0, U(¢,0) = 3.8.28
ot ¢ (¢ 0) {Uj, ¢>0. ( )
Rozepsany normalovy tok je
Prq

_ | Pua Tt Pne (3.8.29)

pVq + pny

(e+p)g

kde ¢ = (u,v) + n je normélova slozka rychlosti.
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3.8. Metoda konecnych objem(i

Bl 3.8.1 Schéma HLL pro metodu koneénych objemii ve 2D

Schéma HLL pro rovnici (3.8.25) je mozné pouzit ve tvaru (3.5.12)), dosadime
f=¢

fL pro Sy, > 0,
burr == SRfL*SLf’;ZngL(“RfuL) pro S, <0< S,  (3.8.30)
IR pro Sg < 0.

Pro Eulerovy rovnice se dosadi u = U = (p, pu, pv,e)” a f = F

Fr pro Sy, > 0,
Py = F = SRFL*SLFg;fﬁLSL(URfuL) pro S;, <0< Sk, (3.8.31)
FRr pro Sg < 0.

Musi se jesté modifikovat signdlni rychlosti Sy, Sg, viz déle.

Bl 3.8.2 Schéma HLLC pro metodu koneénych objemii ve 2D

Schéma HLLC se musi pouzit v rozsitené varianté, kterd je odvozena pro
problém (3.8.25)) (pro kompletni odvozeni viz [1]). Numericky tok je

Fir proSg >0,
Fi  pro Sp <0< Sy,

P = 3.8.32
HLLC Fi pro Sy <0< S, ( )
Fr proSr<D0.
Rychlost kontaktni vlny je, podobné jako v (3.6.8)
Sr—qr) — St — -
Sy — Prar(Sk — ar) — pa(Se —a) + L —pr (3.8.33)
pr(Sk —ar) — pi(SL — 1)
Prostredni stavy jsou urceny rozsitenou verzi vztahti (3.6.15)
pL SSLLquL Pr SSRRng
(SL—qz)gzung(p*—pz)nz (SR—qr)grurg(p*—pr)nm
* — * —
Uy = (SL—a)pro+(p* —pny | U, = (Sr—ar)prort(p*—pr)ny | - (3.8.34)
L—PM Sr—Sm
(SL—aei—pi+p*Sm (Sr—ar)er—prar+p*Sm
SL—SM SR_SM
Toky F7 a Fp se poté uréi ze vztahu
Fr=Fi+5.(Uf - Uy), (3.8.35)
F;=F,+Sr(U; -1U,), (3.8.36)

analogicky s (3.6.3), (3.6.4). Signalni rychlosti jsou dané nasledovné. Vztah

(3.7.2)) se upravi na
Sr, = min(q — ¢, — ¢),
g (@=a,q-2) (3.8.37)
Sr =max(q + & qr + ¢r).

Ve vzorcich (3.7.3)) se analogicky u zaméni za q.
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3. Numerické reSeni hyperbolickych systémii zakonii zachovani

B 3.9 Metody vyssiho Fadu presnosti

Metoda konec¢nych objemt, tak jak je popsdna v predchézejicim oddilu,
se znaci jako metoda prvniho rfadu. Hodnoty veli¢in ve stfedu bunky se
jednoduse predepisou i na piislusnych hranicich bunky, a z téch se poté
sestavi Riemannovy problémy. Pfesnost je mozno zvysit tak, ze se uvazuje
nekonstantni rozlozeni hodnot v bunce, tim padem hodnoty na hranicich
mohou byt obecné jiné nez ve sttedu. Zde se omezime na linedrni rekonstrukci.
Provede se Tayloruv rozvoj funkce u(x,t) v prostoru okolo bodu xg

u(x,t) = u(xo,t) + (x — x¢) - grad u(xo, t) + O(||x|[%). (3.9.1)

V bunce metody kone¢nych objemt pro u;; plati (chybu zanedbame)

l,rt,b

Lrtb
w7 = ug + grad(ui}‘rt MNCijLit12 521205 (3.9.2)

kde horni index nabyvajici hodnot [, r, ¢, b znac¢i, na kterém rozhrani uréujeme
hodnotu funkce u a gradientu. C;; a Ij11/ j11/2 jsou souradnice stiedu buiky
a stfedu rozhrani (obr. 3.5). Obecné neplati u;; = uﬁ 41,5+ protoZe by nevznikl
Riemanniv problém na sténé.

Obrazek 3.5: Interpolace hodnot na stény bunék

Gradient se uréi napt. metodou MUSCL ([22], [9]), kterou jsem pouzil v
mém programu. NapiSeme vztahy pro slozky gradientu feseni v i-té bunce

grad(uj;) = 2”05% [(1 = Ks)(uij — wiv1,y) + (14 Ks)(ui-1,5 — uig)],
grad(u;;) = m (1 = rs)(uij — ui—1,5) + (1 + K8)(Wit1,; — wij)],
grad(uj;) = QHCSCWH (X = rs)(uiy — wij—1) + (1 + £s)(wijp1 — uij)],
grad(uf;) = QH(jlj(jl]H [(1 = &) (uiy — uijr) + (14 £5)(uij—1 — uig)],

(3.9.3)

kde « je konstanta, jejiz volbou muzeme dostat ruzné presnd schémata (uva-
zoval jsem k = 1/3, tato volba vede na kartézské rovnomeérné siti ke schématu
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3.10. Casov4 diskretizace

tFetiho fadu). Funkce s je tzv. limiter, ktery zabranuje oscilacim v blizkosti
nespojitosti ¢i velkych gradientt. J4 jsem uzil van Albadav ([9])

2(ab + )

s = ave(A™u, ATu), ave(a,b) = 21022
€a

, €a=1075. (3.9.4)

Postup lze zjednodusit, pokud zanedbame nepravidelnosti sité

1
|CisLit1/2,41l = iHCz‘jCiH,j ‘ (3.9.5)

Vysledné schéma s timto zjednodusenim se ziskd dosazenim (3.9.3) do (3.9.2))

uly = 7 [(1 = k8) (s — i) + (14 £8)(wim1y = uig)]
wly = 7 (1= k) (usg = uimg) + (14 £8) (i — uig)] 5o
ufj = Z (1= rs)(uij —uij—1) + (1 + ks)(uijp1 — uij)],
ufy = Z (1 — k) (i — uijpr) + (14 £8) (uij—1 — uij)] -

Tim, Ze hodnoty maji nekonstantni pribéh v burice, se na rozhrani vytvori
tzv. zobecnény Riemanniv problém (zde v 1D)

ug(z) = {Zl((a;)) i i 8. (3.9.7)

Ten se lisi od (klasického) Riemannova problému (2.1.7) tim, ze na obou stra-
nach nespojitosti jsou nekonstantni stavy. To ovSem zanedbame, a uvazujeme
klasicky Riemanntv problém, jako by se v obou bunkéich hodnoty neménily.

. 3.10 Casova diskretizace

Po provedeni prostorové diskretizace metodou konecnych objem se ziska semi-
diskrétni rovnice pro kazdou bunku (3.8.11), coz napiSeme ve zjednoduseném
tvaru

dui
dt
kde L(u) je prostorovy operator pravé strany. Index i vypustime. Casovou

derivaci je potieba diskretizovat, a to nékterou z mnoha explicitnich nebo
implicitnich metod.

= L(u) (3.10.1)

B 3.10.1 Explicitni metody

Explicitni metody umoziuji vyjadiit nové hodnoty u”*! z hodnot v ¢asovych
vrstvach n, n — 1.... Jsou proto jednoduché na implementaci a nenaroc¢né na
vypocetni Cas, ale casovy krok musi byt omezen tak, aby vyhovoval podmince
stability.
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3. Numerické reSeni hyperbolickych systémii zakonii zachovani

B Eulerova dopredna diference
Nejjednodussi diskretizaci ¢asové derivace je Eulerova dopfednd metoda

du u"tl —u”
Sa T (3.10.2)

Prava strana se vyjadii v n-té ¢asové vrstveé, tzn.

= L(u") (3.10.3)

Tato metoda je prvniho radu presnosti, a proto muze byt vhodnéjsi uzit
nékterou metodu vyssiho radu presnosti.

B Metody Runge-Kutta

Metody typu Runge-Kutta ([14]) jsou explicitni vicekrokové metody. Nabizeji
vyssi presnost v pripadé nestacionarniho vypoctu, a pokud hledame stacio-
narn{ feseni metodou ustalovani, tak mohou zrychlit konvergenci. Metoda
Runge-Kutta 2. fddu vypad4a nasledovné

1 1 (3.10.4)

a metoda 3. radu
u* =u" 4+ AtL(u)"

1 2 2
n+l _ —u® + Zu* + *L(u**).

v 3 3 3

Tyto metody maji TVD Vlastnost.ﬂ

B 3.10.2 Implicitni metody

Implicitni metody neumoziiuji vyjadiit u*! jako funkci hodnot ve vrstvich
n, n — 1.... Vétsinou se musi Tesit velkd soustava linedrnich rovnic a jsou
nepodminéné stabilni a umoznuji tedy volit vétsi ¢asové krok, nez explicitni.
Ten ale i tak musime volit dostatecné maly, aby byly zachyceny pozadované
fyzikdlni déje v proudéni.

! Total Variation Diminishing - metody nezvySujici totaln{ variaci, viz [6].
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3.11. Okrajové podminky

B Eulerova zpétna diference

Nejjednodussi implicitni metoda je zpétnd Eulerova. Derivace se diskretizuje
jako u explicitni Eulerovy, ale prava strana se vyjadii v ¢asové vrstvé n + 1

n+l _ ..n

u u’
Operator L(u) je ovsem nelinedrni, proto je nutné jej linearizovat v bodé u”
OL(u),\"
L"), ~ L")+ > < (u>2> Auj, (3.10.7)
. T 611]'
JEN;Ut

kde NV; jsou sousedni buiiky buiiky i. Protoze Au"*! —u” = Au, plati
I OL(u");
S (At - av(U)) Au; = L(u"); (3.10.8)
JEN;Ui u;

To je soustava linedrnich rovnic, kterd se nasledné numericky tesi, ale je
mozné pouzit i "matrix-free"metody ([4]).

B 311 Okrajové podminky

Aby bylo mozné pocitat tlohy na omezenych oblastech, je nutno pridat k
rovnicim okrajové podminky. V teorii okrajovych podminek se analyzuje
linearizovany systém v 1D

Ju Jdu
u 1 A% —
{3t A =0 (3.11.1)

u(z,0) = uo(x)

z jehoz analyzy vyplyva, ze pocet okrajovych podminek, které je nutné zadat,
odpovidé poctu charakteristik, které danou ¢asti hranice vstupuji do vypocetni
oblasti (viz [16]).

B 3.11.1 Okrajové podminky pro Eulerovy rovnice

B Okrajova podminka pro tekutinu

Vychéazi se z linearizovanych Eulerovych rovnic. Na téch ¢astech hranice
oblasti, kde tekutina vstupuje a vystupuje do vypocetni oblasti (v 1D),
existuji ¢tyri moznosti, podle nichz se urc¢i pocet okrajovych podminek, tedy
pocet predepsanych fyzikalnich velicin.

1. nadzvukovy vstup - musi byt predepsidny vsSechny primitivni veli¢iny
(P, u,p)

2. podzvukovy vstup - zadaji se dvé velic¢iny, dvojice (p,u) nebo (p,p)
3. podzvukovy vystup - zada se jedna veli¢ina, napt. tlak

4. nadzvukovy vystup - zadné velic¢iny se nezadavaji
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3. Numerické reSeni hyperbolickych systémii zakonii zachovani

B Okrajova podminka pro pevnou sténu

Tato je znadma téz jako slip okrajovd podminka (tekutina "klouze"po sténé).
Rychlost tekutiny mé smér rovnobézny se sténou, coz se vyjadii

(u,v) +n=0. (3.11.2)

B Neumannova okrajova podminka

Tato podminka, dobfe znama z teorie PDR, spoc¢ivd v zadani normalové
derivace na hranici oblasti. V této praci je v nékterych pripadech vypoctu
uzita jeji homogenni varianta.

ou
— =0. 1.
o 0 (3 3)

B 3.11.2 Numericka implementace okrajovych podminek

Hranice vypocetni oblasti O se skldda ze stén hrani¢nich bunék. Na téchto
sténach musime urc¢it numericky tok. Jedna z moznosti, jak toho docilit,
spoCiva v pridani tzv. ghost cells (fiktivni buriky). To jsou bunky, které se
zavedou za hranici vypocetni oblasti, pricemz kazda se vytvori ozrcadlenim
hraniéni buriky pfes hranici (obr. . V této burice se poté predepisou
veliciny tak, aby bylo mozné vypocitat numericky tok pres hranici.

A\

Obrazek 3.6: Koncept fiktivnich bunék

Z obréazku vyplyva, ze fiktivni bunky na sebe svymi sténami nemusi
navazovat, to ale neni prekdzka, nebot nas zajima pouze numericky tok pres
hranici.

B Okrajova podminka pro sténu
Uvazujeme feseni Eulerovych rovnic. Plati podminka (3.11.2)), proto tok na
sténé je

F = (0,py,n,0)T. (3.11.4)
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3.11. Okrajové podminky

Do fiktivni bunky odpovidajici butice ¢ se predepiSou veli¢iny néasledovné

Pl = pi, (3.11.5)
! =pi, (3.11.6)
ud, = ur, (3.11.7)
ud = —up,. (3.11.8)

Hustota, tlak a tecna slozka rychlosti u; = u-n' jsou stejné jako v i-té butice,
zatimco normalova slozka rychlosti u, = u -+ n je opacna (obr. |3.7). Nyni
mame specifikované oba stavy, a mizeme pouzit resi¢ Riemannova problému.
Vysledkem bude numericky tok

$(U,,U}) = (0,p"n,0)", (3.11.9)

Moo X,k

ve kterém vystupuje tlak "na sténé'p*(= p,) coz je tlak prostiedniho, "hvéz-
dickovaného"stavu ve struktufe feseni Riemannova problému.

sténa 1 o0

o

Obrazek 3.7: Rychlost ve fiktivni burice

B Okrajova podminka pro tekutinu

Pouzivéd se pro vstupy a vystupy tekutiny do/z oblasti. Ve fiktivni burice
se dle typu proudéni predepise stav UY. Veli¢iny, které se neptedepisuji, se
pouziji z odpovidajici i-té bunky se stavem UY. Numericky tok ®(U;, U?) se
ur¢i standardné pomoci feseni Riemannova problému.

B Neumannova okrajova podminka

Neumannova okrajovd podminka se pomoci fiktivnich bunék implementuje
jednoduse. Vztah (3.11.3) se aproximuje schématem

u; — u;

An

g g
L, (3.11.10)

7 toho vyplyvaji stejné hodnoty stavi v i-té bunce a fiktivni bunce ji prislu-
sejici.
w =u? (3.11.11)
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N 312 Casovy krok

Ve schématech pro ¢asovou diskretizaci se vyskytuje ¢asovy krok At. Ten
nelze volit libovolné, ale musi omezen (v pripadé explicitnich schémat), aby
bylo schéma stabilni, popf. (v explicitnich i implicitnich schématech) musi
byt tak maly, aby nase numerickd metoda dokéazala zachytit sledované fyzi-
kalni procesy, které maji své charakteristické ¢asové méritko. Volnou definici
stability prebirdm z [I1]: Schéma je stabilni, pokud chyby, které se vytvareji v
kazdém casovém kroku nerostou prilis rychle. Nutna podminka pro stabilitu
numerické metody je tzv. CFL podminka:

Véta 9. Numerickd metoda muze byt stabilni prdvé tehdy, kdyz numerickd
oblast zdvislosti obsahuje doménu zdvislosti diferencidlni rovnice, alesporn v
limité pro At a Ax jdouct k nule.

Definice 20. Numerickou oblasti zavislosti bodu (X, T) nazveme mnozinu
bodi, kde pocéteéni data mohou ovlivnit numerické feseni v bodé (X, T).

Definice 21. Oblasti zavislosti bodu (X,7) nazveme mnozinu bodu, kde
pocatecni data mohou ovlivnit feseni v bodé (z,T'), tzn.

{2 €R: X — SpoaT < 2 < X — SpinT}. (3.12.1)

Pro schéma Godunovova typu je podminka stability

At
Smaz;—— <1,Vie N, 0<i<N (3.12.2)
ACE,‘

Casovy krok je tedy omezen

Al‘i

max;

At; < (3.12.3)

Casovy krok uvazujeme ve viech butikéch stejny (obecné tomu tak byt nemus,
je mozno zavést tzv. lokalni ¢asovy krok pro zrychleni konvergence)

At < min ( = ) . (3.12.4)

? max;

Daéle se doplni konstanta CFL € (0, 1), ktera se voli v zavislosti na piipadu,
tak aby vypocet konvergoval

At < CFLmin ( Azi ) . (3.12.5)

mazx;
Zjednoduseni tohoto vztahu je
Az
At < CFLmin (”3) : (3.12.6)
i |u!, + ¢
a ve 2D
1
< :
At < CFL min ( e ot ) . (3.12.7)
Ay Ayij
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3.13. Reziduum

Tato podminka je platnd pouze pro kartézské sité, pro obecnéjsi sité lze

podminku stability urcit slozitéji ([7]). Jsou zavedeny vektory & a 1, coz jsou
vektory mezi stfedy protilehlych stran bunky.

Obrazek 3.8: Vektory £ a n

Casovy krok se vypodita dle

At < CFLmin

ij luelsj+eij | vnlijteis
ij Anij

(3.12.8)

kde ue = (u,v) - ”E—”, uy = (u,v) - ﬁ, A = |lgll, An=nl.

. 3.13 Reziduum

Eulerovy rovnice a jejich numerické feseni popsané v této praci jsou sice
nestacionarni, tedy zavislé na case, ale 1ze pomoci nich hledat i stacionarni
feSeni. To se déje tzv. metodou ustalovani, kde se hleda stacionérni feseni
jako ustaleny stav nestacionarniho reseni. "Ustdlenost"se sleduje pomoci tzv.
rezidua, tedy rozdilu v feSeni dvou néasledujicich ¢asovych vrstev. Zde je
pouzito reziduum hustoty, které je definovano vzorcem

N pn+1 — pn 2
=0 ¢

kde N je pocet bunek. Je to vlastné logaritmus ¢ normy vektoru, jehoz i-ta
slozka je rozdil hustot ve dvou ¢asovych vrstvach podélené hustotou v i-té
bunce. Vypocet ukonc¢ime tehdy, pokud se reziduum ustali a prestane klesat.
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Kapitola 4

Rotované hybridni resice Riemannova
problému

. 4.1 Uvod

Numerické metody jsou povétsinou konstruovany pro 1D problémy, a poté se
z nich konstruuji vicerozmérna schémata. To s sebou miize nést potize, pokud
se v FeSeni objevi razova vlna, kterd neni zarovnana s rozhranim bunék, ale
svira s nimi néjaky thel. V tomto pripadé metoda konecnych objemt ve formé
odvozené v sekci 3.8 spolecné s 1D numerickymi toky nemusi davat spravné
vysledky ([23]). To mize mit za nasledek bud zhorsenou presnost vysledki,
nebo vznik nestabilit, které mohou "znicit"feseni. Tyto nestability se anglicky
oznacuji jako "carbuncle'([I5]). Aby se snizila zavislost na orientaci sité, se
vyvijejl metody, které jsou schopny zachytit lépe multidimenzionalitu feseni.
V 23] jsou numerické vicerozmérné metody rozdéleny dle slozitosti do ¢tyr
skupin:

® metody zarovnané se siti ("grid-aligned"), tzn. standartni MKO (3.8)

® rotované metody, u nichz se numerické toky pocitaji v jiném (rotovaném)
souradnicovém systému, nez v tom zarovnaném se siti, ale tyto toky se
pocitaji z hodnot ve stiedu bunék, jako v predchozim piipadé (témi se
budu déle zabyvat)

B rotované metody s interpolaci - toky se opét pocitaji v otocené soustave,
ale potfebné hodnoty se interpoluji ze stfedu bunék na osy rotovaného
systému

® vicedimenziondlni schémata, kterd jsou kompletné odvozena pro 2D/3D
problém

Kromé toho, Ze od nasi numerické metody pozadujeme, aby spravné zachyco-
vala rédzové viny, od ni také chceme spravné reseni smykovych vrstev (pokud
je soucdsti fesi¢e Navierovych-Stokesovych rovnic). Jedna z metod, kterd se
snazi o to potlacit vznik nestabilit a pritom byt dostatecné presnd, se nazyva
rotovany hybridni fesi¢ Riemannova problému.
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4.2. Rotované schéma

. 4.2 Rotované schéma

V obecné varianté ([I7]) je princip tohoto numerického schématu zalozen na
rozkladu normalového vektoru kazdého rozhrani n na nékolik jednotkovych

vektori
M

n=> an;, M=>2. (4.2.1)
i=1
Rozklad se vétsinou omezuje na dva ortonormélni vektory n;, ns, viz obr.
4.1

n=aqn; +ayny, « =n-nj, ag=n-ng, ap,a € (0,1). (4.2.2)

n
an,

Obrazek 4.1: Rozklad normaly

Ve sméru kazdého vektoru se poté spocita numericky tok. Vysledny nume-
ricky tok je poté linedrni kombinace tokii v obou smérech

D0 = 1 P(n1) + aa®(ny). (4.2.3)

B 4.3 Rotované hybridni schéma

Z predchéazejici metody bylo v [9] vyvinuto rotované hybridni schéma. Tento
koncept je zalozen na myslence, ze potfebujeme metodu schopnou spravné za-
chytit razové vlny a presné vyresit proudéni v mezni vrstvé. Mnohé numerické
toky zvladaji pouze jeden z téchto pozadavki. Napr. Roeho schéma s tzv.
entropickou korekei ([18], [16]), popt. HLLC, sice pfesné fesi smykové vrstvy,
ale je nachylné ke vzniku nestabilit v oblasti rdzovych vin. Schémata jako
Rusanov nebo HLL jsou naopak velmi disipativni, takze nestability potlacuji,
ale nejsou vhodna pro reseni vazkého proudéni. Rotované hybridni schéma,
vyuzivaji dva toky - jeden z obou skupin.

Vychazi se z rotovaného fesice (4.2.3), ale v kazdém sméru se pouzije jiny
numericky tok

Dot hyprid = 01 Prop1(N1) + a2 Pior2(n2) (4.3.1)
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4. Rotované hybridni resice Riemannova problému

V ([9]) byly prezentovany rotované hybridni Rusanov/Roe a HLL/Roe sché-
mata. V obout ptripadech ma Roeho schéma roli presnéjsiho toku, davajicitho
méné stabilni vysledky, a Rusanovovo schéma nebo HLL jsou zodpovédné
stabilitu rdzovych vin.

B aa HLL/HLLC rotovany hybridni ¥eSic¢
Riemannova problému

Hlavnim cilem této prace je implementace HLL/HLLC rotovaného schématu.
To vznikne tak, ze do obecného rotovaného fesice (4.2.3) se dosadi HLL a
HLLC pfiblizné fesice Riemannova problému. Volba téchto dvou je analogicka,
jako v pfipadé Roe/Rusanov a Roe/HLL schémat, tedy ve sméru n; se uvazuje
tok HLL, ktery neni nachylny ke vzniku nestabilit, ale je disipativni a vice
"rozmazava'razové viny, a HLLC ve druhém sméru ny. HLLC dokaze presnéji
zachytit rdzové viny, za cenu vétsi nestability.

Currprie = a®urr(n) + a2®urre(ng) (4.4.1)

HLL je ttistavové schéma (3.8.31), zatimco HLLC ¢tyfstavové (3.8.32). Vy-
sledné schéma je tedy dvanactistavové. Ty se rozdéli do tii skupin:

1. proudéni v obou smérech ni, ns je supersonické ve sméru normély
Sit>0a S >0. (4.4.2)

Zde je situace jednoduchéd, nebot jak HLL tak HLLC maji stejny tvar pro
supersonické proudéni, a numericky tok je tedy tok nalevo od rozhrani

Pyrr/aiie = F1 (4.4.3)

2. proudéni v obou smérech je supersonické proti sméru normaély
Sk <0and Si? <0. (4.4.4)

Numericky tok se obdobné redukuje na tok napravo od rozhrani

Pyrr/aiie = Fr (4.4.5)

3. ve vsech ostatnich ptipadech, vztah pro vypocet toku nelze zjednodusit.
Musi se tedy vypocitat oba toky, a dosadit je do rovnice (4.4.1)), kde
Py (ny) se uréi pomoci (3.8.31), a ®yrro(n2) pomoci (3.8.32) a na
né navazujicich vztaht. ZkousSel jsem nadale tyto vztahy zjednodusit za
ucelem zrychleni algoritmu, ale bez tspéchu.
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4.5. Urceni vektorii ny, no

. 4.5 Urceni vektorl n{, n,

Nastava otazka, jak urcit oba sméry, ve kterych se poc¢ita numericky tok. V
[17] je smér vektoru n; uréen smérem rozdilu rychlosti mezi pravym a levym
stavem

oG
o, — | TAGT pokud [|[Ag]| > €

n, jinak,

(4.5.1)

kde A = (Au,Av) = (ug — ur,vg —vr) a € je "malé"¢islo (v [9] ¢ =
1072U,cf, Uyes je referenéni rychlost) Mirné vylepSena varianta ([9]) se lisf
pouze pro piipad [|Aq]| < e

o7
n, — J TATD pokud ||Aq]| > €

. (4.5.2)
n;, jinak,

Vektor n; lezi v roviné rozhrani - je kolmy na normélu n; - n = 0. Druhy
vektor no je zvolen jako kolmy k ni, pricemz ale nesmi "mirit"dovniti burnky,
tzn.

ng -n > 0. (4.5.3)

Druhé varianta vypoctu se tedy lisi, jen pokud je velikost rozdilu rychlosti
zanedbatelnd. Pak plati

ar=n-n; =0, as =n-ng =1,n, =n. (4.5.4)
Rotovany tok se zjednodusi
P = @tok‘Q(n2)7 (455)

a zredukuje se tak na ten presnéjsi numericky tok, v nasem piipadé HLLC,

vvvvvv

existuje nekoneéné mnoho vektort kolmych na n;. V [I7] je vztah pro ng
navrhnut takto
ng = (n; X n) X nj. (4.5.6)

Vektor nsg je zvolen tak, Ze rovina tvorena vektory nj a ns je kolma na rovinu
rozhrani.
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Kapitola b

Numerické vysledky

V této kapitole ukazi nékolik vysledku vypoctu pomoci rotovaného schématu
HLL/HLLC a porovnéni se samotnymi HLL a HLLC schématy. Vypocty jsem
provedl pomoci vlastniho programu, ktery jsem napsal v jazyce C++ a ktery
je schopen fesit 2D nevazké proudéni na strukturovanych sitich s presnosti
1./2. fadu v prostoru a 1./2./3. v ¢ase (explicitni). Proudici médium je vzduch
s hodnotami k = 1,4 a r = 287,1 Jkg ' K1

B 5.1 Kanals pravidelnymi poruchami sité

Tento testovaci pripad pochézi z [I5]. Je to kanal, ve kterém proudi tekutina
zleva doprava. V pocatecni podmince je do kandlu umisténa razova vlna,
kterd se pohybuje. Sit je strukturovand, slozena z 800 x 20 ¢tvercovych bunék
o rozméru h = 1. Aby se testovala odolnost vic¢i vzniku nestabilit, ma sit
nasledujici poruchy:

(5.1.1)

Yilo = Ystr +1073h pokud 7 je sudé,
ne Ystr — 1073h pokud 7 je liché,

kde yst- je ypsilonova souradnice osy kandlu. Pocatecni podminka jsou tedy
dva stavy, mezi nimiz je v misté x = 25 razova vlna.

Uy(z) =

U 0
{ Lo TS (5.1.2)

Ug, x>0

Ta se pohybuje rychlosti My = 6. Hodnoty stava Uy, a Ug jsou vypocitany
pomoci Rankine-Hugoniotovych vztaht (2.1.14)

7,376 1,4
35, 854 |o
U, = 0 C Ur=1| 4 |- (5.1.3)
191,728 2,5

Okrajové podminky jsou nastaveny takto: Horni a spodni okraje jsou pevné
stény, na vstupu (nadzvukovém) je predepsén cely stav Uy, na vystupu
(podzvukovém) by sice méla byt predepsand jedna veli¢ina, nicméné je pou-
zita homogenni Neumannova okrajova podminka. Schéma je prvniho fadu
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5.2. Hypersonické obtékani valce

v prostoru. Vysledky jsou na obr. [5.1. Je zretelné, ze HLLC schéma ne-
dokaze utlumit vznikajici nestability tvorené odchylkami sité a dojde ke
"znic¢eni'razové viny. Rotované schéma HLL/HLLC naproti tomu rézovou
vlnu zachovava.

(b) : Rotované HLL/HLLC

Obrazek 5.1: Kandl s poruchami sité - izo¢ary hustoty

B 5.2 Hypersonické obtékani valce

Tento pripad je prevzaty z [9]. Jednd se o valec obtékany vzduchem pii
hypersonické rychlosti. Sit je strukturovand, rovnomérné, slozena z 80 X
160 bunék (obr. 5.3). Geometrie oblasti je na obrazku 5.2, Levy okraj je
supersonicky vstup, a predepisuje se tedy cely stav tak, aby Machovo cislo
bylo M =8

1 P 1
2116 U 2116
U= 0 ) ol = 0 (5.2.1)
2363728 p 10000

Pravy okraj je pevna sténa, a horni a spodni okraje jsou supersonické vystupy,
pro néz se predepisou veli¢iny z vnitiku oblasti. Je pouzita metoda 1. fadu v
prostoru a 2. fddu v cCase.
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5. Numerické vysledky

Obrazek 5.2: Geometrie oblasti Obrazek 5.3: Vypocetni sit

Na tomto pfipadu selhalo Roeho schéma ([9]. U rotovaného schématu
vyvstala potiz, ze po uréitém snizeni rezidua prestal vypocet konvergovat.
Tento problém je (dle [9]) FeSen tak, Ze vektory nj,ng se neprepocitavaji
kazdou iteraci, ale jen jednou za urcity c¢as, a od jistého sniZzeni rezidua se
nastavi napevno. Tim je zaruceno, ze feseni dosdhne zkonvergovaného stavu
(obr. . V nasem priipadé HLLC schéma neselhalo a zachovalo razovou vinu.
Rotované HLL/HLLC schéma m4 ponékud "hladsi'vysledky (obr. [5.4).

B 5.3 Supersonické proudéni v GAMM kanalu

Toto je supersonickd varianta znameho transsonického testovaciho pripadu.
Sit je strukturovand 300x 100 bunék. Na levé strané je vstup s hodnotou
Machova c¢isla M = 3, vystup je napravo a horni a spodni hranice jsou stény.
Jak lze vidét z obr. feseni obsahuje nékolik odrazenych razovych vin,
pti¢emz byly korektné zachyceny jak rotovanym HLL/HLLC schématem, tak
HLLC, které v tomto ptripadé neselhalo.

. 5.4 Kontaktni nespojitost - smykova vrstva

Tento jednoduchy testovaci pripad slouzi k zkouseni schopnosti zachytit
smykové vrstvy. Doména je ¢tverec pokryty rovnomérnou strukturovanou
siti o 50 x 50 bunkach. Poc¢atecni podminka je stanovena tak, ze vSechny
veli¢iny jsou konstantni na celé oblasti, pouze hustota je nespojita - 10 nalevo,
1 napravo Jsou tedy specifikovany dva stavy

10 1
0 0

U=, Ur=|, (5.4.1)
2.5 2.5
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5.4. Kontaktni nespojitost - smykova vrstva

(a) : HLLC (b) : Rotované HLL/HLLC

Obrazek 5.4: Proudéni okolo vélce s M = 8 - izo¢ary hustoty

Vsechny okrajové podminky jsou feseny jako homogenni Neumannovy. Cilem
je to, aby kontaktni nespojitost ztistala zachovana béhem vypoctu. Schéma
HLL, protoze zanedbava kontaktni nespojitost ve struktufe feseni Riemannova
problému, selze. Skok v hustoté se postupné vyhlazuje, az je jeji hodnota
vsude konstantni. HLLC naopak zachova TeSeni, které stejné jako je pocatecni
podminka, a pro jakykoliv ¢as ¢ > 0 se neméni. Rotované HLL/HLLC schéma
se, diky volbé sméru podle rozdilu rychlosti (4.5.2), ktery je nulovy, v tomto
pripadé redukuje na samotné HLLC, a proto dokaze spravné vyresit tento
problém.

o1



5. Numerické vysledky

8 T

log,0 of Ly norm of density residuals
o

T
HLLC ——

rotated HLL/HLLC - - - -

-2
-4
-6
8 L 1
0 5000 10000 15000
iterations

20000

25000

Obrazek 5.5: Proudéni okolo valce s M = 8 - konvergence

(a) : HLLC

(b) : Rotated HLL/HLLC

Obrazek 5.6: Supersonické proudéni GAMM kandlem - izocary hustoty

10 -r

T T

T
HLL

HLLC, rotated HLL/HLLC o

0.04

0.05

Obrazek 5.7: Kontaktni nespojitost - prubéh hustoty v y = 0.25 po 100 ¢asovych

krocich
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Kapitola 6
Zaveér

Hlavni dkol price - vyvinout a odladit program pro vypocet rovinného
stlacitelného proudéni - byl splnén. Bylo vyvinuto nové HLL/HLLC schéma,
které patti mezi rotované hybridni fesice Riemannova problému. Bylo ukézano,
ze toto schéma je na rozdil od HLLC schématu necitlivé k nepravidelnostem
sité, a dokaze utlumovat numerické nestability v feseni. V porovnani s HLL
schématem naopak dokaze spravné vyresit pripad s izolovanou kontaktni
vinou.

Dalsi tkoly prace byly taktéz splnény. V prvni kapitole byly odvozeny
pomoci aparatu mechaniky kontinua zékladni rovnice dynamiky plyni, ve
druhé kapitole je popsana teorie hyperbolickych zdkonu zachovani, jejich
numerickému Teseni je vénovana nasledujici ¢ast. Déle jsou ukdzany rotované
a rotované hybridni metody.

Bohuzel se mi uz nepodarila véasnad implementace resice Navierovych-
Stokesovych rovnic, z tohoto divodu jsou veskeré vypocty providény pouze
pro nevazké proudéni. Predpoklad je takovy, ze v mezni vrstvé by rotované
HLL/HLLC schéma mélo byt pfesné jako samotné HLLC. Jako zasadni
nevyhoda nového schématu se ukazuje jeho vypocetni naro¢nost - vypocty
trvaly asi 1,6 ndsobek ¢asu v porovnani s HLLC/HLL schématy. Toto ¢islo
neni tak vysoké, pokud uvazime, ze se musi pocitat dva toky najednou, ale
bez vyraznéjsiho zrychleni algoritmu je pouzitelnost rotovaného HLL/HLLC
reSice omezend. Pro dalsi rozvoj této metody by tedy bylo dulezité pokusit se
ji optimalizovat s ohledem na rychlost, a déle ji testovat na dalSich pripadech,
vcetné lamindrniho a turbulentniho vazkého proudéni.
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Pt¥iloha B

Pouzité znaceni

Seznam symbolial

Symbol Vyznam

A matice

b; vektor vnéjsi objemové sily

c rychlost zvuku

Cp mérnd tepelnd kapacity pii konstantnim tlaku
Cy mérnd tepelnd kapacita pfi konstantnim objemu
ck funkce, kterd méa spojité derivace az do radu k

Ck(M)  prostor C*¥ funkei v M
CE(M)  prostor C* funkci s kompaktnim nosi¢em v M

Cij polohovy vektor stifedu bunky

dA element plochy

dv element objemu

dx element objemu

D oblast

div divergence

e hustota celkové energie (energie na jednotku objemu)
E mérnd celkova energie (energie na jednotku hmotnosti)
f volna energie

t vektor toku t = (f, g)

f norméalovy tok f =f-n

fj tok

F; tok entropie

F; tok fyzikalnich veli¢in

F vektor toku pro Eulerovy rovnice F = (F, G)

F norméalovy tok pro Eulerovy rovnice F =F - n

g numericky tok

G numericky tok entropie

h, H meérnd entalpie (na jednotku hmotnosti)

L1 polohovy vektor stiedu rozhrani mezi bunkami é,j a ¢+ 1,7
J tok veli¢iny pres hranici

k koeficient tlaku

lij segmenty hranice bunky

1 (u) levy vlastni vektor
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hmotnost

Machovo ¢islo

vektor vnéjsi normély plochy
oblast

tlak

vektor hustoty tepelného toku
hustota pohlcené (vyzarené) energie
plynova konstanta

pravy vlastni vektor

p-rozmérny prostor redlnych cisel
limiter

mérna entropie (na jednotku hmotnosti)
entropie

plocha

signalni rychlost levé viny

signalni rychlost pravé viny
signalni rychlost prostiredni viny
termodynamické teplota

cas

rychlost ve sméru x

mérné vnitini energie

vektor konzervativnich proménnych
entropie

B. Pouzité znaceni

vektor konzervativnich proménnych v Eulerovych rovnicich

rychlost ve sméru y

vektor rychlosti

objem

numerickd aproximace

aproximace Riemannova problému
vektor proménnych i, za, ...
polohovy vektor v prostorovim popisu
polohovy vektor v materidlovém popisu
mnozina celych cisel
Kroneckerovo delta

velikost bunky v case

velikost bunky v prostoru

umeéla viskozita

normalova souradnice

Poissonova konstanta

parametr MUSCL metody

zlomek ﬁ—;

koeficient tepelné vodivosti
vlastni ¢isla

dynamicka viskozita

objemova viskozita

hustota produkce veli¢iny

o7



B. Pouzité znaceni

0 hustota
o rychlost pohybu nespojitosti
Tij tenzor napeéti
T tecna souradnice
Tij tenzor te¢nych napéti
%) hustota veliciny
%) obecny skalar
%) testovaci skalarni funkce
® testovaci vektorova funkce
d bilancovand veli¢ina
o) numericky tok (obecny systém zakonu zachovéni)
P numericky tok (Eulerovy rovnice)
P obecny skalar
w vektor
Q podmnozina RP
Q; bunka
o8 hranice bunky
oV hranice objemu
Seznam zkratek
Zkratka Vyznam
S. V. skoro vsude
FVM Finite Volume Method
HLL Harten Lax van Leer
HLLC Harten Lax van Leer Contact
MKO Metoda konec¢nych objemt
OP Okrajové podminky
1D Jednodimenzionalni
2D Dvoudimenzionélni
3D Trojdimenzionalni

Dolni indexy

Zkratka Vyznam

e entropické reseni

7 index bunky

i+1/2 rozhrani bunky

[, L stav nalevo od rozhrani
n novy stav

r, R stav napravo od rozhrani
0 pocatecni stav

Horni indexy

Zkratka

Vyznam

o8
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B. Pouzité znaceni

spodni rozhrani bunky (mezi bunkami i,j a i,7 — 1)
stav ve fiktivni buice

levé rozhrani buriky (mezi bunkami i,j a ¢ — 1, 7)
casova vrstva

pravé rozhrani bunky (mezi bunkami i,j a i + 1, j)
horni rozhrani bunky (mezi bunkami i,j a i,j + 1)
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