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jeji aplikaci na zminény problém. Hlavni naplni je vytvoteni algoritmu v pro-
gramu MATLAB, ktery pro danou troven zatizeni urci funkci pruhybu prutu
a dale hodnotu maximalniho zatizeni, které je prut schopen ptenést. Nejprve
se zkouma piipad prosté podepieného tlaceného prutu vyrobeného z idealné
pruznoplastického materidlu. Je popsan princip metody a je provedena pa-
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Uvod

Kolaps konstrukce muze byt zapficinén mnohymi jevy. Muze dojit k vycerpani
unosnosti materidlu nebo pro stihlé tlacené prvky muze byt kriticka ztrata
stability, kterd je ovlivnéna geometrii prutu. V mnohych piipadech muze byt
fatalni pravé kombinace obou zminénych piicin. Obecné lze tici, ze pro velmi
stihly prut vyrobeny z materialu s vysokou mezi kluzu nebude mit vliv plas-
ticity prilis velky vyznam, stabilitni vypocet podle pruznosti bude dostatecné
presny. Na druhou stranu o néco méné stihly prut vyrobeny z horstho ma-
terialu muze vykazovat vyrazné odlisné chovani.

V dnesni dobé by se pro praktické tucely provedl vypocet metodou koneénych
prvku (MKP) se zahrnutim geometrické nelinearity a pouzitim vhodného ma-
teridlového modelu. Je to vsak pomérné néroény vypocet. Aby byly vysledky
pfesné, je potieba hustd sit prvki. Pro nékteré typy tloh je mozné pouzit alter-
nativni piistup, a to metodu konec¢nych diferenci. Efektivitu vypoctu lze zvysit
vyuzitim metody strelby, kterd prevadi okrajovou ulohu na tilohu s po¢atec¢nimi
podminkami. Touto metodou se v praci zabyvam, hlavni naplni bylo vytvoreni
algoritmu pro stabilitni analyzu pruznoplastického prutu. Vsechny vypocty
jsou soucasné kontrolovany konecné-prvkovym softwarem OOFEM.

Prace je strukturovana do Sesti kapitol. V prvni jsou zminény zakladni po-
znatky k tématu a ocekavané zmény v chovani prvku oproti linedrné pruznému
materidlu. Druha kapitola je vénovana popisu pouzité metody a vytvoreného
algoritmu. Treti kapitola je zamérend na porovnani vysledku nékolika pripadu
s feSenim metodou koneénych prvku a na parametrickou studii, tedy vyhod-
nocen{ vlivu riznych geometrickych parametrii na odezvu prutu. Ctvrta kapi-
tola se tyka zobecnéni vypoctu pro material s linedrnim zpevnénim, doposud
byl uvazovan idealné pruznoplasticky materidlovy model. Az do ¢tvrté kapi-
toly je prace zaméfena na staticky urcité pripady podepfeni, teprve v paté
kapitole je metoda rozsitena i pro staticky neurcité konstrukce. Na zavér je
vyfesen tlaceny prut skladajici se z trubky a pfipojenych styénikovych plechu.
Vysledky jsou pak porovnany s experimenty, které byly provedeny v ramci di-
plomové préce Ing. Veseckého [1].

Ke studiu teoretickych zdkladu jsem vyuzil zejména literaturu [2].
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Kapitola 1

Uvod do stability
pruznoplastického prutu

V prvnich nékolika kapitolach bude préce zaméiena na piipad prosté po-
depreného prutu délky L, s pocatecni excentricitou o maximalni vychylce dg.
Tvar vychylky je dan rovnici:

T
wo(x) = o sin —. (1.1)

L
Na konci prutu pusobi osové zatizeni P, které se rovnomérné zvétSuje. Prut
je vyroben z homogenniho, idealné pruznoplastického materidlu s Youngovym
modulem pruznosti £ a mezi kluzu oy. Pracovni diagram je vyobrazen na

Obr. L1l

(o 7 EE—— r

€y €

Obr. 1.1: Pracovni diagram pro idedlné pruznoplasticky model

1.1 Stabilitni a zatézovaci krivka

Pro ptredstavu, jak zména materidlovych vlastnosti ovlivni chovani prvku pii
stabilitni analyze, bude ndzorné sestrojit odhad zavislosti pusobiciho zatizeni
na piicném posunu nejnamahanéjsiho prutezu (zatézovaci kiivka) a odhad

23



24 UVOD DO STABILITY PRUZNOPLASTICKEHO PRUTU

stabilitni kfivky, neboli zavislosti napéti od osového pusobeni maximalniho
dosazeného zatizeni na Stihlosti prutu. Pro jednoduchost budou nejdrive po-
trebné vztahy odvozeny pro tzv. idedini prurez. Schéma prutu a prufezu je
zndzornéno na Obr. [1.2] Jde vlastné o prutez tvaru I, pro ktery zanedbavame
prispévek k vnitinim silam pochézejici od napéti ve stojiné. Navic predpoklada-
me, ze jakmile dosahne napéti v jedné z péasnic meze kluzu og, tato pasnice
okamzité celd zplastizuje.

Obr. 1.2: Schéma problému a idedlni prurez

Zpocatku zatézovani se bude prut chovat linedarné pruzné. Diferencialni rov-
nice pro vzpér prosté podepfeného prutu s pocatecni excentricitou se urci z
momentové podminky rovnovahy. Zatizeni pusobici na rameni daném funkci
pruhybu w(z) udavé hodnotu externtho momentu M,,. Interni moment M;,,;
bude pro linearné pruzny material ptimo umeérny kiivosti x. Za predpokladu
malych deformaci a posunu a Navier-Bernoulliho hypotézy o zachovani kol-
mosti a rovinnosti prufezu lze celkovou kfivost kg.r vyjadrit jako

d?w(z)

dz?
Interni moment bude dén rozdilem celkové kiivosti a kfivosti k¢ zpusobené
pocatecni vychylkou. Ta je ddna vyrazem:

K'def = — (1.2)

dzwg(])) w2 . T
W = (Soﬁ S T (13)

Moment M;,; se pak zapise nasledovné:

My, = EI (—de@) - HO(ZB)) , (1.4)

dx?
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kde I je moment setrvacnosti vzhledem k ose y. Zapsanim rovnovahy momentu
a naslednymi tpravami se ziska vysledna diferencialni rovnice

Mewt = Mint (15)
Puw(z) = —EI (d d“;(;” + ﬁo(m)> (1.6)

dw(z) P _
e + ﬁw(:ﬁ) = —kKo(x). (1.7)

Reseni homogenni diferencidlni rovnice

d*w(z) P _
i + ﬁw(:p) =0 (1.8)

P P
= () sin 57 x + Cycos 4/ T (1.9)

Uplatnénim okrajovych podminek wy,(0) = wy(L) = 0 se ukdze, ze konstanta
Cy = 0. Z okrajové podminky wy,(L) = 0 plati:

bude mit tvar

P
C sin E[L (1.10)

Aby existovalo netrivialni feseni, musi platit, ze

P
siny/ —L =0 (1.11)
I
P
— L = nm, (1.12)
1
kde n =1,2,3....
Vyjadienim sily P z posledni rovnice se ziska vzorec
nEIr?
P= 2 (1.13)

ktery urcuje hodnoty tlakové sily, pro které dojde k vyboceni prutu. Vlastni
tvary vyboceni maji pak predpis
nwx
wp(z) = C4 smT (1.14)
Eulerovo kritické bfemeno bude nejmensi sila, pro kterou prut vyboci, plati
tedy, ze n = 1 a P, = EIr?/L? Prvni vlastni tvar vyboceni bude ddn rovnici
T

wp(z) = C4 smf (1.15)
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C1 je libovolna konstanta, je tedy urcéen pouze tvar vyboceni, ale maximalni
vychylka muze byt jakakoli. Toto feseni je platné pro dokonale rovny prut bez
imperfekce.

Pro prut s pocatecni imperfekei je tieba vyftesit i partikuldrni feseni rovnice
(1.7). To bude hleddno ve tvaru

™

wy(z) = Asin T (1.16)
Dosazenim w,(x) do rovnice (1.7)) se ziskd nasledujici rovnost:
P 7\ | mx n  mx
A (E - ﬁ) Slnf = —6()? Sin f (117)
Musi platit, ze
P 2 2
Al —— =) = —-dp—. 1.18
<E] L2> e (1.18)
Konstanta A je tedy dana vztahem
1
A= 501 = (1.19)
Pcr
Partikularni feseni se prepiSe na
1 . TX
wy(z) = (501 posin (1.20)
PC”"

Funkce wy(z) splituje okrajové podminky, nebot plati w,(0) = w,(L) = 0,
a proto je to i skuteéné reseni problému. Pruhyb uprostted prutu bude dan

vzorcem: .
— =9 1.21
“r (2) 1—p (121)

kde p = P/P,,. Pruhyb w, (L/2) bude déale znacen jako w.

Vyjadrenim napéti v tlacenych vlaknech stejného prutezu se dostane vztah

P M P Pw P w
anegf—z—wf—z—zc—é*—z <1 ;>, (1.22)
2

prufezu od stiedu pasnice, viz Obr. V piipadé nejvétstho namahéni dosahne
toto napéti meze kluzu v tlaku, plati tedy

Oney = —0p = —% (1 + %) . (1.23)
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Ze vztahu ((1.23)) 1ze bezrozmérnou silu pg = P/ogA = P/ P, vyjadiit jako
1

Po= 7
(1+%)
C

Veli¢ina py vyjadiuje miru naméhani ve srovnani s prufezem uplné zplastizo-
vanym v osovém tlaku, tedy za osového pusobeni plastické sily Py = 0¢A. Nyni

je nézorné sestrojit graf ilustrujici vztahy (1.21) a (1.24). Na Obr. [1.3|je zob-

(1.24)

0 0.05 0.1 0.15
Wmazx [m]

Obr. 1.3: Zatézovaci kiivka (vztah mezi P/P,.. a pruhybem uprostied prutu)
a krivky vyjadiujici vycCerpani unosnosti materidlu pro prvek s idedlnim
prufezem.

razena zatézovaci kfivka pro pruzny materidl a krivky vyjadiujici vycerpani
unosnosti materidlu v zavislosti na velikosti posunu uprostied prutu, a to pro
ti1 ruzné materialy. Ty se lis{ hodnotou meze kluzu oy. Pomér o /o g urcéuje vliv
materialu na stabilitu prvku. og znaci kritické napéti, tedy napéti v prutrezu
pii centrickém pusobeni kritické sily P... Z grafu je patrné, ze pro material
typu b) bude mit plasticita velky dopad. Na druhou stranu pro prvek d) je
prunik kiivek v bodé, kde se zatizeni blizi kritické sile, proto lze vliv chovani
materialu oproti pruznému stavu zanedbat.

Pro idealni prutez by zatézovaci zkouska probihala nasledovné: Pii zvétsujici
se sile by pruhyb narustal podle kfivky a), dané predpisem . Jakmile by
sila dosahla hodnoty, kde se kiivka protina s materialovou kiivkou, priuhyb by
narustal i za zmensujici se sily a byl by fizen rovnici . V bodé, kde se
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ktivky protinaji, prufez okamzité pirejde do mezniho plastického stavu a dojde
ke vzniku plastického kloubu. Ten bude lokalizovany pouze do jednoho nej-
namahanéjsiho prutezu a zbytek prutu bude v pruzném stavu. Toto chovani
by nastalo pouze pro idealni prutez, pro ktery je mezni pruzny stav shodny s
meznim plastickym stavem. Pro realné prurezy bude plasticka zéna rozsitena
i do okoli nejnaméahanéjstho prutezu.

Jakmile prostifedni prutez zplastizuje, zméni se okrajové podminky dané di-
ferencidlni rovnice. Podminka w(0) = 0 zustdvd nezménénd, avsak druhd
podminka bude nyni predepsany pruhyb prostfedniho prurezu, ktery je potieba
vyjadrit z rovnice . Plati tedy

o(B) - (L 1)e e

Partikuldrni feSeni w,(x) z rovnice je stale platné, avsak nyni uz ne-
spliiuje okrajové podminky a skutecné tfeseni bude souctem partikularniho
feSeni a feSeni homogenni rovnice: w.(x) = w,(x) + wy(z), piitom wy(x) je
v obecném tvaru dané rovnici . Celkové feseni ma tedy tvar

1
we(x) = do iz sin Ty 4 smw :v + C5 cos \/ (1.26)

1— —
PCT'

Konstanty C; a (5 se uréi z okrajovych podminek. Z okrajové podminky
w.(0) = 0 plyne Cy = 0. Z druhé okrajové podminky

1 P L 1
do 7 +Clsmel2 = (p—o—l)c (1.27)

1—
PC'/’
se vyjadii konstanta C jako
1 1
(— — 1) CcC — 501
Po - D
C = 1.28
| — (1.28)
siny/ ——
EI2
a skutecné feseni problému je:
1 1
——=1)ec— 50
1 G Yo, 7
we(z) = o sin 20 4 PO P sin ) —az. (1.29)

1 P L [P L EI
PCT‘ S1n ﬁg

Toto feSeni je platné pro x € (0,L/2), nicméné funkce w.(z) je symetricka
podle osy rovnobézné s osou z vedené v poloviné délky prutu.
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Bude uzitecné urcit hodnotu zatizeni P,.., ve kterém se protina zatézovaci

kiivka s materidlovou. To se urci z rovnosti vztahu ((1.25)) a ((1.21))

1 1
— —1)e=¢ 1.30
(po ) “1-p (130
5
Pr-p (PO + P+ —OPCT) + PP =0 (1.31)
Cc

5 2
PO—FPCT—F@PCT (Po—l—Pcr—i—?OPm,)
& + —F
2 4

Pmez,l,Q = Pcr- (132)

Zajima nas nizs$i hodnota z téchto dvou kotenu, bude tedy pouzito znaménko
minus. Nyni je mozné kompletné popsat chovani prutu v prubéhu zatézovani.
Pro rostouci zatizeni bude pruhyb prutu popsan vyrazem

1 T

0 in —
Ol—pSln .’

cely prut se bude chovat linearné pruzné. Jakmile dosahne sila hodnoty P,,..,
prostiedni prutez okamzité zplastizuje a vznikne plasticky kloub. Pruhyb po-
loviny prutu budu popséan rovnici ([1.29) a bude nartustat za zmensujici se sily.
Na Obr. je zndzornéna zatézovaci krivka prutu, pro ktery je mez kluzu oy
mensi nez kritické napéti og. Na Obr. je pak naznacen pruhyb prutu po
jeho délce po vzniku plastického kloubu. Je vidét, ze kdyz je P = P,,.., prave
vznikl plasticky kloub, ale priuhyb je stale hladka funkce. Pro vétsi pruhyby a
mensi sily je v prostfednim prufezu dosazeno nekonecné kiivosti.

K rozliseni, zda bude mit materidlové chovani velky vliv na kolaps prvku,
dobfte poslouzi stabilitni kiivka. Ta vyjadiuje zavislost mezi napétim pfi cent-
rickém pusobeni maximélniho zatizeni a stihlosti prvku. Z teorie pruznosti je
stabilitni ktivka pro prosté podeptfeny prvek popsdna vztahem
P, EIx? B Er?

OB T A T ALz T a2

(1.33)

kde
- (1.34)

je stihlost prutu, tedy pomér mezi vzpérnou délkou L a polomérem setrvacnosti
prufezu (minimalnim). Na Obr. jsou vyobrazeny stabilitni kiivky pro
nékolik ruznych prvku. Pro ptipad linedrné pruzného chovani by zavislost ma-
ximalniho zatizeni na $tihlosti byla podle kiivky e). Kdyby se materidl zménil
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Obr. 1.4: Zatézovaci kiivka prvku s idealnim prufezem vyrobeného z materialu,
ktery ma mez kluzu oy mensi nez je kritické napéti og (napéti pi centrickém
pusobeni kritické sily)
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Obr. 1.5: Pruhyb prutu po jeho délce po vytvoreni plastického kloubu.

na idealné pruznoplasticky, avsak prvek by byl dokonale piimy bez excentri-
city, v nizkych stihlostech by napéti bylo omezeno mezi kluzu a od hodnoty
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15
——a) d /L= 0.0001
—b) 6,/L=0.00073333
¢) 4,/L=0.0013667
1 ——d)é,/L= 0.002
P ——e) pruzné
R f)yPIP =1
051
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Obr. 1.6: Stabilitni kiivka pro prvek s idedlnim prufezem pro riuzné pocatecni
excentricity

A = 0 az do hodnoty, kde se protinaji kiivky e) a f), by byl vztah tizen kiivkou
f). Pro veétsi stihlosti by se pak fidil predpisem funkce e). Hodnota stihlosti, kde
se protinaji kiivky e) a f), se nazyva mezni §tihlost A\. Dopocita se z rovnosti
kritického napéti a meze kluzu, tedy na zakladé vztahu

En?

7 = 0y (135)

Ofp —

z néhoz plyne vyraz pro mezni stihlost

- E s
Voo~ 5 (1.36)

kde g9 = 0¢/E je mezni pruzna deformace.

Nyni je cilem ziskat popis stabilitni kfivky pro prut s pocatecni excentrici-
tou. Budou uplatnény nasledujici vzorce, aby vysledny vztah obsahoval pokud
mozno pouze bezrozmérné veliciny:

A
A=2Z 1.37
h (137)

Po=—=—"—"—"=Dp— (1.38)
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En?
op A2 5\ 2
E_ = (= 1.39
oy En? (A) (1.39)
22
o N p
E
=p—=pl~) == 1.40
kde A je pomérnd Stihlost. Vztahy (1.21)) a ((1.24) se pak prepisi na
1
Po = 77—~ (141)
(1+3)
c
So—— (1.42)
w = . .
0 1— p0A2
Dosazenim rovnice (|1.42)) do rovnice (1.41]) se dostane vztah
1
1+ =
¢ 1 — poA?
Pro pripad idedlniho prufezu plati A = L/c a uzitim vzorce
do 0oL do <o
—=——=)A==A\— 1.44
c cL L L ( )
lze napsat vysledny vztah jako
1
(1.45)

Po = L9 A\
Ll-poAQ

Na Obr. jsou pak vidét grafy pro ruzné pocatecni excentricity. Jedna se o
kiivky a), b), ¢) a d). Je vidét, ze bude-li se poc¢dtecni excentricita dy blizit
nule, prubéh stabilitni kiivky se bude pfiblizovat prubéhu pro dokonale primy
prut. Z grafu je také patrné, ze pro velmi stihlé prvky se chovani plastického
prutu oproti pruznému prili§ nezmeéni.

1.2 Odhady chovani pro obdélnikovy prurez

Prozatim byly pro predstavu uvedeny vysledky pro idedlni prutez. Nasledujici
sekce bude uz zamérena na prut obdélnikového prurezu o vysce h a Sitce b.

V piipadé pruznoplastické stabilitni analyzy prutu bude material namahén
kombinaci ohybu a normalové sily. Vyuzitim interakénich diagramu s uvazenim
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pruzného a pruznoplastického chovani je mozné ziskat dolni a horni odhad
stavu, v jakém se materidl bude nachdzet. Tento odhad muze slouzit jako
jedna z kontrol pozdéji zminéné metody.

Jako dolni odhad lze vyuzit feSeni z teorie pruznosti. Chova-li se material
idedlné pruznoplasticky, zarucené povede vypocet podle pruznosti k dolnimu
odhadu. Na druhou stranu pouzitim jakési kombinace pruzného a plastického
chovani 1ze ziskat i horni odhad feseni. Skutec¢né chovani materialu bude nékde
mezi témito odhady.

Pruzna oblast
7Z teorie pruznosti je zndmy nasledujici vzorec, vyjadiujici zavislost ohybového
a normalového namahani v meznim pruzném stavu, kdy je pravé vycerpana
pruzna kapacita materialu.
| M| N _
+ =1,
Mel Npl

(1.46)
kde M je ohybovy moment, N je normélova sila, M, je mezni pruzny mo-
ment a N je plastickd normalova sila. Na Obr. je znazornén geomet-

ricky vyznam. Bude uzitec¢né vzorec upravit a vyuzit bezrozmérné velic¢iny,
aby vysledny vztah nezavisel na jednotkach. Pro tpravu se vyuziji vzorce

M

-Nel\ ﬁ\l "

Obr. 1.7: Interakéni diagram pro mezni pruzny stav

0 hb?
M = Pw, w=—"0, My = %, N, = Aoy, (1.47)
1—
P.,
Nésledné lze podminku (|1.46)) prepsat do tvaru
Pw | —P |
=1 1.48
Uohb2 + AO'O ( )
6
o 6 P
P =1. 1.49
1— i Uohb2 + AO'() ( )

PCT’
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Oba zlomky se nyni rozsiti vyrazem

P, EIxn?
P, P,I? (1.50)
a zlomek P/P,, bude oznacen p.
P EIn? 6 6 P EIzx? 1
— —_— =1 1.51
P, L? 1_ P aoth+Pcr L? Aoy (1.51)
P,
do , I 6 , I 1
T Ert———=1. 1.52
P T Aoy PP iAoy (1.52)

S vyuzitim vzorcu

\ﬁ [ ho?
A 12hb b (1.53)

do , 1 6 s 1 1
. Err——=1 1.54
pl—p T >\2Uob+p T >\2O'0 ( )
do 51 6 , 1 1
= +pErt——=1 1.55
P T X eer T N (159
1 FE 1(50 7T2E
3 2= ——:1 ].
\/_pl—paow AL +p/\200 (1.56)

Plasticka oblast

V pripadé, kdy je material v meznim plastickém stavu, je vztah mezi normalo-
vou silou a ohybovym momentem vyjadien rovnici

M N \?
LT (N_) 1 (1.57)

pl j2

kde M, = oobh*/4 je mezni plasticky moment. Na Obr. je zobrazen in-
terakéni diagram. Nyni budou provedeny obdobné upravy jako pro pruzny
pripad. Je nutné zminit, ze vztah

(1.58)
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'Mpl

Obr. 1.8: Interakéni diagram pro mezni plasticky stav

35

plati pouze pro linearné pruzné chovani. Nicméné pii jeho pouziti i v pripadeé
plastického chovani vysledny vztah nebude ptresny, ale bude hornim odhadem

presného feseni.

Pw (=P 2_1
oohb? Aoy )

4
do 4 p?
P =1
[ P oght? 2203
PCT
P4 ,1 4 P ,11\
Er*—— Err——) =1
Pcrl P A2 O'[)b <Pcr A2 (o))
PC'I"
S vyuzitim vzorce
I hb?
1 _Va_ Vion b
AL L V12L

je mozné rovnici upravit na

23 1 E ,14 7 B\’
—p—— 1 ——+(p=— ) =1
3 "1—pog AL A2 oy

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

Muze byt uzitecné ze vztahu a vyjadiit zavislost p na A = A/
a sestrojit piislusny graf. Pro parametry £ = 210 GPa, oy = 235 MPa a
do/L = 0.001 je tento graf vykreslen na Obr. Pro kazdou hodnotu stihlosti
je dan dolni a horni odhad maximalniho zatizeni, které je prut schopen prenést.

Skutecna hodnota bude nékde mezi témito limity.
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Obr. 1.9: Graf zavislosti p = P/P,. na pomérné stihlosti A



Kapitola 2

Reseni problému metodou
stirelby

V této kapitole bude popsano feseni pomoci metody stielby a vysvétlen algo-
ritmus vytvoreného programu. Zkoumany problém je shodny s tim, ktery je
fesen v predchozi kapitole. Misto idealniho prufezu je uvazovan obdélnikovy
prutez sitky b a vysky h. Na Obr. je znovu znazornéno schéma prutu.

Obr. 2.1: Schéma problému

Zakladni nezndmou veli¢inou dané 1lohy je funkce pruhybu w(x).

2.1 Princip reSeni

Jeden z moznych pristupu k feseni stabilitnich problému vychazi z rovnovéhy.
V kazdém bodé z na ose prutu je mozné napsat podminky rovnovahy, tedy

37
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rovnost mezi vnitinimi a vnéjsSimi silami. Takové rovnice jsou pro dany piipad
dveé: silovda podminka rovnovahy ve sméru osy prutu a momentova podminka
rovnovahy. Momentova podminka rovnovahy se zapise jako

Memt - Mint (2]->

Pw(x) = f (P, k(x)), (2.2)

kde f je funkce udavajici ohybovy moment v zavislosti na normélové sile N =
— P a kfivosti k. V prvni kapitole byla odvozena diferencialni rovnice pro prut
z pruzného materidlu, pro ktery plati: f(k) = Flk.

Ktivost k, ktera souvisi s ohybovym momentem, je pak dana rozdilem kiivosti
od deformace a pocatecni kiivosti od imperfekce. Rovnici lze prepsat jako

d2w(x
Pw(x) = f <P,— dx(2 ) — rzo(x)) . (2.3)
Rovnice je obycejna diferencialni rovnice druhého tadu, k jejimu reseni
jsou potieba dvé okrajové podminky. Pro prosté podepfeny prut se pouziji
podminky w(0) = w(L) = 0. Konkrétni tvar funkce f v rovnici (2.3)) zavisi na
prufezu a na chovani materidlu a bude odvozen pozdéji. Pro ptipad pruznoplas-
tického materidlu bude vysledna diferencialni rovnice nelinearni a feSeni je
mozné hledat pouze pomoci numerickych metod.

2.2 Metoda strelby a diskretizace

Metoda sttelby je numericka metoda pro feseni oby¢ejnych diferencialnich rov-
nic, ktera prevadi okrajovou tlohu na tlohu s poc¢atecnimi podminkami. Ta-
kovou tlohu pak muzeme efektivné resit metodou koneénych diferenci, nejlépe
explicitniho typu. Prvnim krokem je diskretizace dané oblasti. Jelikoz se jedna
o prutovou ilohu, tedy 1-D, bude osa prutu pokryta dostatecnym mnozstvim
bodu. Rozdéleni na jednotlivé dilky je zndzornéno na Obr. [2.2] Vzdélenost
mezi uzly je oznacena Az, N oznacuje pocet dilku a k znaci cislo uzlu. V
nasem piipadé se fesi obycejna diferencidlni rovnice druhého fadu a pro dru-
hou derivaci lze pouzit diferenéni nahradu

) Okt =20k + (ra

= . 2.4
dx? Az? 24)

V kazdém bodé se zapise momentova podminka rovnovahy, tedy
Pwk = f (p, lik) y (25)

kde wy, je pruhyb v bodé x; a k. je krivost v bodé x,. Ukéaze se, ze v kazdém
bodé bude wy, zndmou veli¢inou. Rovnice (12.5)) bude mit pouze jednu nezndmou,
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Obr. 2.2: Diskretizace osy prutu

a to kfivost k. Jakmile se vyjadri hodnota kfivosti, vyuzije se aproximace
druhé derivace diferenéni nahradou. Plati

d2wk
dx?

Wiyl — 2Wg + Wh—1 T . T
Az?

kg = — - Féo(%) = -
Z této rovnice se vyjadri pruhyb wy. ;1 v nasledujicim bodé déleni, zy 1. Vypocet
pro prvni bod bude trochu odlisny. Zapise-li se diferen¢ni nahrada pro bod
k = 0, objevi se ve vzorci kromé predpokladané neznamé w, i veliciny w_; a
wg=o (pro hodnoty prihybu nebo kiivosti v bodé k£ = 0 je v dolnim indexu
psano k = 0 misto 0, aby nedoslo k zdmeéneé s funkci pocateéniho pruhybu wy
nebo pocatecni kiivosti kg). Prihyb wi—¢ je dén okrajovou podminkou a pro
prosté podepteny prut plati wip—g = 0. Pruhyb w_; vsak neni pfedepsan, coz
by znamenalo, ze rovnice v prvnim bodé by obsahovala dvé neznamé. Tento
problém fesi metoda stielby predepsanim fiktivni okrajové podminky, kterou
je potieba zvolit tak, aby numericky spocitané feseni splnilo skute¢nou okra-
jovou podminku na opa¢ném konci prutu, tedy w(L) = 0. Fiktivni okrajovéa
podminka predepise v bodé 0 prvni derivaci nezndmé funkce, tedy v nasem
piipadé pootoceni levého konce prutu, ¢g. V podmince w'(0) = ¢ se derivace
nahradi diferené¢nim schématem, coz bude druha rovnice obsahujici neznamé
w_1 a wy. Diky tomu je pak mozné rovnici pro bod k£ = 0 vytesit.

Na zacatku vypoctu vyjdeme ze vhodného odhadu pootoceni ¢q, naptiklad na
zakladé analytického feSeni pro pruzny prut. Az se vypocet dostane k rov-
nici pro bod £ = N — 1, ze které dopocita pruhyb na konci intervalu, tedy
wy, porovind se tato hodnota s okrajovou podminkou, ktera ma pro dany typ
ulozeni tvar wy = 0. Na zakladé rozdilu téchto hodnot bude opraven odhad
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pocatecniho uhlu ¢y a vypocet se bude opakovat tak dlouho, dokud rozdil
mezi vypoctenym pruhybem wy a predepsanou hodnotou 0 nebude spliiovat
pozadovanou toleranci.

2.3 Vyjadreni ohybového momentu

Doposud byl naznacen pouze princip metody, avsak nebylo zminéno, jak se
dostane presny tvar funkce f (P, k), udavajici ohybovy moment v zavislosti
na normalové sile a kfivosti. V nésledujici ¢asti budou ukazany vypocty ohy-
bovych momenttu pro tfi mozné pripady rozlozeni napéti, které mohou nastat.
Pro jednoduchost se pfitom omezime na obdélnikovy tvar prutezu. Jelikoz se
pri pouziti metody stielby bude aproximovat kiivost x, je vhodné vyjadiovat
prubéhy napéti v zavislosti pravé na kiivosti, ktera spolu s polohou neutralni
osy urcuje rozlozeni pomérného protazeni, z néjz pak 1ze podle konstitutivniho
vztahu urcit i rozlozeni napéti. Na Obr. je naznacen deformovany prut se
soutfadnicovymi osami z a z.

z

/__\

S

X

T~

Obr. 2.3: Deformovany prut a souradnicovy systém

Ohybovy moment zavisi na poloze neutralni osy, tudiz nejdiive je potieba ze
silové podminky rovnovahy ve sméru osy prutu ziskat polohu neutralni osy, a
nasledné se vyjadii vztah pro ohybovy moment.

Pripad 1: pruzné chovani

Nejprve bude uvazovano pouze linedrné pruzné chovani. Na Obr. [2.4] je znazor-
néno rozlozeni napéti po prurezu. Normalova sila v prufezu muze byt vyjadiena
jako

1 1 1
N =N —N, = §Embh+2—§Enb(h—h+)2 = §E/<;b(—h2—|—2hh+) = —P, (2.7)

kde E je modul pruznosti, x kiivost, h vyska prufezu, b sitka prurezu, h* je
vzdalenost neutrdlni osy od hornich vldken a P je vnéjsi tlakova osova sila.
Z rovnosti (2.7) 1ze vyjadiit vztah pro vzdalenost neutrdlni osy od hornich

vldken op . . "
+ | _ 2y - _ _ —
W= ( bEr ) 2h WEr 2 28)
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Teézistova osa
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Obr. 2.4: Rozlozeni napéti po prufezu v pripadé pruzného chovani

Nésledné pak lze vyjadrit ohybovy moment zavisejici na poloze neutrédlni osy.
Zde je ohybovy moment pocitan okolo neutralni osy, nesmi se vsak opomenout

h
M :N161 + N2€2 — P <§ — h+> =

:%Elm (h+3 +(h— h+)3) _P (g . h+) . (2.9)

Dosazenim vzdalenosti neutralni osy od hornich vlaken se vyraz upravi na

1 j2 op
M =3 Ebx <h+3 R} — 3R2RT 4 3Rt — h+3) L (h + _ h) _

2 hbEk
1Eb n 3hP  3h? i 3P? . 3h3  3hP P?
=—FbK _—— — —— —_— = | — =
3 bEK 2 hb2E?K? 4 bEK hbEk
1 h? 3P? P? bh?
= —Fbk | —+ —— | - — = __Fk. 2.1
5o ( i hb2E2/<2> WwEr 12" (2.10)
Podle ocekavani se vysledny vztah zjednodusil na znamy vzorec
M = FElk. (2.11)

Jak je vidét, v pripadé pruzného chovéani neni vztah mezi momentem a kiivosti
nijak ovlivnén normalovou silou. Tento vztah Ize snadno invertovat a vyjadrit
kiivost jako k = M/FEI.

Pripad 2: plastické pretvareni tlacenych vlaken

Na Obr.[2.5je zndzornéno rozlozeni napéti pro piipad idedlné pruznoplastického
chovani. Predpokladad se, ze prufez plastizuje v tlaku, avsak v tahu se material



RESENI PROBLEMU METODOU STRELBY
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Obr. 2.5: Rozlozeni napéti po prufezu pro piipad, kdy plastizuji pouze spodni

vldkna

chova stale pruzné. Normalova sila v daném prufezu se vyjadii jako

1 5 1. o2 o)
N =Ny = No = Ny = S Esbh = 20728 — o (=t = 22 ) b= ~P. (212
PR A e 2 EBr " Er (2.12)
Resenfm rovnice (2.12) pro k't lze dostat dva kofeny
W, = _bog £ \/—2Ebk(P — bhoy) _ 00, 2(Py — P)7 (2.13)
’ Ebk Ex Ebk

kde Py = bhog. Ohybovy moment je pak mozné vyjadrit vztahem

h 1 3 1 03
M :Nlel + NQ@Q + N3€3 - P (§ — hi?) = gEb/{hiQ -+ §E22€2 b+
+§00 (h_hIQ_E_(/J‘i>b<E_(/)ﬁ)+h_hf2> _P(§_hf2> . (2.14)



2.3. VYJADRENI OHYBOVEHO MOMENTU 43

Dosazenim jednoho ze dvou vyrazu pro vzdalenost neutralni osy od hornich
vldken hi do rovnice pro moment dostaneme

(o) 2(P0—P) 1 O'g

3
1
M=—pbr | =20 4 /2o =) = %0y,
3 “( Br Ebr >+3E2/§2+

1 00 \2 h o 2(Py— P)
- S R A i U — S U ot Sull VAR R
+ QUOb ((h hi2) (E/i) ) P (2 * Ex Ebk )

:lEbﬁ(_<Uo>3+3<UO>2 2(P, — P) 6 (P, — P)

3 Ex Ex Ebs 70 E2bk?
Ebk Ebk 3 E2k2
2
1 (o) Z(PO—P> 00 2
oo (v 2 ) - (2
+ 5o <+Em Ebr ) |
h oy 2(P0—P>
— Pl =4+ =\ —=]. 2.1
<2+En Ebk (2.15)

Pro druhy kofen budou upravy obdobné, jedind zména se tyka znaménka.
Algebraickymi upravami se odvozeny vyraz pro moment zjednodusi na

h M) . (2.16)

1
M= (Fy P><2i3 Ebk
Pro lepsi predstavu o ndzorném vyznamu vzorce bude uzitecné zavést
dvé limitni kfivosti. Kfivost k. bude kfivost pro takové rozlozeni napéti, pii
kterém je material stdle v pruzném stavu, avsak napéti v tlacenych vldknech
je na mezi kluzu. Odpovidajici rozlozeni napéti je zndzornéno na Obr. [2.6]
Kfivost v meznim pruzném stavu se vyjadii jako

0o P

EEA 2 P 200 P 200
— - = — —_ — = —_— ]_ —_— —_— 1 - . 2.1
2

Druhd mezni kiivost bude oznacena k.,. Bude dosazena v piipadé, kdy tlacena
vldkna jiz plastizuji a napéti v tazenych vlaknech bude pravé rovno oy. Vyjadii
se jako

0o 209 200 1

Rep = = = — .
1 P P Eh1—p,
“(h——)E En(1-

2 (h bUQ) h( tho)

(2.18)
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Obr. 2.7: Rozlozeni napéti pro stav, kdy tlacena oblast plastizuje a napéti v
tazenych vlaknech je pravé rovno mezi kluzu, plati: K = ke,

Upravenim vyrazu pro ohybovy moment (2.16) s vyuzitim vzorce (2.17) do-

staneme

oo ) -

(2.19)

M = (Py— P)h (% + % %) . (2.20)

Nyni bude uzitetné zobrazit zminéné limitni stavy v roviné osové sily P a
ohybového momentu M. Bude praktické vyuzit bezrozmérné veliciny py =
P/Py am = M/M,. Nejprve bude provéren mezni pruzny stav, tedy piipad,
kdy kK = Ke;.

1 1 Kel

M = (Py— P)h (5 -3 H—l) (2.21)
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—t-m(3-3) 222
M 1

o = (1= ) (2.23)

m = (1 — po). (2.24)

Rovnice (2.24) odpovidd zndmému vzorci pro vztah normélové sily a ohy-
bového momentu pro mezni pruzny stav. Nyni se vyjadii obdobny vztah pro
druhy limit, tedy piipad, kdy £ = Kep.

M = (Py — P)h (% — % :;) (2.25)
= @=m) (5 - 3vaT=mr) (2.26)
05‘512 — (1= po) (3= 2(1 = py)) (2.27)

6
m =1+ py — 2p;. (2.28)

Tento vzorec vyjadiuje zavislost ohybového momentu a tlakové sily pro pripad,
kdy tlacena vldkna plastizuji a napéti v tazenych vldknech pravé dosdhlo meze
kluzu.

Z rovnice (2.20) lze vyjadiit kiivost k pomoci nasledujicich tprav:

1 1 Rel
M= (Py—P)h(=+=/% 2.9
=P (5 5,/ (2.20)
P 1 1 Kel
M =o0bh*(1— =)=+ =,/—= 2.
Tobh P0)<2 3 K) (2.30)
oobh? P Kel
M = 1— ) (3+2,/5 2.31
G- 5 (32,) (2.31)
M
-3 =42/ (2.32)
M1 — — :
€l( PO)
2
Iiel_ M
el e . (2.33)
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4/'16[

. (2.34)

M

P
M1l — —
1 Po)

Ve vysledném vzorci pro kfivost se nakonec umocnénim vyftesil problém s
dvojim vyrazem pro vzdalenost neutralni osy od hornich vldken.

Pripad 3: plastické pretvareni tlacenych i tazenych vlaken

Posledn{ ptipad, ktery muze nastat, je ukdzén na Obr.[2.8] Dochéz{ k plastizaci

h Tstmmm———e —

VW v

Tézistova osa

S o < +_Op
N, h-h'-Fe

Vp b L L Go L N

Vi vl d d

Obr. 2.8: Rozlozeni napéti po prutezu pro piipad, kdy plastizuji jak horni tak
spodni vlakna

jak v tahu, tak i v tlaku. Obdobné jako pro predeslé pripady, normalova sila
v prufezu se vyjadii jako

N:N1+N2—N3—N4:N1—N4=(h+—g—0)aob+
K
0o

— (h=n* = 22) oob = oob (2" —h) = —P. (2.35)

K

V tomto piipadé ma rovnice (2.35) pouze jeden kofen

1 F Py —1
S ) 2.
h ( —{—h) (2.36)
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Ohybovy moment bude néasledné vyjadien obdobné predchozim pripadum jako

h
M =Nje; + Naeg + Nses + Nyey — P (— - h+) =

2
3 (- ) (v 2
+%(h—h+—%)00b(h—h++%) —P(g—fﬁ). (2.37)

Dosazenim ht do vyrazu pro moment dostaneme
203 1 2 o0 \ 2 1 2 00 \ 2
M=% p4 Zgob(h* —(—) “oob ( (h— 1t —(—)
3252 +2‘70< ) ) T V(&) )+
h P h
P24+ = _2) =
<2+2aob 2>
208 1 P h\> 00\ 2
A ()
322 27 <( 200b+2) Ee) |7
+1 . P +h 2 <00)2 P>
27\ \ 2000 " 2 Erx 200b

208 P P? N h? (00 )2 P?
=2 btob|-—=+——(—=]) | - =
3E?K? 4o T 4 Ex 200b

. oo b+aobh2 B P? L oy Py —P*
3F2k2 4 doob  3E2K? doob
P2\ o,bh? 402 oobh? P? 402
( Pg) 4 3m2E22 4 ( Pg) P gz
P2 1 K2 P\?
=(1-= )M, —="2(1-=—) M, 2.38
( P02> " 3’“@2( PO) " (2.58)

Opét bude nézorné prozkoumat limitni varianty vztahu (2.38]). V pripadé iplné
zplastizovaného prutezu se bude kfivost x blizit nekoneénu. S pouzitim bez-
rozmeérnych velicin m = M /My, Mg = 2My /3, po = P/Py se vztah ([2.38))
prepiSe na
3

m=(1-p5) 3. (2.39)
To je znamy vzorec pro vztah normélové sily a ohybového momentu s uvazenim
plné zplastizovaného prutrezu. Druhym limitem je pripad, kdy je kiivost rovna
mezni kfivosti k., z rovnice (2.38]) pak plyne

3

m=g (1 — pg) — %(1 —po)? (2.40)

m =1+ py — 2p;. (2.41)
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Obr. 2.9: Vztah ohybového momentu a tlakové sily (interakéni diagram) a
zanesené kiivky pro mezni pruzny stav, mezni plasticky stav a stav, kdy plati,
2€ K = Kep

Vysledny vyraz je podle ocekavani shodny se vzorcem ([2.28)). Sestrojeny graf
pro vzorce (2.24), (2.28) a (2.39)) je na Obr.

Ze vztahu pro ohybovy moment ([2.38]) lze piimo vyjadiit hodnotu kfivosti
x pomoci nasledujicich tprav:

M 1 K2
— =1—p} = 2 (1 —py)? 2.42
i, Po— 55 (1—ro) (2.42)
LN O 243
I€—31 , i .
v
PR S (2.44)
V3 M
1—p2— —
oM,
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Jelikoz plati, ze 1 — py > 0, ke, > 0 a kiivost k£ musi byt po celé délce prutu
kladna, dvoji znaménko neni tfeba uvazovat. Vysledny vyraz je tedy

KRep 11— Do

V3 , M
1—p—
M

pl

(2.45)

K =

2.4 Algoritmus

Jiz v sekci[2.2] byl zhruba naznacen algoritmus, ktery je v kédu naprogramovén.
V této casti bude detailné popsan. Cilem vypoctu je zjistit body zatézovaci
krivky a kritickou hodnotu zatizeni. Vypocet je fizen zatizenim, osova sila P
se tedy postupné zvétsuje a v kazdém zatézovacim kroku algoritmus spocita
funkci pruhybu w.

Zakladni rovnici je momentova rovnovaha vnéjsich a vnitinich sil

Pwk = Mmt (/ik, P) y (246)

kde M;,; bude jeden ze tii vyrazu pro moment odvozenych v predchozi ¢éasti
prace. Nakonec se ukazalo, ze pro vSechny tii pripady se vyrazy pro moment
vyrazné zjednodusily. Vzdy lze explicitné vyjadrit kiivost x zavisejici na veli-
kosti tlakové sily P a hodnoté ohybového momentu M. Pro prehlednost jsou
pripomenuty jednotlivé pripady:

Pripad 1:
M
= 2.47
K= 27 (2.47)
Pripad 2:
4
K= fiel 5 (2.48)
(= )
Mel<1 - pO)
Pripad 3:
gt 1P (2.49)
3 M
I

V predchozi ¢asti kapitoly byly odvozeny vztahy ohybového momentu a tla-
kové sily pro ruzné limitni piipady. Diky znalosti téchto hranic lze pro kazdy
zatézovaci krok stanovit hodnotu meznich ohybovych moment.

a) K = Ke:
me = (1 —po) (2.50)
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b) kK = Kep
Mep = 1+ po — 2p; (2.51)
c) k=00
2 3
my = (1=pg) 5, (2.52)

kde mg, mep a my jsou normalizované (bezrozmérné) hodnoty momentu v
meznim pruzném stavu, ve stavu na zacatku plastického pretvareni v tazenych
vldknech a v meznim plastickém stavu. Normalizace se zde provadi vydélenim
hodnotou mezntho pruzného momentu M,; = a¢bh?/6, ktery odpovida nulové
normalové sile.

Graf je zobrazen na Obr. Pro kazdy dilek na ose x se pak tyto vyrazy porov-
naji s hodnotou pusobiciho ohybového momentu me,y = Moy /My = Pwy, /M.
Pokud je me. < my, zustava material v pruzném stavu a hodnota kiivosti se
urc¢i podle rovnice . Bude-li externi moment v rozmezi me; < megr < Mep,
vypocet ktivosti se provede podle rovnice . V piipade, ze mep, < Mege <
My, Vyuzije se rovnice . Hodnota m,,; je horni limit, materidl nemuze
prenést vyssi namahani.

Timto se vypocet vyrazné zjednodusil. Algoritmus obsahuje dva hlavni cykly.
Cyklus pres zvetsujici se silu a do néj vnoreny cyklus pres body na podélné
ose x. Cislo bodu déleni osy bude oznaceno k.

V kazdém zatézovacim kroku se postupuje nasledovné: Z okrajové podminky
je dana hodnota pruhybu v pocatku wi—o = 0. Tim jsou urc¢eny vnitini sily
v bodé k = 0 a plati Meyt p—0 = Pwi=o = 0. Ovéieni podminky pro rozlozeni
napéti po prufezu pro bod k = 0 je zbytecné, vzdy bude uvazovano linearné
pruzné chovani, jelikoz prufez neni ohybové namahan. Ze vzorce ([2.47) je pa-
trné, ze kp—o = 0. Jakmile je znama krivost, 1ze dopocitat odhad pruhybu v
nasledujicim bodé k = 1. Vyslednd kfivost je dana rozdilem ktivosti od defor-
mace a pocatecni kiivosti dané pocatecni imperfekci. Plati

Wiy1 — ka + Wg—1 71'2 km

Aaj2 - (S()ﬁ sin f (253)

Kk = Kdefk — Kok = —

Prepsanim této rovnice pro bod k£ = 0 a s vyuzitim okrajové podminky wy—¢ =
0 dostaneme

w1 —2wk20+w_1 5 7T2 . 0 w1 + W_1

—fp—=sin— =—-—.
Ag? e L Ag?
Metoda strelby odhaduje pocatecni tihel prithybu ¢q, ktery v ptipadé malych
deformaci 1ze zameénit s derivaci prihybové funkce v pocatku, plati tedy wj,_, =
®o. Mozné diferenéni schéma pro ndhradu prvni derivace v bodé 0 je

(2.54)

Kk=0 =

w1 — W1

2.
2Ax (2.55)
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Z rovnice ([2.55)) lze vyjadrit
Ww_1 = w1 — QALC(bO (256)

Dobrou volbou thlu ¢, je derivace v pocatku z analytického pruzného feseni.
Dosazenim predeslého vyrazu do rovnice ([2.54]) dostaneme

wy + wy — 2AZL’¢Q 2w1 — ZAl‘gbo
Rk=0 = — P = - 2 .
Ax Ax
Jedinou nezndmou v rovnici (2.57)) je wy, jelikoz pocateéni ihel ¢ byl odhad-
nut. Nezndamou w; lze snadno explicitné vyjadiit jako

(2.57)

wy = —%mkoAf + Azdy. (2.58)
Tim je vypocet pro bod k£ = 1 hotov a kéd muze postoupit k dalsimu bodu.
Princip bude obdobny, spocita se me,; = Pwy /M, tato hodnota se porovna
s meznimi hodnotami a urci se, o ktery ptipad rozlozeni napéti se jedna. Pak
se z ptislusného vzorce vypocita hodnota ktivosti. Nasledné je z rovnice
vyjadiena jedind neznamé

Wiyt = 2wy, — wy_1 — (kg + Ko p) Az’ (2.59)

Takto se dopocitaji hodnoty az k bodu & = N — 1, hodnota wy by méla
byt podle okrajovych podminek rovna 0. Pokud v zatézovacim kroku nedoslo
k zadné plastizaci, jako pocatecni tihel ¢y byla pouzita derivace v pocatku z
analytického pruzného feseni a bylo pouzito dostateéné jemné déleni, hodnota
wy by méla byt témeér 0. Pokud k plastizaci v daném kroku doslo, hodnota na
konci intervalu se od 0 bude lisit. Pomoci vhodné iterativni metody se najde
lepsi odhad pocatecniho thlu ¢.

Jednou z moznych variant je metoda puleni intervalu. Predpokladejme, ze
v zatézovacim kroku doslo k plastizaci a dopocitana hodnota na konci inter-
valu se od nuly lisila. V pripadé, ze wy > 0, bude pocétecni thel nazvan
®0.4. Pokud wy < 0, dhel se pojmenuje ¢y p. Ve stejném zatézovacim kroku
se zopakuje vypocet s pouzitim jiného pocatecniho tihlu. Pokud je hodnota
pruhybu na konci intervalu opaéného znaménka nez pro prvni piipad, hodnoté
se piifadi ndzev ¢y 4 pokud je pruhyb kladny, nebo ¢y g pokud je zdporny. Po-
kud hodnota pruhybu ma stejné znaménko jako z prvniho odhadu, je potieba
krok opakovat, dokud nebude hodnota pruhybu na konci opacného znaménka.
Jakmile je toho docileno, kéd muze zac¢it algoritmus metody. Dopocita se
thel ¢o ygw ktery bude v poloviné intervalu mezi ihly ¢o4 a ¢op, plati
boNEW = ¢0.4 + (P05 — ¢o.4) /2. Nésledné se s pouzitim tohoto pocatecniho
uhlu vypocita novy pruhyb wy yew. Pokud bude kladny, prepiSe se na ¢g 4.
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Pokud bude pruhyb wy ygw zdporny, prepiSe se na ¢y p. Timto zpusobem se
bude zkracovat interval mezi thly ¢ 4 a ¢9 p dokud hodnota wy ygw nebude
dostatecné blizko nule. V tom piipadé je aktualni zatézovaci krok dopocitan a
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kéd muze prejit k dalsimu.

Pti vypoctu se ukaze, ze od jisté hodnoty zatizeni bude mit funkce popisujici
pruhyb na konci prutu v zavislosti na odhadu pocatecniho thlu dva koteny.
Az budou uvedeny vysledky pro konkrétni piipad, bude patrné, ze jeden koten

odpovida vzestupné casti zatézovaci kiivky a druhy vétvi sestupné.

Shrnuti algoritmu:

1. cyklus ptes zvétsujici se zatizeni: for P = Pgurt : Pronee

2.

3.

=

vypocet Ke & Kep

urceni pocateéniho thlu ¢q
pokud se jednd o prvni iteraci
¢o z analytického pruzného teseni
pokud se nejednd o prvni iteraci

¢ dopocteno pomoci metody ptleni intervalu
cyklus pres rozdéleni prutu po délce: for k=0: (N —1)

urceni Mgy & porovnani s me; a My
ze vzorce pro prislusny ptipad se dopocte k
pokud £ =0
Wiy = —%fikAxZ + Az
pokud k=1: N —1
W1 = 2w — Wit — (Kk + Kog) Az
kontrola wy = 0,
pokud wy # 0
vratit se k bodu 3]
pokud wy =0
zatézovaci krok dopocitén, piejit k bodu



Kapitola 3

Priklad

V nésledujici kapitole budou ukazany vysledky pro konkrétni piiklad. Bude
se jednat o prosté podepieny prut vyrobeny z oceli. Pracovni diagram bude
uvazovan jako idealné pruznoplasticky s mezi kluzu oy a modulem pruznosti
E. Prut bude obdélnikového prufezu o vysce h a Sitce b, délka prutu je L s
pocatecni excentricitou ve tvaru sinusoidy s maximalni amplitudou dg. Konkrét-
ni hodnoty jsou zobrazeny v Tab. [3.1]

h[m] | b[m]|d [m]| L [m]| E[Pa] | oy [Pal
0.1 | 0.15 | 0.004 4 210-10° | 235 - 10°

Tab. 3.1: Hodnoty parametru pro konkrétni ptriklad

3.1 Metoda kone¢nych prvku

Oveéteni spravnosti bylo provedeno pomoci koneéné-prvkového softwaru
OOFEM. Ulohu je mozné zjednodusit s vyuzitim symetrie pruhybové funkce,
lze tedy vymodelovat pouze polovinu prutu a tim zpresnit a zrychlit feseni.
Uprostied prutu je derivace pruhybové funkce rovna nule, tuto podminku
je zapotiebi vynutit vhodnou podporou. Ta musi spliiovat nulové natoceni
prufezu a musi umoznovat pricny posun w. Takovda podpora se nazyva
posuvné vetknuti. Na Obr. je znazornéno statické schéma zjednoduseného
problému.

Prut byl vymodelovan jako rovinnd tloha. Pro vypocet byly pouzity
¢tytuzlové koneéné prvky. Vsechny prvky maji stejnou sitku. V kazdém uzlu
jsou dva neznamé stupné volnosti, tedy posuny u a w. Uvazuje se bilinearni
aproximace pole posunuti. Hodnoty napéti se integruji ve ¢tyrech Gaussovych
integra¢nich bodech. Pti tvorbé modelu pro program OOFEM jsem vyuzil

23
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Obr. 3.1: Schéma s vyuzitim symetrie pro model v programu OOFEM

manudlové prirucky [3] a [4].

Okrajové podminky byly modelovany nasledovné. Pro kloubové podepreni je
vynuceno, aby pricny posun prostfedniho uzlu v krajnim pritrezu byl nulovy.
Zbylé krajni uzly se mohou pohybovat libovolné, tak bude umoznéna pricna
roztaznost materidlu. U posuvného vetknuti je uzlim v krajnim prufezu
umoznén pouze pohyb v kolmém sméru na osu prutu, tedy ve sméru posunu
w. Zamezenim posunu u ve vSech krajnich uzlech se docili nulového natoceni
prufezu.

Osové zatizeni je modelovano jako bodové zatizeni v krajnich uzlech. V
pripadé, ze je na S§itku prutu pouzito M uzlu, celkové zatizeni P bude
rozdéleno nasledovné. Sila pusobici na rohové uzly bude velikosti P/2M a
sila predepsand v ostatnich uzlech bude hodnoty P/M. Timto bude docileno
rovnomeérného rozmisténi zatizeni po Sifce prutu.

Sit a konvergence

Nejprve byl proveden stabilitni vypocet pro prut s linedrné pruznym ma-
teridlem. Takto je mozné odhadnout, jak hustd sif prvka je potieba k do-
statecné presnému feSeni. Byly pouzity tii ruzné husté sité. V Tab. jsou
vypsané parametry siti. Na Obr. je vykreslen graf zavislosti P/P.. na

’ H velikost hrany [m] ‘ pocet prvku na sitku | pocet prvku celkem ‘

Sit 1 0.05 2 80
Sit 2 0.025 4 320
Sit 3 0.0125 8 1280

Tab. 3.2: Sité koneénych prvku



3.1. METODA KONECNYCH PRVKU

0.9

0.8

0.7

0.6

" 05
0.4
0.3
0.2

0.1

95

0

— — analyticky
- —— OOFEM sit 1
—— OOFEM sit 2
I —— OOFEM sit 3
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
wT/L(I,.’I} [m]

Obr. 3.2: Porovnani analytického feseni s pruznym resenim metodou konec¢nych
prvku pro tTfi ruzné husté sité
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Obr. 3.3:

Wmazx [m]

Detail grafu na Obr.

pruhybu uprostied prutu pro analytické feseni a feseni metodou konecnych
prvku pro tfi zminéné sité. Na Obr. [3.3] je zobrazen detail grafu v oblasti, kde
se pomér sil P/P,. blizi jedné.
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- - analyticky pruzné P
X plasticky OOFEM sit 1| <~
X plasticky OOFEM sit 2|, ~
P0.88 1| x plasticky OOFEM sit 3x
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}w [m]l ' Wmaz |11
max

(b) Detail v oblasti dosazeni ma-

(a) Celkovy pribeh ximélniho zatiZeni

Obr. 3.4: Porovnani pruznoplastického feseni MKP pro ruzné sité

V Tab. jsou zaznamenany hodnoty P/P.., P,,/P.. (P, je hodnota sily z
analytického feseni) a odchylka numerického Feseni od analytického feseni v
bodech, ve kterych je hodnota prihybu w nejblize hodnoté 0.05 m. Tyto body
jsou na Obr. znazornény krouzkem. Odchylka od presného feseni pro bod

P Pan P_Pan

P | Py | By O
Sit 1 || 0.9339 | 0.9197 1.5431
Sit 2 || 0.9228 | 0.9197 0.3344
Sit 3 || 0.9188 | 0.9197 —0.0980

Tab. 3.3: Konvergence k presnému feseni

sfté 3 je mensi nez 0.1 %. Takova piesnost je pro ucely prace dostacujici a sit
3 lze povazovat za dostatecné hustou.

Plasticky vypocet

Ukézalo se, ze vypocet pruzného teSeni je vérohodny az pii pouziti alespon
8 koneénych prvku na §fiku prutu (sit 3). Je jasné, Ze zkoumat plasticky
vypocet s hrubsi siti je nesmyslné, nicméné pro informaci jsou vysledky i
pro tyto sité uvedeny v grafu na Obr. [3.4] Na Obr. je zobrazena jen cast
zatézovaci kiivky, kompletn{ kiivka s pouzitim sité 3 je zobrazena na Obr. [3.5]

7 grafu je vidét, jak se méni prubéh zatézovaci kiivky oproti pruznému resent.
Ze zacatku je teSeni shodné s pruznym, to je zatizeni jesté dostatecné nizké
a napéti v zadném prurezu nepiesahne mez kluzu oy. Pak se zacne kiivka
oddalovat od pruzného feseni (bod A). V tomto bodé bylo préavé dosazeno
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097
1 P
T - = pruzné chovani
A B —plasticky OOFEM sit 3 0.8°¢
P
Fer 0.7
0.6
- = pruzné chovani
05+ — plasticky QOFEM sit 3| ‘
0 ' ' ‘ ‘ 0 0.05 0.1
0 02 047 106 08 Winge [M]

Wmazx [m]
(a) Kompletni kiivka (b) Detail v oblasti dosazeni ma-

ximalniho zatizeni

Obr. 3.5: Pruznoplastické feseni MKP pro sit 3 s vyznaénymi body

meze kluzu v tlacené casti v nejnamahanéjsim prutezu, tedy prurezu uprostred.
Nésledné se bude v prubéhu zatézovani plastickd zéna zvétsovat a tim klesat tu-
host celého systému. V bodé, kdy klesne na nulu, bude dosazeno maximalniho
zatizeni, které dokaze prut prenést (bod B). Poté bude tuhost systému zaporn4,
neboli prihyb bude narustat i za snizujici se tlakové sily. To vsak jesté ne-
znamend kolaps konstrukce. Ten nastane az v momenté, kdy nejnamahané;jsi
prufez dosdhne mezniho plastického stavu (bod D). Nékde mezi timto stavem
a bodem, kdy bylo poprvé dosazeno meze kluzu v tlacenych krajnich vlaknech
(bod A), nastane situace, kdy i napéti v tazenych vldknech bude pravé rovno
mezi kluzu. Zda se bude tento bod nachéazet pred dosazenim maximalniho
zatizeni, nebo po dosazeni maximalniho zatizeni, zalezi na kombinaci geome-
trickych a materidlovych parametru. Pro tento konkrétni pripad je dosazeno
meze kluzu v tahu az v klesajici ¢asti kiivky (bod C).

Bylo zminéno, ze kolaps konstrukce nastane v bodé D, kdy dojde ke vzniku
plastického kloubu. V tomto bodé je v prostrednim prufezu poprvé dosazeno
mezniho plastického stavu, ve kterém bude prutez setrvavat i pro vétsi pruhyby.

Na Obr. je vykresleno napéti o, [Pa] a deformovany tvar pro zminéné
vyznaéné body. Na Obr. je zatiZeni na takové drovni, Ze pravé dochazi k
plastizaci tlacenych vladken. Zbytek prutu je v pruzném stavu. Ve stavu zobra-
zeném na Obr. je dosazeno maximalniho zatizeni. Na Obr. je prave
dosazeno meze kluzu v tazenych vlaknech. Na Obr. dochdzi ke kolapsu.
Na Obr.[3.7]je vykreslena norma tensoru plastické deformace pro ¢tyii zminéné
zatézovaci kroky. Je vidét, jak se v prubéhu zatézovani plasticka zéna rozsiruje.
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(a) Krok 39, k = k¢, bod A (b) Krok 42, P = P4z, bod B
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(d) Krok 235, bod D, dosazeni

(c) Krok 83, # = fiep, bod C mezniho plastického stavu

Obr. 3.6: Prubéh napéti o, a naznaceni deformovaného tvaru v ruznych
zatézovacich ¢asech
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(d) krok 235, bod D, dosazeni

(c) krok 83, K = fiep, bod C mezniho plastického stavu

Obr. 3.7: Vykresleni normy tensoru plastické deformace v ruznych zatézovacich
casech
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3.2 Vysledky vypocitané metodou stielby

Nyni bude proveden vypocet metodou stielby. Na Obr. [3.8|je zobrazena zavislost
zatizeni na maximalnim pruhybu uprostred prutu s uvazenim pruznoplastického
chovani prutu. Maximalni sila, kterou je prut schopen prenést, je rovna

09r
0.8
0.7

p 06
P(}T 05 .

04r

03r

021

— — pruzné chovani - analyticky
0.1 — pruznoplastické chovani

0 1 1 1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Wmax [m]

Obr. 3.8: Zavislost P/ P, na pruhybu uprostied prutu uréend metodou stielby

1.3923 MN, pomér maximélni sily a kritické sily P,,../P.- je roven 0.8599.
Prihyb w, pfi maximalni sile je roven 0.0302 m a maximalni prihyb v bodé,
kdy se prutez uprostied dostane do mezniho plastického stavu, je roven 0.1215 m.

Na Obr. jsou porovnany vysledky metody konecnych prvku a vysledky
podle metody strelby pro pruznoplasticky vypocet. Na grafu je opét znazornén
bod D, ve kterém se prostiedni prurez nachazi v meznim plastickém stavu.
Body krivky, které se nachazeji napravo od tohoto bodu, jsou dopoc¢itané ana-
lyticky. Predpoklada-li se, ze pro vétsi pruhyby bude nejnamahanéjsi prutez
stale v meznim plastickém stavu, ohybovy moment je pro danou normaélovou
silu jednoznacné urcen. Ze znalosti ohybového momentu a velikosti pusobiciho
zatizeni je pak znam i pruhyb v prostfednim prufezu. Ten se vypocita jako
w(L/2)=M/P.

Na Obr. je vykreslen interakéni diagram zminéného prutrezu. V prubéhu
zatézovani se nejdrive zvétsovala tlakova sila, dokud jeji hodnota nedosdhla
maxima, které je prut schopen prenést. Poté zatizeni klesalo. Kazdé hodnoté
sily 1ze pritadit ohybovy moment, ktery v daném prufezu pusobil. Tyto body
jsou zobrazeny v interakénim diagramu. Déle jsou do grafu vykresleny zminéné
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Obr. 3.9: Porovnani pruznoplastického vypoctu podle MKP a metody strelby
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Obr. 3.10: Interakéni diagram prostiedniho prufezu v prubéhu zatézovani

body A, B, C a D. Je patrné, ze body lezici za bodem D kopiruji kiivku mezniho
plastického stavu.

az v oblasti, kde pruhyby dosahuji vysokych hodnot. Vypocet metodou stielby
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je platny pouze za predpokladu malych deformaci, zatimco program OOFEM
toto omezeni nema.

Na Obr. je zobrazen detail Obr. [3.9pro oblast, kdy je dosazeno maximaln{
sily. 'V Tab.|3.4]jsou zobrazeny hodnoty maximalni dosazené sily podle metody

0.87 1 /
0.865
0.86
P
Fop gss |
0.85
0.845 — — analyticky pruzné
’ X plasticky OOFEM sit 3
— plasticky - metoda strelby
084 Il Il Il Il Il Il X\ I}
0.024 0.026 0.028 0.03 0032 0.034 0036 0.038 0.04

Wmaax [m]

Obr. 3.11: Detail Obr. [3.9] v oblasti, kdy je dosazeno maximélniho zatizen{

konecnych prvki a podle metody stielby a jejich odchylka. Z grafu i ¢iselnych
hodnot je vidét, ze vysledky jsou velmi podobné.

Pmax,OOFEM Pmax,matlab pmax,OOFEM - Pmax,matlab
Pcr Pcr Pmax,matlab

Sit 3 0.8598 0.8599 —5.7459 - 1074

=100 [%)

Tab. 3.4: Porovnani vysledku podle programu OOFEM a podle metody stielby

3.3 VlIiv parametru
V této sekci budou provedeny vypocty metodou stielby pro pruty s ruznymi
geometrickymi charakteristikami a rozmeéry. Z vysledku bude patrny vliv jed-

notlivych parametru na prubéh odezvy prutu na dané zatizeni.

Na Obr. jsou zobrazeny zatézovaci krivky pro tii ruzné velké prutezy.
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Sitka prufezu b = 0.15m je stdle stejnd, méni se pouze vyska prufezu h. Po-
stupné bude nabyvat hodnot 0.05m, 0.1m a 0.15m.

1 S S —p———
09r 1
0.8 |
071 1
p 06 1
BJT‘ 05 L m
041 1
031 — — 1
— — pruzné chovani
02 —— pruznoplastické chovani - h=0.05m |
—— pruznoplastické chovani - h=0.1 m
01 pruznoplastické chovani - h=0.15m
0 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Wmax [m]

Obr. 3.12: Porovnani zatézovacich krivek pro ruzné vysoké prutezy

Na Obr. je vyobrazen interakéni diagram prufezu uprostied prutu. Jsou
na ném zobrazeny kfivky odpovidajici meznimu pruznému stavu (k = ke),
meznimu plastickému stavu (k = 00) a kfivka odpovidajici prechodnému stavu
mezi moznostmi 2 a 3 (kK = Kep), viz sekce . Dale jsou do grafu zakresleny
kombinace ohybového momentu a normalové sily pro kazdy zatézovaci krok. V
grafu jsou celkem tti sady téchto bodu, kazda odpovidajici dané vysce prutu.
Modré kiizky jsou body odpovidajici rostouci ¢asti zatézovaci kiivky a cervené
krizky odpovidaji ¢éasti klesajici.

7 graft je patrné, ze ¢im je vyska prutezu vétsi, tim je prut méné stihly a
plastické chovani materialu ma vétsi vliv na maximalni inosnost prvku.

Na Obr. jsou zobrazeny zatézovaci kiivky pro ménici se délky prufezu.
Rozmeéry prutezu jsou tentokrat stejné pro vSechny krivky, tedy b = 0.15 m a
h = 0.1 m. Délka prutu L bude mit hodnoty 2 m, 3 m a 4 m.

Na Obr. jsou pak opét vyobrazeny interakéni diagramy prutezu uprostied
prutu pro ruzné dlouhé prvky.

Opét je videt, ze zkracujici se délka prutu a tedy zmensujici se stihlost vyrazné
ovliviiuje maximalni hodnotu zatizeni, které je prut schopen prenést s uvazenim
pruznoplastického chovani materialu.

Vliv pocatecni excentricity na chovani prutu v prubéhu zatézovani je ukazan
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Obr. 3.13: Interakéni diagram prostiedniho prufezu pro prvky, které se lisi
vyskou prutezu
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Obr. 3.14: Porovnani zatézovacich kiivek pro ruzné dlouhé pruty

na Obr. [3.16, Konkrétni hodnoty poméru pocatecni excentricity a délky prutu
do/L jsou 0.001, 0.0055 a 0.01.  Je vidét, ze zvétseni pocatecni excentricity
snizuje maximalni inosnost. Na Obr. je pak opét zobrazen interakéni
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Obr. 3.15: Interakéni diagram prostiedniho prufezu pro prvky, které se lisi
délkou prutu
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Obr. 3.16: Porovnani zatézovacich kiivek pro prvky s ruznymi poc¢ateénimi
vychylkami

diagram prostfedniho prufezu a zanesené kombinace ohybového momentu a
normalové sily pro zvétsujici se zatizeni a pro ruzné excentricity.



66 PRIKLAD

1.5 T
8o/L = 0%;&* % body vzestupr'lé Yétve
x ¥ ¥ * body sestupné vétve
% * Kzliep
KR=00
1 x Ky = |

* 8/L = 0.0055 el

M

]\/jﬁ,l

04 05 06 07 08 09 1
P

R

Obr. 3.17: Interakéni diagram prostiedniho prufezu pro prvky, které se lisi
pocatecni excentricitou

Prozatim bylo ze vSech zminénych interakénich diagramu vidét, ze k prekroceni
kiivky, pro kterou plati kK = ke, doslo az po dosazeni maximaln{ sily, tedy v
sestupné ¢asti zatézovaci kiivky. Az pro vétsi pocatecni excentricity dochazi k
plastizaci v tazené oblasti jesté pred dosazenim maximalni sily, jak je vidét na
Obr. pro pocéatecni excentricitu dp/L = 0.01.

Zatim bylo na nékolika ptipadech ukézano, ze zvétsujici se excentricita a
stihlost prutu snizuji maximalni inosnost prvku. Bude nazorné vykreslit si tyto
zavislosti do grafu. Na Obr. je vykreslen vztah mezi maximalnim zatizenim
a pocatecni excentricitou. Blizi-li se poc¢atecni excentricita k 0, maximalni tla-
kové sila se bude priblizovat k hodnoté kritické sily P,,.. To vSak neni obecnym
pravidlem, zélezi na poméru kritické sily a plastické sily Py = bhoy. Bude-li
P../Py < 1 a pocatetni excentricita blizkd 0, bude platit Phay/Py = Pu/Py.
Pro piipad P../Py > 1 plati Pu../FPy = 1 pro 6y — 0. Napriklad zvétsi-li
se vyska prufezu h na 0.15 m, pak plati, ze P../P, > 1. Odpovidajici graf
zévislosti Py,q./ Py na pocatecni excentricité je zobrazen na Obr.

Dalsim néazornym grafem je vykresleni zavislosti maximalni sily na stihlosti,
tedy stabilitni kiivky. V sekci byl odvozen tento vztah pro idedlni prufez.
Na Obr. jsou vykresleny stabilitni kiivky pro ¢tyfi ruzné pocatecni ex-
centricity. Pro malé §y je v oblastech A > 1 chovani prutu velice podobné
pruznému prvku. Az pro stihlosti A blizici se A, tedy A — 1, se néhle zac¢ne
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Obr. 3.18: Zévislost P4/ Py na poc¢ateéni excentricité pro P../Py < 1
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Obr. 3.19: Zévislost P,/ Py na pocateéni excentricité pro P../FPy > 1

projevovat vliv plasticity. U prutu s vétsi pocdtecni excentricitou ovlivni plas-
tické chovani materialu zatézovaci proces i pti vétsich stihlostech a ve vétsi
mite. Vysledky numerického teseni tedy potvrzuji odhad prubéhu, ktery byl
odvozen pro idealni prifez.
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1.2
—5O/L= 0.0001
1= - ‘ ~§,/L=0.00073333|
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Obr. 3.20: Zéavislost P4/ Py na pomérné stihlosti A

V sekci byly sestrojeny odhady zéavislosti poméru P,/ Perir na Stihlosti.
Konkrétné byl sestrojen dolni odhad, ve kterém se uvazovalo, ze prufez je
v meznim pruzném stavu. Horni odhad uvazoval s meznim plastickym sta-
vem, nicméné vztah mezi pruhybem w a zatizenim P, ktery byl pii odvo-
zeni vyuzit, neplati pro ptipad pruznoplastického materidlu. Na Obr. [3.21]
jsou znazornény vyse zminéné odhady a skutec¢ny prubéh podle numerického
vypoctu pro pruty se tfemi ruznymi pocatecnimi excentricitami, konkrétné
do/L = 0.001, 69/L = 0.0055 a dy/L = 0.01. Podle ocekdvéni se kiivka
skutec¢ného prubéhu nachazi mezi dolnim a hornim odhadem. Z grafu je vidét,
ze pro malé stihlosti se kiivka primyka k hornimu plastickému odhadu. Dale je
mozné usoudit, ze pro pocatecni excentricity blizici se nule bude kiivka témeér
shodna s dolnim pruznym odhadem.
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1r 0.7
do do
B =00055 % —0.01
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Obr. 3.21: Zavislost Ppaz/Perir na pomérné stihlosti A a porovnéni s odhady

ze sekce
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Kapitola 4

Model se zpevnénim

Mozné zobecnéni vypoctu se nabizi v ipravé materidlového modelu. V této
sekci bude uvazovan materidl s linedrnim zpevnénim. Na Obr. je zobra-
zen pracovni diagram. Materidl se bude ze zacatku chovat linedarné pruzné,

00 ................... £ 1

% g
Obr. 4.1: Bilinearni pracovni diagram pro model se zpevnénim

ale jakmile napéti dosdhne meze kluzu, zméni se konstanta imeérnosti mezi
prirustky napéti a deformace — modul pruznosti £ bude nahrazen teénym
pruznoplastickym modulem FEj;. Pti zatézovani v plastickém stavu bude vztah
mezi prirustky napéti a deformace dan vzorcem Ao = E; Ae.

4.1 Vztahy mezi ohybovym momentem a kri-
vosti

Princip vypoctu bude obdobny jako pro idedlné pruznoplasticky material.
V rovnici
Mext = Mint (Pa /{) (41)

je potreba upravit funkci M;,;.
Pro piipad pruzného chovani se nic neméni, znamy vztah mezi kiivosti a ohy-
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bovym momentem M = EIk samoziejmé plati. AvSak u dalsich dvou piipadu
zmeény nastanou.

Pripad 2 pro material se zpevnénim

Rozlozeni napéti pro piipad 2 je zndzornéno na Obr. [4.2] Tlacend vldkna plasti-
zuji a napéti v tazenych vldknech je mensi nez mez kluzu oy. Osova podminka

h TP ]

Tézistova

L Go L

d d d

K.So
Euc(h-h™-22)

Obr. 4.2: Rozlozeni napéti po prufezu pro materidl se zpevnénim pro ptipad,
kdy plastizuji spodni vldkna

rovnovahy pro dany prufez se zapiSe nasledovneé:

N =Ny — Ny — Na— Ny — Lt - 190 <h ht 00)b+
=N, — Ny — N3 — Ny, = -FEk ——b— —o0 —h" - —
) 2 Br ° Er
1 (o) 2
_ = h—h*——) Eyrb= —P. 42
2( Er) T (4.2)

Resenfm rovnice (4.2)) pro h* lze dostat dva koreny

0o Et
hif,=—— —h +
1,2 Ek E — E,

Ey Ey Ey
+4/— (P —P 1) +h? 1). (4
o (10 )(E—Et+ )+ E — E, (E—Et+ > (4:3)

S vyuzitim vztahu pro kiivost v meznim pruzném stavu

2

= T2 (Py— P) (4.4)

Rel
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a oznacenim pomeéru
Ey
E— FE;

jako materidlovy koeficient m se vyraz prepise na

oo 90 _ i
hiy = P hm + h . (m—|—1)+m(m+1) (4.5)

Céstecné overeni spravnosti muze byt pifpad, kdy E; = 0, tedy pifpad idedlné
pruznoplastického chovéani. Koeficient m bude roven nule a rovnice se zjed-

nodusi na
hb:——ih,/ 70 i,/—Q (Py — P) (4.6)
’ K Ex Ebk ’

coz je shodny vzorec jako rovnice ([2.13]) odvozena pro idedlné pruznoplasticky
materidl.
Ohybovy moment je pak mozné vyjadrit nasledujicim vztahem

h 1 1 o3
M :N1€1 + NQGQ + N363 + N4€4 — P (5 — hi?) = gEb/{hIQB + §E2(l){2 b-f—
1 oy
+§ao(h—hf2—E—)b(ﬂ+h ht )
1 oNy) oNy) h
_E b(h—h+——) (2h—2h+ —)—P o)
Tt Er * En g M2 (4.7)

Po dosazeni vztahu (4.5) do rovnice je vzorec pro ohybovy moment
pomérné slozity a vyjadrit z néj kiivost x explicitné nelze. Je potieba nu-
mericky fesit implicitni rovnici f(k) = 0. K tomu byla vyuzita Newtonova
metoda.

Pripad 3 pro material se zpevnénim

Rozlozeni napéti pro pripad, kdy plastizuji tlacena i tazend vldkna, je vykres-
leno na Obr. [4.3] Pro vypoéet vzdalenosti neutralni osy od hornich vldken h*
se vyuzije silova podminka rovnovahy

+ (o)) 1 + (o) 2
N =N; + No+ N5 — Ny — N5 — Ng = (h ——>00b+— (h ——) E,rb+
Ek 2 Fr
1. o2 1. o2 o
“p 20 ZpZ0 (h ht - —) b
T8 T2V Es OO ) 0T
1 + (o)
- _ N Erb=—P. 4
= <h h EH) b (4.8)
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(0}
© Ec(h-20
¥ %o Al,i ( EK)
N N N
& N 2 7 + Op
¥ N, —> ( 7 |h'-==
1 () /
e ht + Ex
2le cy |
oy | o N,—> Do
Neutralnifosa 3 h E
........... 12 = T N p K
h T D — 4 | _ _e. _____________ 7£ < I 2N 00
Tezistovd|osa ¢ 4 r 4 Exkx
iy — N,
= < h-h* )
S/ © N, = Ex
X { 6 X
L b L y kb Gy ¥
d rd 60
Ex(h-h"-=%
t ( EK)

Obr. 4.3: Rozlozeni napéti po prurezu pro materidl se zpevnénim pro pripad,
kdy plastizuji spodni i horni vldkna

7 té se vyjadii

Py (1 - %) + %bh%Et _p
ht (4.9)

E
200b (1 — Et) + E,kbh

Opét lze oveérit limitni pripad, kdy E; = 0 a rovnice (4.9)) se zjednodusi na

P —P
pt =22 . 4.10
20’0b ( )

Tento vzorec je shodny se vztahem ([2.36]).
Obdobné jako pro predchozi ptipady se vyjadii ohybovy moment

h
M =Nje; + Nyes + Nses + Nyey + Nses + Ngeg — P <§ - h;rz) =

S <h+ - ﬂ) (h+ + ﬂ) + e <h+ - ﬂ)Q (2h+ + U—‘;) +

2 Er Er §) Er E
+ 3,2 +§"°b(h—h —E—J (h=n +m)+

1 o) 2 o)) h
— _pt_ Y _ + I _ _pt
+ ¢ Eunb (h h EH) <2h 2h +Eﬁ) P(2 hm). (4.11)
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Mezni kfivost k)

Pro idedlné pruznoplasticky materidl byly odvozeny mezni kiivosti ke a Kep,
které oddélovaly jednotlivé varianty rozlozeni napéti. Vztah

20’0

=22 (1-p) (4.12)

Rel

pro kiivost oddélujici mezni pruzny stav od stavu, kdy plastizuji tlacena vlakna,
je stale platny i pro materidl se zpevnénim. Rovnici pro mezni kiivost ke, je
potieba odvodit znovu. Na Obr. [£.4] je ukdzéno rozlozeni napéti v tomto stavu.
Vzdalenost h,, se urci ze silové podminky rovnovahy. Musi platit rovnost

N— @ ; %(h-th)

1
N, |pthy
@ & h
| D E— zp
[ TN, .
Exh,, - S, ’

7

Obr. 4.4: Rozlozeni napéti pro stav, kdy x = kep, tlacend oblast plastizuje a
napéti v tazenych vldknech je pravé rovno mezi kluzu

> Nj=-P (4.13)
1 2
Uobth + §HepEtth =P. (414)

Z rovnice (4.14)) se vyjadif vzdélenost h,, jako

2
0o op 2P
hopiro=— + + . 4.15

p,1,2 Eyfiep \/ Et2 /iﬁp Eyfiepb ( )

Kiivost kep je tedy dédna rovnict

_ 20'0 _ 20’0 (4 16)

Kep
E(h—hsp) E<h+ 09 :i:\/ od . 2P>

EtK'ep
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Rovnice je v implicitnim tvaru a k urceni hodnoty k., se vyuzije opét Newto-
nova metoda.
Ohybovy moment pro toto rozdéleni napéti se urci jako

1 1 h h 1

2 2 6
kde

1

Nl = ZO'() (h — th) b (418)
1

N2 = ZUO (h - th) b (419)

N3 = O'thpb (420)
1

Ny = 5mhgpb. (4.21)

Do vzorce (4.17)) se za h., dosadi rovnice (4.15]), ve které se k., vyjadii podle

[10).
Na Obr. je vykreslena zavislost poméru M /M, na P/Py, tedy interakéni

151

—— K = Kep, £y = 0 Pa

K= Kep, By = 210.107 Pa
K= Kep, By = 210.10% Pa

—— K = Rel

M
A[f:l

0.5

12 14 1.6 1.8 2

(L vie

)

Obr. 4.5: Interakéni diagram, kiivka mezniho pruzného stavu a kiivky pro stav,
kdy je kK = Kep pro ruzné E;

diagram. Do néj je zanesena kiivka odpovidajici M., pro tfi rizné pruznoplasti-
cké moduly FE;, konkrétné E, = 0 Pa, E, = 210 - 107 Pa a E, = 210 - 10® Pa.
Déle je vykreslena kiivka odpovidajici momentu v meznim pruzném stavu.
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7 grafu je vidét rozdil chovani idedlné pruznoplastického materidlu a ma-
terialu se zpevnénim. Zatimco maximalni zatizeni pro idealné pruznoplasticky
material je rovno sile Fy, které odpovida nulovy ohybovy moment, pro ma-
terial se zpevnénim muze byt zatizeni nekonecné velké, ohybovy moment bude
se zvetsujici silou rust do nekonecna. To plati pouze pro teoretické reseni
uvazujici neomezenou duktilitu. Pro redlny materidl nemohou plastické de-
formace nabyvat libovolné velkych hodnot, ale pro urcité deformace dojde k
poruseni. Tim je tedy limitovédna i maximalni sila.

4.2 Priklad

V nésledujici sekci budou ukazany vysledky stejného prikladu jako v kapitole
B, jen bude uvazovén materidl s linedrnim zpevnéni s tetnym elastoplastickym
modulem E; = 210-10% Pa. Na Obr. |4.6/jsou porovnéany ¢tyti zatézovaci kiivky,
tedy pro pruzny material, pro idealné pruznoplasticky, dale vysledky pro ma-
terial se zpevnénim vypocitané metodou stielby a pak vysledky podle MKP. Na
Obr. je pak detail v oblasti, kde je dosazeno maximalniho zatizeni.  Podle

[~

cr 05 L

0.4 r

03

— — pruzné chovani

02r ——zpevnéni - OOFEM sit' 3

——idealné pruznoplasticky - metoda strelby
—— zpevnéni - metoda strelby

0.1r

0 Il Il Il Il Il
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Wmazx [m]

Obr. 4.6: Zatézovaci kiivka pro material se zpevnénim a pro idedlné
pruznoplasticky material

ocekavani je maximalni zatizeni o trochu vétsi nez pro idealné pruznoplasticky
material. Vysledky vypocitané metodou stielby se nepatrné lisi od vypoctu
metodou konecnych prvku, avsak rozdil je zanedbatelny. V Tab. je nume-
rické porovnani obou metod pro hodnotu maximélniho zatizeni. Jejich rozdil
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0.87 y
/
/
0.865 //
/
/
0.86
P
Per o885}
0.85
— — pruzné chovani
0.845 | X zpevnéni - OOFEM sit 3
' ——idealné pruznoplasticky - metoda strelby
—— zpevnéni - metoda stielby
0.84 Il Il Il Il Il Il Il I}
0.024 0.026 0.028 003 0032 0.034 0036 0.038 0.04

Wmax [m]

Obr. 4.7: Detail zatézovaci kiivky v oblasti maximalniho zatizeni

Pmaa;,OOFEM Pmax,matlab Pma:c,OOFEM - Pmaa;,matlab
Pcr Pcr Pmaa: matlab

0.8609 0.8610 —1.88-1072

100 [%]

Tab. 4.1: Porovnani vysledki podle programu OOFEM a podle metody stielby
pro material se zpevnénim

je mensi nez 0.02%.

Na Obr. je zakreslen interakéni diagram prostiedniho prufezu. Déle jsou
vykresleny kiivky odpovidajici meznim kfivostem k¢ a kep. Oproti vysledkim
pro idedlné pruznoplasticky material neni momentova tinosnost omezena.
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25 ‘
* -
x * Dbody vzestupné vetve
% * body sestupné vétve
2r ** —— R = Rel 7

M PRl k 1

%
My %
*
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|

P

Obr. 4.8: Interakéni diagram prostiedniho prufezu pro material se zpevnénim
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Kapitola 5

Staticky neurcité pripady

5.1 Diferencialni rovnice a pruzné resSeni

Prozatim byla v praci vénovana pozornost pouze prosté podepienému prutu.
Nasledujici kapitola bude zaméfena na zobecnéni algoritmu i pro staticky
neurcité ptipady podpor. Odvozeni potiebnych rovnic bude provedeno pro
oboustranné vetknuty prut, avsak pro ostatni kombinace okrajovych podminek
bude postup analogicky. Schéma je ukdzéno na Obr. 5.1}

Obr. 5.1: Schéma oboustranné vetknutého prutu

81
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Pocatecni excentricita je uvazovana ve tvaru

o) - (1 220 -

a materialovy model je idedlné pruznoplasticky. Zapise-li se momentova pod-
minka rovnovahy v bodé na ose prutu

Mezt = Miny (52)

Pw(x) — My — Voxr = My (P, k(2)), (5.3)

je patrné, ze se v ni vyskytuji dvé neznamé konstanty My a Vj, neboli ohybovy

moment ve vetknuti a posouvajici sila v podpore. Neznamé statické veli¢iny
lze odstranit dvojnasobnym derivovanim. Tim se rovnice zméni na

Pw"(z) = (Min (P, 5(2)))" (5-4)
Pu'(z) = [ (P,w"(z),w" (z),w" (z)) .
Jednd se o nelinearni diferencialni rovnici ¢tvrtého fadu. K jejimu feseni jsou
potieba dvé okrajové podminky na kazdém konci prutu. Pro oboustranné

vetknut{ jsou véechny podminky kinematického typu, konkrétné w(0) = w(L) =
w'(0) =w'(L) = 0.

Pro ptipad pruzného materialu je vysledna rovnice linedrni a ma tvar

P
w' (z) + ﬁw"(x) = —ky(2), (5.6)
ke 8o 1674 2
kp(z) = —wiV (x) = EO LZ cos %x (5.7)

Resenim homogenni rovnice s uvazenim okrajovych podminek se ziska hodnota
Eulerova kritického bfemene

 4EI7?

PCT' (5.8)

a tvar vyboceni jako funkce
2rw
w(x) =Cy (1 — o8 —) : (5.9)
kde C je libovolna konstanta.

Partikularni feseni prutu s pocatecni excentricitou bude hledano ve tvaru

2rx

wy(z) = A <1 — cos T) . (5.10)
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Dosazenim do rovnice (5.6) se ukéaze, ze

d 1
PC""
a tedy
0 1 2
PCT
Partikuldrnf feSenf spliiuje okrajové podminky, nebot plat{ w,(0) = w,(L) =
w,(0) = w,(L) = 0. Proto je to i skutetné fesen{ uvazovaného problému

(obecné by se pridavaly libovolné nasobky funkei, které resi homogenni rov-
nici).

5.2 Uprava vztahi mezi momentem a krivosti

V kapitole [2] byly integraci napéti o, nasobeného soutadnici z urceny vztahy
pro vypocet ohybového momentu M;,; v zavislosti na kfivosti xk a zatizeni
P pro tii pripady rozlozeni napéti. Tyto vzorce jsou stédle platné, avsak pro
dosazeni do rovnice je potteba vyjadrit druhou derivaci funkce M;,; podle
prostorové soutadnice. Pritom M;,; je popsano jako funkce P a x, kde P na
prostorové soutadnici nezavisi. Funkci M, (k(x)) derivujeme jako slozenou

funkei:
sz'nt o 8Mznt dk o a]\4mt

de 0k dx 0Ok

P1i vypoctu druhé derivace se vyuzije také pravidlo o derivaci soucinu:
dQMmt . d 8Mznt d/<& . 82Mmt d/<L d/<& 8Mmt d2l€ . 82Mmt 9 8Mmt ”
da? _5(8/@ @)_ 02 drde | On A2 om " Tom
(5.14)
Pak tedy pro kazdy dilci ptipad rozlozeni napéti staci vyjadrit prvni a druhou
derivaci M;,; podle k a dosadit. Na zaveér je potieba kiivost x nahradit rozdilem

K. (5.13)

Rdef — KRo-

Pripad 1 pro staticky neurcity prut

Pro stav, kdy se material chova linedrné pruzné, je moment vyjadien obvyklym
vztahem

Prvni a druhd derivace M;,; podle kiivosti x jsou:
aMmt aQMimt
=FI, — =0. 5.16
Ok " Ok2 (5.16)
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Dosazenim do vzorce (5.14) se urci M/

int
dzMint o 82-]\42'7115 2 + aMmt //

= = EIK" 5.17
dz? Ok? " Ok m ( )

d2 Mint
dz?

= BT (kljep — Kp) - (5.18)

Pripad 2 pro staticky neurcity prut

V pripadé, kdy plastizuji tlacena vlakna, zatimco tazena oblast je v pruzném
stavu, je moment dan vztahem:

1 1 Kel

M, = (Py — P)h (5 -3 ?) . (5.19)

Prvni a druhd derivace M;,; podle kiivosti x jsou:

OM 1 1
Ok = B(PO P)h\/lielﬁ (520)

0*M,, 1 1
652 t — _Z<P0 — P)h\/ﬁ)elﬁ. (521)

Dosazenim do vzorce ((5.14)) se urci M/

int

d? M 1 1

oz = - )h\/E\/_ 5(Po - )h\/m_elﬁ:

\/E3 2 \/E'f)
ngf — Ky 3 (K’def 56)2
\V Rdef — fio3 2 vV Rdef — fio

- Ln - Py ( - 5—) (5.22)

A2M;,, 1
1 L= (P = P)h/Fa (

(5.23)

Pripad 3 pro staticky neurcity prut

Plastizuji-li tlacena i tazend vlakna, moment M;,; se urci nasledovné:

P2 1 k2, P\?
M, — (1 _ Fg) My, — 5 (1 — Fo) M,,. (5.24)

Analogicky predchozim pripadum se uréi potrebné derivace a néasledné se do-

sadi do vzorce (5.14)):

oM, 2 P\? 1
M ¢ =2, K2, (1 — Po) MpZE (5.25)
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9* M, P\* 1
- L= —2k2, (1 - Fo) My — (5.26)

d2 M, P\? K% 2 P\? K"
= —2/€Zp (1 — F) Mpl_ + —/{/2 (1 — —) Mpl_ =

dx? o k3P
2, P\? kK" —3kK"

== l—— | My— 5.27

A (5.27)

d* M 2 9 ( P>2 Y (Kdef — 50)(’%@]‘ — Kp) — 3(“2@0 — Kp)?

1 - —
Py 4 (/idef - H0)4

dz2 3 Fep

. (5.28)

5.3 Diskretizace a metoda strelby

Jelikoz se jedna o diferencialni rovnici ¢tvrtého tadu, diferenéni schémata treti
a ¢tvrté derivace budou [5, Kapitola 27]

()iv _ (Je—2 —4()p—1 + E;(;f —4( g1 + (Dpro (5.29)

() = — (=2 4 20)k-1 = 200 k1 + (ire
2Ax?

P1i pouziti metody stielby bude tentokrat nezbytné odhadovat dvé velic¢iny.

Pro oboustranné vetknuty prut jiz nemé smysl odhadovat derivaci v pocatku,

jelikoz ta je dana okrajovou podminkou. Misto toho se budou odhadovat fik-

tivni pruhyby w_o a w_;. ZapiSe-li se diferen¢ni nahrada pro ¢tvrtou derivaci

pruhybu v pocétku (tedy pro k = 0)

(5.30)

v W2 — 4w 1+ 6wg=o — 4wy + wo
wk,zo = A$4 3

(5.31)

vystupuje v ni jedind neznam& wsy. Hodnoty w_, a w_; budou odhadnuty,
pruhyb w—g je dan okrajovou podminkou. Aproximaci okrajové podminky
pro nulovou derivaci v poc¢atku diferenéni ndhradou

wp — W1

w(0) = =5 — =0 (5.32)

je dan vztah wy = w_;.

Nyni by bylo mozné zapsat v kazdém bodé x; dvakrat zderivovanou podminku
rovnovahy podle vztahu odvozenych v predchozi ¢asti prace. Nasledné by
se kiivosti Kger ) prepsaly jako —wj. Derivace by se nahradily diferen¢nimi
nahradami a z této rovnosti by se pak vyjadrila nezndma wy 2. Tu bude mozné
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vyjadiit explicitné jako kofen kvadratické rovnice. Céstecné se vztahy zjed-
nodusi, kdyz se na misto tfeti a ¢tvrté derivace funkce w bude aproximovat
prvni a druhd derivace funkce kgq.¢. Diferenéni ndhrady budou

_ Rdefk+1 — KRdef,k—1

’fldef,k = N (5.33)
Kdefk+1 — 2Kdefk T Kdefk—1
ﬁgef,k = Ar2 . (5.34)

Nezndma w42 bude obsazena pouze v kiivosti Kgefrt1. Nejdifve se tedy do
vztahtu , nebo dosadi diferen¢ni nahrady za prvni a dru-
hou derivaci kiivosti a nésledné se vyjadii kiivost Kgefx+1. Ta bude zdviset na
kiivostech Kgef i, Kaefr—1 @ na zndmé funkci pocateéni kiivosti a jejich deri-
vacich. Jakmile bude Kgefr41 zndma, urci se z ni pruhyb v dalsim bodé,

Wg42 = —A%zﬁdef’kJrl -+ 2wk+1 — Wkg. (535)

U'pravy odhadua

Pro staticky neurcité pripady bude nezbytné odhadovat dvé velic¢iny, aby bylo
mozné v kazdém bodé tesit jednu rovnici o jedné neznamé. K jejich opraveée
jiz nebude mozné vyuzit metodu puleni intervalu, ale bude potieba imple-
mentovat slozitéjsi iteracni metodu. Vhodnou volbou je napiiklad Newtonova-
Raphsonova metoda. K tomu je vSak potteba urcit derivace funkci, které po-
pisuji zavislost koncovych hodnot na pocatecnich odhadech. Pro oboustranné
vetknuti je potteba splnit nulovy pruhyb a derivaci na konci prutu. Jedna
funkce bude tedy udavat zavislost pruhybu v koncovém bodé wy na hod-
notach w_s a w_; a druha funkce bude udéavat zavislost rozdilu wy,1 — wy_1
na w_s a w_1. Z téchto funkci je pak potieba urcit derivace:

owy Owy a(U)NH - wal) a(UJN+1 - wal)

’ 8w,1

8w,2 ’ 8w,1 ’ 8?1),2
Pro predstavu bude vypocet naznacen na derivaci

8U)N

Gw,g ’
pro zbylé by probihal obdobné. V kazdém bodé k se bude zkoumat derivace

OWy2
0w,2 .

S vyuzitim pravidla o derivovani slozené funkce

Wr42 = ¢ (wk+17 Wk, /idef,kﬂ) (5-36)
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se derivace prepise jako

OWp 12 _ OWpyo OWpy1  OWppo Owy, OWgyo ORdefit1 (5.37)
Ow_y  Owpyr Ow_y Owp Ow_g  ORgepri1 Ow—_o ’
Funkce wgo je ddna vzorcem (5.35)). Lze tedy psét
W42 _ Owgyr  OQwy szaﬁdef,kﬂ_ (5.38)
8w,2 8w,2 810,2 8w,2

Pro lepsi predstavu bude uveden vztah pro pruzné chovani. Funkce Kgef 41 se
vyjadii ze vzorce ((5.18)) nasledujicim postupem:

—Priges(x) = EI (Kjjp — p) (5.39)
e - 2 e ef,k—
Az
P
Kdefk+1 = (—Eﬁdem + Iig) AT + 2640k — Fdef k-1- (5.41)

Nyni se vyjadii derivace

ORdef j+1 P, OKdete  ORdefi—1
— T = [ ——A 2 = — : 5.42
8w_2 EI v 811)_2 8w_2 ( )

a dosadi se do vzorce ([5.38]):

OWg 42 OWpq1 owy, 2 P 2 OKde 1k OKge fk—1
=2 - ~A ———Az? 42 LA : .
8w_2 Gw_z 821)_2 o EI T Ow_g 8w_2

(5.43)
Posledni rovnice je rekurzivni vzorec pro vypocet derivace pruhybu v nasleduji-
cim dilku podle zvoleného odhadu w_s.

Aby mohl vypocet pro bod k£ = 0 probéhnout, musi se vyjadrit potiebné
pocatecni hodnoty

OKgef,—1 0 W_g — 2W_1 + W= 1

L = — = —-—— .44
Ow_s Ow_s ( Az? ) Ax? (544)

OKdef,0 0 W_1 — 2Wk—=o + W

0 — - - 4
8w_2 8w_2 ( AZL’2 ) 0 (5 5)
8w1

=0 5.46
Ju0_s (5.46)
Qizo _ (5.47)

811)72
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Néslednym dosazenim do vzorce ((5.43)) se uréi potiebna derivace

ng

= 1. (5.48)

6w_2
Také se bude hodit zapsat derivaci funkce kg4.51 podle vzorce ([5.42)), tedy

OKdef,1 1
A . 4
Ow_s Ax? (549)

Pro nésledujici body bude vypocet postupovat analogicky. Az dojde algoritmus
do bodu k = N — 2, uréi hodnoty wy a derivaci

6wN

@w_Q )

Obdobnym zpusobem se urci i ostatni potrebné derivace. Nasledné se sestavi
matice

owy owy

J— Ow_y ow_q
8(U)N+1 - wN—l) 8(wN+1 - wN—l)

811)_2 811}_1

Pro pruznoplasticky material bude jedind zména ve vzorci (5.42)), ktery bude

vvvvvv

Princip Newtonovy-Raphsonovy metody spociva v linearizaci funkce
R(X) = Fext - ant<X) (550)

definované jako rozdil predepsanych hodnot F.,; a vypocitanych hodnot F;,;(x).
Pro tento konkrétni piipad je

wWN w_9
’ Fint = y X = .
WN+1 — WN-1 w-1

Rozepsanim funkce R(x) do Taylorova rozvoje v blizkosti bodu x; (vektor
odhadovaného feseni) a ponechdnim pouze linedrni ¢asti se dostane

0
Fea:t -

Rx) = Rix) + |50 (- x0) (5.51)

Reziduum R mé byt rovno nulovému vektoru, a tedy plati

OF;,
RO = Fuo = Fulx) — | 52

(Xi):| (x —x;) =0, (5.52)
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kde
8]-;‘int

ox
Hodnoty vektoru F.,; jsou predepsany, a tim padem nejsou funkci x a pii
derivovani zmizi.
Vyjadii-li se z rovnice vektor x a oznaci se jako novy odhad feseni x;, 1,
dostane se nasledujici vzorec (vyraz F.,; se v nasem piipadé muze vynechat,
protoze je roven nulovému vektoru):

(Xi) = J(Xi). (553)

X1 = X5 — J () Fane (x3). (5.54)

Inverzni matice J~! se snadno vyjadif jako

8(7~UN+1 - wN—1) _ owy
Jfl _ 1 (911),1 (911),1
detJ | O(wny1 —wy-1)  Owy

8w_2 871)_2

Postup Teseni je nasledovny. Zvoli se pocatecni odhad hodnot w_o a w_;. Vyse
popsanym algoritmem se ur¢i hodnoty wy, wy_1 a potiebné derivace. Hodnoty
pruhybu na konci prutu se porovnaji s predepsanymi okrajovymi podminkami.
Pokud nejsou dostatecné blizké, opravi se pocatecni odhady vyuzitim vzorce
. Takto bude iterace probihat, dokud rozdil vypocitanych a predepsanych
hodnot nebude spliiovat danou toleranci.

Pti vypoctu pro konkrétni pripad se ukazalo, ze funkce popisujici hodnoty
pruhybu wy a wyy1 — wy_1 v zavislosti na pocateénich odhadech w_o a w_q,
tedy funkce F,;(x), nenf spojitou funkei, coz by byt méla. Mozn4 pii¢ina muze
byt v predpokladu spojitosti prvni a druhé derivace kiivosti k (resp. tieti a
¢tvrté derivace pruhybu w). To jisté plati pro linedrné pruzné chovani, ale pro
pruznoplasticky materidl muze nastat skok v prutezu, kde dochazi k prechodu
mezi pripady 1 a 2 nebo pripady 2 a 3. V téchto prufezech zminéné derivace
nemusi existovat. Ovéreni lze provést vypoctem derivaci

aMint 82Mint
Ok~ Ok?
v bodech, kde je kfivost rovna prislusné mezni ktivosti. Nasledné se pak po-
rovnaji derivace vyhodnocené podle prislusnych rovnic. Bude se porovnavat

OM;y ( ) 0* M,
K = Ket),
0K : OK?
podle vzorce pro ptipad 1 a piipad 2 a

aMmt aQMint
Ik (K = Kep), W(H = Kep)

(K = Ke)
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podle vzorce pro pripad 2 a ptripad 3. Ukaze se, ze prvni derivace shodné budou,
ale druhé uz nikoli.

Predpokladejme, Ze mezi body k a k + 1 nastane zména z pruzného chovani
na pruznoplastické. Algoritmus by vyuzil druhou derivace kiivosti uréenou v
bodé k k vypoctu pruhybu v bodé k+ 2. Avsak druhd derivace kfivosti v bodé
k + 1 muze byt zcela odlisnd. Tato skokova zména muze zpusobit zminénou
nespojitost v numerickém teseni.

5.4 Alternativni pristup

Pro vypocet staticky neurcitych konstrukei z pruznoplastického materialu 1ze
vSak vyuzit alternativni ptistup. Pro numerické feSeni je vhodnéjsi ponechat
diferencialni rovnici druhého fadu (viz (5.3))) a odhadovat neznamé veli¢iny M,
a Vp. Tim bude vypocet velice podobny jako pro staticky urcité konstrukce.

Vzorec pro moment od zatizeni M, se zméni na
Memt,k = Pwk - MO - ‘/O‘T;k‘7 (555)

kde My a Vi budou odhadnuty. Dalsi zména bude pti vypoctu pro bod k = 0.
Diferen¢ni nahrada se napise jako:

w_1 — 2wk:0 + wq
Az?

RE=0 — — — I{07k:0. (556)
Z okrajové podminky je dano, ze w(0) = 0, a tudiz wx—g = 0. Druh4a okrajova
podminka predepisuje nulovou derivaci v poc¢atku, coz znamend, ze w, = w_j.
Zmeéna ve vzorci (2.58) bude pouze v tom, ze pocatecni uhel ¢q bude roven
nule, vzorec se pak piepiSe na:
1 2

wy = —5 (/{kzo + /€07k:0) Az”. (557)
V pripadé prosté podepireného prutu byly ohybovy moment a kiivost kladné
po celé délce prutu. Pii vypoctu byly uvazovany hodnoty mezniho elastického
momentu M,;, mezniho plastického momentu M,,; a meznich kiivosti ke a Kep
za kladné veli¢iny. Pro oboustranné vetknuty prut budou moment i kiivost ve
vetknuti zaporné, v tomto piipadé je potieba pied vzorce pro M, My, ke a
Kep dét znaménko minus:

oobh? oobh? 200
Me —_- — 5 M = -, el — ———
: 6 p 4 T TR

20‘0 1

T Ehl—pg
(5.58)

(1 _p0)7 Rep =

Dale probéhne vypocet stejné, jako pro staticky urcité pripady.
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Uprava pocateénich odhadu My a Vy bude provedena pomoci Newtonovy-
Raphsonovy metody obdobné, jako bylo popsano v ptedchozi sekci. Bude se
hledat minimum funkce

R(X) =Feu — Fmt(x), (559)

kde

0 My

WN
s Fint = , X =
WN+1 — WN-1 Vo

Opét je potfeba sestrojit pottebné derivace funkce F;,; podle momentu ve
vetknuti M, a silové reakce V. Vyslednd Jacobiho matice bude vypadat nésle-
dovné:

Fezt =

owy owy
8(”LUNH - wal) a(wNJrl - wal)
OM, oVy

Vzorec pro novy odhad vektoru pocateénich hodnot je
Xip1 = X3 — J (X)) Fane (x31). (5.60)

Od jisté hodnoty zatizeni budou existovat dvé funkce pruhybu splaujici okra-
jové podminky. Tato dvé feSeni odpovidaji rostouci resp. klesajici casti na
zatézovaci kiivce. Pro staticky urcéité konstrukce bylo snadné najit oba kotfeny
— pro nalezeni TeSeni na klesajici casti stacilo zvétSovat pocdtecéni uhel, do-
kud se pruhyb na konci prutu nezacal znovu priblizovat k nule. V pripadé
staticky neurcitych konstrukei, kdy se odhaduji dvé veliciny a iteruje se po-
moci Newtonovy-Raphsonovy metody, konverguje vypocet pouze k feseni na

~ v/

které je prut schopen prenést, a to zminénou metodou nalezeno bude.

Priklad - oboustranné vetknuty nosnik

Pro ukézku byl proveden vypocet pro obdobny piipad jako v kapitole [3]
Vsechny hodnoty zadani jsou stejné, zména je v podepieni prutu a ve funkci
pocatecni excentricity, kterd ma predpis

wo(r) = 2 (1 — cos %Tx) | (5.61)

Schéma je zobrazeno na Obr. |5.1]

Na Obr. je zobrazena rostouci ¢ast zatézovaci kiivky a na Obr. je
pak detail v oblasti maximalniho zatizeni. V Tab. jsou porovnany hod-
noty maximalnich zatizeni vypocitané metodou stielby a programem OOFEM.
Vysledky obou metod se témér shoduji.
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0.47
1 ' X
a--- ! x
0.8 poac : x
P . ‘ : X
P06 . Fer N
0.4 0.45¢
= = pruzné chovani
0.2 - - pruZné chovani X plasticky OOFEM sit 3
' —plasticky OOFEM sit 3 —plasticky metoda sttelby|
— plasticky metoda strelby 0.44
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.006 0.008 0.01 .012 0.014
0 0.01 0.02 0.03 0.04 Wmax (111
Wmax [ ]

(b) Detail v oblasti dosazeni ma-

lkovy prubch zatéz { kiivky *.7 o
(a) Celkovy prubéh zatézovaci kiivky vimalntho zatizent

Obr. 5.2: Porovnani pruznoplastického reseni podle metody stielby a MKP pro
oboustranné vetknuty prut

Pmam,OOFEM Pmaz,matlab Pmax,OOFEM - Pmaz,matlab 100 [(7]
. 0
Pcr Pcr Pmax,matlab

Sit 3 0.46827 0.46826 2.703-1073

Tab. 5.1: Porovnani vysledku podle programu OOFEM a podle metody sttelby
pro oboustranné vetknuty prut



Kapitola 6

Stabilita sty¢nikovych plechu

Jednim z hojné vyuzivanych prvka v oboru ocelovych kontrukcich je ptipoj
pomoci styénikovych plechu. Kvili veliké stihlosti bude oblast styénikového
plechu nachylnd na vyboceni. V diplomové préci Ing. Jana Veseckého [1] je
takova problematika detailné zkoumana. K praci bylo provedeno nékolik expe-
rimentt, které byly nasledné ovérovany vypoctem pomoci MKP. V nasledujici
kapitole bude proveden vypocet jednoho tlaceného prutu a néasledné budou
vysledky porovnany s hodnotami z experimentti a podle MKP, které jsou ve
zminéné diplomové préaci ukazany.

Tlaceny prvek je slozeny z trubky TR 102/4, ke které jsou na obou koncich
pripojeny stycnikové plechy. Napojeni styénikového plechu na pripojovaci plech
je provedeno pomoci Sroubového spoje o ¢tytrech sroubech. Pripojovaci plech je
k trubce privareny. Ukotveni sty¢nikovych plecht je uvazovano jako vetknuti,
resp. posuvné vetknuti. Schéma a rozmeéry prvku jsou naznaceny na Obr. [6.1]

SSp 4135 1y 2000 AA3S 4SS
P8 P8
3 20 /TR 102/4 20 q
= [j % 7 T 1o é a
P20 — b | A P20
Mm@ Q) 4 (5) (6)(7)(8)

Obr. 6.1: Schéma a rozméry prutu, prevzato z [1]

6.1 Pocatecni excentricity a vyrobni imper-
fekce

V misté sroubového spoje, kde je stycnikovy plech napojen k pripojovacimu
plechu, vznik4 excentricita dosahujici hodnoty tloustky plechu, tedy 8 mm. Z

93
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tohoto duvodu je v oblasti sty¢nikového plechu riziko kolapsu vlivem plasticity.
Na Obr. [6.2] je znazornéna vznikld vychylka.

el '

Obr. 6.2: Znazornéni excentricity vzniklé pfipojenim stycénikového plechu na
ptipojovaci plech, prevzato z [1]

Kromé excentricity dané napojenim plechu je potieba uvazovat i vyrobni im-
perfekce. V diplomové praci [1] jsou pro numericky vypocet poc¢atec¢ni imper-
fekce modelovany dvéma zpusoby. Jednak jsou pouzita namétend data meto-
dou sniméani téles pomoci digitalni korelace obrazu DIC a jako druhd moznost
jsou uvazovany imperfekce podle normy. Pii jejich porovnani se ukazalo, ze
imperfekce podle normy jsou zna¢né nadhodnocené, a proto zde bude vyuzita
prvni varianta. Vysledky snimani naznacuji, ze sty¢nikovy plech byl prohnuty
priblizné ve tvaru paraboly. Do pruznoplastického vypoctu je imperfekce za-
vedena v podobé nasobku normovaného vlastniho tvaru vyboceni pro ptipad
linearné pruzného chovéani. Amplituda v bodé napojeni plechu na trubku je
dana rozdilem maximalni a minimalni namérené hodnoty podle DIC, coz je
0.56 mm.

Dalsi nedokonalost byla zjisténa v napojeni pripojovaciho plechu na trubku,
kde vznikla imperfekce hodnoty 1.4 mm.

Pocatecni vychylka prutu ma tedy tvar vyboceni prutu vyrobeného z pruzného
materidlu a v misté sroubového spoje a ptripojeni plechu na trubku bude néahla
zména. Na Obr. [6.3]je zndzornén pocatecni prihyb po délce prutu. Pro vypocet
normovaného vlastniho tvaru vyboceni pruzného prutu budou zavedeny pouze
excentricity dané napojenim obou plechu a napojenim pripojovaciho plechu na
trubku.

6.2 ijravy algoritmu

Pro ptipad, kdy neni pocateéni vychylka hladkou funkei, je potfeba algoritmus
pozmeénit. Bude vyhodnéjsi hledat funkci popisujici rozdil celkového pruhybu
a pocatecniho pruhybu,

Aw(z) = w(x) — wo(x). (6.1)

Funkce vysledného pruhybu w(z) by nebyla spojité diferencovatelnd, avsak
funkce Aw bude hladka vzdy. Momentova rovnice rovnovahy se prepise pomoci
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0.012

0.01r J/x b

0.008 |- .

wo [m]
0.006 b

0.004 b

0.002 [ ]

Obr. 6.3: Pocateéni pruhyb po délce prutu

nasledujicich tprav:

Mext(:c) M () (6.2)

Pw(z) — My — Voxr = My ((—w" + wy), P) (6.3)

P(Aw(z) + wo(x)) — My — Voxr = My (—Aw", P) (6.4)
PAw(x) 4+ Pwg(x) — My — Voxr = My (—Aw”, P). (6.5)

Ve vypoctu externiho momentu M.,y je jen potfeba pridat vyraz Pwgy a
ve funkci M, bude vystupovat pouze zaporné vzata druhd derivace funkce
Awy, jiz se tedy nebude opravovat o hodnotu pocatecni kiivosti. Takto se urci
zména vysledného pruhybu a poc¢dteéni vychylky zpusobend zatizenim.

Pro vypocet metodou stielby je styénikovy plech vymodelovan jako tlaceny
prut obdélnikového prufezu s proménnymi rozmeéry. Rozsiteni algoritmu pro
takové tlohy je primocaré. Na zacatku vypoctu se sestavi vektor §itek prurezu
b a vektor vySek prufezu h. V kazdém bodé x, na ose prutu budou vyuzity
rozmeéry piislusici danému bodu.

Z vysledku diplomové préce [1] je patrné, ze se plastickd zéna rozsifila pouze
v jednom stycnikovém plechu, proto budou trubka a druhy plech uvazovany
jako linearné pruzny material.

V Tab.[6.1|jsou vypsané materidlové a geometrické charakteristiky stycénikovych
plechtt a trubky. Hodnoty E a oy byly experimentalné zmétené. b, je Sitka
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stycnikové plechy | trubka
E [Pa] || 199.9-10° 201.1-10°
oo [Pa] || 405 - 10° 358.2 - 10°
I [m?] 1.48 - 1075 (1.3324 - 107°)
b, [m] | 0.242 (0.239)
bs1 [m] || 0.14
bsy [m] || 0.13
tsp [m] || 0.008
typ [m] || 0.008 (0.0081)

Tab. 6.1: Materidlové a geometrické charakteristiky styénikovych plechu a
trubky

stycnikového plechu ve vetknuti, by, je Sitka stycnikového plechu na strané u
piipojovactho plechu, by, je Sfika pripojovaciho plechu, tg, je tloustka styéniko-
vého plechu, t,, je tloustka pripojovaciho plechu a I je moment setrvacnosti.
Pro vypocet byly pouzity namérené skutecné rozmeéry. V piipadé, kdy se lisily
od vyrobnich rozméri, jsou v tabulce uvedeny v zavorce.

6.3 Reseni a vysledky

V prvnim kroku feseni se nejdrive uréi hodnota kritického zatizeni za predpokla-
du linearné pruzného chovani. Doposud byla hodnota kritické sily pro jed-
noduché piipady znama z analytického feseni, avSak pro prut s proménnym
prufezem je potifeba najit toto zatizeni numericky. Takovy vypocet bude ob-
dobny jako pti pruznoplastické analyze, jenom bude uvazen predpoklad pruz-
ného chovani pro jakoukoli hodnotu ohybového momentu. Na Obr.[6.4je zobra-
zena zatézovaci kiivka pro pruzny prut. Priuhyb Aw,,e, s« znaci zmeénu priuhybu
oproti po¢dtecnimu prihybu a je bran v bodé (5), zobrazeném na Obr. [6.1]
ve kterém bylo umisténo c¢idlo. Hodnota kritické sily je P.. = 299.67 kN. Na
Obr. je naznacen tvar vyboceni prutu, opét se jedna o zménu pruhybu Aw.
V préci [1] bylo ur¢eno kritické zatizeni pomoci koneéneé-prvkového softwaru.
Jeho hodnota je P, vy = 277.5 kN. Model pro MKP byl zpracovan velmi
detailné, byl modelovan ze ctyt dilcu — stycnikové plechy, pfipojovaci plechy,
srouby a trubka. Na druhou stranu model pro vypocet metodou stielby je mno-
hem jednodussi, coz muze byt pricinou rozdilu vyslednych hodnot.

Nasledné je proveden pruznoplasticky vypocet, jehoz vysledky jsou porovnany
s experimenty. Bude se opét porovnavat vztah zatizeni a zmény priuhybu v
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6.4: Zatézovaci kiivka tlacené trubky se stycnikovymi plechy s
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Obr. 6.5: Tvar vyboceni prutu v piipadé linearné pruzného chovani

bodeé (5) nazna¢eném na Obr. Na Obr. 6.6 je znazornéna zatézovaci kiivka
urcena metodou stielby pro linedrné pruzny material, kiivka podle metody
strelby s uvdzenim pruznoplasticity a data z experimentu. Na Obr. [6.7] je de-
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tail v oblasti dosazeni maximalniho zatizeni. Hodnoty maximalniho zatiZzeni
jsou velice podobné, pii experimentu bylo dosazeno hodnoty 106.22 kN a pfi
vypoctu metodou strelby 109.54 kN, coz se od sebe lisi pouze 0 3.12%. Kdyz
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_0‘5 Il Il Il Il Il Il Il Il Il I
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Obr. 6.6: Porovnani vysledkii metody stfelby s experimenty
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Obr. 6.7: Detail v oblasti dosazeni maximalniho zatiZzeni
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byl prut po¢itan MKP s uvazenim stejnych poc¢atecnich imperfekei, maximalni
unosnost byla 119 kN. Pruhyb ve zkoumaném bodé pti dosazeni maximélni sily
urceny podle metody strelby je 7.8 mm a podle experimentu 8.6 mm.

Na Obr. je naznacen tvar vyboceni prutu v bodé, kdy je dosazeno ma-
ximalniho zatizeni. Nesymetri¢nost je dana zamezenim plastického chovani v
jednom ze sty¢nikovych plechi.

%107

Obr. 6.8: Funkce priuhybu Aw(x) v bodé dosazeni maximalniho zatizeni P,
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Z.aver

V prvni ¢asti prace je popsana problematika vlivu plastického chovani na sta-
bilitu tlaceného prvku. Pro jednoduchost jsou nejdiive odvozeny vztahy pro
idealni prufez. Pro ten je mozné urc¢it prubéh stabilitni kiivky prutu s imper-
fekei analyticky. Déle je prvni kapitola zamérend na sestrojeni odhadu chovani
tlaceného prvku obdélnikového prufezu. Pro dolni odhad se predpoklada, ze
pii maximalnim zatizeni bude prostfedni nejnamahanéjsi priufez v meznim
pruzném stavu. Naopak pro horni odhad se predpoklada, ze prufez je v meznim
plastickém stavu. S vyuzitim vztahti ohybového momentu a normalové sily ve
zminénych meznich stavech lze sestrojit prubéh zavislosti maximalni prenesené
sily na stihlosti.

Ve druhé kapitole je detailné popsan vypocet metodou stielby a algoritmus,
podle kterého vytvoreny program funguje. Ten je zalozen na principu rov-
novahy vnéjsich a vnitinich sil. V kazdém bodé prutu musi byt splnéna mo-
mentova a silova podminka rovnovahy. S vyuzitim obou podminek lze v kazdém
prufezu vyjadrit hodnotu neznamé kiivosti x. Diskretizuje-li se osa prutu na
konecné dilky a aproximuje-li se kfivost diferen¢ni nahradou pro druhou de-
rivaci pruhybu, je mozné urcit hodnotu pruhybu v kazdém diskretizovaném
bodé. Zopakovanim vypoctu pro zvysujici se zatizeni se ziskaji body zatézovaci
krivky a hodnota maximalniho zatizeni.

Treti kapitola je vénovana ukazkam vypoctu na konkrétnim ptikladu a po-
rovnani vysledki s metodou koneénych prvki. Ukaze se, ze vysledky vychazi
velice podobné. Daéle je v této sekci proveden rozbor vysledku pro ménici se ge-
ometrické parametry, presnéji pro ruzné $itky prurezu, délky prutu a pocateéni
excentricity. Na zavér jsou porovnany vypocitané hodnoty s odhady, které byly
sestrojeny v prvni kapitole. Podle o¢ekavani se skute¢nd hodnota nachazi mezi
hornim a dolnim odhadem.

Ve ¢tvrté kapitole je algoritmus zobecnén i pro materidlovy model s linearnim
zpevnénim. Toho je docileno tipravou vztahu mezi momentem a kiivosti, které
jsou dany integraci souc¢inu napéti a soutadnice z po prurezu. Na rozdil od
idedlné pruznoplastického materialu nema vztah mezi momentem a normalovou
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silou zadné maximalni omezeni, mezni plasticky stav neexistuje. Je prove-
den vypocet prikladu ze tieti kapitoly s uvazenim zpevnéni, podle ocekavani
je maximalni zatizeni o néco vétsi nez pro idealné pruznoplasticky materidl.
Vysledky jsou velmi podobné tém podle MKP.

V paté kapitole je ukdzano rozsiteni metody pro staticky neurcité konstrukce.
V teorii pruznosti je analytické feSeni staticky neurcitych prutu hledano jako
reSeni diferencidlni rovnice ¢tvrtého radu. Pro numerické reSeni prutu z pruzno-
plastického materialu se ukaze jako vyhodnéjsi vychazet z rovnice druhého
fadu. Bude vsak nezbytné odhadovat dvé veli¢iny, naptiklad pro ptipad obou-
stranné vetknutého prutu to bude moment a posouvajici sila ve vetknuti. K
upravé odhadu je vyuzita Newtonova-Raphsonova metoda. K tomu je potieba
sestrojit derivaci funkce popisujici okrajovou podminku na konci prutu v zavi-
slosti na poc¢atecnich odhadech. Vysledky piikladu ukazuji velice dobrou shodu
s fesenim pomoci MKP.

V zavéru prace je provedena analyza komplexnéjsiho stavebniho prvku. V
ramci diplomové préce Ing. Veseckého [1] byly provedeny experimenty zaméfené
na sledovani vzpérné unosnosti ptripoju pomoci styénikovych plechu. Ve své
praci jsem fesil dany problém metodou stielby a néasledné porovnal vysledky
s experimenty. Hodnoty maximalniho zatizeni byly velice podobné.

Nejvétsi vyhoda metody spociva v jeji jednoduchosti. Oproti MKP je snizena
dimenze problému. Je potieba diskretizovat pouze osu prutu a diky tomu je i
vypocetni narocnost mnohem nizsi. V nékterych ohledech je i pfesnost vypoctu
vyssi ve srovnani s MKP. Napiiklad v praci jsou vztahy mezi momentem a
ktivosti vyjadieny presné, kdezto v pripadé MKP je napéti integrovano nu-
mericky. Pouziti metody konecnych diferenci na teSeni tlohy s okrajovymi
podminkami by vedlo ke vzniku soustavy nelinearnich rovnic, jejichz feSeni by
bylo opét narocné, co se vypocetniho casu tyce. Metoda stielby je elegantni
alternativou.

V budoucnu by bylo mozné rozsitit vypocet pro obecny tvar prufezu. Vztah
mezi momentem a kfivosti by byl ziskan numerickou integraci souc¢inu napéti a
soufadnice z. Bylo by rovnéz vhodné zavést vliv obecného zatizeni na vypocet
externtho momentu. Déle by bylo zajimavé zobecnit algoritmus pro stabilitni
vypocet prutovych konstrukei. Odhadované veli¢iny by byly reakce v nékterych
podporach a kontrolovalo by se splnéni predepsanych posunt a pootoceni ve
zbylych podporach a dodrzeni kompatibility v mistech, kde se stykaji ¢asti kon-
strukce. Nésledné by se iterovalo s pouzitim Newtonovy-Raphsonovy metody.
Takovy postup v podstaté odpovida zobecnéni silové metody.
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