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Stabilitńı analýza pružnoplastického prutu

Autor: Michal Šmejkal
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Consultant: Ing. Martin Horák, Ph.D.

Abstract:

The thesis is focused on stability analysis of compressed beams, taking
into account elastoplastic material behavior. The solution of the correspon-
ding differential equation is sought by numerical methods. The thesis deals
in particular with the shooting method and its application to the considered
problem. The main task was to develop an algorithm, which will for a given
load level determine the deflection function and the collapse load, and imple-
ment this algorithm in MATLAB. Firstly, the case of a simply supported beam
and perfectly elastoplastic material is examined. The principle of the method
is described and a parametric study is performed. The results are compared
with finite element computations. In addition, the algorithm is generalized
for materials with linear hardening and for statically indeterminate cases. In
conclusion, the results of calculations of a compressed tube with gusset plates
are compared with experiments.

Keywords: buckling, stability, plasticity, finite difference method,

finite element method, shooting method





Obsah
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6.3 Řešeńı a výsledky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

13



14 OBSAH



Seznam obrázk̊u
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Úvod

Kolaps konstrukce může být zapř́ıčiněn mnohými jevy. Může doj́ıt k vyčerpáńı
únosnosti materiálu nebo pro št́ıhlé tlačené prvky může být kritická ztráta
stability, která je ovlivněna geometríı prutu. V mnohých př́ıpadech může být
fatálńı právě kombinace obou zmı́něných př́ıčin. Obecně lze ř́ıci, že pro velmi
št́ıhlý prut vyrobený z materiálu s vysokou meźı kluzu nebude mı́t vliv plas-
ticity př́ılǐs velký význam, stabilitńı výpočet podle pružnosti bude dostatečně
přesný. Na druhou stranu o něco méně št́ıhlý prut vyrobený z horš́ıho ma-
teriálu může vykazovat výrazně odlǐsné chováńı.

V dnešńı době by se pro praktické účely provedl výpočet metodou konečných
prvk̊u (MKP) se zahrnut́ım geometrické nelinearity a použit́ım vhodného ma-
teriálového modelu. Je to však poměrně náročný výpočet. Aby byly výsledky
přesné, je potřeba hustá śıt’ prvk̊u. Pro některé typy úloh je možné použ́ıt alter-
nativńı př́ıstup, a to metodu konečných diferenćı. Efektivitu výpočtu lze zvýšit
využit́ım metody střelby, která převád́ı okrajovou úlohu na úlohu s počátečńımi
podmı́nkami. Touto metodou se v práci zabývám, hlavńı náplńı bylo vytvořeńı
algoritmu pro stabilitńı analýzu pružnoplastického prutu. Všechny výpočty
jsou současně kontrolovány konečně-prvkovým softwarem OOFEM.

Práce je strukturovaná do šesti kapitol. V prvńı jsou zmı́něny základńı po-
znatky k tématu a očekávané změny v chováńı prvku oproti lineárně pružnému
materiálu. Druhá kapitola je věnována popisu použité metody a vytvořeného
algoritmu. Třet́ı kapitola je zaměřená na porovnáńı výsledk̊u několika př́ıpad̊u
s řešeńım metodou konečných prvk̊u a na parametrickou studii, tedy vyhod-
noceńı vlivu r̊uzných geometrických parametr̊u na odezvu prutu. Čtvrtá kapi-
tola se týká zobecněńı výpočtu pro materiál s lineárńım zpevněńım, doposud
byl uvažován ideálně pružnoplastický materiálový model. Až do čtvrté kapi-
toly je práce zaměřena na staticky určité př́ıpady podepřeńı, teprve v páté
kapitole je metoda rozš́ı̌rena i pro staticky neurčité konstrukce. Na závěr je
vyřešen tlačený prut skládaj́ıćı se z trubky a připojených styčńıkových plech̊u.
Výsledky jsou pak porovnány s experimenty, které byly provedeny v rámci di-
plomové práce Ing. Veseckého [1].
Ke studiu teoretických základ̊u jsem využil zejména literaturu [2].
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Kapitola 1

Úvod do stability
pružnoplastického prutu

V prvńıch několika kapitolách bude práce zaměřena na př́ıpad prostě po-
depřeného prutu délky L, s počátečńı excentricitou o maximálńı výchylce δ0.
Tvar výchylky je dán rovnićı:

w0(x) = δ0 sin
πx

L
. (1.1)

Na konci prutu p̊usob́ı osové zat́ıžeńı P , které se rovnoměrně zvětšuje. Prut
je vyroben z homogenńıho, ideálně pružnoplastického materiálu s Youngovým
modulem pružnosti E a meźı kluzu σ0. Pracovńı diagram je vyobrazen na
Obr. 1.1.

1

E

σ0

σ

ε0 ε

Obr. 1.1: Pracovńı diagram pro ideálně pružnoplastický model

1.1 Stabilitńı a zatěžovaćı křivka

Pro představu, jak změna materiálových vlastnost́ı ovlivńı chováńı prvku při
stabilitńı analýze, bude názorné sestrojit odhad závislosti p̊usob́ıćıho zat́ıžeńı
na př́ıčném posunu nejnamáhaněǰśıho pr̊uřezu (zatěžovaćı křivka) a odhad
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24 ÚVOD DO STABILITY PRUŽNOPLASTICKÉHO PRUTU

stabilitńı křivky, neboli závislosti napět́ı od osového p̊usobeńı maximálńıho
dosaženého zat́ıžeńı na št́ıhlosti prutu. Pro jednoduchost budou nejdř́ıve po-
třebné vztahy odvozeny pro tzv. ideálńı pr̊uřez. Schéma prutu a pr̊uřezu je
znázorněno na Obr. 1.2. Jde vlastně o pr̊uřez tvaru I, pro který zanedbáváme
př́ıspěvek k vnitřńım silám pocházej́ıćı od napět́ı ve stojině. Nav́ıc předpokládá-
me, že jakmile dosáhne napět́ı v jedné z pásnic meze kluzu σ0, tato pásnice
okamžitě celá zplastizuje.

P

δ0L

x

z

y

z
T

A
2

A
2

c c

0 0

Obr. 1.2: Schéma problému a ideálńı pr̊uřez

Zpočátku zatěžováńı se bude prut chovat lineárně pružně. Diferenciálńı rov-
nice pro vzpěr prostě podepřeného prutu s počátečńı excentricitou se urč́ı z
momentové podmı́nky rovnováhy. Zat́ıžeńı p̊usob́ıćı na rameni daném funkćı
pr̊uhybu w(x) udává hodnotu exterńıho momentu Mext. Interńı moment Mint

bude pro lineárně pružný materiál př́ımo úměrný křivosti κ. Za předpokladu
malých deformaćı a posun̊u a Navier-Bernoulliho hypotézy o zachováńı kol-
mosti a rovinnosti pr̊uřezu lze celkovou křivost κdef vyjádřit jako

κdef = −d
2w(x)

dx2
. (1.2)

Interńı moment bude dán rozd́ılem celkové křivosti a křivosti κ0 zp̊usobené
počátečńı výchylkou. Ta je dána výrazem:

κ0 = −d
2w0(x)

dx2
= δ0

π2

L2
sin

πx

L
. (1.3)

Moment Mint se pak zaṕı̌se následovně:

Mint = EI

(
−d

2w(x)

dx2
− κ0(x)

)
, (1.4)
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kde I je moment setrvačnosti vzhledem k ose y. Zapsáńım rovnováhy moment̊u
a následnými úpravami se źıská výsledná diferenciálńı rovnice

Mext = Mint (1.5)

Pw(x) = −EI
(
d2w(x)

dx2
+ κ0(x)

)
(1.6)

d2w(x)

dx2
+

P

EI
w(x) = −κ0(x). (1.7)

Řešeńı homogenńı diferenciálńı rovnice

d2w(x)

dx2
+

P

EI
w(x) = 0 (1.8)

bude mı́t tvar

wh(x) = C1 sin

√
P

EI
x+ C2 cos

√
P

EI
x. (1.9)

Uplatněńım okrajových podmı́nek wh(0) = wh(L) = 0 se ukáže, že konstanta
C2 = 0. Z okrajové podmı́nky wh(L) = 0 plat́ı:

C1 sin

√
P

EI
L = 0. (1.10)

Aby existovalo netriviálńı řešeńı, muśı platit, že

sin

√
P

EI
L = 0 (1.11)√

P

EI
L = nπ, (1.12)

kde n = 1, 2, 3....
Vyjádřeńım śıly P z posledńı rovnice se źıská vzorec

P =
nEIπ2

L2
, (1.13)

který určuje hodnoty tlakové śıly, pro které dojde k vybočeńı prutu. Vlastńı
tvary vybočeńı maj́ı pak předpis

wh(x) = C1 sin
nπx

L
. (1.14)

Eulerovo kritické břemeno bude nejmenš́ı śıla, pro kterou prut vyboč́ı, plat́ı
tedy, že n = 1 a Pcr = EIπ2/L2. Prvńı vlastńı tvar vybočeńı bude dán rovnićı

wh(x) = C1 sin
πx

L
. (1.15)
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C1 je libovolná konstanta, je tedy určen pouze tvar vybočeńı, ale maximálńı
výchylka může být jakákoli. Toto řešeńı je platné pro dokonale rovný prut bez
imperfekce.

Pro prut s počátečńı imperfekćı je třeba vyřešit i partikulárńı řešeńı rovnice
(1.7). To bude hledáno ve tvaru

wp(x) = A sin
πx

L
. (1.16)

Dosazeńım wp(x) do rovnice (1.7) se źıská následuj́ıćı rovnost:

A

(
P

EI
− π2

L2

)
sin

πx

L
= −δ0

π2

L2
sin

πx

L
. (1.17)

Muśı platit, že

A

(
P

EI
− π2

L2

)
= −δ0

π2

L2
. (1.18)

Konstanta A je tedy dána vztahem

A = δ0
1

1− P

Pcr

. (1.19)

Partikulárńı řešeńı se přeṕı̌se na

wp(x) = δ0
1

1− P

Pcr

sin
πx

L
. (1.20)

Funkce wp(x) splňuje okrajové podmı́nky, nebot’ plat́ı wp(0) = wp(L) = 0,
a proto je to i skutečné řešeńı problému. Pr̊uhyb uprostřed prutu bude dán
vzorcem:

wp

(
L

2

)
= δ0

1

1− p
, (1.21)

kde p = P/Pcr. Pr̊uhyb wp (L/2) bude dále značen jako w.

Vyjádřeńım napět́ı v tlačených vláknech stejného pr̊uřezu se dostane vztah

σneg = −P
A
− M

W
= −P

A
− Pw

2c
A

2

= −P
A

(
1 +

w

c

)
, (1.22)

W je plastický pr̊uřezový modul, A je plocha pr̊uřezu a c je vzdálenost těžǐstě
pr̊uřezu od středu pásnice, viz Obr. 1.2. V př́ıpadě největš́ıho namáháńı dosáhne
toto napět́ı meze kluzu v tlaku, plat́ı tedy

σneg = −σ0 = −P
A

(
1 +

w

c

)
. (1.23)
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Ze vztahu (1.23) lze bezrozměrnou śılu p0 = P/σ0A = P/P0 vyjádřit jako

p0 =
1(

1 +
w

c

) . (1.24)

Veličina p0 vyjadřuje mı́ru namáhańı ve srovnáńı s pr̊uřezem úplně zplastizo-
vaným v osovém tlaku, tedy za osového p̊usobeńı plastické śıly P0 = σ0A. Nyńı
je názorné sestrojit graf ilustruj́ıćı vztahy (1.21) a (1.24). Na Obr. 1.3 je zob-

0 0.05 0.1 0.15

wmax [m]

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

P
Pcr

, P
P0

b) σ0/σE < 1
c) σ0/σE = 1
d) σ0/σE > 1
e) P/P0 = 1

Obr. 1.3: Zatěžovaćı křivka (vztah mezi P/Pcr a pr̊uhybem uprostřed prutu)
a křivky vyjadřuj́ıćı vyčerpáńı únosnosti materiálu pro prvek s ideálńım
pr̊uřezem.

razena zatěžovaćı křivka pro pružný materiál a křivky vyjadřuj́ıćı vyčerpáńı
únosnosti materiálu v závislosti na velikosti posunu uprostřed prutu, a to pro
tři r̊uzné materiály. Ty se lǐśı hodnotou meze kluzu σ0. Poměr σ0/σE určuje vliv
materiálu na stabilitu prvku. σE znač́ı kritické napět́ı, tedy napět́ı v pr̊uřezu
při centrickém p̊usobeńı kritické śıly Pcr. Z grafu je patrné, že pro materiál
typu b) bude mı́t plasticita velký dopad. Na druhou stranu pro prvek d) je
pr̊unik křivek v bodě, kde se zat́ıžeńı bĺıž́ı kritické śıle, proto lze vliv chováńı
materiálu oproti pružnému stavu zanedbat.

Pro ideálńı pr̊uřez by zatěžovaćı zkouška prob́ıhala následovně: Při zvětšuj́ıćı
se śıle by pr̊uhyb nar̊ustal podle křivky a), dané předpisem (1.21). Jakmile by
śıla dosáhla hodnoty, kde se křivka prot́ıná s materiálovou křivkou, pr̊uhyb by
nar̊ustal i za zmenšuj́ıćı se śıly a byl by ř́ızen rovnićı (1.24). V bodě, kde se
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křivky prot́ınaj́ı, pr̊uřez okamžitě přejde do mezńıho plastického stavu a dojde
ke vzniku plastického kloubu. Ten bude lokalizovaný pouze do jednoho nej-
namáhaněǰśıho pr̊uřezu a zbytek prutu bude v pružném stavu. Toto chováńı
by nastalo pouze pro ideálńı pr̊uřez, pro který je mezńı pružný stav shodný s
mezńım plastickým stavem. Pro reálné pr̊uřezy bude plastická zóna rozš́ı̌rena
i do okoĺı nejnamáhaněǰśıho pr̊uřezu.
Jakmile prostředńı pr̊uřez zplastizuje, změńı se okrajové podmı́nky dané di-
ferenciálńı rovnice. Podmı́nka w(0) = 0 z̊ustává nezměněná, avšak druhá
podmı́nka bude nyńı předepsaný pr̊uhyb prostředńıho pr̊uřezu, který je potřeba
vyjádřit z rovnice (1.24). Plat́ı tedy

w

(
L

2

)
=

(
1

p0
− 1

)
c. (1.25)

Partikulárńı řešeńı wp(x) z rovnice (1.20) je stále platné, avšak nyńı už ne-
splňuje okrajové podmı́nky a skutečné řešeńı bude součtem partikulárńıho
řešeńı a řešeńı homogenńı rovnice: wc(x) = wp(x) + wh(x), přitom wh(x) je
v obecném tvaru dané rovnićı (1.9). Celkové řešeńı má tedy tvar

wc(x) = δ0
1

1− P

Pcr

sin
πx

L
+ C1 sin

√
P

EI
x+ C2 cos

√
P

EI
x. (1.26)

Konstanty C1 a C2 se urč́ı z okrajových podmı́nek. Z okrajové podmı́nky
wc(0) = 0 plyne C2 = 0. Z druhé okrajové podmı́nky

δ0
1

1− P

Pcr

+ C1 sin

√
P

EI

L

2
=

(
1

p0
− 1

)
c (1.27)

se vyjádř́ı konstanta C1 jako

C1 =

(
1

p0
− 1

)
c− δ0

1

1− p

sin

√
P

EI

L

2

(1.28)

a skutečné řešeńı problému je:

wc(x) = δ0
1

1− P

Pcr

sin
πx

L
+

(
1

p0
− 1

)
c− δ0

1

1− p

sin

√
P

EI

L

2

sin

√
P

EI
x. (1.29)

Toto řešeńı je platné pro x ∈ 〈0, L/2〉, nicméně funkce wc(x) je symetrická
podle osy rovnoběžné s osou z vedené v polovině délky prutu.
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Bude užitečné určit hodnotu zat́ıžeńı Pmez, ve kterém se prot́ıná zatěžovaćı
křivka s materiálovou. To se urč́ı z rovnosti vztah̊u (1.25) a (1.21)(

1

p0
− 1

)
c = δ0

1

1− p
(1.30)

P 2 − P
(
P0 + Pcr +

δ0
c
Pcr

)
+ P0Pcr = 0 (1.31)

Pmez,1,2 =
P0 + Pcr +

δ0
c
Pcr

2
±

√√√√√(P0 + Pcr +
δ0
c
Pcr

)2

4
− P0Pcr. (1.32)

Zaj́ımá nás nižš́ı hodnota z těchto dvou kořen̊u, bude tedy použito znaménko
mı́nus. Nyńı je možné kompletně popsat chováńı prutu v pr̊uběhu zatěžováńı.
Pro rostoućı zat́ıžeńı bude pr̊uhyb prutu popsán výrazem

δ0
1

1− p
sin

πx

L
,

celý prut se bude chovat lineárně pružně. Jakmile dosáhne śıla hodnoty Pmez,
prostředńı pr̊uřez okamžitě zplastizuje a vznikne plastický kloub. Pr̊uhyb po-
loviny prutu budu popsán rovnićı (1.29) a bude nar̊ustat za zmenšuj́ıćı se śıly.
Na Obr. 1.4 je znázorněna zatěžovaćı křivka prutu, pro který je mez kluzu σ0
menš́ı než kritické napět́ı σE. Na Obr. 1.5 je pak naznačen pr̊uhyb prutu po
jeho délce po vzniku plastického kloubu. Je vidět, že když je P = Pmez, právě
vznikl plastický kloub, ale pr̊uhyb je stále hladká funkce. Pro větš́ı pr̊uhyby a
menš́ı śıly je v prostředńım pr̊uřezu dosaženo nekonečné křivosti.

K rozlǐseńı, zda bude mı́t materiálové chováńı velký vliv na kolaps prvku,
dobře poslouž́ı stabilitńı křivka. Ta vyjadřuje závislost mezi napět́ım při cent-
rickém p̊usobeńı maximálńıho zat́ıžeńı a št́ıhlost́ı prvku. Z teorie pružnosti je
stabilitńı křivka pro prostě podepřený prvek popsána vztahem

σE =
Pcr

A
=
EIπ2

AL2
=
Eπ2

λ2
, (1.33)

kde

λ =
L

d
=

L√
I

A

(1.34)

je št́ıhlost prutu, tedy poměr mezi vzpěrnou délkou L a poloměrem setrvačnosti
pr̊uřezu (minimálńım). Na Obr. 1.6 jsou vyobrazeny stabilitńı křivky pro
několik r̊uzných prvk̊u. Pro př́ıpad lineárně pružného chováńı by závislost ma-
ximálńıho zat́ıžeńı na št́ıhlosti byla podle křivky e). Kdyby se materiál změnil
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Obr. 1.4: Zatěžovaćı křivka prvku s ideálńım pr̊uřezem vyrobeného z materiálu,
který má mez kluzu σ0 menš́ı než je kritické napět́ı σE (napět́ı při centrickém
p̊usobeńı kritické śıly)
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Obr. 1.5: Pr̊uhyb prutu po jeho délce po vytvořeńı plastického kloubu.

na ideálně pružnoplastický, avšak prvek by byl dokonale př́ımý bez excentri-
city, v ńızkých št́ıhlostech by napět́ı bylo omezeno meźı kluzu a od hodnoty
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Obr. 1.6: Stabilitńı křivka pro prvek s ideálńım pr̊uřezem pro r̊uzné počátečńı
excentricity

λ = 0 až do hodnoty, kde se prot́ınaj́ı křivky e) a f), by byl vztah ř́ızen křivkou
f). Pro větš́ı št́ıhlosti by se pak ř́ıdil předpisem funkce e). Hodnota št́ıhlosti, kde
se prot́ınaj́ı křivky e) a f), se nazývá mezńı št́ıhlost λ̄. Dopoč́ıtá se z rovnosti
kritického napět́ı a meze kluzu, tedy na základě vztahu

σE =
Eπ2

λ2
= σ0 (1.35)

z něhož plyne výraz pro mezńı št́ıhlost

λ̄ = π

√
E

σ0
=

π
√
ε0
, (1.36)

kde ε0 = σ0/E je mezńı pružná deformace.
Nyńı je ćılem źıskat popis stabilitńı křivky pro prut s počátečńı excentrici-
tou. Budou uplatněny následuj́ıćı vzorce, aby výsledný vztah obsahoval pokud
možno pouze bezrozměrné veličiny:

Λ =
λ

λ̄
(1.37)

p0 =
σ

σ0
=

σ

σE

σE
σ0

= p
σE
σ0

(1.38)
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σE
σ0

=

Eπ2

λ2

Eπ2

λ̄2

=

(
λ̄

λ

)2

(1.39)

p0 = p
σE
σ0

= p

(
λ̄

λ

)2

=
p

Λ2
, (1.40)

kde Λ je poměrná št́ıhlost. Vztahy (1.21) a (1.24) se pak přeṕı̌śı na

p0 =
1(

1 +
w

c

) (1.41)

w = δ0
1

1− p0Λ2
. (1.42)

Dosazeńım rovnice (1.42) do rovnice (1.41) se dostane vztah

p0 =
1

1 +
δ0
c

1

1− p0Λ2

. (1.43)

Pro př́ıpad ideálńıho pr̊uřezu plat́ı λ = L/c a užit́ım vzorce

δ0
c

=
δ0
c

L

L
= λ

δ0
L

= Λλ̄
δ0
L

(1.44)

lze napsat výsledný vztah jako

p0 =
1(

1 +
δ0
L

Λλ̄

1− p0Λ2

) . (1.45)

Na Obr. 1.6 jsou pak vidět grafy pro r̊uzné počátečńı excentricity. Jedná se o
křivky a), b), c) a d). Je vidět, že bude-li se počátečńı excentricita δ0 bĺıžit
nule, pr̊uběh stabilitńı křivky se bude přibližovat pr̊uběhu pro dokonale př́ımý
prut. Z grafu je také patrné, že pro velmi št́ıhlé prvky se chováńı plastického
prutu oproti pružnému př́ılǐs nezměńı.

1.2 Odhady chováńı pro obdélńıkový pr̊uřez

Prozat́ım byly pro představu uvedeny výsledky pro ideálńı pr̊uřez. Následuj́ıćı
sekce bude už zaměřena na prut obdélńıkového pr̊uřezu o výšce h a š́ı̌rce b.

V př́ıpadě pružnoplastické stabilitńı analýzy prutu bude materiál namáhán
kombinaćı ohybu a normálové śıly. Využit́ım interakčńıch diagramů s uvážeńım
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pružného a pružnoplastického chováńı je možné źıskat dolńı a horńı odhad
stavu, v jakém se materiál bude nacházet. Tento odhad může sloužit jako
jedna z kontrol později zmı́něné metody.
Jako dolńı odhad lze využ́ıt řešeńı z teorie pružnosti. Chová-li se materiál
ideálně pružnoplasticky, zaručeně povede výpočet podle pružnosti k dolńımu
odhadu. Na druhou stranu použit́ım jakési kombinace pružného a plastického
chováńı lze źıskat i horńı odhad řešeńı. Skutečné chováńı materiálu bude někde
mezi těmito odhady.

Pružná oblast

Z teorie pružnosti je známý následuj́ıćı vzorec, vyjadřuj́ıćı závislost ohybového
a normálového namáháńı v mezńım pružném stavu, kdy je právě vyčerpána
pružná kapacita materiálu.

|M |
Mel

+
| N |
Npl

= 1, (1.46)

kde M je ohybový moment, N je normálová śıla, Mel je mezńı pružný mo-
ment a Npl je plastická normálová śıla. Na Obr. 1.7 je znázorněn geomet-
rický význam. Bude užitečné vzorec upravit a využ́ıt bezrozměrné veličiny,
aby výsledný vztah nezávisel na jednotkách. Pro úpravu se využij́ı vzorce

-Mel

Mel

-Nel Nel

M

N

Obr. 1.7: Interakčńı diagram pro mezńı pružný stav

M = Pw, w =
δ0

1− P

Pcr

, Mel =
σ0hb

2

6
, Npl = Aσ0. (1.47)

Následně lze podmı́nku (1.46) přepsat do tvaru

Pw

σ0hb
2

6

+
| −P |
Aσ0

= 1 (1.48)

P
δ0

1− P

Pcr

6

σ0hb2
+

P

Aσ0
= 1. (1.49)
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Oba zlomky se nyńı rozš́ı̌ŕı výrazem

Pcr

Pcr

=
EIπ2

PcrL2
(1.50)

a zlomek P/Pcr bude označen p.

P

Pcr

EIπ2

L2

δ0

1− P

Pcr

6

σ0hb2
+

P

Pcr

EIπ2

L2

1

Aσ0
= 1 (1.51)

p
δ0

1− p
Eπ2 I

L2A

6

σ0b
+ pEπ2 I

L2A

1

σ0
= 1. (1.52)

S využit́ım vzorc̊u

λ2 =
L2

I

A

,
1

λ
=

√
I

A
L

=

√
hb3

12hb
L

=
b√
12L

(1.53)

je možné rovnici upravit na

p
δ0

1− p
Eπ2 1

λ2
6

σ0b
+ pEπ2 1

λ2
1

σ0
= 1 (1.54)

p
δ0

1− p
Eπ2 1

λ

6√
12σ0L

+ pEπ2 1

λ2
1

σ0
= 1 (1.55)

√
3p

1

1− p
E

σ0
π2 1

λ

δ0
L

+ p
π2

λ2
E

σ0
= 1. (1.56)

Plastická oblast

V př́ıpadě, kdy je materiál v mezńım plastickém stavu, je vztah mezi normálo-
vou silou a ohybovým momentem vyjádřen rovnićı

|M |
Mpl

+

(
N

Npl

)2

= 1, (1.57)

kde Mpl = σ0bh
2/4 je mezńı plastický moment. Na Obr. 1.8 je zobrazen in-

terakčńı diagram. Nyńı budou provedeny obdobné úpravy jako pro pružný
př́ıpad. Je nutné zmı́nit, že vztah

w =
δ0

1− P

Pcr

(1.58)
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Obr. 1.8: Interakčńı diagram pro mezńı plastický stav

plat́ı pouze pro lineárně pružné chováńı. Nicméně při jeho použit́ı i v př́ıpadě
plastického chováńı výsledný vztah nebude přesný, ale bude horńım odhadem
přesného řešeńı.

Pw

σ0hb
2

4

+

(
−P
Aσ0

)2

= 1 (1.59)

P
δ0

1− P

Pcr

4

σ0hb2
+

P 2

A2σ2
0

= 1 (1.60)

P

Pcr

δ0

1− P

Pcr

Eπ2 1

λ2
4

σ0b
+

(
P

Pcr

Eπ2 1

λ2
1

σ0

)2

= 1. (1.61)

S využit́ım vzorce

1

λ
=

√
I

A
L

=

√
hb3

12hb
L

=
b√
12L

(1.62)

je možné rovnici upravit na

2
√

3

3
p

1

1− p
E

σ0
π2 1

λ

δ0
L

+

(
p
π2

λ2
E

σ0

)2

= 1. (1.63)

Může být užitečné ze vztah̊u (1.56) a (1.63) vyjádřit závislost p na Λ = λ/λ̄
a sestrojit př́ıslušný graf. Pro parametry E = 210 GPa, σ0 = 235 MPa a
δ0/L = 0.001 je tento graf vykreslen na Obr. 1.9. Pro každou hodnotu št́ıhlosti
je dán dolńı a horńı odhad maximálńıho zat́ıžeńı, které je prut schopen přenést.
Skutečná hodnota bude někde mezi těmito limity.
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Obr. 1.9: Graf závislosti p = P/Pcr na poměrné št́ıhlosti Λ



Kapitola 2

Řešeńı problému metodou
střelby

V této kapitole bude popsáno řešeńı pomoćı metody střelby a vysvětlen algo-
ritmus vytvořeného programu. Zkoumaný problém je shodný s t́ım, který je
řešen v předchoźı kapitole. Mı́sto ideálńıho pr̊uřezu je uvažován obdélńıkový
pr̊uřez š́ı̌rky b a výšky h. Na Obr. 2.1 je znovu znázorněno schéma prutu.

P

δ0L

x

z

Obr. 2.1: Schéma problému

Základńı neznámou veličinou dané úlohy je funkce pr̊uhybu w(x).

2.1 Princip řešeńı

Jeden z možných př́ıstup̊u k řešeńı stabilitńıch problémů vycháźı z rovnováhy.
V každém bodě x na ose prutu je možné napsat podmı́nky rovnováhy, tedy

37
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rovnost mezi vnitřńımi a vněǰśımi silami. Takové rovnice jsou pro daný př́ıpad
dvě: silová podmı́nka rovnováhy ve směru osy prutu a momentová podmı́nka
rovnováhy. Momentová podmı́nka rovnováhy se zaṕı̌se jako

Mext = Mint (2.1)

Pw(x) = f (P, κ(x)) , (2.2)

kde f je funkce udávaj́ıćı ohybový moment v závislosti na normálové śıle N =
−P a křivosti κ. V prvńı kapitole byla odvozena diferenciálńı rovnice pro prut
z pružného materiálu, pro který plat́ı: f(κ) = EIκ.
Křivost κ, která souviśı s ohybovým momentem, je pak dána rozd́ılem křivosti
od deformace a počátečńı křivosti od imperfekce. Rovnici (2.2) lze přepsat jako

Pw(x) = f

(
P,−d

2w(x)

dx2
− κ0(x)

)
. (2.3)

Rovnice (2.3) je obyčejná diferenciálńı rovnice druhého řádu, k jej́ımu řešeńı
jsou potřeba dvě okrajové podmı́nky. Pro prostě podepřený prut se použij́ı
podmı́nky w(0) = w(L) = 0. Konkrétńı tvar funkce f v rovnici (2.3) záviśı na
pr̊uřezu a na chováńı materiálu a bude odvozen později. Pro př́ıpad pružnoplas-
tického materiálu bude výsledná diferenciálńı rovnice nelineárńı a řešeńı je
možné hledat pouze pomoćı numerických metod.

2.2 Metoda střelby a diskretizace

Metoda střelby je numerická metoda pro řešeńı obyčejných diferenciálńıch rov-
nic, která převád́ı okrajovou úlohu na úlohu s počátečńımi podmı́nkami. Ta-
kovou úlohu pak můžeme efektivně řešit metodou konečných diferenćı, nejlépe
explicitńıho typu. Prvńım krokem je diskretizace dané oblasti. Jelikož se jedná
o prutovou úlohu, tedy 1-D, bude osa prutu pokryta dostatečným množstv́ım
bod̊u. Rozděleńı na jednotlivé d́ılky je znázorněno na Obr. 2.2. Vzdálenost
mezi uzly je označena ∆x, N označuje počet d́ılk̊u a k znač́ı č́ıslo uzlu. V
našem př́ıpadě se řeš́ı obyčejná diferenciálńı rovnice druhého řádu a pro dru-
hou derivaci lze použ́ıt diferenčńı náhradu

d2 (·)k
dx2

=
(·)k+1 − 2(·)k + (·)k−1

∆x2
. (2.4)

V každém bodě se zaṕı̌se momentová podmı́nka rovnováhy, tedy

Pwk = f (P, κk) , (2.5)

kde wk je pr̊uhyb v bodě xk a κk je křivost v bodě xk. Ukáže se, že v každém
bodě bude wk známou veličinou. Rovnice (2.5) bude mı́t pouze jednu neznámou,
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Obr. 2.2: Diskretizace osy prutu

a to křivost κk. Jakmile se vyjádř́ı hodnota křivosti, využije se aproximace
druhé derivace diferenčńı náhradou. Plat́ı

κk = −d
2wk

dx2
− κ0(xk) = −wk+1 − 2wk + wk−1

∆x2
− δ0

π2

L2
sin

πxk
L
. (2.6)

Z této rovnice se vyjádř́ı pr̊uhyb wk+1 v následuj́ıćım bodě děleńı, xk+1. Výpočet
pro prvńı bod bude trochu odlǐsný. Zaṕı̌se-li se diferenčńı náhrada pro bod
k = 0, objev́ı se ve vzorci kromě předpokládané neznámé w1 i veličiny w−1 a
wk=0 (pro hodnoty pr̊uhybu nebo křivosti v bodě k = 0 je v dolńım indexu
psáno k = 0 mı́sto 0, aby nedošlo k záměně s funkćı počátečńıho pr̊uhybu w0

nebo počátečńı křivosti κ0). Pr̊uhyb wk=0 je dán okrajovou podmı́nkou a pro
prostě podepřený prut plat́ı wk=0 = 0. Pr̊uhyb w−1 však neńı předepsán, což
by znamenalo, že rovnice v prvńım bodě by obsahovala dvě neznámé. Tento
problém řeš́ı metoda střelby předepsáńım fiktivńı okrajové podmı́nky, kterou
je potřeba zvolit tak, aby numericky spoč́ıtané řešeńı splnilo skutečnou okra-
jovou podmı́nku na opačném konci prutu, tedy w(L) = 0. Fiktivńı okrajová
podmı́nka předeṕı̌se v bodě 0 prvńı derivaci neznámé funkce, tedy v našem
př́ıpadě pootočeńı levého konce prutu, φ0. V podmı́nce w′(0) = φ0 se derivace
nahrad́ı diferenčńım schématem, což bude druhá rovnice obsahuj́ıćı neznámé
w−1 a w1. Dı́ky tomu je pak možné rovnici pro bod k = 0 vyřešit.
Na začátku výpočtu vyjdeme ze vhodného odhadu pootočeńı φ0, např́ıklad na
základě analytického řešeńı pro pružný prut. Až se výpočet dostane k rov-
nici pro bod k = N − 1, ze které dopoč́ıtá pr̊uhyb na konci intervalu, tedy
wN , porovná se tato hodnota s okrajovou podmı́nkou, která má pro daný typ
uložeńı tvar wN = 0. Na základě rozd́ılu těchto hodnot bude opraven odhad
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počátečńıho úhlu φ0 a výpočet se bude opakovat tak dlouho, dokud rozd́ıl
mezi vypočteným pr̊uhybem wN a předepsanou hodnotou 0 nebude splňovat
požadovanou toleranci.

2.3 Vyjádřeńı ohybového momentu

Doposud byl naznačen pouze princip metody, avšak nebylo zmı́něno, jak se
dostane přesný tvar funkce f (P, κ), udávaj́ıćı ohybový moment v závislosti
na normálové śıle a křivosti. V následuj́ıćı části budou ukázány výpočty ohy-
bových moment̊u pro tři možné př́ıpady rozložeńı napět́ı, které mohou nastat.
Pro jednoduchost se přitom omeźıme na obdélńıkový tvar pr̊uřezu. Jelikož se
při použit́ı metody střelby bude aproximovat křivost κ, je vhodné vyjadřovat
pr̊uběhy napět́ı v závislosti právě na křivosti, která spolu s polohou neutrálńı
osy určuje rozložeńı poměrného protažeńı, z nějž pak lze podle konstitutivńıho
vztahu určit i rozložeńı napět́ı. Na Obr. 2.3 je naznačen deformovaný prut se
souřadnicovými osami x a z.

x

z

Obr. 2.3: Deformovaný prut a souřadnicový systém

Ohybový moment záviśı na poloze neutrálńı osy, tud́ıž nejdř́ıve je potřeba ze
silové podmı́nky rovnováhy ve směru osy prutu źıskat polohu neutrálńı osy, a
následně se vyjádř́ı vztah pro ohybový moment.

Př́ıpad 1: pružné chováńı

Nejprve bude uvažováno pouze lineárně pružné chováńı. Na Obr. 2.4 je znázor-
něno rozložeńı napět́ı po pr̊uřezu. Normálová śıla v pr̊uřezu může být vyjádřena
jako

N = N1−N2 =
1

2
Eκbh+

2−1

2
Eκb(h−h+)2 =

1

2
Eκb(−h2+2hh+) = −P, (2.7)

kde E je modul pružnosti, κ křivost, h výška pr̊uřezu, b š́ı̌rka pr̊uřezu, h+ je
vzdálenost neutrálńı osy od horńıch vláken a P je vněǰśı tlaková osová śıla.
Z rovnosti (2.7) lze vyjádřit vztah pro vzdálenost neutrálńı osy od horńıch
vláken

h+ =

(
− 2P

bEκ
+ h2

)
1

2h
= − P

hbEκ
+
h

2
. (2.8)
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b

T

σ

+

–

Těžišťová osa

Neutrální osa

h

h+

h-h+

Eκh+

e1

h -h+

2

Eκ(h-h+)

e2

N1

N2

Obr. 2.4: Rozložeńı napět́ı po pr̊uřezu v př́ıpadě pružného chováńı

Následně pak lze vyjádřit ohybový moment závisej́ıćı na poloze neutrálńı osy.
Zde je ohybový moment poč́ıtán okolo neutrálńı osy, nesmı́ se však opomenout
p̊usobeńı tlakové śıly P v těžǐsti pr̊uřezu:

M =N1e1 +N2e2 − P
(
h

2
− h+

)
=

=
1

3
Ebκ

(
h+

3
+ (h− h+)3

)
− P

(
h

2
− h+

)
. (2.9)

Dosazeńım vzdálenosti neutrálńı osy od horńıch vláken se výraz uprav́ı na

M =
1

3
Ebκ

(
h+

3
+ h3 − 3h2h+ + 3hh+

2 − h+3
)
− P

2

(
h+

2P

hbEκ
− h
)

=

=
1

3
Ebκ

(
h3 +

3hP

bEκ
− 3h3

2
+

3P 2

hb2E2κ2
+

3h3

4
− 3hP

bEκ

)
− P 2

hbEκ
=

=
1

3
Ebκ

(
h3

4
+

3P 2

hb2E2κ2

)
− P 2

hbEκ
=
bh3

12
Eκ. (2.10)

Podle očekáváńı se výsledný vztah zjednodušil na známý vzorec

M = EIκ. (2.11)

Jak je vidět, v př́ıpadě pružného chováńı neńı vztah mezi momentem a křivost́ı
nijak ovlivněn normálovou silou. Tento vztah lze snadno invertovat a vyjádřit
křivost jako κ = M/EI.

Př́ıpad 2: plastické přetvářeńı tlačených vláken

Na Obr. 2.5 je znázorněno rozložeńı napět́ı pro př́ıpad ideálně pružnoplastického
chováńı. Předpokládá se, že pr̊uřez plastizuje v tlaku, avšak v tahu se materiál
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Obr. 2.5: Rozložeńı napět́ı po pr̊uřezu pro př́ıpad, kdy plastizuj́ı pouze spodńı
vlákna

chová stále pružně. Normálová śıla v daném pr̊uřezu se vyjádř́ı jako

N = N1−N2−N3 =
1

2
Eκbh+

2− 1

2
b
σ2
0

Eκ
−σ0

(
h− h+ − σ0

Eκ

)
b = −P. (2.12)

Řešeńım rovnice (2.12) pro h+ lze dostat dva kořeny

h+1,2 = −
bσ0 ±

√
−2Ebκ(P − bhσ0)
Ebκ

= − σ0
Eκ
±
√

2(P0 − P )

Ebκ
, (2.13)

kde P0 = bhσ0. Ohybový moment je pak možné vyjádřit vztahem

M =N1e1 +N2e2 +N3e3 − P
(
h

2
− h+1,2

)
=

1

3
Ebκh+1,2

3
+

1

3

σ3
0

E2κ2
b+

+
1

2
σ0

(
h− h+1,2 −

σ0
Eκ

)
b
( σ0
Eκ

+ h− h+1,2
)
− P

(
h

2
− h+1,2

)
. (2.14)
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Dosazeńım jednoho ze dvou výraz̊u pro vzdálenost neutrálńı osy od horńıch
vláken h+1 do rovnice pro moment dostaneme

M =
1

3
Ebκ

(
− σ0
Eκ

+

√
2(P0 − P )

Ebκ

)3

+
1

3

σ3
0

E2κ2
b+

+
1

2
σ0b

(
(h− h+1,2)2 −

( σ0
Eκ

)2)
− P

(
h

2
+

σ0
Eκ
−
√

2(P0 − P )

Ebκ

)
=

=
1

3
Ebκ(−

( σ0
Eκ

)3
+ 3

( σ0
Eκ

)2√2(P0 − P )

Ebκ
− 6σ0

(P0 − P )

E2bκ2
+

+

√
2(P0 − P )

Ebκ

2(P0 − P )

Ebκ
) +

1

3

σ3
0

E2κ2
b+

+
1

2
σ0b

(h+
σ0
Eκ
−
√

2(P0 − P )

Ebκ

)2

−
( σ0
Eκ

)2+

− P

(
h

2
+

σ0
Eκ
−
√

2(P0 − P )

Ebκ

)
. (2.15)

Pro druhý kořen budou úpravy obdobné, jediná změna se týká znaménka.
Algebraickými úpravami se odvozený výraz pro moment zjednoduš́ı na

M = (P0 − P )

(
h

2
± 1

3

√
2(P0 − P )

Ebκ

)
. (2.16)

Pro lepš́ı představu o názorném významu vzorce (2.16) bude užitečné zavést
dvě limitńı křivosti. Křivost κel bude křivost pro takové rozložeńı napět́ı, při
kterém je materiál stále v pružném stavu, avšak napět́ı v tlačených vláknech
je na mezi kluzu. Odpov́ıdaj́ıćı rozložeńı napět́ı je znázorněno na Obr. 2.6.
Křivost v mezńım pružném stavu se vyjádř́ı jako

κel =

σ0
E
− P

EA
h

2

=
2

Eh

(
σ0 −

P

A

)
=

2σ0
Eh

(
1− P

Aσ0

)
=

2σ0
Eh

(1− p0) . (2.17)

Druhá mezńı křivost bude označena κep. Bude dosažena v př́ıpadě, kdy tlačená
vlákna již plastizuj́ı a napět́ı v tažených vláknech bude právě rovno σ0. Vyjádř́ı
se jako

κep =
σ0

1

2

(
h− P

bσ0

)
E

=
2σ0

Eh

(
1− P

bhσ0

) =
2σ0
Eh

1

1− p0
. (2.18)
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Obr. 2.6: Rozložeńı napět́ı pro mezńı pružný stav, kdy plat́ı: κ = κel
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Obr. 2.7: Rozložeńı napět́ı pro stav, kdy tlačená oblast plastizuje a napět́ı v
tažených vláknech je právě rovno mezi kluzu, plat́ı: κ = κep

Upraveńım výrazu pro ohybový moment (2.16) s využit́ım vzorce (2.17) do-
staneme

M = (P0 − P )

(
h

2
± 1

3

√
2(P0 − P )

Ebκ

)
= (P0 − P )

(
h

2
± 1

3

√
2σ0(1− p0)h2

Ehκ

)
(2.19)

M = (P0 − P )h

(
1

2
± 1

3

√
κel
κ

)
. (2.20)

Nyńı bude užitečné zobrazit zmı́něné limitńı stavy v rovině osové śıly P a
ohybového momentu M . Bude praktické využ́ıt bezrozměrné veličiny p0 =
P/P0 a m = M/Mel. Nejprve bude prověřen mezńı pružný stav, tedy př́ıpad,
kdy κ = κel.

M = (P0 − P )h

(
1

2
− 1

3

√
κel
κel

)
(2.21)
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M

P0h
= (1− p0)

(
1

2
− 1

3

)
(2.22)

M

σ0bh2
= (1− p0)

1

6
(2.23)

m = (1− p0). (2.24)

Rovnice (2.24) odpov́ıdá známému vzorci pro vztah normálové śıly a ohy-
bového momentu pro mezńı pružný stav. Nyńı se vyjádř́ı obdobný vztah pro
druhý limit, tedy př́ıpad, kdy κ = κep.

M = (P0 − P )h

(
1

2
− 1

3

√
κel
κep

)
(2.25)

M

P0h
= (1− p0)

(
1

2
− 1

3

√
(1− p0)2

)
(2.26)

M

σ0bh
2

6

= (1− p0) (3− 2(1− p0)) (2.27)

m = 1 + p0 − 2p20. (2.28)

Tento vzorec vyjadřuje závislost ohybového momentu a tlakové śıly pro př́ıpad,
kdy tlačená vlákna plastizuj́ı a napět́ı v tažených vláknech právě dosáhlo meze
kluzu.

Z rovnice (2.20) lze vyjádřit křivost κ pomoćı následuj́ıćıch úprav:

M = (P0 − P )h

(
1

2
± 1

3

√
κel
κ

)
(2.29)

M = σ0bh
2(1− P

P0

)

(
1

2
± 1

3

√
κel
κ

)
(2.30)

M =
σ0bh

2

6
(1− P

P0

)

(
3± 2

√
κel
κ

)
(2.31)

M

Mel(1−
P

P0

)
− 3 = ±2

√
κel
κ

(2.32)

4
κel
κ

=

 M

Mel(1−
P

P0

)
− 3


2

(2.33)
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κ =
4κel M

Mel(1−
P

P0

)
− 3


2 . (2.34)

Ve výsledném vzorci pro křivost se nakonec umocněńım vyřešil problém s
dvoj́ım výrazem pro vzdálenost neutrálńı osy od horńıch vláken.

Př́ıpad 3: plastické přetvářeńı tlačených i tažených vláken

Posledńı př́ıpad, který může nastat, je ukázán na Obr. 2.8. Docháźı k plastizaci
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Obr. 2.8: Rozložeńı napět́ı po pr̊uřezu pro př́ıpad, kdy plastizuj́ı jak horńı tak
spodńı vlákna

jak v tahu, tak i v tlaku. Obdobně jako pro předešlé př́ıpady, normálová śıla
v pr̊uřezu se vyjádř́ı jako

N = N1 +N2 −N3 −N4 = N1 −N4 =
(
h+ − σ0

Eκ

)
σ0b+

−
(
h− h+ − σ0

Eκ

)
σ0b = σ0b

(
2h+ − h

)
= −P. (2.35)

V tomto př́ıpadě má rovnice (2.35) pouze jeden kořen

h+ =
1

2

(
− P

σ0b
+ h

)
=
P0 − P

2σ0b
. (2.36)
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Ohybový moment bude následně vyjádřen obdobně předchoźım př́ıpad̊um jako

M =N1e1 +N2e2 +N3e3 +N4e4 − P
(
h

2
− h+

)
=

=
2σ3

0

3E2κ2
b+

1

2

(
h+ − σ0

Eκ

)
σ0b
(
h+ +

σ0
Eκ

)
+

+
1

2

(
h− h+ − σ0

Eκ

)
σ0b
(
h− h+ +

σ0
Eκ

)
− P

(
h

2
− h+

)
. (2.37)

Dosazeńım h+ do výrazu pro moment dostaneme

M =
2σ3

0

3E2κ2
b+

1

2
σ0b

(
h+

2 −
( σ0
Eκ

)2)
+

1

2
σ0b

((
h− h+

)2 − ( σ0
Eκ

)2)
+

− P
(
h

2
+

P

2σ0b
− h

2

)
=

=
2σ3

0

3E2κ2
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1

2
σ0b

((
− P

2σ0b
+
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2

)2

−
( σ0
Eκ

)2)
+

+
1

2
σ0b

((
P

2σ0b
+
h

2

)2

−
( σ0
Eκ

)2)
− P 2

2σ0b
=

=
2σ3

0

3E2κ2
b+ σ0b

(
P 2

4σ2
0b

2
+
h2

4
−
( σ0
Eκ

)2)
− P 2

2σ0b
=

=− σ3
0

3E2κ2
b+

σ0bh
2

4
− P 2

4σ0b
= − σ3

0

3E2κ2
b+

P 2
0 − P 2

4σ0b
=

=

(
1− P 2

P 2
0

)
σ0bh

2

4
− 4σ2

0

3h2E2κ2
σ0bh

2

4
=

(
1− P 2

P 2
0

)
Mpl −

4σ2
0

3h2E2κ2
Mpl =

=

(
1− P 2

P 2
0

)
Mpl −

1

3

κ2ep
κ2

(
1− P

P0

)2

Mpl. (2.38)

Opět bude názorné prozkoumat limitńı varianty vztahu (2.38). V př́ıpadě úplně
zplastizovaného pr̊uřezu se bude křivost κ bĺıžit nekonečnu. S použit́ım bez-
rozměrných veličin m = M/Mel, Mel = 2Mpl/3, p0 = P/P0 se vztah (2.38)
přeṕı̌se na

m =
(
1− p20

) 3

2
. (2.39)

To je známý vzorec pro vztah normálové śıly a ohybového momentu s uvážeńım
plně zplastizovaného pr̊uřezu. Druhým limitem je př́ıpad, kdy je křivost rovna
mezńı křivosti κep, z rovnice (2.38) pak plyne

m =
3

2

(
1− p20

)
− 1

2
(1− p0)2 (2.40)

m = 1 + p0 − 2p20. (2.41)
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Obr. 2.9: Vztah ohybového momentu a tlakové śıly (interakčńı diagram) a
zanesené křivky pro mezńı pružný stav, mezńı plastický stav a stav, kdy plat́ı,
že κ = κep

Výsledný výraz je podle očekáváńı shodný se vzorcem (2.28). Sestrojený graf
pro vzorce (2.24), (2.28) a (2.39) je na Obr. 2.9.

Ze vztahu pro ohybový moment (2.38) lze př́ımo vyjádřit hodnotu křivosti
κ pomoćı následuj́ıćıch úprav:

M

Mpl

= 1− p20 −
1

3

κ2ep
κ2

(1− p0)2 (2.42)

κ2 =
1

3

κ2ep (1− p0)2

1− p20 −
M

Mpl

(2.43)

κ = ±κep√
3

1− p0√
1− p20 −

M

Mpl

. (2.44)



2.4. ALGORITMUS 49

Jelikož plat́ı, že 1 − p0 > 0, κep > 0 a křivost κ muśı být po celé délce prutu
kladná, dvoj́ı znaménko neńı třeba uvažovat. Výsledný výraz je tedy

κ =
κep√

3

1− p0√
1− p20 −

M

Mpl

. (2.45)

2.4 Algoritmus

Již v sekci 2.2 byl zhruba naznačen algoritmus, který je v kódu naprogramován.
V této části bude detailně popsán. Ćılem výpočtu je zjistit body zatěžovaćı
křivky a kritickou hodnotu zat́ıžeńı. Výpočet je ř́ızen zat́ıžeńım, osová śıla P
se tedy postupně zvětšuje a v každém zatěžovaćım kroku algoritmus spoč́ıtá
funkci pr̊uhybu w.
Základńı rovnićı je momentová rovnováha vněǰśıch a vnitřńıch sil

Pwk = Mint (κk, P ) , (2.46)

kde Mint bude jeden ze tř́ı výraz̊u pro moment odvozených v předchoźı části
práce. Nakonec se ukázalo, že pro všechny tři př́ıpady se výrazy pro moment
výrazně zjednodušily. Vždy lze explicitně vyjádřit křivost κ závisej́ıćı na veli-
kosti tlakové śıly P a hodnotě ohybového momentu M . Pro přehlednost jsou
připomenuty jednotlivé př́ıpady:

Př́ıpad 1:

κ =
M

EI
(2.47)

Př́ıpad 2:

κ =
4κel(

M

Mel(1− p0)
− 3

)2 (2.48)

Př́ıpad 3:

κ =
κep√

3

1− p0√
1− p20 −

M

Mpl

. (2.49)

V předchoźı části kapitoly byly odvozeny vztahy ohybového momentu a tla-
kové śıly pro r̊uzné limitńı př́ıpady. Dı́ky znalosti těchto hranic lze pro každý
zatěžovaćı krok stanovit hodnotu mezńıch ohybových moment̊u.

a) κ = κel:
mel = (1− p0) (2.50)
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b) κ = κep:
mep = 1 + p0 − 2p20 (2.51)

c) κ =∞:

mpl =
(
1− p20

) 3

2
, (2.52)

kde mel, mep a mpl jsou normalizované (bezrozměrné) hodnoty momentu v
mezńım pružném stavu, ve stavu na začátku plastického přetvářeńı v tažených
vláknech a v mezńım plastickém stavu. Normalizace se zde provád́ı vyděleńım
hodnotou mezńıho pružného momentu Mel = σ0bh

2/6, který odpov́ıdá nulové
normálové śıle.
Graf je zobrazen na Obr. 2.9. Pro každý d́ılek na ose x se pak tyto výrazy porov-
naj́ı s hodnotou p̊usob́ıćıho ohybového momentu mext = Mext/Mel = Pwk/Mel.
Pokud je mext ≤ mel, z̊ustává materiál v pružném stavu a hodnota křivosti se
urč́ı podle rovnice (2.47). Bude-li exterńı moment v rozmeźı mel < mext ≤ mep,
výpočet křivosti se provede podle rovnice (2.48). V př́ıpadě, že mep < mext ≤
mpl, využije se rovnice (2.49). Hodnota mpl je horńı limit, materiál nemůže
přenést vyšš́ı namáháńı.

T́ımto se výpočet výrazně zjednodušil. Algoritmus obsahuje dva hlavńı cykly.
Cyklus přes zvětšuj́ıćı se śılu a do něj vnořený cyklus přes body na podélné
ose x. Č́ıslo bodu děleńı osy bude označeno k.
V každém zatěžovaćım kroku se postupuje následovně: Z okrajové podmı́nky
je dána hodnota pr̊uhybu v počátku wk=0 = 0. T́ım jsou určeny vnitřńı śıly
v bodě k = 0 a plat́ı Mext,k=0 = Pwk=0 = 0. Ověřeńı podmı́nky pro rozložeńı
napět́ı po pr̊uřezu pro bod k = 0 je zbytečné, vždy bude uvažováno lineárně
pružné chováńı, jelikož pr̊uřez neńı ohybově namáhán. Ze vzorce (2.47) je pa-
trné, že κk=0 = 0. Jakmile je známá křivost, lze dopoč́ıtat odhad pr̊uhybu v
následuj́ıćım bodě k = 1. Výsledná křivost je dána rozd́ılem křivosti od defor-
mace a počátečńı křivosti dané počátečńı imperfekćı. Plat́ı

κk = κdef,k − κ0,k = −wk+1 − 2wk + wk−1

∆x2
− δ0

π2

L2
sin

kπ

L
. (2.53)

Přepsáńım této rovnice pro bod k = 0 a s využit́ım okrajové podmı́nky wk=0 =
0 dostaneme

κk=0 =
w1 − 2wk=0 + w−1

∆x2
− δ0

π2

L2
sin

0

L
= −w1 + w−1

∆x2
. (2.54)

Metoda střelby odhaduje počátečńı úhel pr̊uhybu φ0, který v př́ıpadě malých
deformaćı lze zaměnit s derivaćı pr̊uhybové funkce v počátku, plat́ı tedy w′k=0 =
φ0. Možné diferenčńı schéma pro náhradu prvńı derivace v bodě 0 je

φ0 = w′k=0 =
w1 − w−1

2∆x
. (2.55)
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Z rovnice (2.55) lze vyjádřit

w−1 = w1 − 2∆xφ0. (2.56)

Dobrou volbou úhlu φ0 je derivace v počátku z analytického pružného řešeńı.
Dosazeńım předešlého výrazu do rovnice (2.54) dostaneme

κk=0 = −w1 + w1 − 2∆xφ0

∆x2
= −2w1 − 2∆xφ0

∆x2
. (2.57)

Jedinou neznámou v rovnici (2.57) je w1, jelikož počátečńı úhel φ0 byl odhad-
nut. Neznámou w1 lze snadno explicitně vyjádřit jako

w1 = −1

2
κk=0∆x

2 + ∆xφ0. (2.58)

T́ım je výpočet pro bod k = 1 hotov a kód může postoupit k daľśımu bodu.
Princip bude obdobný, spoč́ıtá se mext = Pwk/Mel, tato hodnota se porovná
s mezńımi hodnotami a urč́ı se, o který př́ıpad rozložeńı napět́ı se jedná. Pak
se z př́ıslušného vzorce vypoč́ıtá hodnota křivosti. Následně je z rovnice (2.53)
vyjádřena jediná neznámá

wk+1 = 2wk − wk−1 − (κk + κ0,k)∆x2. (2.59)

Takto se dopoč́ıtaj́ı hodnoty až k bodu k = N − 1, hodnota wN by měla
být podle okrajových podmı́nek rovna 0. Pokud v zatěžovaćım kroku nedošlo
k žádné plastizaci, jako počátečńı úhel φ0 byla použita derivace v počátku z
analytického pružného řešeńı a bylo použito dostatečně jemné děleńı, hodnota
wN by měla být téměř 0. Pokud k plastizaci v daném kroku došlo, hodnota na
konci intervalu se od 0 bude lǐsit. Pomoćı vhodné iterativńı metody se najde
lepš́ı odhad počátečńıho úhlu φ0.

Jednou z možných variant je metoda p̊uleńı intervalu. Předpokládejme, že
v zatěžovaćım kroku došlo k plastizaci a dopoč́ıtaná hodnota na konci inter-
valu se od nuly lǐsila. V př́ıpadě, že wN > 0, bude počátečńı úhel nazván
φ0,A. Pokud wN < 0, úhel se pojmenuje φ0,B. Ve stejném zatěžovaćım kroku
se zopakuje výpočet s použit́ım jiného počátečńıho úhlu. Pokud je hodnota
pr̊uhybu na konci intervalu opačného znaménka než pro prvńı př́ıpad, hodnotě
se přǐrad́ı název φ0,A pokud je pr̊uhyb kladný, nebo φ0,B pokud je záporný. Po-
kud hodnota pr̊uhybu má stejné znaménko jako z prvńıho odhadu, je potřeba
krok opakovat, dokud nebude hodnota pr̊uhybu na konci opačného znaménka.
Jakmile je toho doćıleno, kód může zač́ıt algoritmus metody. Dopoč́ıtá se
úhel φ0,NEW který bude v polovině intervalu mezi úhly φ0,A a φ0,B, plat́ı
φ0,NEW = φ0,A + (φ0,B − φ0,A) /2. Následně se s použit́ım tohoto počátečńıho
úhlu vypoč́ıtá nový pr̊uhyb wN,NEW . Pokud bude kladný, přeṕı̌se se na φ0,A.
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Pokud bude pr̊uhyb wN,NEW záporný, přeṕı̌se se na φ0,B. T́ımto zp̊usobem se
bude zkracovat interval mezi úhly φ0,A a φ0,B dokud hodnota wN,NEW nebude
dostatečně bĺızko nule. V tom př́ıpadě je aktuálńı zatěžovaćı krok dopoč́ıtán a
kód může přej́ıt k daľśımu.

Při výpočtu se ukáže, že od jisté hodnoty zat́ıžeńı bude mı́t funkce popisuj́ıćı
pr̊uhyb na konci prutu v závislosti na odhadu počátečńıho úhlu dva kořeny.
Až budou uvedeny výsledky pro konkrétńı př́ıpad, bude patrné, že jeden kořen
odpov́ıdá vzestupné části zatěžovaćı křivky a druhý větvi sestupné.

Shrnut́ı algoritmu:

1. cyklus přes zvětšuj́ıćı se zat́ıžeńı: for P = Pstart : Pkonec

2. výpočet κel a κep

3. určeńı počátečńıho úhlu φ0

pokud se jedná o prvńı iteraci

φ0 z analytického pružného řešeńı

pokud se nejedná o prvńı iteraci

φ0 dopočteno pomoćı metody p̊uleńı intervalu

4. cyklus přes rozděleńı prutu po délce: for k = 0 : (N − 1)

5. určeńı mext a porovnáńı s mel a mep

ze vzorce pro př́ıslušný př́ıpad se dopočte κ

pokud k = 0

wk+1 = −1

2
κk∆x2 + ∆xφ0

pokud k = 1 : N − 1

wk+1 = 2wk − wk−1 − (κk + κ0,k)∆x2

6. kontrola wN = 0,

pokud wN 6= 0

vrátit se k bodu 3

pokud wN = 0

zatěžovaćı krok dopoč́ıtán, přej́ıt k bodu 1



Kapitola 3

Př́ıklad

V následuj́ıćı kapitole budou ukázány výsledky pro konkrétńı př́ıklad. Bude
se jednat o prostě podepřený prut vyrobený z oceli. Pracovńı diagram bude
uvažován jako ideálně pružnoplastický s meźı kluzu σ0 a modulem pružnosti
E. Prut bude obdélńıkového pr̊uřezu o výšce h a š́ı̌rce b, délka prutu je L s
počátečńı excentricitou ve tvaru sinusoidy s maximálńı amplitudou δ0. Konkrét-
ńı hodnoty jsou zobrazeny v Tab. 3.1.

h [m] b [m] δ0 [m] L [m] E [Pa] σ0 [Pa]

0.1 0.15 0.004 4 210 · 109 235 · 106

Tab. 3.1: Hodnoty parametr̊u pro konkrétńı př́ıklad

3.1 Metoda konečných prvk̊u

Ověřeńı správnosti bylo provedeno pomoćı konečně-prvkového softwaru
OOFEM. Úlohu je možné zjednodušit s využit́ım symetrie pr̊uhybové funkce,
lze tedy vymodelovat pouze polovinu prutu a t́ım zpřesnit a zrychlit řešeńı.
Uprostřed prutu je derivace pr̊uhybové funkce rovna nule, tuto podmı́nku
je zapotřeb́ı vynutit vhodnou podporou. Ta muśı splňovat nulové natočeńı
pr̊uřezu a muśı umožňovat př́ıčný posun w. Taková podpora se nazývá
posuvné vetknut́ı. Na Obr. 3.1 je znázorněno statické schéma zjednodušeného
problému.

Prut byl vymodelován jako rovinná úloha. Pro výpočet byly použity
čtyřuzlové konečné prvky. Všechny prvky maj́ı stejnou š́ı̌rku. V každém uzlu
jsou dva neznámé stupně volnosti, tedy posuny u a w. Uvažuje se bilineárńı
aproximace pole posunut́ı. Hodnoty napět́ı se integruj́ı ve čtyřech Gaussových
integračńıch bodech. Při tvorbě modelu pro program OOFEM jsem využil

53
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Obr. 3.1: Schéma s využit́ım symetrie pro model v programu OOFEM

manuálové př́ıručky [3] a [4].

Okrajové podmı́nky byly modelovány následovně. Pro kloubové podepřeńı je
vynuceno, aby př́ıčný posun prostředńıho uzlu v krajńım pr̊uřezu byl nulový.
Zbylé krajńı uzly se mohou pohybovat libovolně, tak bude umožněna př́ıčná
roztažnost materiálu. U posuvného vetknut́ı je uzl̊um v krajńım pr̊uřezu
umožněn pouze pohyb v kolmém směru na osu prutu, tedy ve směru posunu
w. Zamezeńım posunu u ve všech krajńıch uzlech se doćıĺı nulového natočeńı
pr̊uřezu.

Osové zat́ıžeńı je modelováno jako bodové zat́ıžeńı v krajńıch uzlech. V
př́ıpadě, že je na š́ı̌rku prutu použito M uzl̊u, celkové zat́ıžeńı P bude
rozděleno následovně. Śıla p̊usob́ıćı na rohové uzly bude velikosti P/2M a
śıla předepsaná v ostatńıch uzlech bude hodnoty P/M . T́ımto bude doćıleno
rovnoměrného rozmı́stěńı zat́ıžeńı po š́ı̌rce prutu.

Śıt’ a konvergence

Nejprve byl proveden stabilitńı výpočet pro prut s lineárně pružným ma-
teriálem. Takto je možné odhadnout, jak hustá śıt’ prvk̊u je potřeba k do-
statečně přesnému řešeńı. Byly použity tři r̊uzně husté śıtě. V Tab. 3.2 jsou
vypsané parametry śıt́ı. Na Obr. 3.2 je vykreslen graf závislosti P/Pcr na

velikost hrany [m] počet prvk̊u na š́ı̌rku počet prvk̊u celkem

Śıt’ 1 0.05 2 80

Śıt’ 2 0.025 4 320

Śıt’ 3 0.0125 8 1280

Tab. 3.2: Śıtě konečných prvk̊u
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Obr. 3.2: Porovnáńı analytického řešeńı s pružným řešeńım metodou konečných
prvk̊u pro tři r̊uzně husté śıtě
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Obr. 3.3: Detail grafu na Obr. 3.2

pr̊uhybu uprostřed prutu pro analytické řešeńı a řešeńı metodou konečných
prvk̊u pro tři zmı́něné śıtě. Na Obr. 3.3 je zobrazen detail grafu v oblasti, kde
se poměr sil P/Pcr bĺıž́ı jedné.
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Obr. 3.4: Porovnáńı pružnoplastického řešeńı MKP pro r̊uzné śıtě

V Tab. 3.3 jsou zaznamenány hodnoty P/Pcr, Pan/Pcr (Pan je hodnota śıly z
analytického řešeńı) a odchylka numerického řešeńı od analytického řešeńı v
bodech, ve kterých je hodnota pr̊uhybu w nejbĺıže hodnotě 0.05 m. Tyto body
jsou na Obr. 3.3 znázorněny kroužkem. Odchylka od přesného řešeńı pro bod

P

Pcr

Pan

Pcr

P − Pan

Pan

· 100 [%]

Śıt’ 1 0.9339 0.9197 1.5431

Śıt’ 2 0.9228 0.9197 0.3344

Śıt’ 3 0.9188 0.9197 −0.0980

Tab. 3.3: Konvergence k přesnému řešeńı

śıtě 3 je menš́ı než 0.1 %. Taková přesnost je pro účely práce dostačuj́ıćı a śıt’

3 lze považovat za dostatečně hustou.

Plastický výpočet

Ukázalo se, že výpočet pružného řešeńı je věrohodný až při použit́ı alespoň
8 konečných prvk̊u na š́ı̌rku prutu (śıt’ 3). Je jasné, že zkoumat plastický
výpočet s hrubš́ı śıt́ı je nesmyslné, nicméně pro informaci jsou výsledky i
pro tyto śıtě uvedeny v grafu na Obr. 3.4. Na Obr. 3.4 je zobrazena jen část
zatěžovaćı křivky, kompletńı křivka s použit́ım śıtě 3 je zobrazena na Obr. 3.5.

Z graf̊u je vidět, jak se měńı pr̊uběh zatěžovaćı křivky oproti pružnému řešeńı.
Ze začátku je řešeńı shodné s pružným, to je zat́ıžeńı ještě dostatečně ńızké
a napět́ı v žádném pr̊uřezu nepřesáhne mez kluzu σ0. Pak se začne křivka
oddalovat od pružného řešeńı (bod A). V tomto bodě bylo právě dosaženo
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Obr. 3.5: Pružnoplastické řešeńı MKP pro śıt’ 3 s význačnými body

meze kluzu v tlačené části v nejnamáhaněǰśım pr̊uřezu, tedy pr̊uřezu uprostřed.
Následně se bude v pr̊uběhu zatěžováńı plastická zóna zvětšovat a t́ım klesat tu-
host celého systému. V bodě, kdy klesne na nulu, bude dosaženo maximálńıho
zat́ıžeńı, které dokáže prut přenést (bod B). Poté bude tuhost systému záporná,
neboli pr̊uhyb bude nar̊ustat i za snižuj́ıćı se tlakové śıly. To však ještě ne-
znamená kolaps konstrukce. Ten nastane až v momentě, kdy nejnamáhaněǰśı
pr̊uřez dosáhne mezńıho plastického stavu (bod D). Někde mezi t́ımto stavem
a bodem, kdy bylo poprvé dosaženo meze kluzu v tlačených krajńıch vláknech
(bod A), nastane situace, kdy i napět́ı v tažených vláknech bude právě rovno
mezi kluzu. Zda se bude tento bod nacházet před dosažeńım maximálńıho
zat́ıžeńı, nebo po dosažeńı maximálńıho zat́ıžeńı, zálež́ı na kombinaci geome-
trických a materiálových parametr̊u. Pro tento konkrétńı př́ıpad je dosaženo
meze kluzu v tahu až v klesaj́ıćı části křivky (bod C).

Bylo zmı́něno, že kolaps konstrukce nastane v bodě D, kdy dojde ke vzniku
plastického kloubu. V tomto bodě je v prostředńım pr̊uřezu poprvé dosaženo
mezńıho plastického stavu, ve kterém bude pr̊uřez setrvávat i pro větš́ı pr̊uhyby.

Na Obr. 3.6 je vykresleno napět́ı σx [Pa] a deformovaný tvar pro zmı́něné
význačné body. Na Obr. 3.6a je zat́ıžeńı na takové úrovni, že právě docháźı k
plastizaci tlačených vláken. Zbytek prutu je v pružném stavu. Ve stavu zobra-
zeném na Obr. 3.6b je dosaženo maximálńıho zat́ıžeńı. Na Obr. 3.6c je právě
dosaženo meze kluzu v tažených vláknech. Na Obr. 3.6d docháźı ke kolapsu.
Na Obr. 3.7 je vykreslena norma tensoru plastické deformace pro čtyři zmı́něné
zatěžovaćı kroky. Je vidět, jak se v pr̊uběhu zatěžováńı plastická zóna rozšǐruje.
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(a) Krok 39, κ = κel, bod A (b) Krok 42, P = Pmax, bod B

(c) Krok 83, κ = κep, bod C
(d) Krok 235, bod D, dosažeńı
mezńıho plastického stavu

Obr. 3.6: Pr̊uběh napět́ı σx a naznačeńı deformovaného tvaru v r̊uzných
zatěžovaćıch časech
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(a) krok 39, κ = κel, bod A (b) krok 42, P = Pmax, bod B

(c) krok 83, κ = κep, bod C
(d) krok 235, bod D, dosažeńı
mezńıho plastického stavu

Obr. 3.7: Vykresleńı normy tensoru plastické deformace v r̊uzných zatěžovaćıch
časech
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3.2 Výsledky vypoč́ıtané metodou střelby

Nyńı bude proveden výpočet metodou střelby. Na Obr. 3.8 je zobrazena závislost
zat́ıžeńı na maximálńım pr̊uhybu uprostřed prutu s uvážeńım pružnoplastického
chováńı prutu. Maximálńı śıla, kterou je prut schopen přenést, je rovna
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Obr. 3.8: Závislost P/Pcr na pr̊uhybu uprostřed prutu určená metodou střelby

1.3923 MN, poměr maximálńı śıly a kritické śıly Pmax/Pcr je roven 0.8599.
Pr̊uhyb wu při maximálńı śıle je roven 0.0302 m a maximálńı pr̊uhyb v bodě,
kdy se pr̊uřez uprostřed dostane do mezńıho plastického stavu, je roven 0.1215 m.

Na Obr. 3.9 jsou porovnány výsledky metody konečných prvk̊u a výsledky
podle metody střelby pro pružnoplastický výpočet. Na grafu je opět znázorněn
bod D, ve kterém se prostředńı pr̊uřez nacháźı v mezńım plastickém stavu.
Body křivky, které se nacházej́ı napravo od tohoto bodu, jsou dopoč́ıtané ana-
lyticky. Předpokládá-li se, že pro větš́ı pr̊uhyby bude nejnamáhaněǰśı pr̊uřez
stále v mezńım plastickém stavu, ohybový moment je pro danou normálovou
śılu jednoznačně určen. Ze znalosti ohybového momentu a velikosti p̊usob́ıćıho
zat́ıžeńı je pak znám i pr̊uhyb v prostředńım pr̊uřezu. Ten se vypoč́ıtá jako
w (L/2) = M/P .
Na Obr. 3.10 je vykreslen interakčńı diagram zmı́něného pr̊uřezu. V pr̊uběhu
zatěžováńı se nejdř́ıve zvětšovala tlaková śıla, dokud jej́ı hodnota nedosáhla
maxima, které je prut schopen přenést. Poté zat́ıžeńı klesalo. Každé hodnotě
śıly lze přǐradit ohybový moment, který v daném pr̊uřezu p̊usobil. Tyto body
jsou zobrazeny v interakčńım diagramu. Dále jsou do grafu vykresleny zmı́něné
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Obr. 3.9: Porovnáńı pružnoplastického výpočtu podle MKP a metody střelby
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Obr. 3.10: Interakčńı diagram prostředńıho pr̊uřezu v pr̊uběhu zatěžováńı

body A, B, C a D. Je patrné, že body lež́ıćı za bodem D koṕıruj́ı křivku mezńıho
plastického stavu.
Z Obr. 3.9 je vidět, že výsledky metody střelby a podle MKP se výrazněji lǐśı
až v oblasti, kde pr̊uhyby dosahuj́ı vysokých hodnot. Výpočet metodou střelby
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je platný pouze za předpokladu malých deformaćı, zat́ımco program OOFEM
toto omezeńı nemá.

Na Obr. 3.11 je zobrazen detail Obr. 3.9 pro oblast, kdy je dosaženo maximálńı
śıly. V Tab. 3.4 jsou zobrazeny hodnoty maximálńı dosažené śıly podle metody
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Obr. 3.11: Detail Obr. 3.9 v oblasti, kdy je dosaženo maximálńıho zat́ıžeńı

konečných prvk̊u a podle metody střelby a jejich odchylka. Z grafu i č́ıselných
hodnot je vidět, že výsledky jsou velmi podobné.

Pmax,OOFEM

Pcr

Pmax,matlab

Pcr

Pmax,OOFEM − Pmax,matlab

Pmax,matlab

· 100 [%]

Śıt’ 3 0.8598 0.8599 −5.7459 · 10−4

Tab. 3.4: Porovnáńı výsledk̊u podle programu OOFEM a podle metody střelby

3.3 Vliv parametr̊u

V této sekci budou provedeny výpočty metodou střelby pro pruty s r̊uznými
geometrickými charakteristikami a rozměry. Z výsledk̊u bude patrný vliv jed-
notlivých parametr̊u na pr̊uběh odezvy prutu na dané zat́ıžeńı.

Na Obr. 3.12 jsou zobrazeny zatěžovaćı křivky pro tři r̊uzně velké pr̊uřezy.
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Š́ı̌rka pr̊uřezu b = 0.15m je stále stejná, měńı se pouze výška pr̊uřezu h. Po-
stupně bude nabývat hodnot 0.05m, 0.1m a 0.15m.
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Obr. 3.12: Porovnáńı zatěžovaćıch křivek pro r̊uzně vysoké pr̊uřezy

Na Obr. 3.13 je vyobrazen interakčńı diagram pr̊uřezu uprostřed prutu. Jsou
na něm zobrazeny křivky odpov́ıdaj́ıćı mezńımu pružnému stavu (κ = κel),
mezńımu plastickému stavu (κ =∞) a křivka odpov́ıdaj́ıćı přechodnému stavu
mezi možnostmi 2 a 3 (κ = κep), viz sekce 2.3. Dále jsou do graf̊u zakresleny
kombinace ohybového momentu a normálové śıly pro každý zatěžovaćı krok. V
grafu jsou celkem tři sady těchto bod̊u, každá odpov́ıdaj́ıćı dané výšce prutu.
Modré kř́ıžky jsou body odpov́ıdaj́ıćı rostoućı části zatěžovaćı křivky a červené
kř́ıžky odpov́ıdaj́ı části klesaj́ıćı.
Z graf̊u je patrné, že č́ım je výška pr̊uřezu větš́ı, t́ım je prut méně št́ıhlý a
plastické chováńı materiálu má větš́ı vliv na maximálńı únosnost prvku.

Na Obr. 3.14 jsou zobrazeny zatěžovaćı křivky pro měńıćı se délky pr̊uřezu.
Rozměry pr̊uřezu jsou tentokrát stejné pro všechny křivky, tedy b = 0.15 m a
h = 0.1 m. Délka prutu L bude mı́t hodnoty 2 m, 3 m a 4 m.
Na Obr. 3.15 jsou pak opět vyobrazeny interakčńı diagramy pr̊uřezu uprostřed
prutu pro r̊uzně dlouhé prvky.
Opět je vidět, že zkracuj́ıćı se délka prutu a tedy zmenšuj́ıćı se št́ıhlost výrazně
ovlivňuje maximálńı hodnotu zat́ıžeńı, které je prut schopen přenést s uvážeńım
pružnoplastického chováńı materiálu.

Vliv počátečńı excentricity na chováńı prutu v pr̊uběhu zatěžováńı je ukázán
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Obr. 3.13: Interakčńı diagram prostředńıho pr̊uřezu pro prvky, které se lǐśı
výškou pr̊uřezu
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Obr. 3.14: Porovnáńı zatěžovaćıch křivek pro r̊uzně dlouhé pruty

na Obr. 3.16. Konkrétńı hodnoty poměru počátečńı excentricity a délky prutu
δ0/L jsou 0.001, 0.0055 a 0.01. Je vidět, že zvětšeńı počátečńı excentricity
snižuje maximálńı únosnost. Na Obr. 3.17 je pak opět zobrazen interakčńı
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Obr. 3.15: Interakčńı diagram prostředńıho pr̊uřezu pro prvky, které se lǐśı
délkou prutu
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Obr. 3.16: Porovnáńı zatěžovaćıch křivek pro prvky s r̊uznými počátečńımi
výchylkami

diagram prostředńıho pr̊uřezu a zanesené kombinace ohybového momentu a
normálové śıly pro zvětšuj́ıćı se zat́ıžeńı a pro r̊uzné excentricity.
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Obr. 3.17: Interakčńı diagram prostředńıho pr̊uřezu pro prvky, které se lǐśı
počátečńı excentricitou

Prozat́ım bylo ze všech zmı́něných interakčńıch diagramů vidět, že k překročeńı
křivky, pro kterou plat́ı κ = κep, došlo až po dosažeńı maximálńı śıly, tedy v
sestupné části zatěžovaćı křivky. Až pro větš́ı počátečńı excentricity docháźı k
plastizaci v tažené oblasti ještě před dosažeńım maximálńı śıly, jak je vidět na
Obr. 3.17 pro počátečńı excentricitu δ0/L = 0.01.

Zat́ım bylo na několika př́ıpadech ukázáno, že zvětšuj́ıćı se excentricita a
št́ıhlost prutu snižuj́ı maximálńı únosnost prvku. Bude názorné vykreslit si tyto
závislosti do graf̊u. Na Obr. 3.18 je vykreslen vztah mezi maximálńım zat́ıžeńım
a počátečńı excentricitou. Bĺıž́ı-li se počátečńı excentricita k 0, maximálńı tla-
ková śıla se bude přibližovat k hodnotě kritické śıly Pcr. To však neńı obecným
pravidlem, zálež́ı na poměru kritické śıly a plastické śıly P0 = bhσ0. Bude-li
Pcr/P0 < 1 a počátečńı excentricita bĺızká 0, bude platit Pmax/P0 = Pcr/P0.
Pro př́ıpad Pcr/P0 > 1 plat́ı Pmax/P0 = 1 pro δ0 → 0. Např́ıklad zvětš́ı-li
se výška pr̊uřezu h na 0.15 m, pak plat́ı, že Pcr/P0 > 1. Odpov́ıdaj́ıćı graf
závislosti Pmax/P0 na počátečńı excentricitě je zobrazen na Obr. 3.19

Daľśım názorným grafem je vykresleńı závislosti maximálńı śıly na št́ıhlosti,
tedy stabilitńı křivky. V sekci 1.1 byl odvozen tento vztah pro ideálńı pr̊uřez.
Na Obr. 3.20 jsou vykresleny stabilitńı křivky pro čtyři r̊uzné počátečńı ex-
centricity. Pro malé δ0 je v oblastech Λ > 1 chováńı prutu velice podobné
pružnému prvku. Až pro št́ıhlosti λ bĺıž́ıćı se λ̄, tedy Λ → 1, se náhle začne
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Obr. 3.18: Závislost Pmax/P0 na počátečńı excentricitě pro Pcr/P0 < 1

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
δ0

L

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Pmax

P0

Obr. 3.19: Závislost Pmax/P0 na počátečńı excentricitě pro Pcr/P0 > 1

projevovat vliv plasticity. U prut̊u s větš́ı počátečńı excentricitou ovlivńı plas-
tické chováńı materiálu zatěžovaćı proces i při větš́ıch št́ıhlostech a ve větš́ı
mı́̌re. Výsledky numerického řešeńı tedy potvrzuj́ı odhad pr̊uběhu, který byl
odvozen pro ideálńı pr̊uřez.
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Obr. 3.20: Závislost Pmax/P0 na poměrné št́ıhlosti Λ

V sekci 1.2 byly sestrojeny odhady závislosti poměru Pmax/Pcrit na št́ıhlosti.
Konkrétně byl sestrojen dolńı odhad, ve kterém se uvažovalo, že pr̊uřez je
v mezńım pružném stavu. Horńı odhad uvažoval s mezńım plastickým sta-
vem, nicméně vztah mezi pr̊uhybem w a zat́ıžeńım P , který byl při odvo-
zeńı využit, neplat́ı pro př́ıpad pružnoplastického materiálu. Na Obr. 3.21
jsou znázorněny výše zmı́něné odhady a skutečný pr̊uběh podle numerického
výpočtu pro pruty se třemi r̊uznými počátečńımi excentricitami, konkrétně
δ0/L = 0.001, δ0/L = 0.0055 a δ0/L = 0.01. Podle očekáváńı se křivka
skutečného pr̊uběhu nacháźı mezi dolńım a horńım odhadem. Z graf̊u je vidět,
že pro malé št́ıhlosti se křivka přimyká k horńımu plastickému odhadu. Dále je
možné usoudit, že pro počátečńı excentricity bĺıž́ıćı se nule bude křivka téměř
shodná s dolńım pružným odhadem.
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Obr. 3.21: Závislost Pmax/Pcrit na poměrné št́ıhlosti Λ a porovnáńı s odhady
ze sekce 1.2
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Kapitola 4

Model se zpevněńım

Možné zobecněńı výpočtu se nab́ıźı v úpravě materiálového modelu. V této
sekci bude uvažován materiál s lineárńım zpevněńım. Na Obr. 4.1 je zobra-
zen pracovńı diagram. Materiál se bude ze začátku chovat lineárně pružně,

1

E

σ0

σ

ε0 ε

1
Et

Obr. 4.1: Bilineárńı pracovńı diagram pro model se zpevněńım

ale jakmile napět́ı dosáhne meze kluzu, změńı se konstanta úměrnosti mezi
př́ır̊ustky napět́ı a deformace – modul pružnosti E bude nahrazen tečným
pružnoplastickým modulem Et. Při zatěžováńı v plastickém stavu bude vztah
mezi př́ır̊ustky napět́ı a deformace dán vzorcem ∆σ = Et ∆ε.

4.1 Vztahy mezi ohybovým momentem a kři-

vost́ı

Princip výpočtu bude obdobný jako pro ideálně pružnoplastický materiál.
V rovnici

Mext = Mint (P, κ) (4.1)

je potřeba upravit funkci Mint.
Pro př́ıpad pružného chováńı se nic neměńı, známý vztah mezi křivost́ı a ohy-
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bovým momentem M = EIκ samozřejmě plat́ı. Avšak u daľśıch dvou př́ıpad̊u
změny nastanou.

Př́ıpad 2 pro materiál se zpevněńım

Rozložeńı napět́ı pro př́ıpad 2 je znázorněno na Obr. 4.2. Tlačená vlákna plasti-
zuj́ı a napět́ı v tažených vláknech je menš́ı než mez kluzu σ0. Osová podmı́nka
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Obr. 4.2: Rozložeńı napět́ı po pr̊uřezu pro materiál se zpevněńım pro př́ıpad,
kdy plastizuj́ı spodńı vlákna

rovnováhy pro daný pr̊uřez se zaṕı̌se následovně:

N =N1 −N2 −N3 −N4 =
1

2
Eκbh+

2 − 1

2
b
σ2
0

Eκ
− σ0

(
h− h+ − σ0

Eκ

)
b+

− 1

2

(
h− h+ − σ0

Eκ

)2
Etκb = −P. (4.2)

Řešeńım rovnice (4.2) pro h+ lze dostat dva kořeny

h+1,2 =− σ0
Eκ
− h Et

E − Et

±

±

√
2

Ebκ
(P0 − P )

(
Et

E − Et

+ 1

)
+ h2

Et

E − Et

(
Et

E − Et

+ 1

)
. (4.3)

S využit́ım vztahu pro křivost v mezńım pružném stavu

κel =
2

Ebh2
(P0 − P ) (4.4)
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a označeńım poměru
Et

E − Et

jako materiálový koeficient m se výraz přeṕı̌se na

h+1,2 = − σ0
Eκ
− hm± h

√
κel
κ

(m+ 1) +m(m+ 1). (4.5)

Částečné ověřeńı správnosti může být př́ıpad, kdy Et = 0, tedy př́ıpad ideálně
pružnoplastického chováńı. Koeficient m bude roven nule a rovnice se zjed-
noduš́ı na

h+1,2 = − σ0
Eκ
± h
√
κel
κ

= − σ0
Eκ
±
√

2

Ebκ
(P0 − P ), (4.6)

což je shodný vzorec jako rovnice (2.13) odvozená pro ideálně pružnoplastický
materiál.
Ohybový moment je pak možné vyjádřit následuj́ıćım vztahem

M =N1e1 +N2e2 +N3e3 +N4e4 − P
(
h

2
− h+1,2

)
=

1

3
Ebκh+1,2

3
+

1

3

σ3
0

E2κ2
b+

+
1

2
σ0

(
h− h+1,2 −

σ0
Eκ

)
b
( σ0
Eκ

+ h− h+1,2
)

+

+
1

6
Etκb

(
h− h+ − σ0

Eκ

)2 (
2h− 2h+ +

σ0
Eκ

)
− P

(
h

2
− h+1,2

)
. (4.7)

Po dosazeńı vztahu (4.5) do rovnice (4.7) je vzorec pro ohybový moment
poměrně složitý a vyjádřit z něj křivost κ explicitně nelze. Je potřeba nu-
mericky řešit implicitńı rovnici f(κ) = 0. K tomu byla využita Newtonova
metoda.

Př́ıpad 3 pro materiál se zpevněńım

Rozložeńı napět́ı pro př́ıpad, kdy plastizuj́ı tlačená i tažená vlákna, je vykres-
leno na Obr. 4.3. Pro výpočet vzdálenosti neutrálńı osy od horńıch vláken h+

se využije silová podmı́nka rovnováhy

N =N1 +N2 +N3 −N4 −N5 −N6 =
(
h+ − σ0

Eκ

)
σ0b+

1

2

(
h+ − σ0

Eκ

)2
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2
b
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0
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− 1

2
b
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0

Eκ
− σ0

(
h− h+ − σ0

Eκ

)
b+

− 1

2

(
h− h+ − σ0

Eκ

)2
Etκb = −P. (4.8)
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Obr. 4.3: Rozložeńı napět́ı po pr̊uřezu pro materiál se zpevněńım pro př́ıpad,
kdy plastizuj́ı spodńı i horńı vlákna

Z té se vyjádř́ı

h+ =

P0

(
1− Et

E

)
+

1

2
bh2κEt − P

2σ0b

(
1− Et

E

)
+ Etκbh

. (4.9)

Opět lze ověřit limitńı př́ıpad, kdy Et = 0 a rovnice (4.9) se zjednoduš́ı na

h+ =
P0 − P

2σ0b
. (4.10)

Tento vzorec je shodný se vztahem (2.36).
Obdobně jako pro předchoźı př́ıpady se vyjádř́ı ohybový moment

M =N1e1 +N2e2 +N3e3 +N4e4 +N5e5 +N6e6 − P
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Mezńı křivost κep

Pro ideálně pružnoplastický materiál byly odvozeny mezńı křivosti κel a κep,
které oddělovaly jednotlivé varianty rozložeńı napět́ı. Vztah

κel =
2σ0
Eh

(1− p0) (4.12)

pro křivost odděluj́ıćı mezńı pružný stav od stavu, kdy plastizuj́ı tlačená vlákna,
je stále platný i pro materiál se zpevněńım. Rovnici pro mezńı křivost κep je
potřeba odvodit znovu. Na Obr. 4.4 je ukázáno rozložeńı napět́ı v tomto stavu.
Vzdálenost hzp se urč́ı ze silové podmı́nky rovnováhy. Muśı platit rovnost

 

 

σ0

+

–

Eκhzp

hzp

σ
σ0

2
1 (h-hzp)

2
1 (h-hzp)

N2

N1

N3

N4

Obr. 4.4: Rozložeńı napět́ı pro stav, kdy κ = κep, tlačená oblast plastizuje a
napět́ı v tažených vláknech je právě rovno mezi kluzu

∑
i
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σ0bhzp +
1

2
κepEth

2
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Z rovnice (4.14) se vyjádř́ı vzdálenost hzp jako

hzp,1,2 = − σ0
Etκep

±

√
σ2
0

E2
t κ

2
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+
2P

Etκepb
. (4.15)

Křivost κep je tedy dána rovnićı

κep =
2σ0

E (h− hzp)
=

2σ0

E

(
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Etκep

±

√
σ2
0
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2
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Rovnice je v implicitńım tvaru a k určeńı hodnoty κep se využije opět Newto-
nova metoda.
Ohybový moment pro toto rozděleńı napět́ı se urč́ı jako

Mep = N1
1

3
(h− hzp) +N2

1

3
(h− hzp) +N3

h

2
+N4

(
h

2
+

1

6
hzp

)
, (4.17)

kde

N1 =
1

4
σ0 (h− hzp) b (4.18)

N2 =
1

4
σ0 (h− hzp) b (4.19)

N3 = σ0hzpb (4.20)

N4 =
1

2
Eκh2zpb. (4.21)

Do vzorce (4.17) se za hzp dosad́ı rovnice (4.15), ve které se κep vyjádř́ı podle
(4.16).
Na Obr. 4.5 je vykreslena závislost poměru M/Mel na P/P0, tedy interakčńı
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κ = κep, Et = 0 Pa
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κ = κep, Et = 210.108 Pa

κ = κel

Obr. 4.5: Interakčńı diagram, křivka mezńıho pružného stavu a křivky pro stav,
kdy je κ = κep pro r̊uzné Et

diagram. Do něj je zanesena křivka odpov́ıdaj́ıćıMep pro tři r̊uzné pružnoplasti-
cké moduly Et, konkrétně Et = 0 Pa, Et = 210 · 107 Pa a Et = 210 · 108 Pa.
Dále je vykreslena křivka odpov́ıdaj́ıćı momentu v mezńım pružném stavu.
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Z grafu je vidět rozd́ıl chováńı ideálně pružnoplastického materiálu a ma-
teriálu se zpevněńım. Zat́ımco maximálńı zat́ıžeńı pro ideálně pružnoplastický
materiál je rovno śıle P0, které odpov́ıdá nulový ohybový moment, pro ma-
teriál se zpevněńım může být zat́ıžeńı nekonečně velké, ohybový moment bude
se zvětšuj́ıćı silou r̊ust do nekonečna. To plat́ı pouze pro teoretické řešeńı
uvažuj́ıćı neomezenou duktilitu. Pro reálný materiál nemohou plastické de-
formace nabývat libovolně velkých hodnot, ale pro určité deformace dojde k
porušeńı. T́ım je tedy limitována i maximálńı śıla.

4.2 Př́ıklad

V následuj́ıćı sekci budou ukázány výsledky stejného př́ıkladu jako v kapitole
3, jen bude uvažován materiál s lineárńım zpevněńı s tečným elastoplastickým
modulem Et = 210·108 Pa. Na Obr. 4.6 jsou porovnány čtyři zatěžovaćı křivky,
tedy pro pružný materiál, pro ideálně pružnoplastický, dále výsledky pro ma-
teriál se zpevněńım vypoč́ıtané metodou střelby a pak výsledky podle MKP. Na
Obr. 4.7 je pak detail v oblasti, kde je dosaženo maximálńıho zat́ıžeńı. Podle
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Obr. 4.6: Zatěžovaćı křivka pro materiál se zpevněńım a pro ideálně
pružnoplastický materiál

očekáváńı je maximálńı zat́ıžeńı o trochu větš́ı než pro ideálně pružnoplastický
materiál. Výsledky vypoč́ıtané metodou střelby se nepatrně lǐśı od výpočtu
metodou konečných prvk̊u, avšak rozd́ıl je zanedbatelný. V Tab. 4.1 je nume-
rické porovnáńı obou metod pro hodnotu maximálńıho zat́ıžeńı. Jejich rozd́ıl
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Obr. 4.7: Detail zatěžovaćı křivky v oblasti maximálńıho zat́ıžeńı

Pmax,OOFEM

Pcr

Pmax,matlab

Pcr

Pmax,OOFEM − Pmax,matlab

Pmax,matlab

· 100 [%]

0.8609 0.8610 −1.88 · 10−2

Tab. 4.1: Porovnáńı výsledk̊u podle programu OOFEM a podle metody střelby
pro materiál se zpevněńım

je menš́ı než 0.02%.

Na Obr. 4.8 je zakreslen interakčńı diagram prostředńıho pr̊uřezu. Dále jsou
vykresleny křivky odpov́ıdaj́ıćı mezńım křivostem κel a κep. Oproti výsledk̊um
pro ideálně pružnoplastický materiál neńı momentová únosnost omezena.
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Obr. 4.8: Interakčńı diagram prostředńıho pr̊uřezu pro materiál se zpevněńım
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Kapitola 5

Staticky neurčité př́ıpady

5.1 Diferenciálńı rovnice a pružné řešeńı

Prozat́ım byla v práci věnována pozornost pouze prostě podepřenému prutu.
Následuj́ıćı kapitola bude zaměřena na zobecněńı algoritmu i pro staticky
neurčité př́ıpady podpor. Odvozeńı potřebných rovnic bude provedeno pro
oboustranně vetknutý prut, avšak pro ostatńı kombinace okrajových podmı́nek
bude postup analogický. Schéma je ukázáno na Obr. 5.1.

P

δ0L

x

z
M0

V0

Obr. 5.1: Schéma oboustranně vetknutého prutu
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Počátečńı excentricita je uvažována ve tvaru

w0(x) =
δ0
2

(
1− cos

2πx

L

)
(5.1)

a materiálový model je ideálně pružnoplastický. Zaṕı̌se-li se momentová pod-
mı́nka rovnováhy v bodě na ose prutu

Mext = Mint (5.2)

Pw(x)−M0 − V0x = Mint (P, κ(x)) , (5.3)

je patrné, že se v ńı vyskytuj́ı dvě neznámé konstanty M0 a V0, neboli ohybový
moment ve vetknut́ı a posouvaj́ıćı śıla v podpoře. Neznámé statické veličiny
lze odstranit dvojnásobným derivováńım. T́ım se rovnice změńı na

Pw′′(x) = (Mint (P, κ(x)))′′ (5.4)

Pw′′(x) = f
(
P,w′′(x), w′′′(x), wIV (x)

)
. (5.5)

Jedná se o nelineárńı diferenciálńı rovnici čtvrtého řádu. K jej́ımu řešeńı jsou
potřeba dvě okrajové podmı́nky na každém konci prutu. Pro oboustranné
vetknut́ı jsou všechny podmı́nky kinematického typu, konkrétně w(0) = w(L) =
w′(0) = w′(L) = 0.

Pro př́ıpad pružného materiálu je výsledná rovnice lineárńı a má tvar

wIV (x) +
P

EI
w′′(x) = −κ′′0(x), (5.6)

kde

κ′′0(x) = −wIV
0 (x) =

δ0
2

16π4

L4
cos

2πx

L
. (5.7)

Řešeńım homogenńı rovnice s uvážeńım okrajových podmı́nek se źıská hodnota
Eulerova kritického břemene

Pcr =
4EIπ2

L2
(5.8)

a tvar vybočeńı jako funkce

w(x) = C1

(
1− cos

2πx

L

)
, (5.9)

kde C1 je libovolná konstanta.

Partikulárńı řešeńı prutu s počátečńı excentricitou bude hledáno ve tvaru

wp(x) = A

(
1− cos

2πx

L

)
. (5.10)
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Dosazeńım do rovnice (5.6) se ukáže, že

A =
δ0
2

1

1− P

Pcr

, (5.11)

a tedy

wp(x) =
δ0
2

1

1− P

Pcr

(
1− cos

2πx

L

)
. (5.12)

Partikulárńı řešeńı splňuje okrajové podmı́nky, nebot’ plat́ı wp(0) = wp(L) =
w′p(0) = w′p(L) = 0. Proto je to i skutečné řešeńı uvažovaného problému
(obecně by se přidávaly libovolné násobky funkćı, které řeš́ı homogenńı rov-
nici).

5.2 Úprava vztah̊u mezi momentem a křivost́ı

V kapitole 2 byly integraćı napět́ı σx násobeného souřadnićı z určeny vztahy
pro výpočet ohybového momentu Mint v závislosti na křivosti κ a zat́ıžeńı
P pro tři př́ıpady rozložeńı napět́ı. Tyto vzorce jsou stále platné, avšak pro
dosazeńı do rovnice (5.5) je potřeba vyjádřit druhou derivaci funkce Mint podle
prostorové souřadnice. Přitom Mint je popsáno jako funkce P a κ, kde P na
prostorové souřadnici nezáviśı. Funkci Mint(κ(x)) derivujeme jako složenou
funkci:

dMint

dx
=
∂Mint

∂κ

dκ

dx
=
∂Mint

∂κ
κ′. (5.13)

Při výpočtu druhé derivace se využije také pravidlo o derivaci součinu:

d2Mint

dx2
=

d

dx

(
∂Mint

∂κ

dκ

dx

)
=
∂2Mint

∂κ2
dκ

dx

dκ

dx
+
∂Mint

∂κ

d2κ

dx2
=
∂2Mint

∂κ2
κ′2+

∂Mint

∂κ
κ′′.

(5.14)
Pak tedy pro každý d́ılč́ı př́ıpad rozložeńı napět́ı stač́ı vyjádřit prvńı a druhou
derivaciMint podle κ a dosadit. Na závěr je potřeba křivost κ nahradit rozd́ılem
κdef − κ0.

Př́ıpad 1 pro staticky neurčitý prut

Pro stav, kdy se materiál chová lineárně pružně, je moment vyjádřen obvyklým
vztahem

Mint = EIκ. (5.15)

Prvńı a druhá derivace Mint podle křivosti κ jsou:

∂Mint

∂κ
= EI,

∂2Mint

∂κ2
= 0. (5.16)
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Dosazeńım do vzorce (5.14) se urč́ı M ′′
int

d2Mint

dx2
=
∂2Mint

∂κ2
κ′2 +

∂Mint

∂κ
κ′′ = EIκ′′ (5.17)

d2Mint

dx2
= EI

(
κ′′def − κ′′0

)
. (5.18)

Př́ıpad 2 pro staticky neurčitý prut

V př́ıpadě, kdy plastizuj́ı tlačená vlákna, zat́ımco tažená oblast je v pružném
stavu, je moment dán vztahem:

Mint = (P0 − P )h

(
1

2
− 1

3

√
κel
κ

)
. (5.19)

Prvńı a druhá derivace Mint podle křivosti κ jsou:

∂Mint

∂κ
=

1

6
(P0 − P )h

√
κel

1
√
κ
3 (5.20)

∂2Mint

∂κ2
= −1

4
(P0 − P )h

√
κel

1
√
κ
5 . (5.21)

Dosazeńım do vzorce (5.14) se urč́ı M ′′
int

d2Mint

dx2
= −1

4
(P0 − P )h

√
κel

κ′2
√
κ
5 +

1

6
(P0 − P )h

√
κel

κ′′
√
κ
3 =

=
1

6
(P0 − P )h

√
κel

(
κ′′
√
κ
3 −

3

2

κ′2
√
κ
5

)
(5.22)

d2Mint

dx2
=

1

6
(P0 − P )h

√
κel

(
κ′′def − κ′′0√
κdef − κ03

− 3

2

(κ′def − κ′0)2√
κdef − κ05

)
. (5.23)

Př́ıpad 3 pro staticky neurčitý prut

Plastizuj́ı-li tlačená i tažená vlákna, moment Mint se urč́ı následovně:

Mint =

(
1− P 2

P 2
0

)
Mpl −

1

3

κ2ep
κ2

(
1− P

P0

)2

Mpl. (5.24)

Analogicky předchoźım př́ıpad̊um se urč́ı potřebné derivace a následně se do-
sad́ı do vzorce (5.14):

∂Mint

∂κ
=

2

3
κ2ep

(
1− P

P0

)2

Mpl
1

κ3
(5.25)
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∂2Mint

∂κ2
= −2κ2ep

(
1− P

P0

)2

Mpl
1

κ4
(5.26)

d2Mint

dx2
= −2κ2ep

(
1− P

P0

)2

Mpl
κ′2

κ4
+

2

3
κ2ep

(
1− P

P0

)2

Mpl
κ′′

κ3
=

=
2

3
κ2ep

(
1− P

P0

)2

Mpl
κκ′′ − 3κ′2

κ4
(5.27)

d2Mint

dx2
=

2

3
κ2ep

(
1− P

P0

)2

Mpl

(κdef − κ0)(κ′′def − κ′′0)− 3(κ′def − κ′0)2

(κdef − κ0)4
. (5.28)

5.3 Diskretizace a metoda střelby

Jelikož se jedná o diferenciálńı rovnici čtvrtého řádu, diferenčńı schémata třet́ı
a čtvrté derivace budou [5, Kapitola 27]

(·)IVk =
(·)k−2 − 4(·)k−1 + 6(·)k − 4(·)k+1 + (·)k+2

∆x4
(5.29)

(·)′′′k =
−(·)k−2 + 2(·)k−1 − 2(·)k+1 + (·)k+2

2∆x2
. (5.30)

Při použit́ı metody střelby bude tentokrát nezbytné odhadovat dvě veličiny.
Pro oboustranně vetknutý prut již nemá smysl odhadovat derivaci v počátku,
jelikož ta je dána okrajovou podmı́nkou. Mı́sto toho se budou odhadovat fik-
tivńı pr̊uhyby w−2 a w−1. Zaṕı̌se-li se diferenčńı náhrada pro čtvrtou derivaci
pr̊uhybu v počátku (tedy pro k = 0)

wIV
k=0 =

w−2 − 4w−1 + 6wk=0 − 4w1 + w2

∆x4
, (5.31)

vystupuje v ńı jediná neznámá w2. Hodnoty w−2 a w−1 budou odhadnuty,
pr̊uhyb wk=0 je dán okrajovou podmı́nkou. Aproximaćı okrajové podmı́nky
pro nulovou derivaci v počátku diferenčńı náhradou

w′(0) =
w1 − w−1

2∆x
= 0 (5.32)

je dán vztah w1 = w−1.

Nyńı by bylo možné zapsat v každém bodě xk dvakrát zderivovanou podmı́nku
rovnováhy podle vztah̊u odvozených v předchoźı části práce. Následně by
se křivosti κdef,k přepsaly jako −w′′k . Derivace by se nahradily diferenčńımi
náhradami a z této rovnosti by se pak vyjádřila neznámá wk+2. Tu bude možné
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vyjádřit explicitně jako kořen kvadratické rovnice. Částečně se vztahy zjed-
noduš́ı, když se na mı́sto třet́ı a čtvrté derivace funkce w bude aproximovat
prvńı a druhá derivace funkce κdef . Diferenčńı náhrady budou

κ′def,k =
κdef,k+1 − κdef,k−1

2∆x
(5.33)

κ′′def,k =
κdef,k+1 − 2κdef,k + κdef,k−1

∆x2
. (5.34)

Neznámá wk+2 bude obsažena pouze v křivosti κdef,k+1. Nejdř́ıve se tedy do
vztah̊u (5.18), (5.23) nebo (5.28) dosad́ı diferenčńı náhrady za prvńı a dru-
hou derivaci křivost́ı a následně se vyjádř́ı křivost κdef,k+1. Ta bude záviset na
křivostech κdef,k, κdef,k−1 a na známé funkci počátečńı křivosti a jej́ıch deri-
vaćıch. Jakmile bude κdef,k+1 známa, urč́ı se z ńı pr̊uhyb v daľśım bodě,

wk+2 = −∆x2κdef,k+1 + 2wk+1 − wk. (5.35)

Úpravy odhad̊u

Pro staticky neurčité př́ıpady bude nezbytné odhadovat dvě veličiny, aby bylo
možné v každém bodě řešit jednu rovnici o jedné neznámé. K jejich opravě
již nebude možné využ́ıt metodu p̊uleńı intervalu, ale bude potřeba imple-
mentovat složitěǰśı iteračńı metodu. Vhodnou volbou je např́ıklad Newtonova-
Raphsonova metoda. K tomu je však potřeba určit derivace funkćı, které po-
pisuj́ı závislost koncových hodnot na počátečńıch odhadech. Pro oboustranné
vetknut́ı je potřeba splnit nulový pr̊uhyb a derivaci na konci prutu. Jedna
funkce bude tedy udávat závislost pr̊uhybu v koncovém bodě wN na hod-
notách w−2 a w−1 a druhá funkce bude udávat závislost rozd́ılu wN+1 −wN−1
na w−2 a w−1. Z těchto funkćı je pak potřeba určit derivace:

∂wN

∂w−2
,
∂wN

∂w−1
,
∂(wN+1 − wN−1)

∂w−2
,
∂(wN+1 − wN−1)

∂w−1
.

Pro představu bude výpočet naznačen na derivaci

∂wN

∂w−2
,

pro zbylé by prob́ıhal obdobně. V každém bodě k se bude zkoumat derivace

∂wk+2

∂w−2
.

S využit́ım pravidla o derivováńı složené funkce

wk+2 = g (wk+1, wk, κdef,k+1) (5.36)
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se derivace přeṕı̌se jako

∂wk+2

∂w−2
=
∂wk+2

∂wk+1

∂wk+1

∂w−2
+
∂wk+2

∂wk

∂wk

∂w−2
+

∂wk+2

∂κdef,k+1

∂κdef,k+1

∂w−2
. (5.37)

Funkce wk+2 je dána vzorcem (5.35). Lze tedy psát

∂wk+2

∂w−2
= 2

∂wk+1

∂w−2
− ∂wk

∂w−2
−∆x2

∂κdef,k+1

∂w−2
. (5.38)

Pro lepš́ı představu bude uveden vztah pro pružné chováńı. Funkce κdef,k+1 se
vyjádř́ı ze vzorce (5.18) následuj́ıćım postupem:

−Pκdef (x) = EI
(
κ′′def − κ′′0

)
(5.39)

−Pκdef,k = EI

(
κdef,k+1 − 2κdef,k + κdef,k−1

∆x2
− κ′′0

)
(5.40)

κdef,k+1 =

(
− P

EI
κdef,k + κ′′0

)
∆x2 + 2κdef,k − κdef,k−1. (5.41)

Nyńı se vyjádř́ı derivace

∂κdef,k+1

∂w−2
=

(
− P

EI
∆x2 + 2

)
∂κdef,k
∂w−2

− ∂κdef,k−1
∂w−2

(5.42)

a dosad́ı se do vzorce (5.38):

∂wk+2

∂w−2
= 2

∂wk+1

∂w−2
− ∂wk

∂w−2
−∆x2

((
− P

EI
∆x2 + 2

)
∂κdef,k
∂w−2

− ∂κdef,k−1
∂w−2

)
.

(5.43)
Posledńı rovnice je rekurzivńı vzorec pro výpočet derivace pr̊uhybu v následuj́ı-
ćım d́ılku podle zvoleného odhadu w−2.

Aby mohl výpočet pro bod k = 0 proběhnout, muśı se vyjádřit potřebné
počátečńı hodnoty

∂κdef,−1
∂w−2

=
∂

∂w−2

(
−w−2 − 2w−1 + wk=0

∆x2

)
= − 1

∆x2
(5.44)

∂κdef,0
∂w−2

=
∂

∂w−2

(
−w−1 − 2wk=0 + w1

∆x2

)
= 0 (5.45)

∂w1

∂w−2
= 0 (5.46)

∂wk=0

∂w−2
= 0. (5.47)
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Následným dosazeńım do vzorce (5.43) se urč́ı potřebná derivace

∂w2

∂w−2
= −1. (5.48)

Také se bude hodit zapsat derivaci funkce κdef,1 podle vzorce (5.42), tedy

∂κdef,1
∂w−2

=
1

∆x2
. (5.49)

Pro následuj́ıćı body bude výpočet postupovat analogicky. Až dojde algoritmus
do bodu k = N − 2, urč́ı hodnoty wN a derivaci

∂wN

∂w−2
.

Obdobným zp̊usobem se urč́ı i ostatńı potřebné derivace. Následně se sestav́ı
matice

J =


∂wN

∂w−2

∂wN

∂w−1
∂(wN+1 − wN−1)

∂w−2

∂(wN+1 − wN−1)

∂w−1

 .
Pro pružnoplastický materiál bude jediná změna ve vzorci (5.42), který bude
mı́t složitěǰśı tvar. Nicméně postup bude obdobný.

Princip Newtonovy-Raphsonovy metody spoč́ıvá v linearizaci funkce

R(x) = Fext − Fint(x) (5.50)

definované jako rozd́ıl předepsaných hodnot Fext a vypoč́ıtaných hodnot Fint(x).
Pro tento konkrétńı př́ıpad je

Fext =

[
0

0

]
, Fint =

[
wN

wN+1 − wN−1

]
, x =

[
w−2

w−1

]
.

Rozepsáńım funkce R(x) do Taylorova rozvoje v bĺızkosti bodu xi (vektor
odhadovaného řešeńı) a ponecháńım pouze lineárńı části se dostane

R(x) = R(xi) +

[
∂R

∂x
(xi)

]
(x− xi). (5.51)

Reziduum R má být rovno nulovému vektoru, a tedy plat́ı

R(x) = Fext − Fint(xi)−
[
∂Fint

∂x
(xi)

]
(x− xi) = 0, (5.52)
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kde
∂Fint

∂x
(xi) = J(xi). (5.53)

Hodnoty vektoru Fext jsou předepsány, a t́ım pádem nejsou funkćı x a při
derivováńı zmiźı.
Vyjádř́ı-li se z rovnice (5.52) vektor x a označ́ı se jako nový odhad řešeńı xi+1,
dostane se následuj́ıćı vzorec (výraz Fext se v našem př́ıpadě může vynechat,
protože je roven nulovému vektoru):

xi+1 = xi − J−1(xi)Fint(xi). (5.54)

Inverzńı matice J−1 se snadno vyjádř́ı jako

J−1 =
1

det J


∂(wN+1 − wN−1)

∂w−1
− ∂wN

∂w−1

−∂(wN+1 − wN−1)

∂w−2

∂wN

∂w−2

 .
Postup řešeńı je následovný. Zvoĺı se počátečńı odhad hodnot w−2 a w−1. Výše
popsaným algoritmem se urč́ı hodnoty wN , wN−1 a potřebné derivace. Hodnoty
pr̊uhyb̊u na konci prutu se porovnaj́ı s předepsanými okrajovými podmı́nkami.
Pokud nejsou dostatečně bĺızké, oprav́ı se počátečńı odhady využit́ım vzorce
(5.54). Takto bude iterace prob́ıhat, dokud rozd́ıl vypoč́ıtaných a předepsaných
hodnot nebude splňovat danou toleranci.

Při výpočtu pro konkrétńı př́ıpad se ukázalo, že funkce popisuj́ıćı hodnoty
pr̊uhyb̊u wN a wN+1 −wN−1 v závislosti na počátečńıch odhadech w−2 a w−1,
tedy funkce Fint(x), neńı spojitou funkćı, což by být měla. Možná př́ıčina může
být v předpokladu spojitosti prvńı a druhé derivace křivosti κ (resp. třet́ı a
čtvrté derivace pr̊uhybu w). To jistě plat́ı pro lineárně pružné chováńı, ale pro
pružnoplastický materiál může nastat skok v pr̊uřezu, kde docháźı k přechodu
mezi př́ıpady 1 a 2 nebo př́ıpady 2 a 3. V těchto pr̊uřezech zmı́něné derivace
nemuśı existovat. Ověřeńı lze provést výpočtem derivaćı

∂Mint

∂κ
,
∂2Mint

∂κ2

v bodech, kde je křivost rovna př́ıslušné mezńı křivosti. Následně se pak po-
rovnaj́ı derivace vyhodnocené podle př́ıslušných rovnic. Bude se porovnávat

∂Mint

∂κ
(κ = κel),

∂2Mint

∂κ2
(κ = κel)

podle vzorce pro př́ıpad 1 a př́ıpad 2 a

∂Mint

∂κ
(κ = κep),

∂2Mint

∂κ2
(κ = κep)
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podle vzorce pro př́ıpad 2 a př́ıpad 3. Ukáže se, že prvńı derivace shodné budou,
ale druhé už nikoli.
Předpokládejme, že mezi body k a k + 1 nastane změna z pružného chováńı
na pružnoplastické. Algoritmus by využil druhou derivace křivosti určenou v
bodě k k výpočtu pr̊uhybu v bodě k+ 2. Avšak druhá derivace křivosti v bodě
k + 1 může být zcela odlǐsná. Tato skoková změna může zp̊usobit zmı́něnou
nespojitost v numerickém řešeńı.

5.4 Alternativńı př́ıstup

Pro výpočet staticky neurčitých konstrukćı z pružnoplastického materiálu lze
však využ́ıt alternativńı př́ıstup. Pro numerické řešeńı je vhodněǰśı ponechat
diferenciálńı rovnici druhého řádu (viz (5.3)) a odhadovat neznámé veličiny M0

a V0. T́ım bude výpočet velice podobný jako pro staticky určité konstrukce.

Vzorec pro moment od zat́ıžeńı Mext,k se změńı na

Mext,k = Pwk −M0 − V0xk, (5.55)

kde M0 a V0 budou odhadnuty. Daľśı změna bude při výpočtu pro bod k = 0.
Diferenčńı náhrada se naṕı̌se jako:

κk=0 = −w−1 − 2wk=0 + w1

∆x2
− κ0,k=0. (5.56)

Z okrajové podmı́nky je dáno, že w(0) = 0, a tud́ıž wk=0 = 0. Druhá okrajová
podmı́nka předepisuje nulovou derivaci v počátku, což znamená, že w1 = w−1.
Změna ve vzorci (2.58) bude pouze v tom, že počátečńı úhel φ0 bude roven
nule, vzorec se pak přeṕı̌se na:

w1 = −1

2
(κk=0 + κ0,k=0) ∆x2. (5.57)

V př́ıpadě prostě podepřeného prutu byly ohybový moment a křivost kladné
po celé délce prutu. Při výpočtu byly uvažovány hodnoty mezńıho elastického
momentu Mel, mezńıho plastického momentu Mpl a mezńıch křivost́ı κel a κep
za kladné veličiny. Pro oboustranně vetknutý prut budou moment i křivost ve
vetknut́ı záporné, v tomto př́ıpadě je potřeba před vzorce pro Mel, Mpl, κel a
κep dát znaménko mı́nus:

Mel = −σ0bh
2

6
, Mpl = −σ0bh

2

4
, κel = −2σ0

Eh
(1− p0), κep = −2σ0

Eh

1

1− p0
.

(5.58)
Dále proběhne výpočet stejně, jako pro staticky určité př́ıpady.
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Úprava počátečńıch odhad̊u M0 a V0 bude provedena pomoćı Newtonovy-
Raphsonovy metody obdobně, jako bylo popsáno v předchoźı sekci. Bude se
hledat minimum funkce

R(x) = Fext − Fint(x), (5.59)

kde

Fext =

[
0

0

]
, Fint =

[
wN

wN+1 − wN−1

]
, x =

[
M0

V0

]
.

Opět je potřeba sestrojit potřebné derivace funkce Fint podle momentu ve
vetknut́ı M0 a silové reakce V0. Výsledná Jacobiho matice bude vypadat násle-
dovně:

J =


∂wN

∂M0

∂wN

∂V0
∂(wN+1 − wN−1)

∂M0

∂(wN+1 − wN−1)

∂V0

 .
Vzorec pro nový odhad vektoru počátečńıch hodnot je

xi+1 = xi − J−1(xi)Fint(xi). (5.60)

Od jisté hodnoty zat́ıžeńı budou existovat dvě funkce pr̊uhybu splňuj́ıćı okra-
jové podmı́nky. Tato dvě řešeńı odpov́ıdaj́ı rostoućı resp. klesaj́ıćı části na
zatěžovaćı křivce. Pro staticky určité konstrukce bylo snadné naj́ıt oba kořeny
– pro nalezeńı řešeńı na klesaj́ıćı části stačilo zvětšovat počátečńı úhel, do-
kud se pr̊uhyb na konci prutu nezačal znovu přibližovat k nule. V př́ıpadě
staticky neurčitých konstrukćı, kdy se odhaduj́ı dvě veličiny a iteruje se po-
moćı Newtonovy-Raphsonovy metody, konverguje výpočet pouze k řešeńı na
rostoućı části. Nicméně nejzásadněǰśı údaj je hodnota maximálńıho zat́ıžeńı,
které je prut schopen přenést, a to zmı́něnou metodou nalezeno bude.

Př́ıklad - oboustranně vetknutý nosńık

Pro ukázku byl proveden výpočet pro obdobný př́ıpad jako v kapitole 3.
Všechny hodnoty zadáńı jsou stejné, změna je v podepřeńı prutu a ve funkci
počátečńı excentricity, která má předpis

w0(x) =
δ0
2

(
1− cos

2πx

L

)
. (5.61)

Schéma je zobrazeno na Obr. 5.1.

Na Obr. 5.2a je zobrazena rostoućı část zatěžovaćı křivky a na Obr. 5.2b je
pak detail v oblasti maximálńıho zat́ıžeńı. V Tab. 5.1 jsou porovnány hod-
noty maximálńıch zat́ıžeńı vypoč́ıtané metodou střelby a programem OOFEM.
Výsledky obou metod se téměř shoduj́ı.
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Obr. 5.2: Porovnáńı pružnoplastického řešeńı podle metody střelby a MKP pro
oboustranně vetknutý prut

Pmax,OOFEM

Pcr

Pmax,matlab

Pcr

Pmax,OOFEM − Pmax,matlab

Pmax,matlab

· 100 [%]

Śıt’ 3 0.46827 0.46826 2.703 · 10−3

Tab. 5.1: Porovnáńı výsledk̊u podle programu OOFEM a podle metody střelby
pro oboustranně vetknutý prut



Kapitola 6

Stabilita styčńıkových plech̊u

Jedńım z hojně využ́ıvaných prvk̊u v oboru ocelových kontrukćıch je př́ıpoj
pomoćı styčńıkových plech̊u. Kv̊uli veliké št́ıhlosti bude oblast styčńıkového
plechu náchylná na vybočeńı. V diplomové práci Ing. Jana Veseckého [1] je
taková problematika detailně zkoumána. K práci bylo provedeno několik expe-
riment̊u, které byly následně ověřovány výpočtem pomoćı MKP. V následuj́ıćı
kapitole bude proveden výpočet jednoho tlačeného prutu a následně budou
výsledky porovnány s hodnotami z experiment̊u a podle MKP, které jsou ve
zmı́něné diplomové práci ukázány.

Tlačený prvek je složený z trubky TR 102/4, ke které jsou na obou konćıch
připojeny styčńıkové plechy. Napojeńı styčńıkového plechu na připojovaćı plech
je provedeno pomoćı šroubového spoje o čtyřech šroubech. Připojovaćı plech je
k trubce přivařený. Ukotveńı styčńıkových plech̊u je uvažováno jako vetknut́ı,
resp. posuvné vetknut́ı. Schéma a rozměry prvku jsou naznačeny na Obr. 6.1.

Obr. 6.1: Schéma a rozměry prutu, převzato z [1]

6.1 Počátečńı excentricity a výrobńı imper-

fekce

V mı́stě šroubového spoje, kde je styčńıkový plech napojen k připojovaćımu
plechu, vzniká excentricita dosahuj́ıćı hodnoty tloušt’ky plechu, tedy 8 mm. Z
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tohoto d̊uvodu je v oblasti styčńıkového plechu riziko kolapsu vlivem plasticity.
Na Obr. 6.2 je znázorněna vzniklá výchylka.

Obr. 6.2: Znázorněńı excentricity vzniklé připojeńım styčńıkového plechu na
připojovaćı plech, převzato z [1]

Kromě excentricity dané napojeńım plech̊u je potřeba uvažovat i výrobńı im-
perfekce. V diplomové práci [1] jsou pro numerický výpočet počátečńı imper-
fekce modelovány dvěma zp̊usoby. Jednak jsou použita naměřená data meto-
dou sńımáńı těles pomoćı digitálńı korelace obrazu DIC a jako druhá možnost
jsou uvažovány imperfekce podle normy. Při jejich porovnáńı se ukázalo, že
imperfekce podle normy jsou značně nadhodnocené, a proto zde bude využita
prvńı varianta. Výsledky sńımáńı naznačuj́ı, že styčńıkový plech byl prohnutý
přibližně ve tvaru paraboly. Do pružnoplastického výpočtu je imperfekce za-
vedena v podobě násobku normovaného vlastńıho tvaru vybočeńı pro př́ıpad
lineárně pružného chováńı. Amplituda v bodě napojeńı plechu na trubku je
dána rozd́ılem maximálńı a minimálńı naměřené hodnoty podle DIC, což je
0.56 mm.
Daľśı nedokonalost byla zjǐstěna v napojeńı připojovaćıho plechu na trubku,
kde vznikla imperfekce hodnoty 1.4 mm.
Počátečńı výchylka prutu má tedy tvar vybočeńı prutu vyrobeného z pružného
materiálu a v mı́stě šroubového spoje a připojeńı plechu na trubku bude náhlá
změna. Na Obr. 6.3 je znázorněn počátečńı pr̊uhyb po délce prutu. Pro výpočet
normovaného vlastńıho tvaru vybočeńı pružného prutu budou zavedeny pouze
excentricity dané napojeńım obou plech̊u a napojeńım připojovaćıho plechu na
trubku.

6.2 Úpravy algoritmu

Pro př́ıpad, kdy neńı počátečńı výchylka hladkou funkćı, je potřeba algoritmus
pozměnit. Bude výhodněǰśı hledat funkci popisuj́ıćı rozd́ıl celkového pr̊uhybu
a počátečńıho pr̊uhybu,

∆w(x) = w(x)− w0(x). (6.1)

Funkce výsledného pr̊uhybu w(x) by nebyla spojitě diferencovatelná, avšak
funkce ∆w bude hladká vždy. Momentová rovnice rovnováhy se přeṕı̌se pomoćı
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Obr. 6.3: Počátečńı pr̊uhyb po délce prutu

následuj́ıćıch úprav:

Mext(x) = Mint(x) (6.2)

Pw(x)−M0 − V0x = Mint ((−w′′ + w′′0), P ) (6.3)

P (∆w(x) + w0(x))−M0 − V0x = Mint (−∆w′′, P ) (6.4)

P∆w(x) + Pw0(x)−M0 − V0x = Mint (−∆w′′, P ) . (6.5)

Ve výpočtu exterńıho momentu Mext,k je jen potřeba přidat výraz Pw0,k a
ve funkci Mint,k bude vystupovat pouze záporně vzatá druhá derivace funkce
∆wk, již se tedy nebude opravovat o hodnotu počátečńı křivosti. Takto se urč́ı
změna výsledného pr̊uhybu a počátečńı výchylky zp̊usobená zat́ıžeńım.

Pro výpočet metodou střelby je styčńıkový plech vymodelován jako tlačený
prut obdélńıkového pr̊uřezu s proměnnými rozměry. Rozš́ı̌reńı algoritmu pro
takové úlohy je př́ımočaré. Na začátku výpočtu se sestav́ı vektor š́ı̌rek pr̊uřez̊u
b a vektor výšek pr̊uřez̊u h. V každém bodě xk na ose prutu budou využity
rozměry př́ısluš́ıćı danému bodu.
Z výsledk̊u diplomové práce [1] je patrné, že se plastická zóna rozš́ı̌rila pouze
v jednom styčńıkovém plechu, proto budou trubka a druhý plech uvažovány
jako lineárně pružný materiál.

V Tab. 6.1 jsou vypsané materiálové a geometrické charakteristiky styčńıkových
plech̊u a trubky. Hodnoty E a σ0 byly experimentálně změřené. bv je š́ı̌rka
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styčńıkové plechy trubka

E [Pa] 199.9 · 109 201.1 · 109

σ0 [Pa] 405 · 106 358.2 · 106

I [m4] 1.48 · 10−6 (1.3324 · 10−6)

bv [m] 0.242 (0.239)

bs1 [m] 0.14

bs2 [m] 0.13

tsp [m] 0.008

tpp [m] 0.008 (0.0081)

Tab. 6.1: Materiálové a geometrické charakteristiky styčńıkových plech̊u a
trubky

styčńıkového plechu ve vetknut́ı, bs1 je š́ı̌rka styčńıkového plechu na straně u
připojovaćıho plechu, bs2 je š́ı̌rka připojovaćıho plechu, tsp je tloušt’ka styčńıko-
vého plechu, tpp je tloušt’ka připojovaćıho plechu a I je moment setrvačnosti.
Pro výpočet byly použity naměřené skutečné rozměry. V př́ıpadě, kdy se lǐsily
od výrobńıch rozměr̊u, jsou v tabulce uvedeny v závorce.

6.3 Řešeńı a výsledky

V prvńım kroku řešeńı se nejdř́ıve urč́ı hodnota kritického zat́ıžeńı za předpokla-
du lineárně pružného chováńı. Doposud byla hodnota kritické śıly pro jed-
noduché př́ıpady známa z analytického řešeńı, avšak pro prut s proměnným
pr̊uřezem je potřeba naj́ıt toto zat́ıžeńı numericky. Takový výpočet bude ob-
dobný jako při pružnoplastické analýze, jenom bude uvážen předpoklad pruž-
ného chováńı pro jakoukoli hodnotu ohybového momentu. Na Obr. 6.4 je zobra-
zena zatěžovaćı křivka pro pružný prut. Pr̊uhyb ∆wmax,st znač́ı změnu pr̊uhybu
oproti počátečńımu pr̊uhybu a je brán v bodě (5), zobrazeném na Obr. 6.1,
ve kterém bylo umı́stěno čidlo. Hodnota kritické śıly je Pcr = 299.67 kN. Na
Obr. 6.5 je naznačen tvar vybočeńı prutu, opět se jedná o změnu pr̊uhybu ∆w.
V práci [1] bylo určeno kritické zat́ıžeńı pomoćı konečně-prvkového softwaru.
Jeho hodnota je Pcr,JV = 277.5 kN. Model pro MKP byl zpracován velmi
detailně, byl modelován ze čtyř d́ılc̊u – styčńıkové plechy, připojovaćı plechy,
šrouby a trubka. Na druhou stranu model pro výpočet metodou střelby je mno-
hem jednodušš́ı, což může být př́ıčinou rozd́ılu výsledných hodnot.

Následně je proveden pružnoplastický výpočet, jehož výsledky jsou porovnány
s experimenty. Bude se opět porovnávat vztah zat́ıžeńı a změny pr̊uhybu v
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Obr. 6.4: Zatěžovaćı křivka tlačené trubky se styčńıkovými plechy s
předpokladem lineárně pružného chováńı
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Obr. 6.5: Tvar vybočeńı prutu v př́ıpadě lineárně pružného chováńı

bodě (5) naznačeném na Obr. 6.1. Na Obr. 6.6 je znázorněna zatěžovaćı křivka
určená metodou střelby pro lineárně pružný materiál, křivka podle metody
střelby s uvážeńım pružnoplasticity a data z experiment̊u. Na Obr. 6.7 je de-
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tail v oblasti dosažeńı maximálńıho zat́ıžeńı. Hodnoty maximálńıho zat́ıžeńı
jsou velice podobné, při experimentu bylo dosaženo hodnoty 106.22 kN a při
výpočtu metodou střelby 109.54 kN, což se od sebe lǐśı pouze o 3.12%. Když
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Obr. 6.6: Porovnáńı výsledk̊u metody střelby s experimenty
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Obr. 6.7: Detail v oblasti dosažeńı maximálńıho zat́ıžeńı
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byl prut poč́ıtán MKP s uvážeńım stejných počátečńıch imperfekćı, maximálńı
únosnost byla 119 kN. Pr̊uhyb ve zkoumaném bodě při dosažeńı maximálńı śıly
určený podle metody střelby je 7.8 mm a podle experimentu 8.6 mm.
Na Obr. 6.8 je naznačen tvar vybočeńı prutu v bodě, kdy je dosaženo ma-
ximálńıho zat́ıžeńı. Nesymetričnost je dána zamezeńım plastického chováńı v
jednom ze styčńıkových plech̊u.
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Obr. 6.8: Funkce pr̊uhybu ∆w(x) v bodě dosažeńı maximálńıho zat́ıžeńı Pmax
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Závěr

V prvńı části práce je popsána problematika vlivu plastického chováńı na sta-
bilitu tlačeného prvku. Pro jednoduchost jsou nejdř́ıve odvozeny vztahy pro
ideálńı pr̊uřez. Pro ten je možné určit pr̊uběh stabilitńı křivky prutu s imper-
fekćı analyticky. Dále je prvńı kapitola zaměřená na sestrojeńı odhad̊u chováńı
tlačeného prvku obdélńıkového pr̊uřezu. Pro dolńı odhad se předpokládá, že
při maximálńım zat́ıžeńı bude prostředńı nejnamáhaněǰśı pr̊uřez v mezńım
pružném stavu. Naopak pro horńı odhad se předpokládá, že pr̊uřez je v mezńım
plastickém stavu. S využit́ım vztah̊u ohybového momentu a normálové śıly ve
zmı́něných mezńıch stavech lze sestrojit pr̊uběh závislosti maximálńı přenesené
śıly na št́ıhlosti.

Ve druhé kapitole je detailně popsán výpočet metodou střelby a algoritmus,
podle kterého vytvořený program funguje. Ten je založen na principu rov-
nováhy vněǰśıch a vnitřńıch sil. V každém bodě prutu muśı být splněna mo-
mentová a silová podmı́nka rovnováhy. S využit́ım obou podmı́nek lze v každém
pr̊uřezu vyjádřit hodnotu neznámé křivosti κ. Diskretizuje-li se osa prutu na
konečné d́ılky a aproximuje-li se křivost diferenčńı náhradou pro druhou de-
rivaci pr̊uhybu, je možné určit hodnotu pr̊uhybu v každém diskretizovaném
bodě. Zopakováńım výpočtu pro zvyšuj́ıćı se zat́ıžeńı se źıskaj́ı body zatěžovaćı
křivky a hodnota maximálńıho zat́ıžeńı.

Třet́ı kapitola je věnována ukázkám vypočtu na konkrétńım př́ıkladu a po-
rovnáńı výsledk̊u s metodou konečných prvk̊u. Ukáže se, že výsledky vycháźı
velice podobně. Dále je v této sekci proveden rozbor výsledk̊u pro měńıćı se ge-
ometrické parametry, přesněji pro r̊uzné š́ı̌rky pr̊uřezu, délky prutu a počátečńı
excentricity. Na závěr jsou porovnány vypoč́ıtané hodnoty s odhady, které byly
sestrojeny v prvńı kapitole. Podle očekáváńı se skutečná hodnota nacháźı mezi
horńım a dolńım odhadem.

Ve čtvrté kapitole je algoritmus zobecněn i pro materiálový model s lineárńım
zpevněńım. Toho je doćıleno úpravou vztah̊u mezi momentem a křivost́ı, které
jsou dány integraćı součinu napět́ı a souřadnice z po pr̊uřezu. Na rozd́ıl od
ideálně pružnoplastického materiálu nemá vztah mezi momentem a normálovou
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silou žádné maximálńı omezeńı, mezńı plastický stav neexistuje. Je prove-
den výpočet př́ıkladu ze třet́ı kapitoly s uvážeńım zpevněńı, podle očekáváńı
je maximálńı zat́ıžeńı o něco větš́ı než pro ideálně pružnoplastický materiál.
Výsledky jsou velmi podobné těm podle MKP.

V páté kapitole je ukázáno rozš́ı̌reńı metody pro staticky neurčité konstrukce.
V teorii pružnosti je analytické řešeńı staticky neurčitých prut̊u hledáno jako
řešeńı diferenciálńı rovnice čtvrtého řádu. Pro numerické řešeńı prutu z pružno-
plastického materiálu se ukáže jako výhodněǰśı vycházet z rovnice druhého
řádu. Bude však nezbytné odhadovat dvě veličiny, např́ıklad pro př́ıpad obou-
stranně vetknutého prutu to bude moment a posouvaj́ıćı śıla ve vetknut́ı. K
úpravě odhad̊u je využita Newtonova-Raphsonova metoda. K tomu je potřeba
sestrojit derivaci funkce popisuj́ıćı okrajovou podmı́nku na konci prutu v závi-
slosti na počátečńıch odhadech. Výsledky př́ıkladu ukazuj́ı velice dobrou shodu
s řešeńım pomoćı MKP.

V závěru práce je provedena analýza komplexněǰśıho stavebńıho prvku. V
rámci diplomové práce Ing. Veseckého [1] byly provedeny experimenty zaměřené
na sledováńı vzpěrné únosnosti př́ıpoj̊u pomoćı styčńıkových plech̊u. Ve své
práci jsem řešil daný problém metodou střelby a následně porovnal výsledky
s experimenty. Hodnoty maximálńıho zat́ıžeńı byly velice podobné.

Největš́ı výhoda metody spoč́ıvá v jej́ı jednoduchosti. Oproti MKP je sńıžena
dimenze problému. Je potřeba diskretizovat pouze osu prutu a d́ıky tomu je i
výpočetńı náročnost mnohem nižš́ı. V některých ohledech je i přesnost výpočtu
vyšš́ı ve srovnáńı s MKP. Např́ıklad v práci jsou vztahy mezi momentem a
křivost́ı vyjádřeny přesně, kdežto v př́ıpadě MKP je napět́ı integrováno nu-
mericky. Použit́ı metody konečných diferenćı na řešeńı úlohy s okrajovými
podmı́nkami by vedlo ke vzniku soustavy nelineárńıch rovnic, jejichž řešeńı by
bylo opět náročné, co se výpočetńıho času týče. Metoda střelby je elegantńı
alternativou.

V budoucnu by bylo možné rozš́ı̌rit výpočet pro obecný tvar pr̊uřezu. Vztah
mezi momentem a křivost́ı by byl źıskán numerickou integraćı součinu napět́ı a
souřadnice z. Bylo by rovněž vhodné zavést vliv obecného zat́ıžeńı na výpočet
exterńıho momentu. Dále by bylo zaj́ımavé zobecnit algoritmus pro stabilitńı
výpočet prutových konstrukćı. Odhadované veličiny by byly reakce v některých
podporách a kontrolovalo by se splněńı předepsaných posun̊u a pootočeńı ve
zbylých podporách a dodržeńı kompatibility v mı́stech, kde se stýkaj́ı části kon-
strukce. Následně by se iterovalo s použit́ım Newtonovy-Raphsonovy metody.
Takový postup v podstatě odpov́ıdá zobecněńı silové metody.
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