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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU

C [—] Pravy Cauchy(iv — GreenQv tenzor deformace
ds,ds [m?] Diferencialni element plochy v referencni, resp. pribézné konfiguraci
dX,dx [—] Elementarni polohovy vektor referencni, resp. pribézné konfigurace
df [N] Diferencidlni vyslednice vnitfnich sil
E [N -mm~2] Modul pruinosti v tahu
F [N] Sila
[—] Deformaéni gradient
H,h [m] Tloustka stény trubice v referenéni, resp. prabéiné konfiguraci
I [—] Jednotkovy tenzor
L, L, 1;  [-] Hlavni invarianty tenzoru
] [—] Relativni zména objemu elementu
n [—] Vlastni vektor
M MnoZina materialovych konstant
p [N -mm™2] Neurcity LagrangeGv multiplikator
P [N -mm™2] Piola—-KirchhoffQv tenzor napéti
r [m] Polomér trubice
R, r [m] Polomér trubice v referencni, resp. pribézné konfiguraci
R [—] Tenzor rotace
t [s] Cas
t [—] Vektor plosné intenzity vnitfnich sil
T [—] Obecny tenzor
U [—] Pravy tenzor stredd
A% [—] Levy tenzor strecl
w [J-m™3] Hustota deformaéni energie
Z,z [m] Délka trubice v referencni, resp. prlibézné konfiguraci
tr Stopa
U [N -mm~2] Smykovy modul v oblasti malych deformaci
Ai [—] Strede
Y [J-m3] Volna potencialové energie

Pro lepsi orientaci ve znaceni jsou skaldrni veli¢iny oznacovany kurzivou, vektorové veliciny
kurzivou a tucné, tenzory druhého fadu pouze tucné.



UvoD

Ve své bakalarské praci se zabyvam ztratou elastické stability, nebot jak u mékkych tkani, tak
u valcovych trubic z pryzi ma velky vyznam. V obou pfipadech mohou byt vlivem zatéZovani
poskozeny jejich stény, coz v dlisledku mlze zplsobit i zménu jejich mechanickych vlastnosti.
Jednoduchym prikladem je ztrata stability u mékké tkané jako je tepna v lidském téle. Pokud
dojde ke ztraté stability, mdze vzniknout vydut, kterd se bude dale zvétSovat. V pfipadé, ze
nebude dostatecné vcas léCena, pravdépodobné dojde k jeji ruptufe, coZz ve vétsiné pfipadu

kon¢i smrti pacienta.

Abychom byli takovym situacim schopni predchazet, je nejprve nezbytné pochopit priciny, které
ke ztraté stability materidlu vedou. Nasledné lze ve vypocetnim programu takovou situaci

nasimulovat a potom diky ziskanym vysledkiim uvedené situace predpokladat.

Matematicky model hyperelastické tenkosténné trubice bude v naSem pfipadé vytvoren pomoci
programu Maple2018, ve kterém bude provedena i jeji numerickd inflace. Pro vytvoreni
analytického modelu budeme muset pfijmout nékolik predpokladi, jez vypocet podstatné
zjednodusi. To vSak do vypoctl vnese urcitou nepresnost, a tudiz hodnoty ziskané z numerické
simulace budou pouze orientacni a pfi jejich interpretaci bude nutné vysledky zhodnotit, zda

jsou redlné ¢i nikoliv.
Cile prace

Cilem této bakalarské prace je seznamit ¢tenare s pojmem ztraty stability a jejimi dGsledky. Déle
v ramci vysvétleni tohoto pojmu bude nezbytné vyloZit a nadefinovat zakladni pojmy popisujici
nelinedrni chovani elastickych material(l. Nasledné bude v programu Maple2018 vytvoren
analyticky model pro nafukovani tenkosténné trubice a pomoci numerické simulace, kdy bude

valcova trubice nafukovana, budou charakterizovdny podminky vedouci ke ztraté stability.



1 ZTRATA STABILITY

Stabilita polohy i stabilita deformace je schopnost vychylené soustavy zachovat nebo obnovit
plvodni rovnovazny stav (co do polohy, co do deformace). V opaéném pripadé, kdy soustavu

povaZujeme za nestabilni, se do svého plvodniho rovnovazného stavu nevraci.

Takovou situaci si miZzeme nejjednoduseji predstavit na prikladu z mechaniky tuhych téles.
Uvazovanym télesem bude kulicka, kterou budeme vychylovat zjeji rovnovainé polohy.
Z obr. 1a je patrné, Ze pokud se téleso nachazi ve stabilni poloze, tak po vychyleni se do ni opét
vraci. Naopak z obr. 1c je zfejmé, Ze téleso vychylené z rovnovaziné polohy se do své plvodni
rovnovazné polohy nevraci. Sebemensim impulsem tak mZeme vyvolat samovolny pohyb
télesa, jenz trva tak dlouho, dokud uvaZované téleso nezaujme stabilni polohu na zcela jiném
misté. Na obr. 1b je zndzornén stav mezi stabilni a labilni polohou, jenZ nazyvame indiferentnim

stavem. Ten umoznuje kulicce, aby po svém vychyleni zlstala ve vychylené poloze.

V takovém pfipadé jsou z hlediska rovnic rovnovdhy mozné dvé zcela odlisné konfigurace —
plvodni poloha se stava nestabilni a nova poloha po vychyleni se stava stabilni. Rozdvojeni
rovnovazné polohy nazyvame bifurkaci a bod, ve kterém k tomu teoreticky dochazi, oznac¢ujeme
jako bod bifurkaéni (Smitak, 2013).
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Obrdzek 1 Stabilita tuhého télesa

Obdobné chovani Ize sledovat i v mechanice poddajnych téles. Uvazovanym télesem je Stihly
prut, ktery je zatéZovan silou plsobici v ose prutu. Pokud bude prut zatéZovan dostatecné malou
silou a po vychyleni, které miZe byt zplsobeno pomoci doc¢asné pulsobici sily, se vrati do svého
pavodniho pfimého tvaru, jedna se o stabilni deformaci. Ta je zobrazena na obr. 2a. ZvétSujeme-
li postupné zatéZovaci silu, stava se ndvrat prutu do pfimé polohy stdle pozvolnéjsi a po urcité
hodnoté, tj. kritické hodnoté sily, jiz neni schopen zaujmout svij plvodni tvar. V takovém
pfipadé dochazi k vyboceni prutu ve sméru minimalni ohybové tuhosti. Stav nazyvame nestabilni

deformaci a je zobrazen na obr. 2b. (Smitak, 2013)
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Obrdzek 2 Ztrdta stability tlaceného prutu

Bakaldrska prace se vSak zaméruje na ztratu stability pti nafukovani tenkosténné trubice, a proto
budeme pro dalsi vysvétlovani uvaZovat pouze tenkosténnou trubici. Plisobenim tlaku dojde
k vychyleni tenkosténné trubice z rovnovaziné polohy, a tudiz také k jeji ztraté stability. Je to
chvile, kdy se vychozi konfigurace stdva nestabilni a jeji prechod do nové konfigurace

je doprovazen velkymi deformacemi nékterych ¢asti.

Obrazek 3 Ztrata stability trubice
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2 NESTABILITY

Pfi nafukovdni tenkosténné trubice vnitfnim tlakem prochdzi material velkymi elastickymi
deformacemi. To mlZe mit za néasledek ztratu stability. V dlsledku ztraty stability mGZe dojit
k tvorbé smycek, zvrasnéni povrchu ¢i k jeho zprohybani. Jedna se o stav, ktery je podstatné
ovliviiovan faktory, jako jsou materidlové imperfekce, geometrické charakteristiky ¢i pocatecni

napjatost.

Bent buckling

A
o bucklng Wv

Obrazek 4 Disledek ztraty stability (Han, 2013)

Twist buckling

Kinking

Trubice z materidld, jako jsou mékké tkané nebo pryze, mohou v disledku velkych deformaci
vykazovat nékolik typ( nestabilit. Ty Ize chapat ze dvou hledisek. (Goriely, 2006) Prvnim typem
je nestabilita limitniho bodu. Jako ptiklad si lze uvést inflaci poutovych baldnkd a vélcovych
tenkosténnych trubic. Charakteristickym znakem je vysoka pocateéni odolnost materialu vici
inflaci. Postupnym zvySovanim tlaku roste objem tenkosténné trubice az do dosazeni hodnoty
limitniho bodu, tj. kritického tlaku. To je hodnota, pfi které se ddle zvySuje objem, avsak
s klesajicim tlakem. (Kanner & Horgan, 2007) Obecna zavislost zmény objemu na tlaku je

znazornéna na obr. 5.

%4

Obrdzek 5 Obecnd zdvislost zmény objemu V na tlaku P
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V druhém pripadé uvazujeme nestabilitu jako bifurkaci deformacéniho stavu. To znamen3, Ze
kromé uniformé nafouknuté a protazené valcové trubice s kruhovym prifezem, existuji
i konfigurace, pti kterych se kruhovy prirez trubice zdeformuje do nekruhového tvaru. Takovym
tvarem muzZe byt elipsa nebo napfiklad osmicka, jak je zobrazeno na obr. 6. Mimo jiné muze
prarez trubice zlstat kruhovy, ale trubice se prohne jako zprohybany prut nebo se vyduje tak,
Ze polomér kruhového prafezu bude po délce proménny. (Horny, 2014)

p
elastic buckling

o _{ /plashc yielding O
[

Obrdzek 6 Zména kruhového priirezu (Chater a Hitchinson, 1984)

Ve studovaném pfipadé se ztrata stability projevuje jako ztrata jednoznacnosti v zdvislosti

na zatéZovacim tlaku a objemu.
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3 DEFORMACE

Téleso je mnoZina materidlovych bodu, které v kazdém okamziku zaujimaji souvislou oblast
v eukleidovském prostoru. Necht je téleso uvedeno do pohybu, pak se méni oblasti, které
zaujimaji jeho body. Necht je pohyb vzajemné jednoznacny a spojity. Pak poéatecni oblast, ve

které se téleso nachazi, nazyvame referencni konfiguraci. (Horny, 2014)

V nasem pfipadé neuvaZujeme pohyb télesa jako pohyb tuhého celku. Potom tedy
u uvazovaného télesa, které je uvedeno do pohybu, dochdzi ke zméné kvantitativnich
parametrd, tedy k deformaci. Nejcastéji se jednd o zménu objemu ¢i tvaru télesa. Deformaci si
Ize predstavit jako zobrazeni bod( z pocatecni neboli referencni konfigurace do bodu

konfigurace pribézné, téz nazyvané konfigurace aktudlni.

Pro referencni konfiguraci se pouziva souradnicova soustava, jejiz osy jsou oznacovany velkymi
pismeny X, Y, Z. Naopak souradny systém pribéiné konfigurace je znacen malymi pismeny
X, ¥, z. V pfipadé nafukovdni hyperelastické trubice bude pouzito popisu lagrangeovského,

tj. zobrazeni pQvodniho stavu na stav zdeformovany.

VX
|'\. K'_
7
X/
/
E N €1 ] \‘.'I
E . X
E: Z:-? x‘::— = 48 '-;,.
REFERENCNI KONFIGURACE /PR&BEENA KONFIGURACE

Obradzek 7 Zobrazeni télesa v referencni a pribeézné konfiguraci
3.1 Deformacni gradient F
Zobrazeni polohovych vektor z referencni do pribézné konfigurace vyjadfime pohyb
f:X-x, (1)
kde vektor v pribézné konfiguraci je funkci vektoru v konfiguraci poc¢atecni, tedy
x = x(X) (2)
Zakladni mirou deformace je deformacni gradient F

ox(X, t)

X (3)

F(X,t) =

ktery vyjadfuje zobrazeni diferencidlniho vektoru dX v referencni konfiguraci na diferencialni
vektor dx v konfiguraci pribézné. Pro lepsi pochopitelnost deformacniho gradientu F jako

zobrazeni je mozné ho psat ve tvaru

13



dx(X,t) = F(X,t) dX, (4)

a protoze se v praci budeme zabyvat kvazistatickou formulaci télesa, bude pro nds explicitni

zavislost na ¢ase nepodstatnad, tudiz dostaneme tvar
dx =FdX (5)

Vyjadiime-li deformacni gradient F v zavislosti na zdeformovaném vektoru dx a referenénim

diferencialnim vektoru dX, tak ve slozkovém tvaru plati
d.xi - iK dXK (6)

Determinant deformacniho gradientu ma vyznam zmény objemu elementu kontinua znac¢eného
dV pred a dv po deformaci, a protoZe v nasem pripadé povaZujeme material za nestlacitelny,

bude platit podminka nestlacitelnosti
J=detF=—=1 (7)

3.2  Polarnirozklad

Deformacdni gradient F jakozto tenzor druhého rfadu je nesymetricky, a proto je nutné pracovat
se vSemi jeho deviti slozkami, které nesou informace nejen o zméné délek, ale i o rotaci. Rotace,
coby pohyb celého télesa nema zadnou deformacni energii, a tak se ji ddle nebudeme zabyvat.
Cast deformadniho gradientu F, kterd vyjadfuje jen deformaci, Ize rozepsat pomoci polarniho
rozkladu, kdy

F=RU=VR, (8)

kde R je ortogonalni tenzor, U je pravy tenzor strecll a v je levy tenzor strecd. Pro ortogonalni
matici rotace R plati

RRT =RTR =], (9)
kde I je jednotkovy tenzor.
3.3 Pravy Cauchy(v — Greentyv tenzor deformace C

Bézné se definuji dalsi miry pretvoreni, které nazyvame tenzory deformace.

Xi X

X3, X3

Obrdzek 8 Definice deformace télesa

14



Rika-li se o télese, e je zdeformované, tak musi existovat alespori jedna dvojice bod@ PQ,

pro které bude platit, Ze

|dx| # |dX]| (10)
Vztah (10) umocnime a roznasobime
(dx)? # (dX)? (11)
dx-dx #dX-dX (12)
Dosadime do vztahu (12) zadx = F - dX
(F-dX)-(F-dX) # dX-dX (13)
(F-dX)-(F-dX)—dX-dX#0 (14)

JelikozZ se jedna o tenzorovy zapis, je mozné prvni F dX transponovat
dX - (FTF)-dX —dX-dX # 0 (15)
Ziskany vysledny vztah vypada takto
dX-(FTF—1)-dX#0 (16)
Z vyse uvedeného vyplyva, Ze téleso je deformovdno praveé tehdy, kdyz tenzor (16) nebude roven
nule
(FTF—1) # 0 (17)
a z toho vyplyva, 7e pouze ¢len FTF zavisi na pohybu télesa. Takova mira deformace je nazyvana
pravym Cauchyovym — Greenovym tenzorem deformace C.
C=F'F=1U? (18)
3.4 Vlastni ¢isla tenzoru

Tenzor deformace C je symetricky a pozitivné definitivni. Symetrie zarucuje redlnost vlastnich
Cisel a pozitivni definitnost udava, Ze vSechny existujici vlastni Cisla jsou kladna. Diky takovym
vlastnostem tenzoru deformace C lze vyuzit spektralniho rozkladu pro ziskani vlastnich cisel,
kterymi jsou protazeni.

Necht T je symetricky pozitivné definitni tenzor druhého fadu a A je néjaké kladné realné Cislo,
tak potom pro vlastni vektor n plati

Tn =1An (19)

V takovém pripadé predstavuje A vlastni Cislo.

Po Upravé vztahu (19) ziskame tvar

Tn—An=0 (20)
(T-Dn=0 (21)
det(T—A) =0 (22)

15



Dostaneme charakteristickou rovnici T
Kofeny A4, 1,, A3 charakteristické rovnice (23) nazyvame vlastnimi Cisly.

Realna ¢isla I, (T), I,(T) a I3(T) nazyvdme hlavnimi invarianty tenzoru T, které je mozné urcit
pomoci stopy tr a jednotkového tenzoru I.

Il(T) = tT(T) =T:I= Al + Az + A3 (24)
Iz(T) = %(tTZ(T) - tT(TZ)) = 11/’12 + /’1213 + 13/’{1 (25)
I5(T) = det(T) = A A1 (26)

V pfipadé, Ze misto obecného tenzoru T bude pouzito pravého Cauchyova — Greenova tenzoru
deformace C, pak budou jeho invarianty vyjadreny druhymi mocninami hlavnich streca

LS =tr(C) = C:I1= 2,2 + 1,2 + 252 (27)

1
L¢ = 3 (tr2(0) — tr(€?)) = %2, + 1,237 + 432, (28)
¢ = det(C) = 1,%1,%152 (29)

Treti invariant I3C predstavuje zménu objemu, kterda se béhem deformace nestlacitelnych
materiald neméni, tudiz I;¢ = 1,°1,%1;%* = 1.

3.5 Spektrédinirozklad Ua C

Z predpokladanych vlastnosti tenzori plati, Ze pravy Cauchyho — Greenlv tenzor deformace C
Ize definovat za pomoci pozitivné definitniho a symetrického materidlového tenzoru strect U

C=UU=U? (30)
Tenzor U lze vyjadrit pomoci hlavnich strect

A 0 0
U= ( 0 1, O ) (31)
0 0 A5

a vysledny tvar pravého Cauchyova-Greenova tenzoru deformace C vyjadieny pomoci hlavnich
strecl pak vypada takto

A4 0 O\/4 O 0 M2 0 0
c=<0 A, 0)(0 A, 0>= 0 L2 0 (32)

O 0 A3 O O 13 0 0 132
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4  NAPJATOST

4.1  Tenzor napétic

UvaZované téleso je vystaveno vnéjsimu silovému pUlsobeni a setrvava ve statické rovnovaze.
Télesem povedeme mysleny fez v bodé x pomoci roviny rozdélujici téleso na dvé casti. Tim
téleso ztrati ¢ast silového plsobeni a ztratilo by i rovnovahu, pokud bychom nepfipoijili silové

plsobeni do plochy fezu tak, aby bylo plsobeni odfiznuté casti nahrazeno jeho vyslednym

/3 fz
5%
n
d
f2 f2 d
f

1

ucinkem.

Obrdzek 9 Zavedeni vektoru df

Zvoleny bod x roviny fezu ma vnéjsi normalovy vektor n. Do bodu x vlozime infinitesimalni
silovou vyslednici vnitfnich sil df kvili zajisténi statické rovnovahy po mysleném odtiznuti jeho
¢asti. K silovému vektoru df zavedeme vektor intenzity vnitfnich sil t tak, aby k elementarni

plose ds mysleného fezu vytvarel staticky ekvivalentni silové plsobeni

df = tds (33)
Tenzor napéti o je definovan jako linearni transformace vektoru normaly roviny fezu n na vektor

plosné intenzity vnitfnich sil t. Tenzor skuteéného napéti je dan vztahem

t=o'n (34)
v maticovém tvaru vypada zdapis takto

ty 011 012 013\ /M
ty | =021 022 023 |2 (35)
t3 031 O3z 033/ \N3

Tenzor napéti o vyjadfuje vztah elementarni sily ke skutecné plose pro zdeformovanou

konfiguraci. Takovy tenzor napéti oznacujeme jako Cauchyho tenzor skutecného napéti. (Horny,
2014)
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5 NAFUKOVANI VALCOVE TRUBICE

Pfi popisu nafukovani valcové trubice vyuZzivdme valcovych souradnic namisto kartézskych.
Propfevod mezi soufadnicemi kartézskymi X = (X1, X5, X3)T a  valcovymi X =

(R,0,Z)T pouzivdme rovnice

(X1,X5,X3) = (Rcos(0),Rsin(0),2) (36)

X
(R,0,Z) = |X? + X2,arctg (X_> , X3 (37)
1

za podminek: ReRY 0<0O<2nm ZeR

Vektory Eg, Eg a E, budeme uvaZovat jako vektory v ortonormalni bazi, tudiz pro polohovy
vektor X bude platit

X =R cos(®)E; + Rsin(@)E, + ZE; = RER(©) + ZE,, (38)

kde vztah mezi bazovymi vektory je dan

Er = cos(®)E, + sin(O)E, (39)
Eg = —sin(®)E, + cos(0)E, (40)
EZ == E3 (41)

Obrazek 10 Schéma nafukovdni trubice

Nafukovana trubice je v referencénim stavu (obr. 10) popsana pomoci proménnych R, H a Z, kde
R znadi polomér trubice, H jeji tloustku a Z jeji délku. Pro popis zdeformovaného stavu trubice
se pouzivd proménnych r, h a z. Vztahy mezi zdeformovanou a nezdeformovanou trubici

vypadaji takto

h = ATRH' (42)
r = AgeR, (43)
zZ = ){Zzz, (44)
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4T Ri+Ry .y . . ,
L2 L2 stfedni polomér prfed deformaci

kde r = znadi stfedni polomér po deformaci, R =

ald znadi stre¢ v pfislusném sméru. Po dosazeni jednotlivych sloZzek do deformacniho
gradientu F, ziskdme jeho tvar pro nafukovani trubice. Odvozeni vysledného tvaru je ponékud

sloZitéjsi, a proto byl tvar deformacniho gradientu F prevzat z literatury (Humphrey, 2002)

or 1 or or
Frr Fro Frz a§(&) 538 aaZ@
F=|For Foo Foz|= r— %3 "3z (45)
FZR Fz@ FZZ

0z 10z o0z

R R0O 47

Nasledné také prijmeme predpoklad o stfedni ploSe a uniformité. Oba uvaZované poloméry,
resp. R a r budou vztazeny ke stfedni plose a vzhledem ktomu, Ze nafukovani trubice
povaZujeme za homogenni, budou se prarezy od sebe jen vzdalovat, popr. pfiblizovat. Z vyse
uvedeného vyplyva, Ze zdeformovany polomér r zavisi pouze na nezdeformovaném poloméru
R a ze nedochdzi ke zkrucovani samotné trubice, tedy 8 = 0. Vysledny tvar deformacniho

gradientu F md tvar

oar 0 0 h
EY) — 0 0
Fe 0 0 OR 98 Ae 0 0 Ho \|
F= 0 FBG) 0 = 0 E% 0 = 0 AB@ 0 =]10 E 0 (46)
0 0 Fy o 0 0 Ay ;
- 0 0 =
0 0 37 7
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6 KONSTITUTIVNI TEORIE

Konstitutivni teorie pfinasi konstitutivni vztahy, které popisuji chovani kontinua. To je dilezité
pro vyzkum a dalsi vyvoj mékké tkané. Konstitutivni vztahy jsou také dale nezbytné pro feseni
problém v mechanice kontinua, nebot bez nich je systém matematickych rovnic nefesitelny.
(Plesek, 2015) Vyjadfuji vzajemnou zavislost mezi veli¢inami popisujici stav materidlu. V ndmi
uvaZzovanych pripadech elastickych materidld se jednd o tenzory deformace a napéti.
V konstitutivnich rovnicich vystupuji parametry, jez v nékterych pfipadech mohou mit formu

funkci stavovych proménnych. Ty je vsak nutné urcit experimentalné. (Horny, 2014)
6.1  Hyperelasticita

Hlavnim znakem je nelinedrni zavislost napéti na deformaci. Kfivka této nelinearni zavislosti ma

charakteristicky esovity tvar.

0.20+

0.104

Napéti o [MPa]

0.057

1.5 2 2.5 3 3.5
Strec 4 |—|

Obrdzek 11 Obecna zdvislost napéti a deformace pri zatéZovani elastomert

GreenQv pfistup vychazi z popisu hustoty deformacni energie, kterou hleddme ve formé
potencidlové funkce pro napéti. Nebot se jedna o Cisté mechanické déje, které jsou vratné, tak
prirGstek materialové hustoty volné energie Ay je dan pouze priristkem deformacni energie.

A protoze uvaZované déje jsou vratné, tak podle Clausiovy — Planckovy nerovnosti musi platit:

_9%
P—EF (47)

kde P je prvni Piola-Kirchhoffllv tenzor napéti. (Horny, 2014) Takto uvedeny material

povaZujeme za hyperelasticky, jen misto volné energie 1 pouZivame deformacni energii W.

ow

P= ﬁ (48)

V pocatecni konfiguraci uvazujeme

WE=1)=0 (49)
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Pro determinant deformacniho gradientu F plati, Ze predstavuje relativni zménu objemu

elementu J
detF =], (50)
kde pro J plati
dv=]dV (51)
Objem nestlacitelného materialu se neméni, tudiz ] = 1 a potom
J=1->detF=]=1 (52)

Z divodu nestlacitelnosti objemovych sloZzek se nekona prace vnitinich sil, a proto je nutné pro
uréeni slozek napéti zavést Lagrangellv multiplikator, ktery je uréen pomoci okrajovych
podminek. Hustotu deformacni energie pro nestlacitelny hyperelasticky material pak vyjadfime

vztahem
wW=WwW(F)-p(J-1), (53)

kde ] = 1 a p je neurcity LagrangelGv multiplikator, ktery pro nestlaitelny material vyjadfuje
hodnotu hydrostatického tlaku. (Holzapfel, 2000)

Dosazenim hustoty deformacni energie do (48) ziskame tvar pro prvni Piola — Kirchhoff(iv tenzor
napéti P

_w _w® 9 WE 9 W
=F - o PaF!V D=7

_p, U )T 54
F Par- or PF (54)

JelikoZz parametr p je povazovdn béhem derivovdni za konstantu, kterou je mozné urdit
z okrajovych podminek, a v pfipadé nestlacitelného materialu, kdy J = 1, dostaneme vztah

pro tenzor P vztah

_ oW (F) _r
P= 3 pF (55)

Rovnici Ize jesté prevést na zavislost skute¢ného tenzoru napéti ¢ na deformacnim gradientu F

oW

=—FT
OF

o —pl (56)

6.2  Hyperelastické modely

Hyperelastické modely jsou zaloZeny na definici vztahu pro hustotu deformacni energie W.

Obecny vztah pro hustotu deformacni energie W je ve tvaru
W =W(ly, I, I5,{M}) = W(F,{M}) (57)
nebo jako funkce prodlouzeni
W =W(4y,2;,23,{M}) (58)

kde I; jsou invarianty pravého Cauchy-Greenova tenzoru deformace, A; jsou hlavni stre¢e a {M}

je mnoZina materidlovych konstant.
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Pro popis tvaru funkce deformacni energie W pro témér nebo zcela nestlacitelné hyperelastické
materialy bylo zavedeno nékolik modell. Kazdy model je vhodnéjsi pro jiny rozsah deformace
s mensi ¢i vétsi odchylkou od experimentalnich dat. Od modelu funkce deformacni energie se
ocCekava schopnost presné popsat cely esovity pribéh deformace. Matematické vyjadreni
modelu je co nejjednodussi a pocet materidlovych parametr( by mél byt co nejnizsi, aby doslo

ke snizeni poctu nutnych experimentd k jejich stanoveni.
6.3  Neo — Hookeovsky model

Neo — Hookeovsky model je povazovan za nejjednodussi model popisujici nelinedrni chovani
zavislosti napéti na deformaci, nebot pracuje pouze s jednou materialovou konstantou. Rovnice

hustoty deformacni energie tohoto modelu je zalozena na invariantech

u
W= 5 (I; = 3), (59)
kde prvni invariant tenzoru € je I; = A2 + A2+ A2 =3 a u je pocate¢ni smykovy modul
pruznosti
— (60)
P a+wi

a kde E je modul pruznosti a v je Poissonovo Cislo, které je u hyperelasticky nestlacitelnych

materiald rovno 0,5.

Nevyhodou takto jednoduchého modelu vychazejiciho zinformaci o zakladni struktufe
materidlu je jeho nepfesnost, nebot model odpovida pozorovanému chovéni pouze v oblasti

malych deformaci, a proto byl nahrazen zobecnénym Rivlinovym modelem.
6.4  RivlinGv model

Rivlinv model je dalsi fenomenologicky model snazici se popsat chovani témér nestlacitelného
materidlu. Pdvodni model mél pouze dva parametry, ale nebyl pfilis vhodny pro popsani
zpevnéni materidlu pfi velkych deformacich, a proto byly jesté zavedeny modely s3, 5 a 9
parametry. Hustota deformacni energie Rivlinova modelu je funkci deformacnich invariant(

I; a I, a Cy, coi je jeho materidlovy parametr. (Horny, 2014)

W= > Culhi—3)il =3 (61

i=1,k=1
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6.5 Van der Waalsav model

V této praci byl pouZit Van der Waalslv model, nékdy téZ nazyvana model KilianGv. Jedna se
o jednoduchy izotropni model, jenZ interpretuje energetickou rovnovahu elastomer( jako
v pfipadé redlného plynu, a ktery ¢astecné respektuje vnitfni strukturu. Tvar hustoty deformacni
energie pro Van der Waalslv model byl prevzat z literatury (Marckmann & Verron, 2006) a je

uveden v (62)

VZ 3
W == = 3uin(l — 1) = (A = ) —p—a((AL = L + B, =3)7,  (62)

kde a, 4,,, napf jsou materialové parametry, u je pocatec¢ni smykovy modul a I; je prvni
invariant tenzoru C. Pfi tvorbé analytického modelu bylo v praci uvazovano, ze materialové
parametry a a 8 jsou rovny nule. Prvni invariant tenzoru C je vyjadien pomoci strec¢i vztahem

I, = 22 + 2% + 2% = 3 a parametr 7 je vyjadFen jako

Sl (63

Na obrazku niZe je zobrazen jednoosy tah pro nestladitelny Van der Waals(v materidlovy model

v zavislosti na materidlovém parametru 4,,.
707
601
501

401

301

Napéti o [MPa]

201

=™
I
= o O

101

b Nl
~ 1 1.5 2 2.5
Stre¢ A [—]

Obrazek 12 Jednoosy tah pro nestlacitelny materidl
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7 ANALYTICKE RESENI

Cilem analytického feseni bylo odhadnout parametry pro materidlovy Van der Waals(v model,
pfi kterych dochazi ke ztraté stability. Analyticky model mél simulovat inflaci a extenzi uzaviené

valcové trubice a byl vytvoren v programu Maple2018.
7.1  Vytvoreni analytického modelu

Abychom mohli provést numerickou simulaci inflace vélcové trubice, bylo nutné vytvofit jeji
analyticky model. Nejprve byl nadefinovan vztah (62) pro hustotu deformacni energie W
odpovidajici Van der Waalsovu materidlovému modelu. Do uvedeného vztahu bylo dosazeno
za materidlové parametry a, 3, 1 a invariant I; byl vyjadien pomoci strec¢l. Vysledny vztah pro

materialovy Van der Waalstv model vypadal takto

— 2
W__ﬂ()lm_:;) In{1- /1%1_3 /1%1_3 (64)

Z rovnice (56) byly pomoci strec¢ll vyjadreny jednotlivé slozky napéti

ow
Orr = AR K -Dp (65)
T
ow
Ogo = Aeea—l) (66)
ow
Ozz = Azz E -p (67)
zZ

7.2 Zavislost bezrozmérného tlaku By, na strecich Agg a 1,5

Abychom ziskali vyslednou zavislost bezrozmérného tlaku P, na streCich Agg a A,z
pfi nafukovani tenkosténné trubice, bylo pro ni nutné pfijmout nékolik predpoklad.
UvaZzovanou trubici jsme povaZovali za uzavienou a tenkosténnou, dale byla z homogenniho,

izotropniho a nestlacitelného materialu.

7.2.1  Silova rovnovaha tenkosténné nadoby

Pro vytvoreni analytického modelu trubice jsme predpokladali, Ze se jednda o uzavienou
tenkosténnou nadobu, nebot tloustka stény h byla nékolikandsobné mensi nez polomér r. Dale
jsme uvazovali konstantni velikost zatiZeni trubice tlakem P. Silova rovnovaha v tenkosténné

nadobé je popsana nasledujicimi rovnicemi

O =0 (68)
Pr

Opp = n (69)
Pr

Ozz = ﬁ (70)
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Do rovnic silové rovnovahy tenkosténné nadoby byly dosazeny rovnice pro jednotlivé slozky

napéti, rovnice pak maji tvar

Arr iTV: —-p= (71)
Ago W _p=Lr (72)
Ago h
Azz w_ p= br (73)
Az 2h

7.2.2  Hydrostaticky tlak p
Pro ziskani Lagrangova multiplikdtoru p bylo pouZito rovnice (71), ve které bylo radidIni napéti

nulové, tudiz

=2 aw
p - R ArR (74)
Ziskany Lagrangelv multiplikator p byl nasledné zpétné dosazen do rovnic (72 a 73).
1 aw 1 aw _Pr
aw ow Pr
A (76)

ZZE_ rRmzﬁ

7.2.3  Vyjadreni strecl v zavislosti na vlastnostech materialu
UvaZovand tenkosténna trubice byla z nestladitelného materidlu. Objemovy pomér |
pro nestlacitelné materidly je podle uvedenych predpokladd roven jedné, pak tedy

= AT‘RAGQAZZ =1 (77)
Tudiz ze vztahu (77) je mozné vyjadfrit zavislost strece A,z na streich Agg a 1,5

_ 1
AGQAZZ

ArR (78)

7.2.4  Zdeformované rozméry tenkosténné trubice
Zdeformované rozméry tenkosténné trubice byly vyjadieny v zavislosti na referencnich

hodnotach a na strecich v daném sméru

r = AgeR (79)
h = 2rH (80)
z = AzzZ (81)
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Deformacni gradient F pak Ize vyjadrit ve tvaru

h 0 0
Ar 0 0 H . \
FZ(O /19@ 0>= 0 — 0 (82)
0 0 Ay R
0 0 =
yA

7.2.5 Soustava rovnic
Vztah pro stre¢ (78) a vztahy pro zdeformované rozméry trubice (79, 80 a 81) byly dosazeny

do rovnic (75) a (76), tudiz rovnice lIze vyjadrit takto

I:AQ@ a—W - I:ArR a_W] = AGOZAZZE
AGG) ArR=}Lg@_1AZz_1 /1TR )'TR=)'9®_1)LZZ_1 H (83)

I:AZZa_W - I:/er a_W] = AGGZAZZE
Azz Arr=Age 1,7t ArR Arr=Age Ti, 1 2H (84)

7.2.6  Vysledny tvar soustavy rovnic
Soustavu rovnic (83) a (84) jsme zderivovali a za ¢len P/u byl dosazen bezrozmérny tlak B,
a pomér tloustky stény H a poloméru R byl nahrazen ¢lenem €. Vysledny tvar soustavy rovnic

vypadal takto

19@2 — 1 _ PmABGZAzZ =0
1 1 €
17 7+ 60" +Azz° =3 7 7+ 60" + Azs° 3\\
1-— 00 'zz ) 21 2 kl _ 60 'zz }
—_3 60 ‘zz —3
m m
(85)
AZZZ 1 PmAGOZAZZ =0
1 e
Tzt + A’ =3 Tzt Aee’ + Az =3
1-— 60 zZ 19921 ZZ 1-— 60 73
A2, —3 z A2, -3

(86)

Postupnym tlakovanim byla pomoci vypocetniho programu vykreslena zdavislost bezrozmérného

tlaku na strecich Agg a A,;. Grafy zavislosti jsou vykresleny v nasledujici kapitole.
7.3 Limitni hodnota 4,,

Za limitni hodnotu parametru 4,, povaZujeme takovou hodnotu, pfi které zacne dochdazet
ke ztraté stability. Jeji pfesnd hodnoty byla v praci uréena numerickymi vypocty. Bylo vyuzito
predpokladu, Ze pro mezni hodnotu, ptikteré ke ztraté stability bude dochazet, plati, Ze derivace

funkce je v néjakém bodé nulova a zaroven je i v nékterych bodech zaporna.
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7.4  Kritickd hodnota bezrozmérného tlaku B,
V literature (Chater a Hitchinson, 1984) byla uvedena Maxwellova podminka pro dvé koexistujici
faze.
Vb
PerieVp = V) = [ pav @7)

Vu

Podminka definuje rovnost obdélnikové plochy s plochou pod ktivkou, resp. nad kfivkou, a to

v pripadé, Ze plochy pod kfivkou, resp. nad kfivkou si jsou rovny.

Prrit = =14

vy |/
Obrazek 13 Zavislost tlaku na zméné objemu

Pro plochy R; a R, pak plati

R; =R, (88)

Zavislost tlaku P, na strecich Agy a A, byla prevedena na zavislost tlaku P, na relativnim
objemu v/V pomoci vztahu

v nwriz 5

V= nRiz = 6o Az (89)
Dale bylo nezbytné nalézt maximum a minimum funkce, diky kterym jsme ziskali i odpovidajici
hodnoty relativniho objemu v/V. Tim jsme si vymezili interval, na kterém se kriticky tlak P,
nachazel. Pouzitim definice Riemannova integralu byla zjisténa poloha bod(, které mély stejnou
hodnotu tlaku a které protinaly kfivku tak, Ze vzniklé obsahy plochy nad kfivkou a pod kfivkou si
byly rovny. Ziskané hodnoty kritickych tlakd byly vykresleny do grafu uvedenych v nasledujici
kapitole.
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8 VYSLEDKY A DISKUSE

8.1  Zavislost bezrozmérného tlaku P, na streCich Agg a 1,2

Z numerické simulace nafukovani tenkosténné trubice byla ziskdna zavislost obvodové, resp.
axidlni deformace na bezrozmérném tlaku B,,. Zavislost je pro jednotlivé hodnoty A,,, vykreslena

na obr. 14 a 15, ze kterych je zfejmé, Ze zavislost je nelinedrni.

0129
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Obrdzek 14 Zdvislost bezrozmérného tlaku P, na streci I,
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Obrdzek 15 Zavislost bezrozmérného tlaku P, na streci I3

Z vyslednych grafll numerické simulace pro rozdilné hodnoty A,, je patrné, Ze pro nizsi hodnoty
Am je pro vznik nestability potfeba vyssiho tlaku a také, Ze pro nékteré hodnoty A,, ke ztraté
stability vlibec nedochazi. Pfesna hodnota na desetinné cislo byla vypoctena pomaoci programu
a jeji hodnota je A, = 6,3. Ztoho vyplyva, Ze pro nékteré hodnoty 4,, ke ztraté stability

nedochazi.

28



Vysledky, které jsme ziskali numerickou simulaci (obr. 14 a 15), je nezbytné povaZovat pouze
za odhady chovani skute¢ného materidlu. Nebot Ize oekavat, Ze pfi experimentalnim ovéfeni
inflace trubice, mohou vzniknout lokalni deformace zpUsobené vlivem materidlové ¢i tvarové

imperfekce.
8.2 Kriticka hodnota tlaku P,

Na obrazcich niZe je zobrazena zavislost bezrozmérného tlaku B, na relativni zméné objemu
v/V. V kazdém grafu jsou vyznaceny polohy bodl, které maji stejnou hodnotu tlaku (tzv.
kritickou hodnotu tlaku B,,). Tyto body zaroven vymezuji obsahy ploch nad a pod kfivkou a to

tak, Ze obsahy téchto dvou ploch si jsou rovny.
Vysledna kfivka také dokazuje, Ze se ddle zvySuje objem, a to i s klesajicim tlakem, jak jiz bylo
dfive v praci uvedeno. Z nize uvedenych grafl je také ziejmé, Ze se se zvySujici hodnotou

materidlového parametru 1, snizuje hodnota propagacni tlaku.
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ZAVER

V této bakaldiské praci jsme si na zakladé rovnic popisujicich vlastnosti materidlu a pomoci
rovnic rovnovahy, odvodili vztahy v tenkosténné uzaviené trubici pro Van der Waalslv model.
Diky tomu bylo moZné vytvofit v programu Maple2018 jeho numericky model. Z analytického
modelu jsme postupnym tlakovanim ziskali zavislost napéti na deformaci. Zjisténa zavislost mezi
nimi byla nelinearni. Déle bylo zjisténo, Ze pribéh zavislosti bezrozmérného tlaku na deformaci
jak obvodové, tak axidlni se pfilis neliSi. V této ¢asti analytického feSeni byla také urcena
minimalni hodnota pro parametr 4,,, pfi které zacalo dochazet ke ztraté stability (1,,, = 6,3).

Pro nékteré hodnoty materidlového parametru 1, tedy ke ztraté stability viibec nedochazi.

V dalsi ¢asti analytického FeSeni byla urfena kritickd hodnota bezrozmérného tlaku P,
pro kterou si byly plochy inflacné — deflacni a deflacné — inflacni rovny. Diky ziskané vysledné
krivce bylo zjisténo, Ze se se zvysujici hodnotou materidlového parametru 4,, snizuje hodnota

propagacniho tlaku.

Analyticky model je mozné déle vyuZit pro ovéreni experimentdlné namérenych hodnot nebo
mUZe byt zpresfiovan postupnym odstrafiovanim jednotlivych zjednoduseni, jenZ bylo v praci

pouzito.

V bakalarské praci byly uvedeny pojmy souvisejici se ztratou stability a zaroven s nimi byly
vyloZeny a nadefinovany pojmy popisujici nelinedrni chovani elastickych material(. V programu
Maple2018 byl vytvoren analyticky model, ktery simuloval nafukovani tenkosténné valcové
trubice a diky provedené numerické simulaci byly charakterizovany podminky vedouci ke ztraté

stability. Byly tak splnény vSechny ukoly, které byly v ramci bakalarské prace zadany.
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