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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva formaty pro ulozeni fidkych matic COO,
CSR, CSC a algoritmy pro nasobeni matic v téchto formétech. Cilem préce
je i implementace téchto algoritmi a formatt v programovacim jazyce C++
a zméfeni vykonu algoritmt na fakultnim klasteru STAR.

Klicova slova ridké matice, Strassenuv algoritmus, nasobeni matic, COO,
CSR, C++

Abstract

This bachelor’s thesis deals with the sparse matrix storage formats COO,
CSR, CSC and algorithms for matrix multiplication in these formats. The
goal of this thesis is the implementation of said formats and algorithms in
the programming language C++ and testing their performance on the faculty
cluster STAR.

Keywords sparse matrices, Strassen’s algorithm, matrix multiplication, COO,

CSR, C++
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Uvod

V dnesni dobé je v mnoha oblastech potieba rychle a efektivné provadét vypo-
¢ty s maticemi ruznych typt a velikosti. Matice se vyuzivaji napf. v oblastech
matematiky, fyziky a informacnich technologii. V IT se s maticemi Casto setka-
vame v grafice (prace s vektory), teorii grafi (Floyd-Warshalliv algoritmus),
umeélé inteligenci, Sifrovani a mnohych dalsich.

Abychom se pri praci s maticemi dostali k néjakému koneénému vysledku,
tak je vétsinou zapotiebi s maticemi provadét néjaké maticové operace. Ve
této praci se zabyvame predevsim operaci nasobeni dvou matic, konkrétnéji
nasobenim dvou Fidkych matic.

Pojem ridka matice neni presné definovan. Neformalné by se dalo Tict, ze
ridké matice jsou takové matice, ve kterych je vice nulovych nez nenulovych
prvki. V praxi jde vétsinou o matice s rozméry v fadech tisict, desetitisisu a
vyssich. Préce s s takto velkymi maticemi je naro¢na jak pamétové (nutnost
ukladat velké mnozstvi nulovych prvku), tak i z hlediska vypocetniho ¢asu
(délka trvani ¢iselné operace v pocitacich nezavisi na konkrétnich ¢islech, se
kterymi se pocita, trva vzdy stejné dlouho). Z tohoto divodu doslo ke vzniku
formétu (pro ukladéni) a algoritmi nasobeni pro ¥idké matice, které jsou pro
tento typ matic mnohem efektivnéjsi.

Cilem mé prace je analyza formata pro ukladani ridkych matic, implemen-
tace vybranych algoritmi pro nasobeni matic v programovacim jazyce C+-+
(klasicky a Strassenuv algoritmus) a zmérfeni vykonnosti téchto implemento-
vanych algoritmi.






KAPITOLA 1

Definice zakladnich pojmi

1.1 Matice

Definice 1.1. Necht m,n € N. Usporadany soubor mn c¢isel zapsany do
tabulky o m Fadcich a n sloupcich nazyvdme matice[2] typu m x n. Matici
obvykle znac¢ime takto:

a1 ai2 v Qip
a1 G2 -+ Q2p

= )
m,1 Gm2 - OGmn

kde a;; jsou prvky matice (nékdy je znacime taky jako A;; a nazyvame je
ijté prvky). Cislu i fikdme Fadkovy a ¢islu j sloupcovy index.

1.1.1 Vektor

Definice 1.2. Necht m,n € N. Matice A € R™! resp. B € R nazveme
mprvkové sloupcové, resp. nprvkové radkové vektory.

a1

A = a2:71 ,B = (bl 1 b172 ‘e b1 n)

)

am,1
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1.2 Typy matic

V této sekci si predstavime nékteré zakladni typy matic.

1.2.1 Obdélnikova matice

Definice 1.3. Necht m,n € N. Matici A € R™" nazveme obdélnikovou,
pravé tehdy kdyz m # n.

Pr.

1.2.2 Ctvercova matice

Definice 1.4. Necht m,n € N. Matici A € R"™" nazveme ¢tvercovou, prave
tehdy kdyz m = n.

Pr.

=

I
=
co Ot N
© o w

1.2.3 Jednotkova matice

Definice 1.5. Ctvercovou matici E € R™" nazjvame jednotkovou ma-
tici[3], pokud pro jeji prvky e; ; plati: e; ; =0 proi # j a e;; =1 pro i = j.

v

1 0 - 0

o1 - 0
E= )

0 0 1

Jednotkova matice je specidlni pripad tzv. diagonalni matice.

1.2.4 Regularni a inverzni matice

Definice 1.6. Necht A € R™". Existuje-li B € R™" takova, ze plati

AB =BA = HP]

nazyvame matici A regularni[2] a B inverzni matici[2] k matici A. Znac¢ime
B = A~'. Pokud A neni reguldrni, nazyvame matici A singularni[2].

Liednotkové matice

23oudin matic definovédn v



1.3. Maticové operace

1.2.5 Ridka matice

Pojem tidkd matice neni presné definovan. Neformalné by se dalo Fict, zZe
ridké matice jsou takové matice, ve kterych je vice nulovych nez nenulovych
prvki. V praxi jde vétSinou o matice s rozméry v fadech tisict, desetitisisu a
vyssich. Préce s s takto velkymi maticemi je naro¢na jak pamétové (nutnost
uklddat velké mnozstvi nulovych prvki), tak i z hlediska vypocetniho ¢asu
(délka trvani ¢iselné operace v pocitac¢ich nezavisi na konkrétnich ¢islech, se
kterymi se pocita, trva vzdy stejné dlouho). Z tohoto divodu doslo ke vzniku
formatu (pro uklddani) a algoritmi ndsobeni pro fidké matice, které jsou pro
tento typ matic mnohem efektivnéjsi.

.Ridkéd matice“ neni matematicky pojem, proto neexistuje jednoznaéna
definice, tento pojem je spojen se zpusobem préice s touto matici v pocitaci.
Pro nasobeni fidkych matic existuji efektivnéjsi algoritmy a tspornéjsi zpu-
soby uklddani téchto matic v paméti nez pro klasické husté matice. Ridkou
matici bychom tedy mohli nazvat takovou matici, u kterych se diky poctu
jejich nulovych prvku vyplati tyto efektivnéjsi algoritmy a tispornéjsi formaty
pro ulozeni vyuzit.

Ridkost matice se vyjadiuje pomoci nnz (number of nonzero matrix ele-
ments), coz je poCet nenulovych prvki z celkového poétu m x n prvki matice
z R"™",

Pr. nnz=15

T O O O O
OO OO
O O = OO
OO OO =
O O O WO

1.3 Maticové operace

1.3.1 Nasobeni matice skalarem

Definice 1.7. Necht m,n € Njao € R a A € R™" matice s prvky a;;. Soucin
matice A a redlného ¢isla (skaldru)[2] a definujeme takto:



1. DEFINICE ZAKLADNICH POJMU

aai,1 Qa2 o QQln

aag 1 Qazs . QG2
al =

Alm,1 Cam2 - AAmnp

)

1.3.2 Soucet a rozdil matic

Definice 1.8. Budte m,n € N, A/B € R"" matice s prvky a;; resp. b;;.
Soucet matic[2] A a B definujeme jako:

a1 +bin arg+bie - arnt+bin

as1+ba1  az2+baa - as, +bag
A+B:= . . )

am,1 + bm,l am,2 + bm,2 S S bm,n

Analogicky 1ze definovat i rozdil matic.
Jelikoz je scitani redlnych cisel komutativni, resp. asociativni, je i s¢itdni
matic komutativni, resp. asociativni. Pro matice A, B, C € R™" tedy plati:

A+B=B+A (Komutativita)

(A+B)+C=A+(B+C) (Asociativita)

1.3.3 Nasobeni matice matici

Definice 1.9. Budte m,n,p € N, A € R™" matice s prvky a;; a B € R™"?
matice s prvky b; ;. Soucinem matic[2] A a B je matice D € R™? s prvky
d; j, pro kterou plati

n
d;j = Z a; bk 5,
k=1
znacéime D = AB.

Vsimnéme si, ze soucin matic D = AB je definovan pouze tehdy, pokud
pocet sloupcu matice A je roven poctu radkt matice B, vysledna matice D bude
mit stejny pocet radki, jako matice A a stejny pocet sloupci, jako matice B.

_(1-1+2-4+3-7 1-24+2-54+3-8 1:3+2:6+3-9
- \4-145-446-7 4-245-5+6-8 4-34+5-6+6-9

co Ot N
© O W

(30 36 42
~\66 81 96



1.4. Asymptotické slozitosti

Souc¢in matic neni obecné komutativni. Mlze se stat, ze soucin AB je
definovan ale souc¢in BA definovan neni. V ptipadé, kdy jsou oba souciny defi-
novany, mohou jako vysledek vzniknout dvé matice rtizného typu. I v pripadé,
kdy by vysly matice stejného typu, tak si nemusi byt rovny.

Vysledkem soucinu dvou ¢tvercovych matic z R™™ je opét matice z R™™.
Je tedy alespon soucin dvou ¢tvercovych matic komutativni? Na nasledujicim
prikladu je vidét, Ze neni.

Pr.

()60 ) 6= )

Jak je to tedy s asociativitou? Za predpokladu, ze rozméry matic jsou
takové, ze jsou souciny definované, tak asociativita plati.
Necht m,n, s,t € N. Pro libovolné matice A € R™" B € R™* a D € R%!
plati:
A(BD) = (AB)D.

Diikaz tohoto tvrzeni nalezneme naptiklad v [2], [3].

1.3.4 Transpozice matice

Definice 1.10. Necht m,n € N a A € R™" matice s prvky a; ;. Transpo-
zici[2] matice A je matice AT € R™™ | jejiz prvek v jtém fadku a itém sloupci
je roven a; ;.

Transpozice tedy neni aritmeticka operace, je to vlastné preskladani prvki.
Neformélné by se dalo Fici, Ze transponovana matice A7 vznikne pfepsanim
fadkt z matice A do sloupcti matice AT,

Pr.
15
: .o (1 2 3 4 r |2 6
Je-li napr.A—<5 6 7 8>,pot0mA =13 7
4 8

Pro kazdou matici A také plati (AT)? = A,

1.4 Asymptotické slozitosti

P1i porovnavani efektivity algoritmt pouzivame tzv. asymptotickou slozitost.
Ta vyjadruje, jak roste ndroc¢nost algoritmus (doba vypoctu nebo potfebnd
pamét) s rostoucim mnozstvim vstupnich dat. Doba vypoctu se vSak neméri
v sekundach ale poc¢tem provedenych elementarnich operaci. Mezi tyto operace
patii napriklad zakladni aritmetické operace, prirazeni ¢i porovnavani dvou
hodnot.



1. DEFINICE ZAKLADNICH POJMU

Asymptotickd slozitost ndm rozdéluje algoritmy do tfid slozitosti, kterd
nam umoznuje porovnavat efektivitu algoritmt mezi sebou, a to nezavisle
na imeplementaci ¢i pouzité platformé.[4] K uréovani asymptotické slozitosti
pouzivame tii zakladni notace - O-notaci, ©-notaci a {2-notaci.

1.4.1 O-notace

O oznacuje mnozinu funkci, které asymptoticky rostou radové rychleji nebo
stejné rychle. Notaci O lze tedy chapat jako odhad slozitosti v nejhorsiho
pripadé.

Definice 1.11. Jsou-li dany funkce f(n) a g(n), pak fekneme, ze f(n) je
nejvyse radu g(n), psano f(n) = O(g(n)), jestlize:

e € R Ing € NVn > ng : f(n) <c-g(n)l

1.4.2 ©O-notace

© oznacuje mnozinu funkci, které asymptoticky rostou stejné rychle. U né-
kterych algoritmii nelze urc¢it. Pouziva se k odhadu slozitosti v pramérném
pripadé.

Definice 1.12. Jsou-li ddny funkce f(n) a g(n), pak fekneme, Ze f(n) je
stejného Tadu jako g(n), psano f(n) = O(g(n)), jestlize:

Jer,e2 €RT Ing e NVn > ng i ep-g(n) < f(n) < ez g(n)H

1.4.3 (-notace

) oznacuje mnozinu funkci, které asymptoticky rostou stejné rychle nebo po-
maleji. Notaci O lze tedy chapat jako odhad slozitosti v nejlepsim piipadé.

Definice 1.13. Jsou-li dany funkce f(n) a g(n), pak fekneme, ze f(n) je
nejméné radu g(n), psano f(n) = Q(g(n)), jestlize:

Je € R Ing € NVn > ng :c-g(n) < f(n)[]

P1i urcovani slozitosti algoritmii se zanedbavaji aditivni a multiplikativni
konstanty, také se vyuziva toho, Ze pro velkd vstupni data bude dominovat
asymptoticky nejslozitéjsi clen.

Pr. Mame-li naptiklad funkci f(n) = 3n3 + 2n? +n + 1, pak ¢asovou slozitost
uréuje hlavni ¢len n3 a slozitost v nejhorsim p¥ipadé bude tedy O(n?).



1.4. Asymptotické slozitosti

Tabulka 1.1: Obvyklé tiidy slozitosti

Asymptoticka Vyjadieni
slozitost
konstantni o(1)
logaritmicka O(logn)
linearni O(n)
linedrné logaritmickd |  O(nlogn)
kvadraticka O(n?)
polynomialni O(n*),k €R
exponencialni O(k™),k eR
faktorialova O(n!)

1.4.4 Mistrovska metoda

Slozitosti mnoha rekurentnich algoritmi 1ze vyjadrit ve formé rekurentni rov-
nice ve tvaru

t(n) = at(n/b) + f(n),

kde a > 1,b > 0, a f(n) je funkce jedné proménné. Rovnice odpovida rekur-
zivnimu algoritmu, ktery déli problém velikosti n na a ¢asti velikosti n/b a na
déleni a zpétné kombinovani vysledku potfebuje f(n) ¢asu. Nejjednodussi zpi-
sob jak zaskat presny odhad chovani ¢(n) je pouzit takzvanou Mistrovskou
metodu (angl. Master theorem)|[5].

Necht @ > 1 a b > 1 jsou konstanty a f(n) je funkce jedné proménné.
Potom rekurentni rovnice

t(n) = at(n/b) + f(n)
mé nasledujici asymptotické chovani:
1. Pokud f(n) = O(nl°# =€) pro néjakou konstantu ¢ > 0, pak t(n) = ©(n'°82),
2. Pokud f(n) = ©(n'°% ), pak t(n) = ©(n'°8 *logn).

3. Pokud f(n) = Q(n'°# 9+¢) pro néjakou konstantu ¢ > 0 a pokud af(n/b) < cf(n)
pro néjakou konstantu ¢ < 1 a Vn > ng, pak t(n) = ©(f(n)).

Pr. Pro algoritmus Mergesort vypadé rovnice takto:
t(n) =2t(n/2)+n

a=2b=2 f(n) =n,n2%=n=0(n) = t(n) = O(nlogn). (2. piipad)






KAPITOLA 2

V4 v d

Formaty ukladani ridkych matic

V této kapitole bylo ¢erpano z téchto zdroju [6][7][8].

2.1 Husty format

Klasickym zptisobem, jak ulozit obecnou matici o rozmérech m x n, je do
2D pole o mn prvcich. Do tohoto pole se uklidda kazdy prvek matice bez
ohledu na to, zda je prvek nulovy, ¢i nenulovy. Tento formét je vhodny pro
ukladani hustych matic (napt. 90%+ nenulovych prvkil) a také nam poskytuje
rychly pristup k jakémukoliv prvku matice. Avsak pri préaci s fidkymi maticemi
o velkych rozmérech, u kterych je pocet nulovych prvki mnohem vyssi nez
prvki nenulovych, se tento zptsob ukladani stava vysoce neefektivni.

Ridké matice lze v paméti ulozit Gspornéji. Vzhledem k jejich struktufe
je zadouci ukldadat do paméti pouze nenulové prvky, avsak vyuzitim tohoto
pristupu ndm vznikd nutnost uklddat do paméti také indexy téchto prvku.
A pravé formaty, jak lze ulozit fidké matice, se zabyvat v této kapitole.

2.2 COO - Coordinate List

Coordinate list, ¢esky seznam soutadnic, je zédkladni format pro ukladani rid-
kych matic. Format COO je velmi jednoduchy a intuitivni. Tento format
ukldda nenulové prvky matice jako uspofddané trojice (i,j,ai;), tedy rad-
kovy index, sloupcovy index a hodnotu prvku. Tento format by pri ukladani
husté matice spotieboval vice paméti nez predchozi formét, protoze k hodno-
tdm prvki se navic do paméti ukladaji indexy prvka. AvSak pro ridké matice,
kde je pocet nenulovych prvka v radu jednotek procent, tento problém mizi a
format se stava efektivni.

K ulozZeni matice do paméti potiebujeme tii pole row, col a val o velikosti
nnzﬂ V polich row, resp. col jsou ulozeny radkové, resp. sloupcové indexy

3poéet nenulovych prvki
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2. FORMATY UKLADANI RIDKYCH MATIC

prvki. V poli val jsou ulozeny hodnoty nenulovych prvka v lexikografickém
poradi, prvek hodnoty wvalfi/ je tedy v matici na pozici (row[i], col[i]).

Formét COO je vhodny pro rychlou konstrukci ridkych matic a pro rychly
prevod do ostatnich formata pro ukladani fidkych matic. Avsak je nevhodny
pro aritmetické operace a oproti formatim CSR a CSC zabird vice paméti.[9)]
Pamétova slozitost COO je O(3nnz).

Pr. Méjme ctvercovou matici A fddu n =6 a nnz = 5.

[esBlen B en B e B e B @)
OO OO N
OO OO wo
O == O O O O
[esilen B e B e B en B @)
T O O O OO

Ulozeni této matice ve formatu COO by bylo:

row || 1 [ 22|56
col 212134
val || 1123145

(=}

Tabulka 2.1: Matice uloZzena ve formatu COO

2.3 CSR - Compressed Sparse Row

Format CSR, ¢esky komprimované ridké radky, je modifikovany soutadnicovy
format pro vyssi efektivitu pifi ukldddni vice nenulovych prvka. K ulozeni
matice také vyuziva tfi jednorozmérnd pole row ptr, col ind a wval. Stejné
jako v soufadnicovém formatu jsou v poli wal ulozeny hodnoty nenulovych
prvka a v poli col ind sloupcové indexy nenulovych prvka v lexikografickém
poradi. Komprimace spoc¢iva v tom, ze misto toho, aby se ukladaly radkové
indexy pro kazdy nenulovy prvek matice, se v poli row_ ptr ukladaji ukazatele
(indexy) do pole wal, které specifikuji zac¢atky a konce fadku. Pti prochézeni
matice se tedy v poli val mezi indexy row_ptr[i-1] a row_ptr[i/ nachézeji
hodnoty prvka na i-tém radku maticeE] Pole row_ptr je o jedna delsi nez
vyska matice, aby bylo mozno urc¢it konec posledniho radku.

Pokud bychom predpokladali obecnou matici o rozmérech m x n s nnz
nenulovymi prvky, tak velikosti poli val a col ind budou nnz a velikost pole
row__ptr bude m+ 1. Z toho vyplyva, ze pamétova slozitost CSR je O(2nnz +
m+ 1) pro matici o rozmérech m x n a O(2nnz+n+ 1) pro ¢tvercovou matici
radu n.

4Pt¥edpokladdme indexovani poli od 0 a indexovani matic od 1.
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2.4. CSC - Compressed Sparse Column

Pr. Méjme ¢tvercovou matici A fddu n =6 a nnz = 8.

0

O O Ok OO
oo oo o
O O O ot O
[esRies B en B e B s Bl @)
[eslien)ic) ) Nes i en i an]
0 J O O

Ulozeni této matice ve formatu CSR by bylo:

Tabulka 2.2: Matice uloZena ve formatu CSR
Index [[0[1]2[3]4][5]6][7]
row_ptr |02 |3|5]6|7]|8
col ind || 2 | 3 135|616
val 112 41516 |7]|8

2.4 CSC - Compressed Sparse Column

CSC, cesky komprimované ridké sloupce, je analogicky format k formatu CSR.
Narozdil od formatu CSR je matice uklddana a prochazena po sloupcich. Ma-
tice je v paméti opét reprezentovina tfemi jednorozmérnymi poli col ptr,
row_ind a wval. V polich val, respektive row ind jsou ulozeny hodnoty, re-
spektive rfadkové indexy nenulovych prvki matice v kolexikografickém po-
fadﬂ V poli col__ptr jsou ukladany indexy do pole val, které indikuji zacatky
a konce sloupci. Hodnoty prvka matice v i-tém sloupci najdeme v poli val
mezi indexy col_ptrfi-1] a col_ptrfi].

Velikosti poli row__ind, val jsou podobné jako v predchozim ptipadé nnz a
velikost pole col _ptr je n+1. Z toho vyplyva pamétova slozitost O(2nnz+n+1)
pro matici o rozmérech m x n a O(2nnz + n + 1) pro ¢tvercovou matici fadu
n.

Sporadi shora doli, zleva doprava

13



2. FORMATY UKLADANI RIDKYCH MATIC

Pr. Méjme ¢tvercovou matici A fddu n =6 a nnz = 8.

0 [ 2

0

O O O = O
o O o O

o O O ot O
[esRlen B en B e B e B @]
[eslien)ic) ) Nen i en i an]
0 J O O wo

Ulozeni této matice ve formatu CSC by bylo:

Tabulka 2.3: Matice ulozena ve formatu CSC
Index [[0]1]2[3[4][5]6]7]
col_ptr [O]|1]|2|4|4]5]|8

row__ind | 3 1/3/4 2|56
val 4 2|56 3|78
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KAPITOLA 3

Algoritmy nasobeni matic

Pii nasobeni matic C = AB budeme predpokladat, ze vyslednd matice je
vzdy husta. Ve vSech algoritmech jsou matice indexovany od 1 a pole jsou
indexovana od 0. V této kapitole bylo ¢erpéno z téchto zdroju [6][8][L0][11].

3.1 Kilasicky algoritmus nasobeni matic

Klasicky algoritmus pro ndsobeni dvou matic vychazi z definice uvedené[1.3.3
Pseudokéd pro tento algoritmus je popsan v

Algorithm 1 Klasicky algoritmus podle definice
1: procedure MM_DEF(A,B)

2 Alokuj matici D a vypla O

3 for i + 0 to A.height do

4: for j + 0 to B.width do
5

6

7

for k < 0 to A.width do
D[i] [j] += A[i][k] =* B[k][j]

return D

V pseudokddu je vidét, ze algoritmus ve tfech cyklech postupné vybird
radky z matice A, sloupce z matice B a poté postupné vynasobi a sec¢té nﬁ]
prvki i-tého fadku matice A a j-tého sloupce matice B. Pro vypocet je potteba
projit kombinace vSech Fadkd matice A a vsech sloupcii matice B. Pokud
predpokldddame matice A € R™"™ a B € R™P, potom to znamena mp kombinaci
a u kazdé z nich provadime n nasobeni a n s¢itani. Z toho nam vyplyva casova
slozitost O(mp(n + n)) = O(mpn) a v piipadé nasobeni ¢tvercovych matic
fadu n je casova slozitost O(n?).

5n je siika A i vyska B
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3. ALGORITMY NASOBENI MATIC

3.2 Strassentiv algoritmus

Strasseniiv algoritmus je algoritmus pro nasobeni matic, ktery byl v roce 1969
publikovan némeckym matematikem Volkerem Strassenem. Ve své publikaci
dokézal, ze klasicky algoritmus s asymptotickou slozitosti O(n?) neni opti-
mélni. Algoritmus vyuziva toho, ze operace s¢itani/od¢itani jsou rychlejsi nez
operace nasobeni. Strasseniiv algoritmus pro nasobeni matic z R%? potiebuje
celkem 7 operaci ndsobeni a 18 operaci s¢itani/od¢itani narozdil od klasického
algoritmu, ktery potfebuje 8 operaci nasobeni a 4 operace sc¢itani.[L0]

Pocitame-li maticovy produkt C = AB, tak musi platit, Ze matice A,B €
R™" kde n = 2F a k € Ny. Pokud tato podminka neplati, doplnime sloupce a
radky matic nulami, tak aby byla podminka splnéna. Nyni lze kazdou z matic
rozdélit do 4 blokovych matic o rozmérech 5§ x 5. Matice oznac¢ime podle
nasledujiciho schématu:

A1 Al Bi1 Bipa Cip Cip
A= A2 B (0 D12) oo (G C12)
<A2,1 A2,2> <Bz71 Bz,2> <C2,1 02,2>

Pokud bychom pouzili klasicky algoritmus, matici C bychom ziskali takto:

Ci1=A11B11+ A12B21
Cio2=A11B12+ A12B2»
Cy1 = A21B11+ A22B821
Co2 =A21B12+ A28

Tento algoritmus provede celkem
n 2
T(n) = 8T(§) + O(n”)

vipodetnich operaci. Celkova slozitost operaci sé¢itani je ©(n?) (slozitost souctu
matic o velikosti § x § je %2 = O(n?)). Clen 8T (%) ndm znadf osm rekurziv-
nich volani maticového nasobeni na matice polovi¢niho fadu. Aplikovanim
mistrovské metody [I.4.4] dostdvame asymptotickou slozitost

T(n) = O(n'°2%) = O(n?).
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3.2. Strassentv algoritmus

Volker Strassen ale dokéazal prijit na novy zpiisob, jak vyjadrit blokové
matice 0171..02’2.

Ci1 = Pl+ P4— P5+ PT7
Ci2 = P3+ P5
Cy1 = P2+ P4
Cyo = P1— P2+ P3+ P6

K vyjadreni matice C pouzil sedm pomocnych matic P1..P7, které definoval
takto:

Pseudokdd vyse popsaného algoritmu je mozné vidét v

Pl=(A11+ A22) - (B1,1+ B22)
P2 = (Ay1+ A22)- B
P3=A11-(B12— Bap)
P4i= A5 (B2 — Bi,1)
P5=(A11+ A12) - Bao
P6 = (A1 — Ai11) - (Big+ Bip)
P7=(A12—A32) - (B21+ Bay2)

Algorithm 2 Strassentiv algoritmus

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:

procedure MM_STRASSEN(A,B,n)

if n = 1 then

return A X B

else
m < n/2

VjpoCet submatic Aq,1, Bq,1..A3,2, By, za pouZiti m

MM_Strassen(A; 3 + Ay o, Byy + By o, m)
MM_Strassen(As,; + Az2, Bi,1, m)
MM_Strassen(A;,1, Bi,o - By,p, m)
MM_Strassen(Ap,5, Bs,1 — Bi,1, m)
MM_Strassen(A;,q + A1,5, By, m)
MM_Strassen(A;,1 - A1,1, Bi,1 + By,2, m)
MM_Strassen(A; o - Az, By,1 + Bg,2, m)

C1’1 +— P1
Cio « P3
C2’1 < P2
CQ’Q <~ P1

Spojeni Ci,1, C1,2, Ca,1, Cg,2 do vysledné matice C

return C

<+
+
<+

P4 - P5 + P7
P5
P4
P2 + P3 + P6

> P1
> P2
> P3
> P4
> P5
> P6
> P7

Jak je vidét v pseudokddu, algoritmus provadi sedm rekurzivnich volani
(fadky 7-13). Operace na fadcich 14 az 17 maji ¢asovou slozitost ©(n?).
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3. ALGORITMY NASOBENI MATIC

Ostatni operace jsou konstantni. Vychézi ndm tedy
T(n) = 7T(g) +O(n?)

vypocetnich operaci. Pouzitim mistrovské metody ziskavame asymptotickou
slozitost Strassenova algoritmu

T(n) = O(n'&27) ~ O(n*8).

3.3 Dalsi algoritmy pro rychlé nasobeni matic

Strassen dokézal, ze klasicky algoritmus se slozitost{ O(n3)nen{ optimalni. Na
jeho praci navazaly dalsi algoritmy, které se snazily snizit ¢asovou slozitost na-
sobeni matic. Shmuel Winograd vylepsil Strassentiv algoritmus, jeho vylep-
Seny algoritmus vyzaduje pro vypocet souc¢inu matic z R%? 7 operaci ndsobeni
a 15 operaci s¢itani/od¢itani[I0] (oproti originalu, ktery potfebuje 7 ndsobeni
a 18 séitani/odéitan{), jeho asymptotické slozitost O(n'°827) ~ O(n?8!) ale
zustala nezménéna.

Algoritmus Coppersmith-Winograd[I2] s asymptotickou slozitosti O(n
byl predstaven v roce 1990 a az do roku 2010 to byl algoritmus s nejlepsi slozi-
tosti. V roce 2010 Andrew Stothers[I3] svou tipravou C-W algoritmu ziskal
mirné lepsi slozitost O(n?373%9). V nasledujicim roce doséhla dalsiho zlepseni
Virginia Vassilevska Williamsova[I4] se slozitosti O(n?372873), V soucasné
dobé je nejlepsi algoritmus Francgois Le Galla[I5], ktery v roce 2014 prisel
se svym algoritmem se slozitosti O(n?3728639) Tyto algoritmy jsou zfidka vy-
uzivany v praxi, kvili své vysoké multiplikativni konstanté, jejich rychlost se
uplatnuje az u matic velmi vysokych radt. Vétsina téchto pokrocilych algo-
ritml je zalozena na reprezentaci maticového nésobeni pomoci trilinedrnich
forem nebo vyuzivaji teorie grup (algoritmus Cohn-Umans[16]).

3.4 Nasobeni matic v fidkém formatu

M¢éjme matice A, B ulozené v Fidkém formatu. JelikoZ v této préaci predpokla-
déame vyslednou matici hustou, tak budeme matici C' = A - B uklddat v kla-
sickém hustém formatu. Z definice ndsobeni matidl.3.3] je zfejmé, Ze prvky,
které se nasobeni ztcastni musi splnovat podminku

a.col__index == b.row__index,

kde a, b jsou prvky matice A, respektive B a col index, resp. row__index jsou
sloupcovy, resp. fadkovy index. Nasobeni se tedy ziicastni takové prkvy, u kte-
rych je sloupcova soutradnice z matice A rovna radkové souradnici z matice B.
Vysledky téchto ¢asteénych soucini potom pri¢teme na prislusné misto ve vy-
sledné matici C, na Cla.row__index][b.col_index]. Proto je nutné si vyslednou
matici C predpfripravit a vyplnit ji nulami.
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3.4. Nasobeni matic v Fidkém formatu

P1i nasobeni fidkych ¢tvercovych matic A a B fadu n muzeme vynechat
nasobeni takovych prvka, kdy jeden z nich je nulovy. Protoze nasobime kazdy
radek s kazdym sloupcem, tak bude pocet operaci pri tomto nésobeni dan

vzorcen:
n

Z nnzra; - nnzep ;|8

i=1
kde nnzra; je pocet nenulovych prvka v i-tém fadku matice A a nnzcp; je
pocet nenulovych prvki v i-tém sloupci matice B. Slozitost tohoto algoritmu
by se dala oznacit jako O(mn), kde m = max(A.nnz, B.nnz). Pro matice,
které neobsahuji zadny nulovy prvek plati m = n?. Tento odhad slozitosti je
vSak pro ridké matice velmi pesimisticky, protoze predpoklada, ze se vSechny
prvky matice A nasobi se vSemi prvky matice B.

3.4.1 Nasobeni ve formatu COO

Vstupni matice ulozené ve formatu COOR2.2]si oznacme Acoo a Beoo. Algo-
ritmus pro nasobeni matic v tomto formatu bude fungovat tak, ze postupné
budeme prochézet prvky matice Acpo a ke kazdému prvku budeme hledat
prvky z matice Booo, tak aby spliiovaly podminku Pro prvky tcéastnicich
se nasobeni tedy musi platit podminka

Acoo-col[i]| == Bcoo.rowlj],

kde 0 < i < Acpo-nnz a 0 < j < Booo.nnz. Algoritmus postupné prochézi
vSechny nenulové prvky matice Acoo, koukd na jejich sloupcovy index a pak
v poli Boopo.row prochézi radkové indexy prvkia matice Bopo. Pokud se in-
dexy rovnaji, prvky vyndsobi a pricte do vysledné matice C' na soufadnice
ClAcoo.row(i]][Bcoo-col[j]]. Pokud v poli Beoo.row narazime na radkovy
index vyssi nez sloupcovy index prvku Acopo.col[i], tak muzeme vyhleddvani
prerusit, protoze prvky v poli Bcoo.row jsou sefazeny Vzestupnéﬂ Pseudokdd
tohoto algoritmu lze vidét v

Algorithm 3 Néasobeni ve formatu COO

1: procedure MM_CO0(A,B)
2: Alokuj matici C a vypli 0
for i < 0 to A.nnz do
for j + 0 to B.nnz do
if A.col[i] < B.row[j] then break
if A.col[i] = B.row[j] then
C[A.row[i]-1][B.col[j]l-1] += A.val[i] * B.vall[j]
return C

"V této préci predpokladéme lexikografické pofadi prvki ve formdtu CO .
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3. ALGORITMY NASOBENI MATIC

3.4.2 Nasobeni ve formatu CSR

Protoze format CSR2.3| vychazi z formédtu COO, je algoritmus pro nasobeni
matic uloZzenych v tomto formatu velmi podobny predchozimu algoritmu. Diky
predpocitanym zac¢atkam a konctm radka v poli row_ ptr vime, kde presné se
nachézi prvni prvek faddku a také pocet prvka v kazdém radku. Tyto informace
nam znacné ulehc¢uji vyhledavani nasobitelnych prvkia matic A a B.

Algoritmus postupné prochézi nenulové prvky matice Acsg a koukéd na
jejich sloupcovy index, ozna¢me ho a.col_idz. Diky tomu, Ze je matice Bosgr
ulozena ve formatu CSR vime, Ze indexy hodnot prvkd matice Boggr které
se budou néasobit s hodnotou vybraného prvku matice Acgr budou v poli
Besr.val mezi indexy Bogg.row__ptrla.col_idx—1] a Bogr.row__ptrla.col__idx].
Prvky v cyklu vyndsobime a pfi¢teme na spravné misto do matice C. Pseu-
dokéd algoritmu je uveden v [4

Algorithm 4 Néasobeni ve formatu CSR
1: procedure MM_CSR(A,B)
2: Alokuj matici C a vypld 0

: for i + 0 to A.height do

3
4 for arp < A.row_ptr[i] to A.row_ptr[i+l1] do

5: for brp < B.row_ptr[A.col_ind[arp]l-1] to B.row_ptr[A.col_ind[arpl] do
6: C[i]l[B.col_ind[brpl-1] += A.vallarp] * B.vall[brp]

7

return C

3.4.3 Nasobeni ve formatu CSC

Nésobeni matic ve formatu CSC je velmi podobné nasobeni predchozimu. Po-
stupné prochazime prvky matice B a koukdame na jejich rddkové indexy, poté
diky poli A.col_ptr rychle najdeme prvky v matici A, které se s vybranym
prvkem z B néasobi a pri¢teme na spravné misto ve vysledné matici C'. Pseu-
dokéd je mozné vidét v

Algorithm 5 Nasobeni ve formatu CSC

1: procedure MM_CSC(A,B)

2: Alokuj matici C a vypld 0

3 for j < 0 to B.width do

4 for bcp + B.col_ptr[j]l to B.col_ptr[j+1] do

5: for acp < A.col_ptr[B.row_ind[bcpl-1] to A.col_ptr[B.row_ind[bcpl] do
6.

7

C[A.row_ind[acp]l-1]1[j] += A.vallacp] * B.vall[bcp]
return C

3.4.4 Nasobeni ve formatu CSC x CSR

V této varianté nasobeni mame matici A ulozenou ve formatu CSC a matici B
ve formatu CSR. V algoritmu prochazime ,zaroven“ i-ty sloupec matice A a
i-ty Tadek matice B. Jelikoz je splnéna podminka, ze sloupcovy index matice
A se rovna radkovému indexu matice B, tak tyto prvky miZeme vynasobit a
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pri¢ist na spravné misto ve vysledné matici C'. Pseudokdd toho algoritmu by
mohl vypadat nésledovné:

Algorithm 6 Nasobeni ve formatu CSC x CSR

1: procedure MM_CSC_CSR(A,B)
2: Alokuj matici C a vypld 0

3 for i « 0 to A.width do

4: for acp < A.col_ptr[i] to A.col_ptr[i+l] do

5: for brp < B.row_ptr[i] to B.row_ptr[i+1] do

6: C[A.row_ind[acp]l-1] [B.col_ind[brp]-1] += A.vallacp] * B.vall[brp]
7 return C
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KAPITOLA 4

Analyza a navrh

2 Vv b e

4.1 Existujici reseni

4.1.1 Akademické prace

Lukas Lichy ve své bakalarské précif6] popsal formaty pro uklddani id-
kych matic COO, CSR/CSC a MSR/MSC a algoritmy pro ndsobeni matic
v téchto formatech. Po tom co analyzoval existujici open-source knihovny fe-
sici problém nésobeni ridkych matic, svoje algoritmy a formaty implementoval
v jazyce C++ a provedl méfeni jejich vykonu na platofrmach AMD, Intel a
SPARC. Vykonnost své implementace zméril dokonce i na DLX simulatoru.

V bakalarské praci ,,VIiv formatu ulozeni ridké matice na vykonnost
nasobeni fidkych matic“[8] nastudoval Tom4s Nesrovnal forméty ulozeni
tidkych matic COO, CSR, BSR a Quadtree. Navrhnul modifikaci formatu
Quadtree, ktery nazval KAT. V jazyce C poté implementoval ndsobeni matice
vektorem a nasobeni dvou matic ve formatech COO, CSR, BSR, Quadtree
i KAT. Srovnal pamétové a casové slozitosti implementovanych algoritmu a
ale je vhodny pro matice, které obsahuji hustsi bloky nebo tolik prvki, ze
zacne lépe vyuzivat cache nez format CSR.

4.1.2 Knihovny

Eigen[I7] je knihovna pro jazyk C++, kterd obsahuje mnoho funkei a tiid
tesici problémy z linearni algebry, Sitena od verze 3.1.1 pod open-source licenci
MPL2[18]. Knihovna je pravidelné aktualizovana. Eigen podporuje jak malé
matice o fixni velikost, tak velké husté matice, nechybi ani podpora pro praci
s Tidkymi maticemi. Eigen vyuzivd pouze standardni knihovnu C++ a pro
jeho pouziti neni nutné instalovat zadné externi knihovny. Knihovna obsahuje
pouze hlavickové soubory (lze je stdhnout z oficidlnich strének projektu), které
staCi pri kompilaci prilinkovat pomoci odpovidajictho prepinace, v pripadé
prekladace GNU GCC napr. takto:
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g++ -1 /path/to/eigen/ muj_prog.cpp -0 muj_prog

Pro préaci s fidkymi maticemi slouzi tfida SparseMatrix[I]. Tato t¥ida pro
reprezentaci fidkych matic implementuje mirné poupravené formaty CSR/CSC
popsané v sekcich a Defaultné je vyuzit format ve sloupcovém uspo-
radani (tedy upraveny CSC), ktery obsahuje tato ¢tyfi pole:

e Values (ptuvodné wal) - obsahuje hodnoty nenulovych prvkua

o InnerIndices (puvodné row_ind) - obsahuje Ffadkové indexy nenulo-
vych prvki

o OuterStarts (ptivodné col_ptr) - obsahuje ukazatele do dvou piedcho-
zich poli, které oznacuji prechod na dalsi sloupec

e InnerNNZs - uklada pocet nenulovych prvka v jednotlivych sloupcich

Pr. Méjme ¢tvercovou matici A fadu n = 5 a nnz = 8. Pfepoklddejme indexaci
matic i poli od 0.

0 3 0 0 O
22 0 0 0 17
A=17 5 0 1 0
0 0 0 0 O

0 0 14 0 8
Ulozeni této matice je pak znazornéno v tabulce

Index [[0|1]2[3][4][5]|6[7|8]9][10]11]
Values 22071 |35 (14| | (1| _|17] 8
InnerIndices 172 |0 2 4 | | 1 4
OuterStarts 0135|810 12
InnerNNZs 2 12|11 2

Tabulka 4.1: Ulozeni tidké matice v upraveném formatu CSC ve knihovné
Eigen[]]

Prkvy v polich Values a InnerIndices oznacené jako’ ’ zndzornuji volna
mista pro efektivnéjsi vkladani novych prvka. Pri predpokladu, ze nedojde
k realokaci, tzn. Ze pridavame do sloupce s volnym mistém ’_’, je slozitost
vlozeni nového prvku O(nnz;), kde nnz; je pocet nenulovych prvka v j-tém
sloupci. Oproti ptivodnimu formatu CSC bylo nutné zavést pole InnerNNZs,
kvili tomu, Ze pocet nenulovych prvku v jednotlivych sloupcich jiz nelze zjistti
vztahem OuterStars[j + 1] - OuterStarts[j] jako v pivodnim forméatu.
Duvodem jsou pravé vynechand mista pro rychlejsi vkladani prvkia. Aby byla
zachovani kompatibilita s ostatnimi knihovnama, tak Eigen samozirejmé imple-
mentuje i puvodni verze formatiu CSR/CSC. Pro pfevod do puvodniho formatu
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slouzi metoda SparseMatrix::makeCompressed(). Nechybi ani podpora za-
kladnich aritmetickych operaci pretizenymi operatory jako naptiklad séitani a
od¢itani (i s hustymi maticemi), transpozice ¢i soucin matic (fidka x ridka i
fidka x hustd).

Armadillo[19] je open-source knihovna uréend pro reseni problému v li-
nearni algebre a védecké vypocty pro jazyk C++ Sifena pod licenci Apache
2.0[20]. Knihovna poskytuje API podobné programovacimu jazyku MATLAB.
K vyuziti této knihovny je zapotfebi mit nainstalované knihovny OpenBLAS[21]
a LAPACK]|22]. Mnoho populadrnich Linuxovych distribuci poskytuje predpfi-
pravené balicky, které lze nainstalovat z oficidlnich repozitait. Knihovna pod-
poruje praci s hustymi i fidkymi maticemi. Samoziejmosti je podpora operaci
s celymi, redlnymi a komplexnimi ¢isly. Narozdil od Eigenu je pro praci s tid-
kymi maticemi vyuzit klasicky format CSC. Nechybi podpora maticového na-
sobeni jak v hustém formétu, tak v fidkém formatu CSC, forméty lze nasobit
i mezi sebou, ale je tfeba brat v potaz, ze rychlost zalezi na poradi Ciniteli
(hustd x ridka je zpravidla rychlejsi nez ridkd x husta)[23].

Blaze[24] je open-source C++ knihovna pro praci s hustymi a fidkymi ma-
ticemi Sifena pod licenci BSD. Prvni verze knihovny byla vydana v roce 2012.
Podle benchmarki na oficidlnich strankach by knihovna méla byt rychlejsi nez
Armadillo i Eigen. Knihovna implementuje nékolik t¥id pro praci s maticemi,
pro praci s fidkymi maticemi slouzi tiida CompressedMatrix, kterd matici
reprezentuje ve formatech CSR/CSC.

uBLAS[25] je C++ knihovna zaméfend na feseni zékladnich problémi
v linedrni algebte. Je soucasti rozsahlejsi knihovny Boost. Knihovna jiz od
roku 2008 nebyla aktualizovana, takze ji chybi modernéjsi funkce z C++11.
7 tohoto duvodu také neni tato knihovna nejrychlejsi, existuji modernéjsi a
rychlejsi alternativy. Na druhou stranu staci na reseni vétsiny jednoduchych
problému, funguje na raznych platformach a jeji pouziti je primocaré. Pro
praci s fidkymi maticemi jsou implementovany formaty COO, CSR/CSC a
MappedMatriz. Format MappedM atriz uklada matici v kontejneru std ::
map. Jsou podporovany zakladni aritmetické operace jako s¢itani, odc¢itani ¢i
nasobeni se skaldrem. Pro sou¢in matic jsou implementovany funkce prod() a
sparse__prod().

SciPy[26] je knihovna ve skriptovacim jazyce Python pro védecké a tech-
nické vypocty. Soucésti knihovny je modul scipy.sparse[27], ktery slouzi pro
praci s rfidkymi maticemi. Pro praci s fidkymi maticemi implementuje mimo
jiné i formaty COQO, CSR a CSC. Knihovna podporuje ruzné aritmetické ope-
race v téchto formétech i pfevody mezi témito forméaty. Operace nad ridkymi
maticemi jsou kvili rychlosti implementovany v jazyce C++.[28]
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4.2 Strassenuv algoritmus s ridkymi maticemi

Strasseniiv algoritmus jsem implementoval pro husty format, format COO a
format CSR. Pro fidké formaty jsem implementoval jednoiroviiovy Strassentiv
algoritmus, kdy jsou vstupni matice rozdéleny do ¢tvrtin a ulozené v fidkém
formatu. Poté je proveden vypocet pomocnych matic P1-P7 pomoci klasického
algoritmu pro nasobeni matic a nakonec je z P1- P7 vypoc¢tena vyslednd matice
C. Rozhodl jsem se algoritmus implementovat touto cestou kviili domnénce,
ze algoritmus neni vhodny pro fidké formaty.

Jeden z problému je ten, ze pfi ndsobeni, s¢itani a odecitdni matic mize
vzniknout matice husté, v tomto pripadé se ztraci vyhody vyuziti ridkych for-
matu. Pri téchto operacich také dopredu nevime pocet nenulovych prvka ve
vysledné matici, proto musime velikosti poli béhem vypoc¢ti dynamicky mé-
nit, coz vede k vyssi rezii. Dalsi problémy pti pouziti tohoto algoritmu souvisi
s nutnosti rekurzivné délit vstupni matice do mensich submatic a s tim spojend
rezie. PIi pouziti klasického hustého formatu toto neni problém, protoZze ma-
tice mtzeme délit na trovni indexace poli a nemusime tak rekurzivné vytvaret
nova pole. Naopak pri pouziti fidkych forméta je zapotiebi pri kazdém déleni
vytvaret nové submatice, z tohoto diivodu se zvysuje rezie a pozadavky na
pamét.[6] Algoritmus mé jiz ve verzi pro husty format vyssi pamétové naroky
a vyssi multiplikativni konstantu nez klasicky algoritmus, ptrizptusobenim algo-
ritmu na ridké formaty dochézi k dalsimu zvyseni téchto hodnot. Implementaci
jednoturovinového Strassena jsem se snazil minimalizovat tyto problémy, ale
podle vysledki méfeni v kapitole [6] jsou implementované algoritmy pomalejsi
nez klasické nasobeni v fidkém formatu, klasické algoritmy zacinaji dohanét
az pri vyssim poctu nenulovych prvkia v ndsobenych maticich.
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KAPITOLA 5

Implementace

Rozhodl jsem se implementovat vSechny formaty uvedené v této praci tzn.
husty forméat, format COO, format CSR a format CSC. Implementoval jsem i
vSechny popsané algoritmy pro nasobeni matic tzn. klasické nasobeni v hustém
formatu, nasobeni ve formatu COO, nésobeni ve formatu CSR/CSC, néaso-
beni ve formatech CSCxCSR a Strassentiv algoritmus. Strassentv algoritmus
byl implementovan pouze pro format husty, COO a CSR a podporuje pouze
¢tvercové matice. Implementace obsahuje i jednoduchou funkci pro generovani
matic o ur¢itych rozmérech s danym poctem nenulovych prvki.

5.1 Pouzité nastroje

Algoritmy byly implementovany v programovacim jazyce C++. Kromé stan-
dardni knihovny a knihovny STL jsem v programu vyuzil funkce z knihovny
Matrix Market 1/0, kterd je napsina v jazyce C a je dostupnd na oficidlnich
strankdch projektu Matrix Marketf|

P1i implementaci byl program zkompilovan prekladacem GNU GCC[29]
verze 8.2.1 na opera¢nim systému Fedora 29 (Workstation Edition). K analyze
a ladéni chyb pfi praci s paméti byl vyuzit néstroj Valgrind[30] s prepinaci -v
-leak-check=full -show-leak-kinds=all.

5.1.1 Nastaveni prekladace

Pro kompilaci programu byl pouzit preklada¢ GNU GCC s nasledujicimi pre-
pinaci:

g++ -std=c++11 -fopenmp -03 -ftree-vectorize -ffast-math -mavx
-fopt-info-vec

Shttp://math.nist.gov/MatrixMarket /mmio-c.html
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std=c++11 - zapind podporu standardu C++11
fopenmp - aktivuje knihovnu OpenMP}p.1.3| pro paralelizaci programu

03 - optimaliza¢ni prepinac, ktery aktivuje fadu dalSich prepinact zlep-
sujici vykonnost vysledného programu

ftree-vectorize - aktivace automatické vektorizace pomoci prekladace

ffast-math - zapina skupinu pfepinacii k co nejrychlejsimu vyhodnoceni
vyrazu (zména potadi operaci, ndsobeni prevracenou hodnotou misto
déleni)

mavx - vyuziti AVX instrukei pti vektorizaci

fopt-info-vec - vypiSe informace o tom, jaké c¢asti kédu byly vektori-
zZovany

5.1.2 Optimalizac¢ni techniky

5.1.2.1 Vektorizace

Vektorizace je technika, kdy je matematicka ¢i logicka operace provedena na
vice dat najednou v jedné instrukci. Moderni procesory poskytuji podporu
pro vektorové operace, kdy je jedna instrukce aplikovana na vice dat najed-
nou pomoci specidlnich SIMD (Single instruction, multiple data) instrukei.
Vektorizace je vyhodna zejména v cyklech, kdy jsou nad daty opakované pro-
vadény stejné operace. V. C/C++ lze vektorizaci aktitovat 4 zptsoby|[31]:

Samotny ASM soubor, ktery je na zavér pripojen k vysledku.
Assemblerovy kod vlozeny piimo ve zdrojovém C/C++ kddu.

Pomoci intrinsic instrukei, které jsou namapovany piimo na SIMD in-
strukce. Prekladac se poté postard o generovani kédu a pouziti registra.

Automaticka vektorizace pomoci kompilatoru.

V této praci je pouzita automatickd vektorizace pomoci kompildtoru. Aby
cyklus mohl byt vektorizovan, mél by splnovat néasledujici podminky:
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Cyklus je nejvnitinéjsi.

Cyklus neobsahuje datové zavislosti, které by mohly narusit vektorizaci.
Cyklus by nemél obsahovat podminky.

Data by méla byt v paméti vhodné umistény (méla by navazovat).

Je proveden dostatek iteraci.

Uvnitf cyklu by nemély byt volany zadné funkce ¢i procedury, ani by
cyklus nemél byt predcéasné ukoncen.
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5.1.2.2 Rozbaleni cykla

Moderni CPU maji hluboko pipeline a dosahuji maximalni vykonnosti po-
kud vykonévaji delsi tsek kédu bez podminénych skokti. Rozbalenim cyklu
(loop unrolling) se snizi pocet iteraci a tim klesne i poc¢et podminénych skoki.
Vnitrek cyklu se prodlouzi a diky tomu mohou byt instrukce uvnitt 1épe
naplanovany[32]. Jak rozbaleni cyklu vypad4 si ukdZeme na nasledujicim pri-
kladu [

Algorithm 7 Rozbaleni cyklu

1: fori + 0 to (n - 1) do > puvodni cyklus
2: DoStuff (i)

3:

4: for i <~ 0 to (n - Uf) step Uf do > cyklus po rozbaleni s faktorem Uf
5: DoStuff (i)

6: DoStuff(i + 1)

7 DoStuff(i + 2)

8: ce

9: DoStuff(i + (Uf - 1))

10:

11: for i < n - (n mod Uf) to (n - 1) do

12: DoStuff (i) > clean-up cyklus v piipadé, kdy n neni délitelné Uf

Rozbaleni cyklu je uréeno parametrem Uf (unrolling factor). Kontrolujici
proménné cyklu se pii kazdé iteraci inkrementuje o Uf a v téle cyklu se provede
kéd pro hodnoty mezi aktudlni a nasledujici iteraci. V pripadé, ze n neni na-
sobek Uf nasleduje dalsi tzv. clean-up cyklus, ktery se postara o zbylé iterace.
Rozbalenim cyklu pocet podminénych skoku klesé na (n/Uf)+(n mod Uf)+1.

5.1.2.3 ProloZeni cykla

Prolozeni cyklu (loop tiling, loop blocking) je technika, kterd transformuje
cyklus tak, aby byla co nejlépe vyuzita pamét cache. Pokud je rozsah cyklu
vetsi nez kapacita cache paméti, vyplati se cyklus rozdrobit na 2 cykly. Vnitini
cyklus ma Bf iteraci a data v ném pouzitd se vejdou do paméti cache, vnéjsi
cyklus zajistuje sémantickou shodu[32]. Loop tiling si ukdZzeme na nésledujicim

prikladu
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Algorithm 8 Prolozeni cykla
1: fori+ 0 to (m - 1) do > puavodni cyklus
for j <~ 0 to (n - 1) do
DoStuff (i, j)

: for i1 + 0 to (m - 1) step Bf do > po prolozeni
for j1 <~ 0 to (n - 1) step Bf do
for i2 < i1 to min(il + Bf - 1, m) do © vejdou se do cache
for j2 < j1 to min(j1 + Bf - 1, n) do
DoStuff(i2, j2)

Prolozeni je ddno parametrem Bf (block factor), ktery zavisi na paramet-
rech cache paméti.

5.1.3 Knihovna OpenMP

OpenMP[33] (Open Multi-Processing) je multiplatformni API pro vicevlak-
nové programovani nad sdilenou paméti v programovacich jazycich C, C++ a
Fortran na operac¢nich systémech Linux, Windows, macOS, Solaris a dalsich.
OpenMP je spravovana neziskovou organizaci OpenMP ARB, jejiz soucésti
jsou napriklad firmy jako AMD, Intel, Nvidia, IBM, Oracle a dalsi[34].

OpenMP vyuziva k paralelizaci tzv. fork-join model5.1} Kazdy program
nejdiive zacind sekvencéné, dokud hlavni vldkno(master thread) nenarazi na
paralelni region. Hlavni vldkno pfi vstupu do paralelniho regionu vytvori sku-
pinu vedlejsich vldken (fork) a kéd uvnitt paralelni oblasti je vykondn para-
lelné, na konci paralelniho regionu jsou vlakna synchronizovana pomoci bariéry
a poté vSechna vldkna kromé hlavniho zanikaji (join).

master thread 7- . r .
\ . N s 1 5N
L i
threads . . threads :
. ’

parallel region parallel region parallel region

Obrazek 5.1: Fork-join model[35]

OpenMP se skldda ze ti1 hlavnich komponent:
o direktiva pro prekladac
e knihovni funkce

e proménné prostiedi
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5.1.3.1 Direktiva pro prekladaé¢

OpenMP direktiva jsou vyuzivana pro ruzné ucely jako naptiklad vytvoreni
paralelniho regionu, rozdéleni c¢asti kédu mezi vldkna, synchronizaci vldken
apod. Pokud tyto direktiva chceme vyuzivat naptiklad s prekladacem GNU
GCC, tak musime program zkompilovat s pfepinacem -fopenmp, jinak budou
direktiva ignorovana.

Uvedeme si zde nékteré zakladni direktiva:

o #pragma omp parallel [klauzule...] - specifikuje casti kodu, které
maji byt vykonany paralelné

o #pragma omp for [klauzule...] - rozdéli iterace for cyklu mezi jed-
notliva vlakna, defaultné jsou iterace rozdéleny mezi vlakna rovnomérné

m

e #pragma omp sections + section [klauzule...] - oznacuje ¢astikodu,
které mohou byt vykondny paralelné, tyto nezévislé ¢asti jsou oznaceny
direktivou section, kazda sekce je provedena pouze jednou

o #pragma omp task [klauzule...] - vytvaii nezavislé dlohy(vétSinou
funkce s urcitymi parametry), které mohou byt vykondny jakymkoliv
vldknem ve skupiné

o #pragma omp single [klauzule...] - oznacuje ¢ast kodu uvnitf pa-
ralelniho regionu, kterd ma byt provedena pouze jednim vldknem

e #pragma omp critical (jmémo) - urcuje sekce kddu, které mohou v da-
nou chvili byt provadény pouze jednim vldknem

e #pragma omp atomic - zarucuje, ze dand operace bude provedena ato-
micky(bez preruseni), jsou podporovany pouze jednoduché operace jako
napriklad ++, 4, —, >> atd.

Klauzule specifikuji mnoho véci, jako naptiklad co se stane s proménnymi.
Nékteré zakladni klauzule:

e shared(promé&nné) - deklaruje proménné, které jsou mezi vlakny sdileny

e private(promé&nné) - kazdé vlakno si vytvoii lokalni neinicializovanou
kopii danych proménnych

e firstprivate(proménné) - kazdé vlakno si vytvori lokdlni kopii danych
proménnych a inicializuje ji hodnotou z hlavniho vldkna

e lastprivate(proménné) - po skonceni paralelniho regionu do proménné
v hlavnim vldkné zkopiruje posledni zndmou hodnotu (naptiklad hod-
notu z posledni iterace for cyklu)
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e nowait -potlacuje implicitni bariéru u direktiv sections, for ¢i single

e num_threads(&islo) - urcuje kolik vlaken mé byt v paralelnim regionu
vytvoreno

e a dalsi...

5.1.3.2 Knihovni funkce

Pro pouziti knihovnich funkci a datovych typa je zapotiebi do zdrojového
kédu zahrnout hlavickovy soubor omp.h.

e omp_set_num_threads(&islo) - urc¢i pocet vldken, které maji byt vy-
tvoreny v paralelnich regionech

e omp_get_max_threads() - zjisti maximalni pocet dostupnych vldken
e omp_in_parallel() - zjisti zda se ¢ast kodu nachdzi v paralelni oblasti

o omp_get_wtime() - vraci cas v sekundéch, ktery ubéhl od néjakého bodu
v minulosti

e a dalsi...

5.1.3.3 Proménné prostredi

Nastavuji razné parametry pro béh programu.

e OMP_NUM_THREADS - urc¢i maximalni pocet pouzitych vldken pri provedeni
programu

o OMP_NESTED - povoluje/zakazuje vnoreny paralelismus

e OMP_STACKSIZE - kontroluje velikost zasobniku pro vytvorena vedlejsi
vldkna

e a dalsi...

Vice o OpenMP si muzete precist naptiklad z téchto webovych zdroju[33][35] [36].
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5.1. Pouzité nastroje

Ukéazka kédu 1 Priklad vyuziti direktivy for
int main() {

int arr[100];

#pragma omp parallel

{
#pragma omp for
for (int i = 0; i < 100; i++) {
arr([i] += i;
b
3

// Je ekvivalentni s
#pragma parallel omp for

for (int 1 = 0; i < 100; i++) {
arr([i] += 1i;

return O;

Ukazka kédu 2 Priklad vyuziti direktivy sections
#pragma omp parallel

{
function_a(); // Funkce provedena vsemi vlakny
#pragma omp sections
{
#pragma omp section
{
function_b();
function_c();
X
#pragma omp section
function_d();
3
X
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Ukazka kédu 3 Priklad vyuziti direktivy task
#pragma omp parallel

{
int i, j;
#pragma omp single
{
#pragma omp task
i = foo(1);
#pragma omp task
j = bar(2);
#pragma omp taskwait
printf ("%d\n", i + j);
X
b

5.1.4 Format uloZeni MatrixMarket

Matrix Market (MM)[37] je vefejné dostupny zdroj matic na internetu spravo-
vany americkym institutem NIST (National Institute of Standards and Tech-
nology). Poskytuje matice z ruznych védeckych disciplin ¢i generdtory matic
o danych parametrech. Matice jsou ukladdny v souborech ve stejnojmenném
formétu. Jsou definovany 2 typy tohoto formatu - format array, ktery slouzi
pro ukladani obecnych hustych matic a format coordinate, ktery slouzi k ulo-
zeni fidkych matic, v této sekci se budeme zabyvat formétem coordinate.

Format MM se sklada ze ¢tyr casti:

1. Hlavicka - vzdy zacind Tetézcem ,%%MatrixMarket", poté nasleduje
o jaky objekt se jedna ,matrix" ¢ ,vector", v dal$im policku je ur-
¢en typ formatu, budto ,coordinate" nebo ,array", nasleduje dato-
vych typ prvka v objektu ,real", ,double", ,complex", ,integer",
.pattern" a nakonec je urcen typ symetrie - ,general", ,symmetric",
.Skew-symmetric", ,hermitian" (jen pro ,complex").

2. Volitelné komentéie, které musi zac¢inat znakem *%’.

3. Pocet radki, pocet sloupct a pocet nenulovych prvkil v matici ve tvaru
m n nnz.

4. Samotnd data ve tvarui j value, kde i je fadkovy index, j je sloupcovy
index a value je hodnotu prvku matice. U symetrickych matic jsou
vypsany pouze prvky na diagondle a pod diagonalou.
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Pr. Méjme c¢tvercovou matici A fddun =6 a nnz =.5

[esRien B en B e B e B @)
OO OO N
OO O o wo
O == O O O O
[esRien B en B e B e B @]
O O O OO

Ulozeni této matice ve formatu MM by vypadalo takto:

%%MatrixMarket matrix coordinate integer general
% Volitelny komentar

%Matice radu 6 s 5 nenulovymi prvky

665

121

222

233

544

665

5.2 Popis trid

Program obsahuje osm tiid, které jsou v této sekci popsany.

5.2.1 T¥rida Matrix

Trida Matrix je trida obsahujici proménné a funkce, ze které ostatni tridy
implementujici formaty pro ulozeni matic, dédi. Trida obsahuje proménné m a
n, které urcuji rozméry matice, proménnou nnz, ktera urcuje pocet nenulovych
prvkid v matici a proménnou valid urcujici, zda-li je matice platna. Tiida
deklaruje virtualni funkci print (), kterd slouzi k vypisu nenulovych prvka
matice do terminalu. Diagram dédicnosti 1ze vidét na obrazku

Trida Dense implementuje husty format pro ulozeni matic popsany v
Data jsou ulozeny v dynamicky alokovaném jednorozmérném poli data o ve-
likosti m x n. Pro jednorozmérné pole jsem se rozhodl proto, ze oproti dvou-
rozmérnému poli je jednorozmérné pole alokovano v jednom souvislém bloku
v paméti, takze je lépe vyuzivana pamét cache. Prvek matice na i-tém radku a
j-tém sloupci je ulozen v poli data na indexu (i—1)-n+(j—1). Kvili dynamické
alokaci paméti bylo nutné naimplemetovat vlastni konstruktor, destruktor, ko-
pirovaci konstruktor a operdtor=. Metoda transpose () vraci transponovanou
matici a metoda computeNNZ() spocita v poli data pocet nenulovych prvki.
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Ttida COO je t¥ida implementujici formdt COO popsany v 2.2] Obsahuje
tTi pole o velikosti nnz - row, col a val pro ulozeni fddkového indexu, sloupco-
vého indexu a hodnoty prvku. Metoda £i11() je vyuzita pro vyplnéni matice
pii nac¢itani ze souboru, metoda transpose () vraci transponovanou matici a
metoda getRowPtrs() je pouzivina pii prevodu do formatu CSR k ziskani
pole row_ptr.

Ttida CSR implementuje formét CSR popsany v 2.3] Tiida obsahuje dvé
pole col_ind a val o velikosti nnz a jedno pole row_ptr o velikostim + 1.

Ttida CSC implementuje formét CSC popsany v 2.4] Trida obsahuje dvé
pole row_ind a val o velikosti nnz a jedno pole col_ptr o velikosti n + 1.

Matrix
#m
#n
# nnz
# valid
+ Matrix()
+ Matrix()
+ Matrix()
+ ~Matrix()
+ at()
+ print()
+ setM()
+ getM()
+ setN()
+ getN()
+ setNNZ()
+ getNNZ()
+ setValid()
+ isValid()
Dense
coo - data
~row csc CSR - stride
- col D
- col_ptr - row_ptr + Dense()
-val - row_ind - col_ind I 822228
- val - val
I 5888 + Dense()
+ C00() + CSC() + CSR() + Dense()
+ A0 + CSC() + CSR() + ~Dense()
+ print() + CSC() + CSR() + operator=()
+ gt() + print() + print() + print()
+ at() + at() + at()
+g:ta;:£g§fs(()) + print_to_file()
- transpose()
- computeNNZ()

Obrazek 5.2: Diagram tfidy Matrix

5.2.2 Trida MM_ 10

MM_|O

+ Load()
+ Save()

Obrézek 5.3: Diagram t¥idy MM_ 10
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Trida MM_IO slouzi k nacitdni a ukladani matic do souborti ve ulozenych
formatu Matrix Market5.1.4] Implementuje dvé statické metody Load() a
Save().

Metoda Load () nacte soubor a za pomoci funkci v knihovné Matrix Market
I/0 precté hlavicku souboru. Prvky matice jsou nejdiive nacteny do STL kon-
tejneru map<int, double> a poté nacteny do matice formatu COO. Metoda
nepodporuje nacitani souboril typu array a ani matice obsahujici komplexni
¢isla.

Metoda Save () slouzi k zdpisu matice v hustém forméatu do vybraného sou-
boru. Hlavicka souboru je zapsdana pomoci funkci z knihovny Matrix Market
I/0 a poté jsou prvky matice do souboru zapsany funkci fprintf (). Soubory
jsou vzdy ulozeny v typu coordinate real general.

5.2.3 Trida Convert

Convert

+ COO_toDense()
+ COO_toCSR()
+ COO_toCSC()
+ Dense_toCOO()
+ Dense_toCSR()
+ Dense_toCSC()
+ CSR_toCOO()
+ CSR_toDense()
+ CSR_toCSC()
+ CSC_toCOO()
+ CSC_toDense()
+ CSC_toCSR()

Obrazek 5.4: Diagram t¥idy Convert

Trida Convert implementuje 12 statickych funkci pro prevod mezi vsemi im-
plementovanymi formaty navzajem. Seznam funkci lze vidét na obrazku
Ukéazka kédu funkce pro prevod forméatu COO na CSC je na
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Ukéazka kédu 4 Prevod z forméatu COO do CSC
bool Convert::C00_toCSC(const CO0O &coo, CSC &csc) {

if ('coo.isValid()) {
return false;

csc = CSC(coo.m, coo.n, coo.nnz);

// Spocitam st pocet prvku v~jednotlivych sloupcich
for (int 1 = 0; i < coo.nnz; i++) {
csc.col_ptrlcoo.col[i] - 1]++;

// Spocitani ukazatelu do poli row_ind, val

for (int 1 = 0, sum = 0; i < csc.n; i++) {
int tmp = csc.col_ptr[i];
csc.col_ptr[i] = sum;
sum += tmp;

3

csc.col_ptrlcsc.n] = coo.nnz;

// Prekopirovani prvku z~CO0 formatu do CSC
for (int 1 = 0; i < csc.nnz; i++) {

int col = coo.colli];

int dest = csc.col_ptr[col - 1];

csc.row_ind[dest] = coo.rowl[i];
csc.val[dest] = coo.vall[il;

csc.col_ptrlcol - 1]++;

// Oprava pole col_ptr, ktere jsme pri kopirovani zmenili
for (int i = 0, last = 0; 1 < csc.n + 1; i++) {

int tmp = csc.col_ptrl[il;

csc.col_ptr[i] = last;

last = tmp;

return true;
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5.2.4 Trida Mult

Trida Mult je tf¥ida implementujici 10 hlavnich statickych metod pro nasobeni
matic v riznych formatech. Implementované metody lze vidét na obrazku
Ttida obsahuje jednu statickou proménnou strass_cutoff, kterd je vyuzita
pii nasobeni Strassenovym algoritmem a udava nam hranici, kdy je misto
Strassenova algoritmu pouzit klasicky trivialni algoritmus. Tuto proménnou
lze pri zavolani metody dense_strassen() specifikovat, defaultné je nasta-
vena na 1. Algoritmy jsou implementovany podle pseudokdédu z kapitoly

int

-strass_cutoff

Mult

+ dense_naive()

+ dense_naive_optimized()
+ coo_seq()

+ coo_par()

+ csr_csr()

+ csc_csc()

+ csc_csr()

+ dense_strassen()
+ coo_strassen()

+ csr_strassen()

- get_pad_size()

- square_transpose()
- mm_strassen()

- mm_add()

- mm_sub()

- mm_mult()

- mm_strassen_rec()
- P1()

- P2_P5()

- P3_P4()

- P6_P7()

- C11_C22()

- C12_21()

- coo_strassen_priv()
- csr_strassen_priv()
- coo_partition()

- csr_partition()

- assemble_res()

Obrazek 5.5: Diagram tiidy Mult

Metoda dense_strassen() implementuje Strassentv algoritmus z Al-
goritmus je implementovan pouze pro ¢tvercové matice ulozené v hustém for-
matu. Vstupni matice jsou nejdiive doplnény nulami tak, aby po uré¢itém po-
¢tu déleni do submatic bylo mozné matice vyndasobit trividlnim algoritmem.
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Ukéazka kédu 5 Paralelizace nasobeni ve formatu CSR
Vi 74
#pragma omp parallel for
for (int i = 0; i < a.m; i++) {
for (int arp = a.row_ptr[i]; arp < a.row_ptr[i + 1]; arp++) {
for (int brp = b.row_ptrla.col_ind[arp] - 1]; brp < b.row_ptrla.col_ind[arp]]l; brp++) {
d.datal[i * d.stride + (b.col_ind[brp] - 1)] += a.vall[arp] * b.vall[brp];
}
}
}
VA 74

Strassentiv algoritmus je rekurzivné volan do té doby, nez je velikost matice
mensi nebo rovna proménné strass_cutoff, poté jsou matice vynasobeny
trividlni algoritmem. Snazil jsem se minimalizovat po¢et pomocnych poli vyu-
zitim pointerové aritmetiky a ulozenim nékterych pomocnych poli do vysledné
matice C.

5.3 Paralelizace

K paralelizaci algoritmti jsem pouzil knihovnu OpenMP popsanou v [5.1.3
Jedna z vyhod knihovny OpenMP je, Ze k paralelizaci programu nemusime
kod néjak vyrazné prepisovat. Jak je vidét naptiklad v ukéazce kbédu [o], parale-
lizace trivialniho nasobeni, ndsobeni ve formatu CSR a nasobeni ve forméatu
CSC byla jednoduchi, stacilo pomoci direktivy #pragma omp parallel for
paralelizovat vnéjsi for cyklus. Pri paralelizaci nasobeni ve formatu COO a
CSC x CSR vsak nastal problém, jednotliva vlakna mohla v danou chvili mo-
difikovat stejna data ve vysledné matici a nasobeni tak davalo Spatné vysledky.
Zkusil jsem do nésobeni pridat kritickou sekci, ale ta kvili ¢astému pristupu
ke sdilenym datiim algoritmus vyrazné zpomalila. Algoritmy se mi nepoda-
filo upravit tak, aby tzv. race condition nevznikaly, a proto jsem se nakonec
rozhodl k paralelizaci vnitrniho cyklu, coz zarucilo, ze vysledky byly spravné,
protoze jednotliva vlakna vzdy ve vysledné matici modifikovala rizna mista.

Strasseniiv algoritmus jsem paralelizoval pomoci direktivy #pragma omp
task, jak je vidét v ukdzce kédu[6] Pro vypocéet pomocnych matic P1 az P7
jsem si vytvoril funkce. Jelikoz je vypocet téchto pomocnych matic nezavisly,
lze ho jednoduse provést vicevldknové. Direktiva #pragma omp single je po-
treba proto, aby byl kazdy task vytvoren pouze jednou, jinak by tasky byly
vytvorené vsemi vlakny z tymu, coz v tomto pripadé nechceme. Jelikoz je algo-
ritmus rekurzivni, tak paralelni region vytvarime mimo tuto funkci, rekurziv-
nim vytvarenim paralelnich regiont by rychle doslo k vycerpani vypocetnich
prostredki.
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Ukazka kédu 6 Paralelizace Strassenova algoritmu

void strassen(a, b, ¢, n) {
/*pre-processing, doplneni matic nulami atd.*/
#pragma omp paralel

{
#pragma omp single mowait
strassen_rec(a, b, c);
}
S %/

}

void strass_rec(a, b, c, n) {

VAT V4
#pragma omp task

P1(all, a22, bll, b22, pl, half_n);
#pragma omp task

P2_P5(a21, a22, bll, p2, half_n);
#pragma omp task

P3_P4(b12, b22, all, p3, half_n);
#pragma omp task

P3_P4(b21, bll, a22, p4, half_n);
#pragma omp task

P2_P5(all, al2, b22, p5, half_n);
#pragma omp task

P6_P7(a21, all, bll, bl2, half _n);
#pragma omp task

P6_P7(al2, a22, b21, b22, p7, half_n);

#pragma omp taskwait // synchronizace pred vypoctem vysledne matice

VAT 74
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KAPITOLA 6

Meéreni

Méreni jsem provedl na fakultnim svazku STAR s nésledujici konfiguract:

o CPU: 2x Intel Xeon E5-2630 v4 @ 2.20GHz (dohromady 20 fyzickych
jader, se zapnutou technologii Hyper-Threading az 40 vldken)

e« CPU Cache L1 - L2 - L3: 32KB - 256KB - 25600KB
e RAM: 4x 16GB DDR4 2400MHz RAM
e OS: CentOS 7.4.1708

e Prekladac¢: GCC 4.8.5

Algoritmy jsem zméfil na vlastnich vygenerovanych maticich i na maticich
z repozitare Matrix Market[37]. Pro ovéfeni spravnosti algoritmi jsou matice
nejdiive vynasobeny klasickym algoritmem v hustém formatu. Poté jsou vyna-
sobeny ve vybraném ridkém formatu a nakonec jsou tyto dvé vysledné matice
porovnany. Kvili pouziti datového typu double nejsou prvky matic porovna-
vany primo, ale sledujeme velikost rozdilu s odchylkou 0.0001. Do ¢asti méfeni
neni zapocitavana doba generovani matice ¢i doba nacitani matice ze souboru.
Kazdé méreni bylo zopakovano 3x a vysledné ¢asy zpramérovany. Z webu Ma-
trixMarket jsem méreni provedl na téchto maticich:
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PSMIGR 2: Inter-county
migration[38]

o Disciplina: Vnitrostatni mi-
grace v USA

e Rozméry: 3140 x 3140

e NNZ: 540022

e Hustota: 5.5%

Obrazek 6.1: Distribuce nenulovych
prvki v matici PSMIGR 2

WEST2021: Chemical
engineering plant models[39]

T o Disciplina: Chemické inze-
- nyrstvi
“\\\\ « Rozmdry: 2021 x 2021
‘ « NNZ: 7310
[ L « Hustota: 0.18%

Obrazek 6.2: Distribuce nenulovych
prvki v matici WEST2021

6.1 Hranice prepnuti Strassenova algoritmu

V grafu je vidét, ze vhodnd hranice pro prepnuti ze Strassenova algoritmu
na algoritmus klasicky je pro vyse uvedenou konfiguraci n = 64. Tato hranice
byla pouzita u vsech nasledujicih méfeni.

6.2 Doba vypoctu v zavislosti na hustoté matice

Graf znazornuje dobu vypoctu algoritma pri zméné hustoty vstupnich
matic. Z grafu je na prvni pohled zfejmé, ze ¢as vypoctu pro algoritmy vyu-
zivajici husty forméat (Triv, Triv-opt, Dense Strass) se pri zméné hustoty ma-
tice neméni. Vykonnost téchto algoritmti nezavisi na poc¢tu nenulovych prvkt
v matici, ale na rozmeérech vstupnich matic.

Algoritmy vyuzivajici format COO jsou vhodné pouze pro velmi fidké ma-
tice do hustoty 5%. Poté jsou prekonany dokonce i klasickym neoptimalizo-
vanym algoritmem podle definice. Jejich doba vypoctu se stoupajici hustotou
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6.2. Doba vypoctu v zavislosti na hustoté matice

12.00

10.00

8.00

6.00

Cas [s]

4.00 3.69

239 261 -
- 221 222 2:38

2‘00 I I I

0.00

8 16 32 64 128 256 512 1024

Hranice prepnuti

Obrazek 6.3: Cas vypocétu pro rizné hranice prepnuti Strassenova algoritmu,
matice WEST20216.2]

nasobenych matic rapidné stoupé a pri 100% zaplnéni dosahuje fadové stovky
vtefin. Strassentiv algoritmus pro tento format zpoc¢atku nedosahuje takovych
Casu jako klasicky algoritmus, ale od hustoty matic 20% zacind byt rychlejsi.

Algoritmy vyuzivajici komprimované formaty si po celou dobu vedou dobre,
vSechny varianty jsou vykonnéjsi nez nasobeni ve formatu COOQO. Pti ndsobeni
ve formatu COO by se nejspise vyplatilo prevést do jednoho z komprimovanych
formath a poté vynasobit nez provadét nasobeni ve formatu COO. Nejlepsich
¢ast dosahuje nasobeni ve formatech CSRxCSR, ktery je prekonan Strasse-
novym algoritmem pro husté matice az pii hustoté 50%. I kdyz jsou algoritmy
CSCxCSC a CSRxCSR témér totozné, nasobeni ve formatu CSC je znatelné
pomalejsi. Divodem bude nejspise horsi vyuziti skryté paméti cache. Narozdil
od CSRxCSR vyplnuje CSCxCSC vyslednou matici ulozenou v hustém for-
matu po sloupcich, ¢imz je hiure vyuzita pamét cache, protoze prvky v sloupci
nejsou v paméti ulozeny souvisle za sebou narozdil od prvka v radku.
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100

10

Casls]

0.1

0.01

0.001

Y
Triv
—Triv-opt
Ccoo
——CSRxCSR
CSCxCSC
——CSCxCSR
——Dense Strass
——COO Strass
——CSR Strass
1% 3% 5% 10% 20% 30% 40% 50% 75% 100%

Hustota nasobenych matic

Obrézek 6.4: Doba vypoctu pri zméné hustoty matice o rozmeérech 1000 x 1000,
osa y v logaritmickém meéritku

6.3

Doba vypoctu v zavislosti na velikosti matice

Grafy v a ukazuji dobu vypoctu pii rostouci velikosti pri 10%, resp.
20% hustoté vstupnich matic. Je zde znovu vidét, ze format COO pro nasobeni
matic neni vhodny. Pii véts$im poc¢tu nenulovych prvki jsou velice neefektivni
a Casy se dostavaji az do tisicu vterin. Nasobeni v komprimovanych formatech
se po celou dobu drzi pod nasobenimi v hustych formatech a je vhodné je pro
takovéto matice vyuzit. Nejlepsich ¢ast opét dosahuje nasobeni CSRx CSR.
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1000 =

100 *

10 =

Cas[s)

0.01

0.001

0.0001

0.00001

0.1

—Triv
—Triv-opt
——C00
——CSRxCSR
CSCxCSC
——CSCxCSR
——Dense Strass
——COO Strass

——CSR Strass
500 1000 2000 3000 4000

Rozmér ndsobenych matic

Obrazek 6.5: Doba vypoctu pii zméné velikosti matice (hustota matice 10%),
osa y v logaritmickém méritku
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10000

1000

100

10

Casls]

Triv
——Triv-opt
o coo
——CSRxCSR
0.01 CSCxCSC
——CSCxCSR
0.001 ——Dense Strass
——COO Strass

——CSR Strass

0.0001
100 250 500 1000 2000 3000 4000

Rozmér ndsobenych matic

Obrazek 6.6: Doba vypoctu pii zméné velikosti matice (hustota matice 20%),
osa y v logaritmickém meéritku

6.4 Zrychleni algoritmt pri pouziti vice vlaken

V grafech [6.7] a [6.8 miizeme vidét skdlovani algoritmt pfi vyuziti vice vla-
ken. Podle grafi dosahuji nejvétsiho zrychleni trividlni algoritmy pro nasobeni
v hustém forméatu. Algoritmy v komprimovanych formatech v prvnim grafu
moc dobre neskaluji. To bude zpusobeno tim, ze testovand matice obsahuje
maly pocet nenulovych prvki a rezie + synchronizace spojend s pouzitim vice
vldken zabiraji zna¢nou ¢ast Casu. Nizky pocet nenulovych prvki zpusobuje i
nerovnomeérnou zatéz jednotlivych vldken. V druhém grafu lze vidét skalovani
pri vétsim poctu nenulovych prvki, algoritmy pro ridké forméaty zde skaluji
0 néco lépe. Strassenuv algoritmus pro fidké formaty pri vice nez 8 vlaknech
uz neskéluje, protoze je v ném paralelizovan jen vypocet sedmi pomocnych
matic a ostatni vlakna zlstavaji nevyuzita.

Za zminku stoji propad vykonnosti u nékterych algoritmt pii vyuziti 40
vlaken. Domnivam se, Ze je to zpusobeno tim, ze testovaci hardware obsa-
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huje pouze 20 fyzickych jader. Pro vyuziti 40 vlaken je zapnuta technologie
Hyper-Threading, kdy kazdé dvé vlakna sdileji prostiedy jednoho fyzického
jadra. V1dkna si nejspise prepisuji svoji sdilenou cache a to zplisobuje propad
vykonnosti.

15
14
13
12

11

10 —Triv
——Triv-opt
= ? ——C00
£ 8 —— CSRXCSR
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Obrézek 6.7: Zrychleni pri vyuziti vice vldken, matice PSMIGR
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6. MERENI
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Obrazek 6.8: Zrychleni pfi vyuziti vice vlaken, matice 1000 x 1000 se 100%
hustotou

6.5 Porovnani s knihovnou Eigen

Vykonnost algoritmi jsem porovnal s vefejné dostupnou knihovnou Eigenf4.1.2]
Bylo provedeno pouze méfeni pii vyuziti jednoho vldkna, protoze Eigen ne-
podporuje paralelni zpracovani pii praci s ridkymi maticemﬂ (kromé nésobeni
sparsexdense v fadkovém usporadani, ale sekvenéni algoritmy byly pomalejsi
nez pri vyuziti defaultniho formatu). Otestoval jsem algoritmy nésobici husté
i fidké formaty. Jak je vidét v [7 pouziti knihovny je pifmocaré. Pro dosa-
zeni co nejlepsiho vykonu pii méreni byl vypnut debugovaci méd definovanim
direktivy EIGEN_NO_DEBUG.

Vysledky je mozné si prohlédnou v grafu[6.9] Nésobeni hustych matic matic
je v Eigenu mnohonasobné rychlejsi nez algoritmy implemetované v této praci.
Nésobeni v fidkém formétu jsou priblizné stejné vykonné, ale pti vyssi hustoté
matic Eigen zac¢ind vyhravat.

“https://eigen.tuxfamily.org/dox/TopicMultiThreading.html

20



6.5. Porovnani s knihovnou Eigen

Ukazka kédu 7 Nasobeni matic s knihovnou Eigen

#include <Sparse>

#define EIGEN_NO_DEBUG

int main() {
VAT 4
Eigen: :SparseMatrix<double> spl(ml, nl), sp2(m2, n2); //upraveny format csc
Eigen: :MatrixXd d1(ml1,n1), d2(m1,nl);
/*Inicializace matic*/
Eigen::MatrixXd d_d(dl * d2); // dense*dense
Eigen: :MatrixXd d_sp(dl * sp2); // dense*sparse
Eigen::MatrixXd sp_d(spl * d2); // sparsexdense
Eigen: :MatrixXd sp_sp(spl * sp2); // sparse*sparse
VA 74

return O;
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5.00

Cas [s]
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3.00

2.00

1.00

0.00
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Hustota nasobenych matic

~——Triv-opt ——CSRXCSR ——Dense Strass Eigdxd ——Eigdxsp ——Eigspxd ——Eigspxsp

Obrazek 6.9: Porovnani vybranych algoritmu s knihovnou Eigen pro ruzné
hustoty matic o velikosti 2000 x 2000
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Zaver

V této praci jsem nejdrive popsal formaty pro ulozeni ridkych matic COO,
CSR a CSC. Poté byly predstaveny nékteré zakladni i pokrocilejsi algoritmy
pro nasobeni matic.

Tyto formaty poté byly implementovany. Z predstavenych algoritmu jsem
implementoval trividlni algoritmus a Strassentv algoritmus pro husty format,
format COO a format CSR. Algoritmy jsem optimalizoval pomoci transfor-
maci kédi a paralelizoval pomoci knihovny OpenMP.

Implementované algoritmy byly otestovany na vygenerovanych maticich i
na maticich z vefejné dostupnych zdroji. Vykonnost sekvenc¢nich i paralel-
nich algoritmti byla zméfena na fakultnim svazku STAR a porovnana mezi
sebou. Nejlepsich vysledka pro rfidké matice dosahovalo nasobeni ve forméatu
CSR xCSR. Nakonec byly implementované algoritmy porovnany s verejné do-
stupnou knihovnou Eigen.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

nnz Number of nonzero matrix elements
COO Coordinate List
CSR Compressed Sparse Row
CSC Compressed Sparse Column
MPL Mozilla Public License
SIMD Single Instruction Multiple Data

OpenMP Open Multi-Processing
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PRILOHA B

Obsah prilozeného CD

readme.tXE..ooviin i e struény popis obsahu CD
B 1 o3 I = oo zdrojové kdédy implementace

MAETIX ittt ettt e testovaci data
text

-

TEXE_STC.uuiiiienneeeeeeennn. zdrojovy kod textu ve formatu KITEX
BP_Mai_Thanh_Quang 2019.pdf.......... text prace ve formatu PDF

61



	Odkaz na tuto práci
	Úvod
	Definice základních pojmů
	Matice
	Vektor

	Typy matic
	Obdélníková matice
	Čtvercová matice
	Jednotková matice
	Regulární a inverzní matice
	Řídká matice

	Maticové operace
	Násobení matice skalárem
	Součet a rozdíl matic
	Násobení matice maticí
	Transpozice matice

	Asymptotické složitosti
	O-notace
	-notace
	-notace
	Mistrovská metoda


	Formáty ukládání řídkých matic
	Hustý formát
	COO - Coordinate List
	CSR - Compressed Sparse Row
	CSC - Compressed Sparse Column

	Algoritmy násobení matic
	Klasický algoritmus násobení matic
	Strassenův algoritmus
	Další algoritmy pro rychlé násobení matic
	Násobení matic v řídkém formátu
	Násobení ve formátu COO
	Násobení ve formátu CSR
	Násobení ve formátu CSC
	Násobení ve formátu CSC  CSR


	Analýza a návrh
	Existující řešení
	Akademické práce
	Knihovny

	Strassenův algoritmus s řídkými maticemi

	Implementace
	Použité nástroje
	Nastavení překladače
	Optimalizační techniky
	Vektorizace
	Rozbalení cyklů
	Proložení cyklů

	Knihovna OpenMP
	Direktiva pro překladač
	Knihovní funkce
	Proměnné prostředí

	Formát uložení MatrixMarket

	Popis tříd
	Třída Matrix
	Třída MM_IO
	Třída Convert
	Třída Mult

	Paralelizace

	Měření
	Hranice přepnutí Strassenova algoritmu
	Doba výpočtu v závislosti na hustotě matice
	Doba výpočtu v závislosti na velikosti matice
	Zrychlení algoritmů při použití více vláken
	Porovnání s knihovnou Eigen

	Závěr
	Literatura
	Seznam použitých zkratek
	Obsah přiloženého CD

