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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zaměřuje na řad́ıćı algoritmus Samplesort.Ćılem bylo
algoritmus implementovat a paralelizovat. V této práci ukáži, že představená
implementace pro CPU se podle výsledk̊u měřeńı ukazuje jako efektivněǰśı než
některé stávaj́ıćı implementace řadićıch algoritmů.

Kĺıčová slova řadićı algoritmy, Quicksort, Samplesort, Flashsort, rozděl a
panuj, předřazeńı, openMP, C++, paralelizace.

Abstract

This thesis focuses on sorting algorithm Samplesort. The main goal of this
thesis was to implement and parallelize Samplesort. In this thesis I will show
that the proposed CPU implementation proves to be even more effective than
some existing sorting algorithms.

Keywords sorting algorithms, Quciskort, Samplesort, Flashsort, divide and
conquer, pre-sorting, openMP, C++, paralelization.
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Úvod

Seřazeńı vstupńıch dat podle r̊uzných kritéríı je úloha, jej́ıž vyřešeńı je velmi
často požadováno nejen v informatických oborech. V současné době pracuj́ı
poč́ıtačové programy se stále nar̊ustaj́ıćım množstv́ım dat a informaćı. Tyto
informace je potřeba rychle a efektivně seřadit.

Algoritmy, které takové úlohy řeš́ı, nazýváme řadićı (nebo také tř́ıdićı).
Známých řadićıch algoritmů existuje poměrně velké množstv́ı. Lǐśı se od sebe
mimo jiné velikost́ı operačńı paměti, kterou potřebuj́ı pro sv̊uj běh, stabilitou
a časovou náročnost́ı.

Některé algoritmy, např́ıklad Bucketsort ze skupiny tř́ıdićıch algoritmů
známé jako ”Rozděl a panuj”, pracuj́ı rychleji, pokud jsou vstupńı data uni-
formně rozdělena, ale na jiných rozděleńıch jejich efektivita degraduje. Algo-
ritmus Samplesort se tento problém snaž́ı vyřešit.

Samplesort je zobecněná verze algoritmu Quicksort. Problém neuniformı́ho
rozděleńı dat řeš́ı tak, že vždy vyb́ırá náhodný vzorek (angl. sample) prvk̊u
ze vstupńıch dat. Tento vzorek seřad́ı a následně urč́ı intervaly, podle kterých
data rozděĺı do jednotlivých přihrádek. Tento krok může i několikrát opako-
vat a vytvářet tak mnohem menš́ı přihrádky. Rozděleńı dat v jednotlivých
přihrádkách se tak bĺıž́ı uniformńımu. Pokud dosáhne předem dané velikosti
přihrádky, poté obsah všech jednotlivých přihrádek seřad́ı nějakým vhodným
řadićım algoritmem. Efektivita takového algoritmu záviśı na velikosti vzorku,
zp̊usobu jeho výběru a na použitém řadićım algoritmu.

V této práci se zabývám analýzou a implementaćı algoritmu Samplesort,
nalezeńım vhodné hranice a vhodného řadićıho algoritmu. Vycháźım z p̊uvodńı
práce, pospané v [1]. Věnuji se implementacia paralelizaci algoritmu pro použit́ı
na CPU, existuj́ı ovšem také práce, které se věnuj́ı paralelizaci na GPU (např.
[2]).

V prvńı části práce se věnuji analýze algoritmu Samplesort a obdobným
algoritmům. Ve druhé, praktické části, se věnuji implementaci a paralelizaci
svého algoritmu, změřeńı doby běhu jednotlivých implementaćı a vzájemnému
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Úvod

porovnáńı efektivity. Na závěr provád́ım porovnáńı výsledk̊u jednotlivých mě-
řeńı.
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Kapitola 1
Ćıl práce

1.1 Ćıle práce

Ćılem této práce je navrhnout vlastńı algoritmus Samplesort a poté disku-
tovat smysl jeho použit́ı k seřazeńı velkého množstv́ı dat. Algoritmus nej-
prve data vhodně předřad́ı, poté použije vhodný algoritmus k seřazeńı těchto
předřazených část́ı.

Teoretická část je zaměřena na analýzu algoritmu Samplesort a jiných
vhodných řadićıch algoritmů. Dále popisuji návrh svého algoritmu. V této
části vycháźım z práce W. D. Frazera a A. C. McKellara [1].

V praktické části implementuji vlastńı algoritmus Samplesort. Ćılem prak-
tické části je použ́ıt můj algoritmus pro předřazeńı dat a dále data seřadit
pomoćı vhodně zvoleného řadićıho algoritmu. Daľśım ćılem praktické části je
nejprve paralelizovat mé řešeńı a změřit efektivitu jednotlivých verźı algoritmu
a poté tyto verze vzájemně porovnat.

1.2 Základńı pojmy

Vstup (neboli vstupńı posloupnost) je posloupnost dat, které algoritmus při-
j́ımá a na jejichž základě provád́ı svou činnost.

Výstup (neboli výstupńı posloupnost) je posloupnost dat, kterou algoritmus
po skončeńı svého běhu vraćı a jež je výsledkem jeho činnosti.

Vzorek je množina náhodně vybraných prvk̊u ze vstupńı posloupnosti.

Přihrádka (angl. bucket) je podmnožina vstupńıch prvk̊u se stejnou vlast-
nost́ı. V této práci jedna přihrádka obsahuje prvky ze stejného č́ıselného
intervalu.

Pivot je náhodně vybraný prvek, který rozděluje vstup na dvě (resp. tři)
části: levou část tvoř́ı prvky menš́ı než pivot, pravou část prvky větš́ı než
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1. Ćıl práce

pivot (resp. prostředńı část, kam patř́ı prvky rovny pivotu). V př́ıpadě
řazeńı sestupně části analogicky otoč́ıme.

Splitter je zobecněný pivot. Je to prvek vybraný ze vzorku. Množina po
sobě jdoućıch seřazených splitter̊u určuje intervaly, podle kterých vstup
rozdělujeme do přihrádek.

Stabilńı algoritmus zachovává při řazeńı takové pořad́ı ekvivalentńıch prv-
k̊u, které zauj́ımaly na vstupu.

In-place algoritmus provád́ı řazeńı uvnitř vstupńıho pole.

Out-of-place algoritmus vytvář́ı pro řazeńı pomocná pole, do kterých prv-
ky ukládá.

Binárńı vyhledáváńı je algoritmus, který zač́ıná vyhledávat prvek upro-
střed seřazeného pole. Pokud je hledaný prvek menš́ı než vyhledaný
prvek, posune se vpravo (analogicky pro prvek větš́ı se posune vpravo).
Při každém posunut́ı se vyhledáváńı vždy posune v poli o polovičńı
vzdálenost než v předchoźım kroku. Takovéto vyhledáváńı se podle [3]
ř́ıd́ı složitost́ı O(log n).

Offset označuje vzdálenost nějakého prvku od začátku pole, ve kterém je
uložený.

Prefixový součet pro posloupnost A = a1, a2, . . . , an pro index 1 ≤ i ≤ n je
součet všech předchoźıch prvk̊u až po prvek ai včetně .
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Kapitola 2
Analýza algoritmů

Jak již bylo uvedeno, algoritmus Samplesort je zobecněný Quicksort. K po-
chopeńı Samplesortu si nejprve vysvětĺıme princip Quicksortu.

2.1 Analýza algoritmu Quicksort

Quicksort je jeden z nejznáměǰśıch a nejobĺıbeněǰśıch tř́ıdićıch algoritmů ze
skupiny “Rozděl a panuj”. Pro tuto skupinu je význačné, že zadaný problém
rozkládá na v́ıce menš́ıch podproblémů, dokud problém neńı rozložen na nějaký
triviálńı př́ıpad, který umı́ snadně vyřešit [4]. Pro svou činnost využ́ıvaj́ı re-
kurze. Quicksort je jednoduchý na implementaci a dosahuje velmi dobrých
výsledk̊u pro reálná data. Existuj́ı však takové vstupy, kdy efektivita Quick-
sortu degraduje, protože algoritmus voĺı nevhodné pivoty (podrobněji popsáno
v Sekci 2.1.1).

2.1.1 Princip algoritmu Quicksort

Činnost algoritmu Quicksort pro seřazeńı vstupu vzestupně lze popsat násle-
dovně (pro seřazeńı posloupnosti sestupně anologicky obrát́ıme postup ve fázi
dvě):

Volba pivota

V prvńı fázi docháźı k volbě pivota. Tato část je pro algoritmus kritická,
nebot’ volba nevhodného pivota1 nám výrazně prodlouž́ı dobu běhu algoritmu
ve druhé a třet́ı fázi). Pro volbu pivota existuje několik strategíı. Nejjednodušš́ı
z nich voĺı pivot náhodně, trochu pokročileǰśı pak jako pivot zvoĺı medián
náhodného výběru několika prvk̊u.

1Nevhodně zvolený pivot je např́ıklad největš́ı nebo nejmenš́ı č́ıslo na vstup [4, str. 10]
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2. Analýza algoritmů

Rozděleńı vstupu

Ve druhé fázi docháźı k rozděleńı vstupu na dvě části. Existuj́ı dvě verze algo-
ritmu: out-of-place verze, která k rozděleńı použ́ıvá nových pomocných poĺı;
a in-place verze, která prvky mezi sebou prohazuje pouze v rámci vstupńıho
pole. Druhá varianta je popsána v p̊uvodńı práci [4].

1. Out-of-place verze
Algoritmus zleva procháźı každý prvek a porovnává jej s pivotem.

• Zařazeńı prvk̊u rovných pivotu zálež́ı na konkrétńı implementaci,
častá volba je zavedeńı prostředńı části (M ). Toto také efektivně
řeš́ı problém, kdy vstup obsahuje jeden prvek několikrát a Quicksort
by ho tak rozřazoval po několik iteraćı.
• Je-li prvek menš́ı než pivot, zařad́ı ho algoritmus do levé části (L).
• Větš́ı prvek zařad́ı do pravé části (R).
• Každou část reprezentujeme jako nějaké nově vytvořené pomocné

pole.

Tato implementace zachovává stabilitu algoritmu (v́ıce v Sekci 2.1.3).

2. In-place verze

Uvažujme nyńı implementaci popsanou v [4, str. 10]. Algoritmus ve
druhé fázi procháźı pole z obou konc̊u zároveň a snaž́ı se naj́ıt hra-
nici a uspořádat pole tak, aby prvky vlevo od této hranice byly menš́ı
nebo rovny pivotu a prvky vpravo od této hranice byly větš́ı nebo rovny
pivotu. Algoritmus se nejprve pohybuje zleva doprava a postupně po-
rovnává každý prvek s pivotem.

• Pokud je prvek menš́ı než pivot, pokračuje následuj́ıćım prvkem.
Naraźı-li při tomto pohybu na nějaký prvek am větš́ı než pivot,
zapamatuje si pozici tohoto prvku a začne procházet pole zprava
doleva.
• Pokud algoritmus naraźı na nějaký prvek an, který je menš́ı než

pivot, zastav́ı pohyb a prohod́ı tento prvek s am.
• Poté se zleva i zprava posune o jeden prvek ve svém směru pohybu

a pokračuje opět zleva doprava.
• Takto algoritmus opakuje svou činnost, dokud pozice prvku zkou-

maného zleva neńı napravo od prvku zkoumaného zprava, tedy do-
kud se jejich cesty z obou stran nepřekř́ıž́ı. V tom př́ıpadě se zastav́ı
a oba prvky určuj́ı hranici, která rozděĺı pole na dvě hledané části.
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2.1. Analýza algoritmu Quicksort

Pokud je tato hranice určena mimo pole (např́ıklad při nevhodném
výběru pivota nebo pokud je hodnota všech prvk̊u stejná), lze postu-
povat následovně:

a) pokud je pivot menš́ı nebo roven všem ostatńım prvk̊um, lze jej
prohodit s prvńım prvkem a sńıžit t́ım velikost pole o 1,

b) pokud je pivot vetš́ı než nebo roven všem prvk̊um, analogicky jej
lze prohodit s posledńım prvkem a také sńıžit velikost pole o 1.

Toto nám zajist́ı, že se algoritmus skonč́ı, nebot’ při každé iteraci sńıž́ıme
velikost pole alespoň o 1 prvek.

Rekurzivńı seřazeńı přihrádek

Ve třet́ı fázi Quicksort rekurzivně seřad́ı každou část z druhé fáze zvlášt’. Takto
seřazené je spoj́ı za sebe v pořad́ı levá, prostředńı a pravá část a vrát́ı jako
výstup.

Algoritmus tyto kroky rekurzivně opakuje na zmenšuj́ıćı se pole, dokud
problém nerozlož́ı na triviálńı př́ıpad, v tomto př́ıpadě pole o jednom prvku,
které vrát́ı jako již seřazené. Protože všechny prvky v levé části jsou menš́ı
než všechny prvky v pravé části, je výstupem seřazená vstupńı posloupnost.

2.1.2 Pseudokód

Předešlé procedury lze popsat následuj́ıćımi algoritmy.
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2. Analýza algoritmů

Algorithm 1 QuickSort - out-of-place verze
Vstup: Vstupńı posloupnost č́ısel A = (a1, a2, . . . , an)
Výstup: Seřazená vstupńı posloupnost A

1: if n ≤ 1 then
2: return A
3: end if
4: L = {} . Prázdné seznamy
5: M = {}
6: R = {}
7: for each a ∈ A do . Od prvńıho prvku k posledńımu
8: if a < p then
9: L← a . Připoj a na konec seznamu L

10: else if a > p then
11: R← a
12: else
13: M ← a
14: end if
15: end for
16: return spoj(QuickSort(L), QuickSort(M), QuickSort(R))

8



2.1. Analýza algoritmu Quicksort

Algorithm 2 QuickSort - in-place verze [4, 5]
Vstup: Vstupńı posloupnost č́ısel A = (a1, a2, . . . , an)
Výstup: Žádný, algoritmus seřad́ı posloupnost př́ımo ve vstupńım poli.

1: if n ≤ 1 then
2: return
3: end if
4: LP → begin(A) . Pointer na začátek pole A
5: RP → end(A) . Pointer na konec pole A
6: P ← random(A) . Vyber náhodný pivot
7: while LP ≤ RP do . LP ukazuje na adresu nižš́ı nebo stejnou jako RP
8: if LPvalue > P then
9: while LP ≤ RP do

10: if RPvalue < P then
11: swap(LPvalue, RPvalue) . Prohod́ı prvky, na které oba

pointery odkazuj́ı
12: LP ← LP + 1 . Posune oba pointery o 1
13: RP ← RP − 1
14: break
15: end if
16: RP ← RP − 1
17: end while
18: else
19: LP ← LP + 1
20: end if
21: end while

2.1.3 Analýza algoritmu Quicksort

Analýzu uvád́ım pro originálńı in-place verzi algoritmu, jak jej popsal Hoare
v [4]. Pro odvozeńı časové náročnosti pro out-of-place verzi bychom postupovali
analogicky – algoritmus ve fázi rozděleńı pole nav́ıc provede přidáńı prvku na
konec pole/seznamu do části, kam prvek patř́ı.

Časová složitost Quicksortu

Časovou analýzu Quicksortu uvád́ım tak, jak byla popsána v [5].
Z algoritmů popsaných výše lze nahlédnout, že většinu času běhu programu

tvoř́ı rozdělováńı pole, tedy porovnáváńı a prohazováńı prvk̊u. Pro rozděleńı
vstupu o velikosti N muśı provést N porovnáńı. V nejhorš́ım př́ıpadě (výběr
nevhodného pivota) v každé iteraci algoritmu sńıž́ıme velikost vstupu o 1.
Algoritmus v tomto př́ıpadě muśı provést N -i+1 iteraćı a na začátku i-té
iterace (1 ≤ i ≤ n-1) je velikost pole N -i+1 a Quicksort muśı provést právě
tolik porovnáńı.
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2. Analýza algoritmů

Necht’ W(n) znač́ı časovou složitost algoritmu v nejhorš́ım př́ıpadě. Počet
porovnáńı ve všech iteraćıch lze tedy vyjádřit jako

n+ (n− 1) + (n− 2) + . . . 1 =
n−1∑
i=1

(n− i+ 1) = n(n− 1)
2 (2.1)

a tedy
W(n) = n(n− 1)

2 = O(n2) (2.2)

Představme si nyńı nejlepš́ı př́ıpad, tedy pivot je vždy vybrán přesně jako
medián posloupnosti, tedy rozděluje pole na dvě poloviny přibližně stejné
délky. Bud’ B(n) časová složitost algoritmu v nejlepš́ım př́ıpadě. Snadno lze
spoč́ıtat, že

B(n) ≈ n−1+2B(n2 ) = (n+1)+2(n2 −1)+4B(n4 ) = . . . = O(n logn) (2.3)

Spočtěme nyńı A(n) časovou složitost v pr̊uměrném př́ıpadě. Tu lze vyjádřit
následuj́ıćı rekurentńı rovnićı:

A(n) =
{

0 n = 1
n− 1 +

∑n
i=1

1
n [A(i− 1) +A(n− i)] n > 1

(2.4)

Výraz lze upravit na

A(n) = n− 1 + 2
n

n−1∑
i=1

A(i) = n− 1 + 2
n

[A(1) +A(2) + . . .+A(n− 2)] (2.5)

tedy
A(n)
n+ 1 = A(n− 1)

n
+ 2n− 1
n(n+ 1) (2.6)

a protože A(0) = 0, tak

A(n)
n+ 1 = A(n− 1)

n
+ 2(n− 1)
n(n+ 1)

A(n− 2)
n− 1 + 2(n− 2)

(n− 1)n + 2(n− 1)
n(n+ 1) =

= . . . = 2
2 · 3 + 4

3 · 4 + . . .+ 2(n− 2)
(n− 1)n + 2(n− 1)

n(n+ 1) =

= 2
n∑

i=1

i− 1
i(i+ 1) = 2

n∑
i=1

[1
i
− 2
i(i+ 1)]2

n∑
i=1

1
i
− 4

n∑
i=1

1
i(i+ 1) =

= 2
n∑

i=1

1
i
− 4

n∑
i=1

(1
i
− 1
i+ 1) = 2

n∑
i=1

1
i
− 4(1− 1

n+ 1) =

= 2
n∑

i=1

1
i
− 4n
n+ 1

(2.7)

10



2.1. Analýza algoritmu Quicksort

Jak je uvedeno v [5]: pokud přijmeme přibližný odhad harmonické řady a
předpokládáme, že n je dostatečně velké, potom

n∑
i=1

1
i
≈ lnn+ γ = ln 2 · log2 n = 0,693 · log2 n+ γ,

γ ≈ 0, 577 je Eulerova konstanta
(2.8)

tedy
A(n)
n+ 1 ≈ 2 · (0,693 · log2 n+ 0,577)− 4n

n+ 1 (2.9)

a tud́ıž časová složitost Quicksortu čińı

A(n) ≈ 1,386 · (n+ 1) · log2 n− 2,846 · n+ 1,154 ≈ O(n · log n). (2.10)

Pamět’ová složitost Quicksortu

Pamět’ovou složitost je nutné analyzovat pro in-place i out-of-place implemen-
taci zvlášt’. Nejprve uvád́ım in-place verzi.

In-place Quicksort

In-place verze algoritmu nepotřebuje žádné pomocné pole, prvky jsou řazeny
př́ımo ve vstupńım poli. K rozděleńı pole v každé iteraci potřebuje konstantńı
množstv́ı dočasných proměnných - vybraný pivot, dva pointery (nebo indexy)
ukazuj́ıćı na začátku na prvńı a posledńı prvek v poli a dočasnou proměnnou
potřebnou k prohozeńı dvou prvk̊u. Pamět’ová složitost rozděleńı pole je tedy
vždy O(1).

Dále jako rekurzivńı algoritmus využ́ıvá zásobńık k ukládáńı adresy jed-
notlivých voláńı procedury. V nejhorš́ım př́ıpadě je těchto voláńı O(n2),
v nejlepš́ım a pr̊uměrném př́ıpadě O(log n).

Out-of-place Quicksort

U out-of-place implementace nav́ıc algoritmus vždy, když provád́ı porovnáńı
zbytku pole s pivotem, ulož́ı porovnávaný prvek do jednoho ze dvou (nebo tř́ı)
nově vytvořených poĺı. Je-li n velikost pole na začátku současné iterace, pak
je součet velikost́ı všech dočasných poĺı roven právě n.

V nejhorš́ım př́ıpadě je v každé iteraci pole zmenšeno jen o 1 prvek.
Označme pamět’ovou složitost v nejhorš́ım př́ıpadě jako Mworst(n). Velikost
součtu M všech takto vytvořených poĺı do doby, než algoritmus naraźı na
triviálńı př́ıpad a začne se vynořovat z rekurze, je

M = n+ (n− 1) + (n− 2) + . . .+ 2 + 1, (2.11)
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2. Analýza algoritmů

což je aritmetická řada se součtem
n∑

i=1
i = n(n− 1)

2 (2.12)

a tedy
Mworst(n) = O(n2). (2.13)

V ideálńım př́ıpadě algoritmus děĺı pole vždy na polovinu. Řazeńı obou
polovin prob́ıhá postupně, v i-té iteraci tedy algoritmus využ́ıvá pomocnou
pamět’ M(n, i) o velikosti

M(n, i) =
i∑

j=1

n

2j−1 = n+ n

2 + n

4 + . . .+ n

2i
. (2.14)

Bud’ Mbest(n) pamětová složitost Quicksortu v ideálńım př́ıpadě. Než al-
goritmus naraźı na triviálńı př́ıpad a začne se vracet z rekurze, provede právě
log n zanořeńı a využ́ıvá

n+
log2 n∑
k=1

n

2k
= n+ (n2 + n

4 + . . .+ 2 + 1) (2.15)

dodatečné paměti. Odhad pamět’ové složitosti lze v tomto př́ıpadě vyjádřit
jako

Mbest(n) = O(n) (2.16)

Obdobně podle časové analýzy Quicksortu v Sekci 2.1.3 (a tedy i podle počtu
jednotlivých porovnáńı) je pamět’ová náročnost v pr̊uměrném př́ıpadě

Maverage(n) = O(n) (2.17)

Stabilita Quicksortu

Stabilita Quicksortu se lǐśı podle implementace. Varianta out-of-place je sta-
bilńı, nebot’ ve fázi dvě, popsané v předchoźı části, algoritmus postupně od
prvńıho prvku rozřazuje vstup podle pivotu. Platilo-li pro nějaký prvek pk+l,
že se ve vstupńı posloupnosti nacházel vpravo od nějakého prvku pk, potom
bude ve druhé fázi zpracován později, a tedy i později zařazen na konec pole.
Tato verze algoritmu je tedy stabilńı.

In-place varianta však může být nestabilńı. Protože algoritmus v tomto
př́ıpadě prohazuje prvky z opačných konc̊u pole, může nastat následuj́ıćı př́ıpad:
Uvažujme in-place variantu popsanou v předchoźı části. Určitě existuje nějaká
vstupńı posloupnost

a = a1,a2,. . . ,an,an+1,. . . ,an+m
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taková, že prvky an a an+1 tvoř́ı hranici, rozděluj́ıćı pole na dvě části, a ob-
sahuje prvky as, at, au a av takové, že

s < t < u < v a au = av (2.18)

Necht’ algoritmus vybral v prvńı fázi nějaký pivot p, pro který plat́ı

as, at > p a au, av < p. (2.19)

Potom ve druhé fázi algoritmu může doj́ıt k situaci, kdy budou nejprve pro-
hozeny prvky as a av a později také at s au. Potom bude platit, že

v < u, (2.20)

č́ımž dojde k porušeńı stability.

2.2 Analýza algoritmu Samplesort

Řadićı algoritmus Samplesort je zobecněnou verźı předešlého Quicksortu (po-
psaného v Sekci 2.1). Oproti Quicksortu však nevyb́ırá pouze jeden pivot, ale
několik prvk̊u (tzv. splitter̊u) z daného větš́ıho vzorku, tj. prvk̊u vybraných
ze vstupńı posloupnosti. Toto nám nab́ıźı možnosti škálovatelnosti programu.
Lze např́ıklad na základě velikosti vstupu zvolit, jak velký vzorek vybereme a
na kolik část́ı vstup rozděĺıme.

Algoritmus data sám neřad́ı, pouze je rozděluje do přihrádek. K seřazeńı
dat použ́ıvá jiný řadićı algoritmus.

Svoji implementaci in-place sekvenčńıho Samplesortu podrobněji popisuji
v Kapitole 3.

2.2.1 Princip algoritmu Samplesort

Pr̊uběh jedné iterace Samplesortu lze rozdělit do 4 navazuj́ıćıch fáźı:

Výběr vzorku

V prvńı fázi docháźı k výběru náhodného vzorku V ze vstupńı posloupnosti.
Vzorek následně seřad́ıme vhodným řadićım algoritmem. Dostatečnou velikost́ı
vzorku lze źıskat poměrně dobrý odhad rozděleńı pole do přihrádek a sńıžit
t́ım tak pravděpodobnost, že vzájemný rozd́ıl mezi jejich velikostmi bude př́ılǐs
velký [2, str. 6]. Toho lze dosáhnout např́ıklad výběrem vzorku K -násobně
větš́ıho, než je počet splitter̊u. Hledáńım optimálńıho koeficientu K, uvedeného
v [2] jako ”oversampling“, se zabývám v Kapitole 5.
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2. Analýza algoritmů

Určeńı přihrádek

Vhodným zp̊usobem ze vzorku V vybereme množinu splitter̊u
S = (s1, s2, . . . , sp−1). Vyb́ıráme z již seřazeného vzorku, proto při postupném
výběru zleva doprava vybereme již seřazenou posloupnost. Každé dva sou-
sedńı splittery určuj́ı interval přihrádek B (angl. buckets), do kterých lze vstup
roztř́ıdit. Prvńı, respektive posledńı splitter určuje interval (−∞, s1), respek-
tive (sp−1,+∞).

Rozděleńı vstupu

Vstup nyńı rozděĺıme do př́ıslušných přihrádek určených ve druhé fázi. Za-
řazováńı prvk̊u prob́ıhá podobně jako u Quicksortu, pouze je určen index
přihrádky, do které prvek patř́ı. K tomu je vhodné použ́ıt např́ıklad binárńı
vyhledáváńı.

Out-of-place verze funguje podobně jako u Quicksortu. Vytvář́ı pomocná
pole, která pak seřad́ı a na konci iterace vrát́ı spojená za sebe. Nav́ıc si za-
chovává stabiltu.

Také in-place implementace je velmi podobná jako u Quicksortu. Prvky
jsou v poli prohazovány obdobným zp̊usobem jako v př́ıpadě Quicksortu, č́ımž
může být porušena stabilita.

Rekurzivńı seřazeńı přihrádek

Na závěr docháźı k postupnému seřazeńı jednotlivých přihrádek. Na každou
přihrádku je rekurzivně volán Samplesort. Přihrádky rozděluj́ı vstup na po
sobě jdoućı intervaly, lze je tedy postupně spojit a vrátit na výstup jako
seřazené pole.

Takto Samplesort pokračuje až do chv́ıle, kdy velikost vstupńıho pole
klesne pod předem určenou hranici H. Poté je na seřazeńı přihrádek použit
jiný vhodný řadićı algoritmus. Např́ıklad Frazer a McKellar ve své práci [1]
použili Quicksort pro všechny daľśı iterace.

2.2.2 Pseudokód pro algoritmus Samplesort

Následuj́ıćı pseudokód, vycházej́ıćı z [2, str. 5], popisuje obecný Samplesort.
Funkce Sort označuje libovolný alternativńı řadićı algoritmus.
Funkce Concat spoj́ı pole, daná jako argumenty, v uvedeném pořad́ı za sebe
do jednoho pole.

14



2.2. Analýza algoritmu Samplesort

Algorithm 3 SampleSort
Vstup: Vstupńı posloupnost č́ısel A = (a1, a2, . . . , an), hranice pro změnu

řazeńı H, počet splitter̊u SP, oversampling K.
Výstup: Seřazená vstupńı posloupnost A.

1: if n ≤ H then
2: return OtherSort(A) . Přepne na nějaký jiný řadićı algoritmus
3: end if
4: v = SP ·K . Velikost vzorku
5: m = SP + 1 . Počet přihrádek
6: V = [v1, v2, . . . vv]← SelectSample(A, v)
7: Sort(V )
8: S = [s1, s2, . . . sn)]← SelectSplitters(V, SP )
9: B = [b1, b2, . . . bm]← SelectBuckets(S,m)

10: PartitionArray(A,B)
11: return spojené seřazené jednotlivé přihrádky

Nı́že uvád́ım pseudokód pro pomocné funkce Samplesortu (indexace pole
zač́ıná od 1):

Algorithm 4 SelectSample
Vstup: Vstupńı posloupnost č́ısel A = (a1, a2, . . . , an), počet splitter̊u SP,

oversampling K
Výstup: Množina vzork̊u V

1: V = {}
2: for v from 1 to SP ·K do
3: V ← A[random()]
4: end for
5: return V

Algorithm 5 SelectSplitters
Vstup: Seřazená posloupnost vzork̊u V, počet splitter̊u SP, oversampling K
Výstup: Seřazená posloupnost splittter̊u S

1: S = {}
2: for s from 1 to SP do
3: S ← V [s ·K]
4: end for
5: return S

Následuj́ıćı pseudokód použ́ıvá vlastńı datový typ Bucket, který má tři
vnitřńı proměnné:

1. from - levý interval, na který rozděĺı pole,
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2. to - pravý interval,

3. content - přǐrazené prvky.

Algorithm 6 SelectBuckets
Vstup: Seřazená posloupnost splitter̊u S, počet splitter̊u SP
Výstup: Seřazená posloupnost přihrádek B

1: B = {}
2: B[1].from← T MIN . Nejmenš́ı prvek použitého datového typu
3: B[1].to← S[1]
4: for s from 2 to SP do
5: B[s].from← S[s− 1]
6: B[s].to← S[s]
7: end for
8: B[SP + 1].from← S[SP ]
9: B[SP + 1].to← T MAX . Největš́ı prvek použitého datového typu

10: return B

Metoda PartitionArray rozděĺı posloupnost A do přihrádek B.

Algorithm 7 PartitionArray
Vstup: Vstupńı posloupnost A délky n, množina přihrádek B

1: for k from 1 to n do
2: i = index ćılové přihrádky prvku A[k]
3: B[i].content← A[k]
4: end for
5: return S

2.2.3 Časová a pamět’ová analýza algoritmu Samplesort

Vzhledem k podobnosti Samplesortu s Quicksortem provedu analýzu Sample-
sortu na základě již provedené analýzy Quicksortu. Předpokládáme konstantńı
velikost výběru vzorku. Analýzu pro škálovatelnou velikost výběru provedu
v Kapitole 3.

Časová složitost

Spočtěme časovou náročnost jednotlivých fáźı algoritmu.

• Ve fázi výběru vzorku vyb́ıráme ze vstupńıch dat náhodně vzorek V
o velikosti |V | ·K. Předpokládejme, že náhodný výběr nějakého prvku
v poli trvá konstantńı čas, tedy

TSelectSample(n) = O(|V | ·K). (2.21)
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Jelikož je velikost vzorku předem daná a v žádné iteraci se neměńı,
potom

TSelectSample(n) = O(1). (2.22)

• Seřazeńı vzorku v př́ıpadě konstantńı velikosti trvá také vždy kon-
stantně dlouho. Předpokládejme použit́ı vhodného řadićıho algoritmu,
např́ıklad Quicksort se složitost́ı O(n · log n) (analýza uvedena v Sekci
2.1.3).

TSortSample(|V |) = O(1). (2.23)

• Určeńı splitter̊u opět trvá konstantně mnoho času, nebot’ vyb́ıráme
vždy konstantně velký počet splitter̊u SP . Tedy

TSelectSplitters(SP ) = O(SP ) = O(1). (2.24)

• Při rozděleńı vstupu do přihrádek se časová složitost ř́ıd́ı rychlost́ı
vyhledáváńı ćılové přihrádky. V tomto př́ıpadě je při konstantńı velikosti
splitter̊u SP rychlost vyhledáváńı vždy konstantńı. V př́ıpadě binárńıho
vyhledáváńı v poli splitter̊u plat́ı, že

TF indBucketIndex = O(log SP ) = O(1). (2.25)

Vyhledáváńı provád́ıme pro každý prvek na vstupu zvlášt’,proto

Tparition(n) = O((log SP ) · n) = O(n). (2.26)

Shrnut́ı časové složitosti

Analogicky podle analýzy Quicksortu v Sekci 2.1.3 dostáváme

T (n) =
{
O(n · log n) v nejlepš́ım a pr̊uměrném př́ıpadě
O(n2) v nejhorš́ım př́ıpadě

(2.27)

Pamět’ová složitost

Opět spočteme složitost pro každou fázi zvlášt’.

• Pro uložeńı vzorku o konstantńı velikosti |V | potřebujeme

Msample(|V |) = O(|V |) = O(1) (2.28)

dodatečné paměti.

• Pro uložeńı splitter̊u S o konstantńı velikosti SP je zapotřeb́ı

Msplitters(SP ) = O(|S|) = O(1) (2.29)

dodatečné paměti.
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2. Analýza algoritmů

• Pro uložeńı přihrádek v out-of-place verzi neńı zapotřeb́ı žádné do-
datečné mı́sto. Určeńı ćılové přihrádky lze realizovat pouze binárńım
vyhledáváńım v poli splitter̊u.
In-place implementace potřebuje pro každý prvek uchovat nejprve in-
dex ćılové přihrádky, tedy

Mbindex(n) = O(n). (2.30)

Můžeme pro usnadněńı předpokládat, že algoritmus tuto pamět’ před
rekurzivńım zanořeńım uvolńı. Poté pro každou přihrádku potřebuje
uložit informaci, kolik prvk̊u bude obsahovat a kolik prvk̊u v něm je
právě správné zařazeno.
Přihrádek je vždy konstantńı množstv́ı a i tento krok si vyžaduje kon-
stantńı pamět’. Celková velikost přihrádek je označ́ıme |B| a tedy

Mbucket(|B|) = O(1). (2.31)

• Při rozdělováńı vstupu do přihrádek nyńı v př́ıpadě in-place verze
neńı zapotřeb́ı žádné daľśı dodatečné paměti, protože pracuje v rámci
vstupńıho pole. Pouze je potřeba konstantńı pamět pro uložeńı dočasných
proměnných, potřebných pro prohazováńı prvk̊u v poli.

Mpartition(n) = O(1) (2.32)

Out-of-place verze, stejně jako v př́ıpadě Quicksortu, každý prvek
koṕıruje do př́ıslušného nového pole. Podobně jako u Quicksortu, v nej-
horš́ım př́ıpadě rozděĺı vstup pouze do jedné přihrádky a pole se tak
sńıž́ı pouze o jeden prvek a pamět’ová náročnost je v tom př́ıpadě

Mpartition−worst(n) = O(n2). (2.33)

V nejlepš́ım př́ıpadě je vstup rozdělený rovnoměrně do všech přihrádek.
Potom analogicky jako u Quicksortu pro nejlepš́ı i nejhorš́ı př́ıpad:

Mpartition(n) = O(n). (2.34)

Shrnut́ı pamět’ové složitosti

Jako v př́ıpadě Quicksortu, podle počtu iteraćı je pamět’ová složitost

Mout−of−place(n) =
{
O(n · log n) v nejlepš́ım a pr̊uměrném př́ıpadě
O(n2) v nejhorš́ım př́ıpadě

(2.35)
a pokud uvolňujeme pole index̊u přihrádek, pak

Min−place(n) = O(n) (2.36)
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2.3. Analýza algoritmu Flashsort

Stabilita

Samplesort je, stejně jako Quicksort, v př́ıpadě in-place verze nestabilńı,
ale při implementaci obdobné k out-of-place Quicksortu může být algoritmus
stabilńı (v́ıce v Sekci 2.1.3).

2.3 Analýza algoritmu Flashsort

Algoritmus Flashsort uvád́ım dle popisu v [6]. Algoritmus je představený jako
in-place. Během své činnosti neporovnává prvky mezi sebou, ale podobně jako
Samplesort odhaduje jejich finálńı umı́stěńı v posloupnosti. Nejprve nalezne
minimálńı a maximálńı prvek a t́ım urč́ı interval vstupńı posloupnosti. Potom
rozděĺı pole do tzv. tř́ıd (přihrádek), do kterých rozřad́ı vstup. Tyto tř́ıdy
poté seřad́ı nějakým jiným algoritmem. Počet tř́ıd se většinou určuje jako
procentuálńı část z velikosti vstupu.

Pokud je vstup uniformně rozdělený, je časová složitost Flashsortu v nej-
lepš́ım př́ıpadě O(n), ale pokud je vstup rozdělený neuniformně, může časová
složitost v závislosti na použitém řadićım algoritmu degradovat až na O(n2).

2.3.1 Princip algoritmu Flashsort

Flashsort lze rozdělit do tř́ı po sobě jdoućıch fáźı: klasifikace, permutace a
seřazeńı.

Klasifikace

Ve fázi klasifikace Flashsort předpokládá, že vstupńı posloupnost A(n) délky
n je rozdělena uniformně. Poté lze pro každý prvek podle jeho hodnoty určit
(klasifikovat) přibližné finálńı umı́stěńı, tzn. tř́ıdu.

K určeńı ćılové tř́ıdy muśı Flashsort nejprve nalézt nejmenš́ı a největš́ı
prvek. Nalezeńı těchto prvk̊u má časovou složitost O(n).

Označme nejmenš́ı a největš́ı prvek Amin a Amax a počet tř́ıd m = p · n,
kde p ∈ (0; 1) (v [6] je jako optimum uvedeno m = 0,43·n). Potom pro každý
prvek A(i) lze klasifikovat index tř́ıdy pomoćı následuj́ıćı funkce:

K(A(i)) = 1 + b((m− 1) · Ai−Amin
Amax−Amin

)c

Klasifikaćı každého prvku lze zjistit konečnou velikost každé tř́ıdy, a tedy
podobně jako u Samplesortu lze prefixovým součtem zjistit intervaly tř́ıd
v poli. Klasifikace každého prvku trvá O(n) a výpočet interval̊u tř́ıd se ř́ıd́ı
časovou náročnost́ı O(m) a lze je uložit např́ıklad jako vektor ukazatel̊u na
adresu pravého kraje tř́ıdy (označme jej L).

Pokud je vstup rovnoměrně uniformně rozdělený, pak je v každé tř́ıdě
přibližně m

n prvk̊u.
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2. Analýza algoritmů

Permutace

Ve fázi permutace se prvky přesouvaj́ı do svých ćılových tř́ıd. Pro prvek se
pomoćı výše uvedené funkce spoč́ıtá index ćılové tř́ıdy a L[K(A(i))] určuje
konečnou adresu v poli. Prvek na p̊uvodńı pozici je uložen do dočasné proměnné
a opět zařazen do jeho korektńı tř́ıdy. Vždy, když je jeden prvek zařazen, je
adresa tř́ıdy v L dekrementována. Tento cyklus skonč́ı, pokud je zaplněna
prvńı tř́ıda.

Nyńı je potřeba zařadit zbývaj́ıćı prvky. Nalezneme tedy nejbližš́ı prvek,
který neńı v korektńı tř́ıdě, a cyklus opakujeme, dokud se nenaplńı tato tř́ıda.
Takto pokračujeme, dokud všechny prvky nejsou správně zařazeny.

Seřazeńı

Nyńı každou tř́ıdu seřad́ıme nějakým obyčejným řadićım algoritmem. Toto
podle [6] (za předpokladu, že tř́ıdy maj́ı přibližně stejnou velikost) má časovou
složitost O((m

n )2) pro každou tř́ıdu. Ve zmı́něné publikaci je navrhovaný In-
sertion sort.
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Kapitola 3
Analýza a realizace vlastńıho

algoritmu

K implementaci své verze Samplesortu jsem si vybral in-place verzi, která je
sice nestabilńı, potřebuje však pro sv̊uj běh výrazně méně dodatečné paměti.
V této kapitole se věnuji jej́ımu podrobněǰśımu popisu. Naivńı implementace
sledovala p̊uvodně popsaný algoritmus v [1]. Optimalizaćı několika část́ı došlo
k celkovému zrychleńı celého algoritmu. Algoritmus je škálovatelný, lze zvolit
velikost vyb́ıraného vzorku i velikost splitter̊u. Jako alternativńı řadićı algo-
ritmus použ́ıvám existuj́ıćı implementaci Flashsortu z [7], který použ́ıvá exis-
tuj́ıćı implementaci Insertion sortu z [8]. Tuto implementaci jsem ale upra-
vil, protože neodpov́ıdá algoritmu popsaném v [6]. Implementace v př́ıpadě
př́ılǐs velké velikosti tř́ıdy volala rekurzivně opět Flashsort, tuto část jsem
tedy z kódu odstranil.

3.1 Implementace sekvenčńı verze

Dle zadáńı jsem algoritmus implementoval v jazyce C++. Implementace pra-
cuje s celými č́ısly. Algoritmus je in-place a řad́ı př́ımo ve vstupńım poli.

Jako alternativńı algoritmus jsem zvolil Flashsort (popsaný v Sekci 2.3).
Nı́že uvád́ım definici mého algoritmu:
void SampleSort (int *A, int from , int to ,

const int THRESHOLD ,
const int _K , const int SPLITSIZE );

Algoritmus tedy jako parametry přij́ımá ukazatel na začátek vstupńıho
pole, interval (dva krajńı indexy vstupńıho pole), na kterém bude řadit, hranici
pro přepnut́ı algoritmu, oversampling koeficient a počet splitter̊u.

Jednotlivé fáze jsou implementovány následovně:
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3. Analýza a realizace vlastńıho algoritmu

1. Výběr vzorku je prováděn náhodně a poté seřazen za použit́ı std::sort
z knihovny STL ve funkci SelectSample. Velikost vzorku V je určena
jako

|V | = S ·K ·M ,

kde

• S udává počet splitter̊u,
• K udává koeficient oversampling, který určuje, kolik vzork̊u je

potřeba vybrat k určeńı jednoho splitteru2,
• M je volitelná proměnná, obvykle volená jako procentuálńı část

délky vstupńıho pole (toto zajist́ı dynamickou velikost vzorku v zá-
vislosti na velikosti vstupńıho pole).

Toto vykonává následuj́ıćı funkce:

void SelectSample ( int *arr , int from , int len ,
int *sample , int ssize )

{
for ( int i = 0; i < ssize; i++){

sample [i] = arr[from +( rand ()%len)];
}
std :: sort(sample , sample +ssize);

}

Proměnná from určuje offset ve vstupńım poli arr, proměnná len určuje
celkovou velikost vstupńıho pole a proměnná sample určuje pole pro
uložeńı vzorku o velikosti ssize.

2. Určeńı splitter̊u ze vzorku se ř́ıd́ı offsetemO = K·M , tedy jako splitter
je vybrán každý O-tý vzorek. Tuto fázi vykonává funkce SelectSplitters:

void SelectSplitters ( int *sample , int multiply , int
SPLITSIZE )

{
for ( int i = 0; i < SPLITSIZE ; i++ )

/* ( multiply /2) zajisti , ze se splittery
nebudou vybirat z˜ krajnich prvku */
sample [i] = sample [i* multiply +( multiply /2) ];

}

Proměnná multiply udává hodnotu oversampling faktoru K, proměnná
SPLITSIZE znač́ı počet splitter̊u.

2Zvyšováńı hodnoty K podle [2, str. 5] sice zvyšuje dobu nutnou pro výběr a seřazeńı
vzorku, zároveň ale také zvyšuje přesnost rozděleńı pole do přihrádek.
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3.1. Implementace sekvenčńı verze

3. Určeńı přihrádek je dáno jednotlivými splittery. Nav́ıc jsem zavedl
přihrádky pro prvky rovny splitter̊um, a t́ım zvýšil počet přihrádek p na

p = 2 · SPL+ 1.

Následně si na zásobńık ulož́ım pole pomocných struktur pro přihrádky
P , které budu využ́ıvat v následuj́ıćı fázi. Přikládám implementaci po-
mocné struktury:

struct Bucket {
Bucket (){this ->size = 0; this ->taken = 0;}
int size; // velikost prihradky
int offset ; // offset ve vstupnim poli
int taken; // zaplnenost korektnimi prvky

};

4. Rozděleńı pole do přihrádek je implementováno následovně:

• Nejprve je pro každý prvek určen index ćılové přihrádky (imple-
mentováno jako binárńı vyhledáváńı v poli splitter̊u pomoćı funkce
FindBucket).
• Pokaždé, když urč́ım index přihrádky pro konkrétńı prvek, inkre-

mentuji velikost odpov́ıdaj́ıćı přihrádky o 1.
• Následně je pomoćı prefixového součtu velikost́ı přihrádek spoč́ıtán

jejich offset ve vstupńım poli (prvńı přihrádka má offset 0).
• Jelikož je algoritmus in-place, je nutné prohazovat prvky př́ımo

v poli. K tomu slouž́ı funkce AssignToBucket. Je volána pro každý
prvek zvlášt’. Vždy za použit́ı pomocného pole přihrádek P a offsetu
jednotlivých přihrádek ověř́ım, zda je prvek umı́stěný v korektńı
přihrádce pi. Pokud neńı, spoč́ıtám jeho konečný index v poli jako

index = P [pi].offset + P [pi].taken

a prohod́ım s prvkem na ćılové adrese.
• T́ımto se ale tento prvek může opět nacházet v nesprávné přihrádce.

Jelikož muśı být zařazen korektně, předchoźı proces opakuji do
chv́ıle, dokud prvek neńı na začátku procesu zařazen korektně.
Vždy při korektńım zařazeńı nějakého prvku do přihrádky pi in-
krementuji P [pi].taken o 1. Jelikož jsou velikost přihrádek a index
ćılové přihrádky určeny předchoźıch kroćıch, je každý prvek takto
zařazen nejvýše jednou, vždy do korektńı přihrádky. Tato fáze tedy
vždy skonč́ı.
Funkce FindBucket a AssignToBucket zde vzhledem k délce kódu
neuvád́ım. Konkrétńı implementace je k nalezeńı na přiloženém CD.
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3. Analýza a realizace vlastńıho algoritmu

5. Seřazeńı přihrádek provád́ım rekurzivńım voláńım funkce SampleSort
na bloky p̊uvodńıho pole určené indexy

P [pi].offset a P [pi].offset + P [pi].size.

Rekurzivńı voláńı provád́ım pro každou lichou přihrádku; každá sudá
přihrádka obsahuje prvky rovné splitter̊um a neńı tedy třeba je seřadit.

// seradi neprazdne prihradky
for ( int i = 0; i < bucket_count ; i += 2){

if ( B[i]. size > 0 ){
SampleSort ( A, from+B[i]. offset ,

(from+B[i]. offset +B[i]. size) -1,
AUX_BINDEX , AUX_SAMPLE , THRESHOLD , _K ,

SPLITSIZE );
}

}

Při dosažeńı konktétńı hranice pro velikost pole THRESHOLD je mı́sto voláńı
SampleSort volán alternativńı řadićı algoritmus. Protože jsou intervaly při-
hrádek seřazeny, je výsledkem seřazené vstupńı pole.

3.2 Optimalizace sekvenčńı verze

Prvńı implementace byla značně neefektivńı, proto jsem sv̊uj algoritmus opti-
malizoval. Jelikož funkce FindBucket se bude volat nejčastěji (pro každý prvek
v každé iteraci nejméně jednou), věnoval jsem se jej́ı optimalizaci.

Původńı funkce FindBucket pouze iterovala přes všechny splittery a při
prvńı shodě vracela index ćılové přihrádky. Toto s nar̊ustaj́ıćı velikost́ı vstupu
a se zvětšuj́ıćım se počtem splitter̊u znamenalo znatelný nar̊ust doby běhu
programu. Optimalizovaný FindBucket tedy využ́ıvá binárńıho vyhledáváńı,
které se ř́ıd́ı časovou složitost́ı O(log n) [3].

Na obrázku 3.1 je vidět graf doby běhu algoritmu před optimalizaćı a po
optimalizaci. Data k seřazeńı 3 se ř́ıd́ı exponenciálńım rozděleńım, parametry
k seřazeńı jsem náhodně zvolil:

• oversampling: 5

• počet splitter̊u: 50

• hranice THRESHOLD: 1,2 · 106

3Podrobněǰśımu popisu vstupńıch dat a měřeńı se věnuji v Kapitole 5.
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3.2. Optimalizace sekvenčńı verze
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Obrázek 3.1: Optimalizace algoritmu pomoćı binárńıho vyhledáváńı.

Dále jsem provedl optimalizaci v́ıcenásobným využit́ım alokované pomocné
paměti. Označme

• n = to− from+ 1 jako počet prvk̊u, které algoritmus muśı seřadit;

• s jako velikost vzorku.

Původńı naivńı verze vždy v každé iteraci alokovala pomocné pole k určeńı
indexu přihrádky a k výběru vzorku a splitter̊u. Toto se však ukázalo jako
časově náročné. S využit́ım znalosti, že pole pro ukládáńı vzorku a splitter̊u
jsou potřebná pouze v prvńıch dvou fáźıch algoritmu (popsány v Sekci 2.2.1)
a při rekurzivńım voláńı již nejsou potřeba, lze opakovaně využ́ıt dvou do-
datečných pomocných poĺı. Jelikož je počet splitter̊u vždy maximálně rovný
počtu vybraných vzork̊u, lze nav́ıc pro tyto dvě fáze využ́ıt pouze jednoho
pole.

Funkce si tedy předem naalokuje dvě pomocná pole:

1. AUX SAMPLE - pole typu int délky s. Toto pole je využ́ıváno při výběru
vzorku a určováńı splitter̊u.

2. AUX BUCKET INDEX - pole typu unsigned char délky n. Do tohoto po-
mocného pole algoritmus ukládá index přihrádky každého prvku. Index
prvku v tomto poli odpov́ıdá indexu prvku ve vstupńım poli a jeho hod-
nota udává index přihrádky v aktuálńı iteraci. Datový typ unsigned char
použ́ıvám v rámci šetřeńı mı́stem. Toto podle limitńı hodnoty unsigned
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3. Analýza a realizace vlastńıho algoritmu

char (dané standardem C++) omezuje počet možných přihrádek na 256,
lze však použ́ıt jiný datový typ.

Nı́že uvád́ım kód funkce Samplesort. Funkce nejprve alokuje potřebná po-
mocná pole a dále volá druhou funkci Samplesort, nyńı již s naalokovanými
prostředky.

void SampleSort (int *A, int from , int to , int THRESHOLD ,
int _K , int SPLITSIZE )

{
int len = to -from +1;
int * AUX_SAMPLE = new int [ SPLITSIZE * _K];
unsigned char * AUX_BUCKET_INDEX = new unsigned char [len ];

SampleSort (A,from ,to , AUX_BUCKET_INDEX , AUX_SAMPLE , THRESHOLD ,
_K , SPLITSIZE );

delete [] AUX_BUCKET_INDEX ;
delete [] AUX_SAMPLE ;

}

Tuto prvńı funkci budu dále v práci nazývat inicializačńı algoritmus,
nebo také inicializačńı funkce.

3.3 Analýza implementace

Časovou a pamět’ovou analýzu provád́ım pro každou část svého algoritmu
zvlášt’. Vstupńı pole délky n znač́ım A(n).

3.3.1 Časová analýza

Časovou složitost uvád́ım pro

1. Výběr vzorku se ř́ıd́ı složitost́ı

• O(1) pro konstantně danou velikost vzorku
• O(SPL ·K ·M) = O(|V |) pro dynamicky určenou velikost vzorku

(V definováno v Sekci 3.1).

2. Seřazeńı vzorku záviśı na použitém algoritmu, v př́ıpadě std::sort v ja-
zyce C++

• O(|V | · log2 |V |) podle standardu C++.

3. Výběr splitter̊u trvá

• O(1) pro konstantně danou velikost vzorku;

• O( |V |K ) = O(|V |) pro dynamicky určenou velikost vzorku.
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3.3. Analýza implementace

4. Určeńı indexu přihrádky, kde P je množina přihrádek, trvá

• O(n · log2 |P |), pokud je použito binárńı vyhledáváńı.

5. Prefixový součet jednotlivých přihrádek trvá

• O(|P |).

6. Rozřazeńı pole v nejhorš́ım př́ıpadě nejprve volá AssignToBucket na
prvńı prvek a proháźı v této funkci celé pole. Potom volá AssignToBucket
na zbylých n−1 prvk̊u, které jsou ale na správném mı́stě, takže se funkce
hned ukonč́ı. V tom př́ıpadě je časová složitost

• O(n+ n− 1) = O(n).

7. Celková časová složitost v tomto okamžiku čińı

• O(n · log2 n).

8. Seřazeńı přihrádek zálež́ı na použitém řadićım algoritmu a dosažeńı hra-
nice THRESHOLD. V ideálńım př́ıpadě je vždy v každé přihrádce stejný
počet prvk̊u. V nejhorš́ım př́ıpadě je vždy pouze v jedné přihrádce n−1
prvk̊u a v ostatńıch přihrádkách dohromady 1 prvek. Celková časová
složitost je tedy

• n
THRESHOLD · O(n · log2 n) + n

THRESHOLD · Talt v nejlepš́ım př́ıpadě,
• (n− THRESHOLD) · O(n · log2 n) + Talt v nejhorš́ı př́ıpadě,

kde Talt znač́ı časovou složitost použitého alternativńıho algoritmu.

3.3.2 Pamět’ová analýza

Algoritmus jako dodatečnou pamět’ pro sv̊uj běh potřebuje:

• O(n) paměti4 pro ukládáńı indexu ćılové přihrádky ve funkćıch
FindBucket a AssignToBucket. V prvńı iteraci Samplesort použ́ıvá pro
tyto funkce celé pole, v daľśıch iteraćıch pak jen části tohoto pole.

• O(|V |) paměti pro práci se vzorkem a splittery 5. Vzorek a pole vyb́ıráme
vždy konstantńı, proto lze opětovně využ́ıt jednoho pomocného pole.

• O(log2 n · 3 · |P |) = O(log2 n · |P |) paměti na zásobńıku k uložeńı po-
mocných struktur pro přihrádky, nebot’ každá struktura Bucket obsahuje
tři celoč́ıselné proměnné.

4Pole AUX BUCKET INDEX, alokované na začátku běhu algoritmu.
5Pole AUX SAMPLE, taktéž alokované na začátku běhu algoritmu.
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Kapitola 4
Paralelizace algoritmu

Samplesort

Paralelizaci sekvenčńıho algoritmu jsem provedl podle zadáńı pomoćı knihovny
OpenMP [9]. Hlavńı myšlenka paralelizace mého algoritmu spoč́ıvá v parale-
lizaci seřazeńı přihrádek. Jak uvád́ım v Kapitole 3, tato část je volána rekur-
zivně pro každou přihrádku. Tento krok lze rozdělit mezi v́ıce vláken.

Před představeńım paralelizace Samplesortu nejprve stručně poṕı̌si kni-
hovnu OpenMP.

4.1 Knihovna OpenMP

Informace v této sekci jsou čerpány výhradně z [10].
OpenMP je API, slouž́ıćı k programováńı paralelńıch aplikaćı. Použ́ıvá

sd́ılenou pamět’. K výpočtu použ́ıvá vlákna. Jak je uvedeno v [10]: ”Vlákno
je nejmenš́ı blok kódu, který lze plánovat a provádět na úrovni operačńıho
systému a který sd́ıĺı kontext výpočtu procesu.“

K paralelizaci kódu se v OpenMP použ́ıvaj́ı tzv. direktivy. Pomoćı direktiv
se v kódu vytvář́ı paralelńı oblasti (regiony), které mohou být vykonávány
paralelně běž́ıćımi vlákny nebo úlohami. OpenMP podporuje dva typy para-
lelizmu:

1. datový paralelizmus - direktiva for, která slouž́ı k paralelizaci datově
nezávislých iteraćı v cyklu;

2. funkčńı paralelizmus - direktiva task.

Během paralelizace jsem použil následuj́ıćı direktivy:

• #pragma omp parallel - tato direktiva označuje paralelńı oblast. Kód
v tomto bloku se vykonává paralelně. Pomoćı klauzule num threads()
lze nastavit počet vláken, které této oblasti přiděĺıme. Pomoćı klauzule
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4. Paralelizace algoritmu Samplesort

shared() lze nastavit sd́ılene proměnné. Pomoćı klauzule private() lze
nastavit lokálńı proměnné (každé vlákno má svou vlastńı instanci těchto
proměnných). Na konci oblasti jsou vlákna zrušena.

• #pragma omp task - tato direktiva vygeneruje novou úlohu (jednotku
paralelńıho výpočtu), kterou vlož́ı do zásobárny úloh, kde si ji vyzvedne
volné vlákno.

• #pragma omp single - označuje část kódu, která bude provedena pouze
jedńım vláknem.

• #pragma omp taskwait - zp̊usob́ı, že úloha v této části kódu čeká na
ukončeńı všech úloh př́ımých potomk̊u.

• #pragma omp atomic - zaruč́ı atomické (tj. nepřerušitelné) provedeńı
pamět’ové operace.

4.2 Paralelizace inicializačńı funkce

Inicializačńı algoritmus (ńıže uvedený jako ssort) jsem nejprve rozš́ı̌ril o para-
metr num threads, který určuje počet vláken, které programu přiděĺıme. Dále
bylo potřeba vytvořit nové pole AUXSAMPLE PROCESSES o velikosti num threads.
V tomto poli si každé vlákno bude uchovávat ukazatel na vlastńı pomocné
pole pro vyb́ıráńı vzorku. Toto bylo nezbytné, nebot’ by si vlákna vzájemně
přepisovala hodnoty vybraných vzork̊u či splitter̊u.

Nı́že uvád́ım upravenou verzi inicializačńıho algoritmu:

void ssort ( int *A, const int from , const int to ,
const unsigned char num_threads ,
const int THRESHOLD , const int _K ,
const int SPLITSIZE )

{
const int len = to -from +1;
unsigned char * AUX_BUCKET_INDEX = new unsigned char [len ];
int * AUXSAMPLE_PROCESSES [ num_threads ];
omp_set_num_threads ( num_threads );

# pragma omp parallel default (none) shared (A, AUX_BUCKET_INDEX ,
AUXSAMPLE_PROCESSES )

{

AUXSAMPLE_PROCESSES [ omp_get_thread_num ()]
= new int [ SPLITSIZE *_K];

# pragma omp single
ssort (A,from ,to , AUX_BUCKET_INDEX , AUXSAMPLE_PROCESSES ,

THRESHOLD ,_K , SPLITSIZE );
delete [] AUXSAMPLE_PROCESSES [ omp_get_thread_num ()];

}
}
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4.3. Paralelizace řadićı části

Direktiva #pragma omp parallel zaháj́ı paralelńı vykonáváńı programu. Sd́ı-
lené proměnné jsou v tomto př́ıpadě:

1. adresa vstupńıho pole A,

2. pomocné pole pro indexy přihrádek AUX BUCKET INDEX,

3. pole ukazatel̊u na pomocná pole AUXSAMPLE PROCESSES.

V této paralelńı části si každé vlákno alokuje vlastńı pomocné pole
AUX SAMPLE PROCESSES. Proměnná AUX BUCKET INDEX může být na rozd́ıl od
AUX SAMPLE sd́ılená, nebot’ jednotlivé procesy pracuj́ı s jinými bloky pole,
určenými krajńımi indexy bloku. Bloky jsou odděleny splittery (nejméně tedy
jedńım prvkem) a tud́ıž žádné dva procesy nepracuj́ı ani se shodným krajńım
indexem.

Direktiva #pragma omp single zp̊usob́ı, že voláńı druhé, řadićı funkce Sam-
plesort vykoná pouze jeden proces, nebot’ chceme, aby zde funkci ssort začalo
vykonávat pouze jedno vlákno; bez direktivy by funkci ssort začala provádět
všechna vlákna (paralelńı část nastává až při řazeńı přihrádek).

4.3 Paralelizace řadićı části

Nyńı poṕı̌si paralelizaci druhé funkce Samplesort, která vykonává řazeńı. Jak
jsem již uvedl na začátku této kapitoly, paralelizuji fázi rekurzivńıho řazeńı
přihrádek. Nı́že uvedený kód zobrazuje tuto paralelizovanou část.

for ( int i = 0; i < bucket_count ; i += 2){
if ( B[i]. size > 0 ){

const int child_from = from+B[i]. offset ;
const int child_to = (from+B[i]. offset +B[i]. size) -1;
# pragma omp task default (none) shared (A,AUX ,

AUXSAMPLE_PROCESSES )
ssort(A, child_from , child_to ,AUX , AUXSAMPLE_PROCESSES ,

THRESHOLD );
}

}
# pragma omp taskwait

Za povšimnut́ı zde stoj́ı dvě nové proměnné child from a child to a di-
rektiva #pragma omp taskwait. Proměnné child from a child to určuj́ı in-
terval přihrádky ve vstupńım poli A, kterou algoritmus předává volnému
vláknu. V této části docházelo k pádu programu z d̊uvodu neplatného př́ıstupu
k zásobńıku. Toto jsem vyřešil přidáńım direktivy #pragma omp taskwait,
což ovšem může zp̊usobovat celkové zpomaleńı programu, nebot’ tato direk-
tiva zp̊usobuje vznik bariéry v dané části programu, tud́ıž program čeká na
dokončeńı všech vláken.
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4. Paralelizace algoritmu Samplesort

4.4 Paralelizace měřeńı a př́ıstupu ke globálńım
proměnným

K měřeńı jsem použil globálńı proměnné. Jelikož budou vlákna k takovým
proměnným přistupovat současně, realizuji př́ıstup k nim pomoćı direktivy
#pragma omp atomic. Jako př́ıklad uvád́ım poč́ıtáńı provedených iteraćı al-
goritmem Samplesort. Jako globálńı proměnnou jsem si deklaroval proměnnou
ITERATIONS, kterou na začátku každého voláńı řadićı funkce
SampleSort inkrementuji o 1. V kódu implementováno následovně:

# pragma omp atomic
ITERATIONS ++;
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Kapitola 5
Mě̌rěńı a porovnáńı výkonu

jednotlivých implementaćı

Než uvedu výsledky měřeńı, poṕı̌si nejprve použité technologie pro měřeńı.

5.1 Použité prostředky pro měřeńı

Měřeńı provád́ım na virtuálńım serveru, vytvořeném pomoćı OpenStack plat-
formy [11]. Dále virtuálńı server označuji zkráceně jako VM (angl. virtual
machine).

5.1.1 Parametry virtuálńıho serveru

VM použité k měřeńı má následuj́ıćı parametry:

• Velikost operačńı paměti: 16 GB

• Počet virtuálńıch jader: 24

• Operačńı systém: Ubuntu 16.04

• Verze g++: 5.4.0

• Verze OpenMP: 4.0

Parametry procesoru hypervizoru:

• Intel c© Xeon c© CPU E5-2660 v2, frekvence 2.20GHz, 8 fyzických jader
s hyper-threadingem
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5. Měřěńı a porovnáńı výkonu jednotlivých implementaćı

5.1.2 Wolfram Mathematica

Ke generováńı náhodných č́ısel s konkrétńım rozděleńım jsem použil program
Wolfram Mathematica (zkráceně Mathematica) [12], verze 11.3. Pro gene-
rováńı 107 náhodných č́ısel jsem využil funkci RandomVariate. Náhodná data
o velikosti k · 107 byla vytvořena sloučeńım k náhodně vygenerovaných dat
o velikosti 107, generovaných identickou náhodnou funkćı.

5.2 Generováńı náhodných testovaćıch dat

Data pro měřeńı byla generována pomoćı programu Wolfram Mathematica
za použit́ı funkce RandomVariate a následně exportována ve formátu CSV
pomoćı následuj́ıćıch př́ıkaz̊u (ukázka pro velikost dat 107):

dataexponential = Floor[
RandomVariate [

ExponentialDistribution [10ˆ -8] , 10ˆ7] ]

datanormal = Floor[
RandomVariate [

NormalDistribution [0, 2ˆ20] , 10ˆ7] ]

datauniform = Floor[
RandomVariate [

UniformDistribution [{ -2ˆ20 , 2ˆ20}] , 10ˆ7] ]

export [" normal -10 e7.csv", datanormal , "CSV "]
export [" exponential -10 e7.csv", data , "CSV "]
export [" uniform -10 e7.csv", data , "CSV "]

Obrázky 5.1, 5.2 a 5.3 ukazuj́ı histogramy těchto dat.
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Obrázek 5.1: Histogram náhodně generovaných dat s exponenciálńım
rozděleńım
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Obrázek 5.2: Histogram náhodně generovaných dat s normálńım rozděleńım
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Obrázek 5.3: Histogram náhodně generovaných dat s uniformńım rozděleńım

5.3 Hledáńı optimálńıch parametr̊u pro sekvenčńı
Samplesort

Jelikož efektivita Samplesortu záviśı na volbě vnitřńıch parametr̊u, provedl
jsem nejprve hledáńı optimálńı hodnoty těchto paramet̊u pro r̊uzně rozdělená
data a r̊uzně velké vstupy. Měřeńı jsem provedl na výše uvedeném virtuálńım
serveru, pro sekvenčńı Samplesort s použit́ım Flashsortu jako alternativńıho
řadićıho algoritmu. Kód byl zkompilován pomoćı následuj́ıćıho př́ıkazu:

g++ -std=c++11 -fopenmp samplesort.cpp -o samplesort

Přeṕınač -fopenmp je nutný kv̊uli použit́ı funkce omp get wtime pro měřeńı
doby běhu programu.

Měřeńı provád́ım v závislosti na parametrech

• oversampling K,

• počet splitter̊u S,

• hranice pro přepnut́ı řadićıho algoritmu T,

• velikost vstupńı posloupnosti n.

Pro měřeńı doby běhu algoritmu použ́ıvám funkci omp get wtime, která
je součást́ı OpenMP API. V ńıže uvedených tabulkách uvád́ım dobu běhu
algoritmu v sekundách v závislosti na daných parametrech. Hodnoty byly
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5.3. Hledáńı optimálńıch parametr̊u pro sekvenčńı Samplesort

vybrány jako medián z naměřených hodnot pro deset identických měřeńı. Kv̊uli
velkému obsahu tabulek uvád́ım pouze tabulky pro n = 5 · 107. Pro ostatńı
velikosti vstupu uvád́ım pouze optimálńı parametry v př́ıslušných souhrnných
tabulkách.

Dále uvád́ım grafy zobrazuj́ıćı porovnáńı čas̊u běhu algoritmů Samplesort,
Flashsort a std::sort při stejných vstupńıch datech.

5.3.1 Hledáńı optimálńıch parametr̊u pro data
s exponenciálńım rozděleńım

Tabulka 5.1 ukazuje dobu běhu algoritmu v závislosti na daných parametrech
pro náhodně generovaná data s exponenciálńım rozděleńım o velikosti 5 · 107

prvk̊u. V tabulce je zvýrazněný nejmenš́ı a největš́ı naměřený čas. Z toho lze
usoudit, že pro takováto data je optimálńı volba parametr̊u

T = 4 · 106, S = 25, K = 10.
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5. Měřěńı a porovnáńı výkonu jednotlivých implementaćı

T S Doba běhu [s]
K=1 K=5 K=10 K=15 K=20 K=25 K=30

2,5 · 105

5 24,6233 23,4639 22,852 22,9875 23,4811 23,4822 23,4940
10 21,6653 20,7322 20,8043 21,0106 21,0288 21,0946 21,1149
15 20,8881 19,9167 19,8373 19,8894 19,5086 19,5256 19,5956
20 20,3498 18,944 18,2448 18,1832 18,2342 18,1568 18,056
25 19,8126 18,4797 18,2184 18,3167 18,2713 18,2333 18,2596

5 · 105

5 23,5312 21,4962 21,2665 21,0861 21,0943 21,2393 21,3323
10 20,0755 19,7094 19,1154 19,0246 19,064 19,2463 19,2718
15 19,5115 17,9567 17,9599 17,8865 17,798 18,0139 18,2054
20 18,7568 17,9967 18,0633 18,1029 18,08 18,1615 18,1492
25 18,6505 18,2253 18,2655 18,2953 18,2296 18,3447 18,6413

1 · 106

5 21,6863 20,0847 20,0819 20,0723 19,9967 19,7478 19,8853
10 18,9355 17,4913 17,7615 17,1567 17,1499 17,2377 17,2973
15 18,4799 17,5671 17,6976 17,6775 17,8348 17,7844 17,7579
20 17,9211 17,8227 18,115 18,148 18,112 18,1037 18,1524
25 17,6594 17,9821 18,0176 18,2015 18,2889 18,1813 18,2345

2 · 106

5 19,6262 18,9052 18,6159 18,6598 18,6368 18,5058 18,4297
10 18,1143 17,1285 17,0789 17,1659 17,0937 17,1031 17,109
15 17,4076 17,4194 17,3297 17,5795 17,6199 17,4261 17,5924
20 17,2741 17,1361 17,1628 17,1985 17,3189 17,7341 17,5919
25 16,967 16,7058 16,5716 16,5531 16,5649 16,0 16,3176

4 · 106

5 18,503 17,6921 17,5798 17,4142 17,5917 17,4112 17,7338
10 17,0443 16,5368 17,0591 16,7745 16,8305 16,7132 16,7383
15 16,3773 15,7702 15,7804 15,4348 15,4482 15,7502 15,8708
20 16,233 15,086 14,8417 14,8201 14,6061 14,6877 15,305
25 15,802 14,5813 14,3754 14,3395 14,4501 14,3358 14,5774

8 · 106

5 18,2121 17,077 17,2667 17,2295 17,2178 17,3275 17,1869
10 17,2767 16,0153 15,8784 15,6464 15,6337 15,7734 15,8728
15 15,7571 15,4783 15,0793 15,2819 15,0255 15,0981 15,0735
20 15,8446 14,9799 14,8668 14,7205 14,6198 14,5989 14,5657
25 15,4944 14,4771 14,8152 14,3691 14,5278 14,5185 14,39

Tabulka 5.1: Doba běhu Samplesortu pro n = 5 · 107 - exponenciálńı rozděleńı

Stejným měřeńım jsem určil i optimálńı parametry pro jiné velikosti vstup̊u,
které včetně celkového počtu iteraćı Samplesortu uvád́ım v Tabulce 5.2. Obrá-
zek 5.4 ukazuje potom porovnáńı doby běhu sekvenčńıch algoritmů Flashsort,
Samplesort a std::sort na stejných testovaćıch datech.
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5.3. Hledáńı optimálńıch parametr̊u pro sekvenčńı Samplesort

n [·106] T S K Doba běhu [s] Počet iteraćı
10 1,6 · 106 10 5 2,43091 11
20 3,2 · 106 20 15 5,37916 21
30 4,8 · 106 25 5 8,12922 26
40 6,4 · 106 25 25 11,1049 26
50 4 · 106 25 10 14,3754 26
60 4,8 · 106 25 15 17,7862 26
70 11,2 · 106 20 15 22,2666 21
80 6,4 · 106 25 20 24,4099 26

Tabulka 5.2: Souhrn optimálńıch parametr̊u Samplesortu - exponenciálńı
rozděleńı
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Obrázek 5.4: Rychlost sekvenčńıch algoritmů - exponenciálńı rozděleńı dat

5.3.2 Hledáńı optimálńıch parametr̊u pro data s nomálńım
rozděleńım

Zde uvád́ım obdobonou Tabulku 5.3 pro n = 5 · 107 a data s normálńım
rozděleńım. Optimálńı volba parametr̊u pro toto rozděleńı je

T = 4 · 106, S = 20, K = 10.

39



5. Měřěńı a porovnáńı výkonu jednotlivých implementaćı

T S Doba běhu [s]
K=1 K=5 K=10 K=15 K=20 K=25 K=30

2,5 · 105

5 24,1222 21,4615 21,9719 21,4365 21,7883 21,6376 22,0452
10 20,9537 20,1472 20,1203 20,0772 20,1566 20,3454 20,3975
15 20,3544 19,1049 18,6252 18,4465 18,7819 18,3854 18,2387
20 19,2274 18,2739 17,7369 17,5094 17,4177 17,4103 17,3228
25 18,3994 17,5151 17,3331 17,1653 17,2694 17,3352 17,2575

5 · 105

5 21,2886 20,1821 20,031 19,908 19,9268 19,6622 19,506
10 19,2747 18,5241 18,2485 18,4145 18,2561 18,4059 18,4996
15 18,3801 17,0036 17,1824 16,8993 16,9936 16,8207 16,979
20 18,3049 17,1416 17,336 17,2104 17,2142 17,2097 17,3065
25 17,4477 17,3393 17,5338 17,3692 17,4328 17,5026 17,3241

1 · 106

5 20,4247 18,6311 18,4195 18,7338 19,1233 18,4548 18,589
10 18,3499 17,3202 16,4338 16,4595 16,3728 16,35 16,2714
15 17,9086 16,9472 16,793 16,9267 16,861 17,0044 17,067
20 17,158 16,7254 17,1909 17,2343 17,2533 7,2187 17,2209
25 16,7778 17,1465 17,3057 17,3097 17,412 17,3507 17,3052

2 · 106

5 18,0617 17,2386 17,0283 17,5279 17,6851 17,6812 17,862
10 17,0648 16,3238 16,3382 16,2516 16,5038 16,3741 16,4566
15 16,4616 16,5575 16,9127 16,8099 16,7475 16,5497 16,8308
20 16,2976 16,0616 16,3075 16,4094 16,5434 16,7349 17,2039
25 15,6051 15,4382 15,6831 15,4928 15,6329 15,9077 15,794

4 · 106

5 18,2359 16,6692 16,7304 16,6421 16,5287 16,7503 16,6985
10 16,0189 15,8523 15,6641 15,6966 16,0829 16,1964 16,2261
15 15,8305 15,0582 15,0685 14,4812 14,7049 14,8022 15,0915
20 15,2325 14,3174 13,539 14,164 13,9359 13,9775 14,1433
25 15,1304 13,6288 13,6237 13,6686 13,7957 13,5894 13,6208

8 · 106

5 18,5233 16,4854 16,6296 16,5155 16,5925 16,3909 16,382
10 15,8996 15,1402 15,2192 15,1555 15,0968 15,2544 15,2897
15 15,0633 14,4681 14,3106 14,2972 14,2797 14,1177 14,0867
20 14,5472 14,3021 14,0411 13,9531 13,787 13,9477 13,9072
25 14,1402 14,0025 13,6632 13,5775 13,6158 13,7643 13,5772

Tabulka 5.3: Doba běhu Samplesortu pro n = 5 · 107 - normálńı rozděleńı

Shrnut́ı optimálńıch parametr̊u pro ostatńı velikosti vstupu opět uvád́ım
v Tabulce 5.4 a porovnáńı doby běhu algoritmů v grafu na Obrázku 5.5
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5.3. Hledáńı optimálńıch parametr̊u pro sekvenčńı Samplesort

n [·106] T S K Doba běhu [s] Počet iteraćı
10 1,6 · 106 10 25 2,42778 22
20 3,2 · 106 10 15 4,91009 11
30 4,8 · 106 10 15 7,65308 11
40 3,2 · 106 25 10 10,3387 26
50 4 · 106 20 10 13,539 21
60 4,8 · 106 20 20 16,2741 21
70 5,6 · 106 25 25 18,7699 26
80 12,8 · 106 20 5 22,3339 52

Tabulka 5.4: Souhrn optimálńıch parametr̊u Samplesortu - normálńı rozděleńı
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Obrázek 5.5: Rychlost sekvenčńıch algoritmů - data s normálńım rozděleńım

5.3.3 Hledáńı optimálńıch parametr̊u pro data s uniformńım
rozděleńım

Tabulka 5.5 je obdobná jako tabulky v předchoźıch sekćıch. Tentokrát obsa-
huje naměřenou dobu běhu Samplesortu pro data s uniformńım rozděleńım.
Optimálńı volba parametr̊u pro toto rozděleńı je

T = 4 · 106, S = 25, K = 25.
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5. Měřěńı a porovnáńı výkonu jednotlivých implementaćı

T S Doba běhu [s]
K=1 K=5 K=10 K=15 K=20 K=25 K=30

2,5 · 105

5 23,9635 22,17 22,4812 21,934 22,3347 22,0774 21,9487
10 20,7757 19,9702 20,191 20,1011 20,1352 20,231 20,3152
15 19,4927 19,2291 18,7207 18,2397 18,3234 18,4131 18,1042
20 19,1518 18,0146 17,4856 17,2806 17,3067 17,3814 17,3707
25 18,8052 17,5208 17,4164 17,4431 17,4552 17,4531 17,5104

5 · 105

5 22,0425 20,8581 20,2695 20,3751 19,9137 20,2787 19,8197
10 19,4681 18,5755 18,2434 18,057 18,2539 18,3355 18,4951
15 18,4234 17,2522 16,919 16,9622 16,99 16,9482 16,8683
20 18,0424 17,1795 17,2826 17,2294 17,2286 17,4229 17,5028
25 17,6214 17,4279 17,371 17,3452 17,3587 17,4551 17,5529

1 · 106

5 19,9938 18,8276 18,5984 19,1443 19,0559 19,0794 19,1458
10 18,1948 16,8924 16,5886 16,4163 16,2696 16,3734 16,2975
15 17,4691 16,7586 16,9863 16,8721 17,0391 17,0467 17,0687
20 16,9824 17,0378 17,0869 17,2771 17,1761 17,2457 17,3345
25 16,6724 17,1383 17,2738 17,313 17,3881 17,4037 17,559

2 · 106

5 18,1398 17,0227 17,2086 17,3743 17,4001 17,2792 17,0792
10 16,9883 16,1191 16,2753 16,4148 16,2095 16,1653 16,3766
15 16,2935 16,6284 16,4457 16,4924 16,7682 16,5928 16,8856
20 16,1094 15,9955 16,0103 16,2122 16,602 16,2711 16,4649
25 15,7312 15,2428 15,2904 15,7014 15,5704 15,8256 16,1151

4 · 106

5 17,5221 15,8685 16,0668 16,1829 15,9844 16,0806 16,2541
10 16,0236 15,3041 15,683 15,6369 15,3289 15,9728 15,4987
15 15,1626 14,5243 14,5088 14,5974 14,351 14,1986 14,3731
20 15,2057 13,3803 13,2034 13,2216 13,3275 13,141 13,0646
25 13,9124 13,1066 12,9818 13,0751 13,0933 12,9059 12,9252

8 · 106

5 17,7095 16,1799 15,9564 16,2139 16,126 15,8597 15,6993
10 15,3142 14,3833 14,3959 14,2869 14,0747 14,2933 14,491
15 14,6171 13,8613 13,9286 13,5763 13,6414 13,7392 13,8662
20 13,3369 13,0208 13,0517 13,0145 13,1096 13,0884 13,1684
25 13,379 12,9645 12,9768 12,9475 13,0396 12,9394 12,976

Tabulka 5.5: Doba běhu Samplesortu pro n = 5 · 107 - uniformńı rozděleńı

Souhrn optimálńıch parametr̊u Samplesortu pro řazeńı dat s uniformńım
rozděleńım uvád́ım v Tabulce 5.6. Obrázek 5.6 ukazuje graf doby běhu jed-
notlivých algoritmů.
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5.3. Hledáńı optimálńıch parametr̊u pro sekvenčńı Samplesort
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Obrázek 5.6: Rychlost sekvenčńıch algoritmů - data s normálńım rozděleńım

n [·106] T S K Doba běhu [s] Počet iteraćı
10 1,6 · 106 10 20 2,5771 11
20 3,2 · 106 15 10 4,79263 16
30 2,4 · 106 25 10 7,48127 26
40 3,2 · 106 20 25 10,7013 21
50 4 · 106 25 25 12,9095 26
60 9,6 · 106 25 25 17,1825 23
70 5,6 · 106 20 20 20,2099 21
80 12,8 · 106 15 25 24,1249 16

Tabulka 5.6: Souhrn optimálńıch parametr̊u Samplesortu - uniformńı rozděleńı

5.3.4 Diskuze výsledk̊u hledáńı optimálńıch parametr̊u

Z výše uvedených Tabulek a graf̊u lze vyč́ıst, že optimálńı hranice THRESHOLD
pro využit́ı alternativńıho algoritmu se pro uvedená testovaćı data pohy-
buje nejčastěji okolo 15% velikosti vstupńıch dat. Dále můžeme pozorovat,
že volba oversampling faktoru K v rozmeźı 10 až 20 dosahuje obvykle nej-
lepš́ıch výsledk̊u, tedy poměr času potřebného k seřazeńı vzorku a celkového
zvýšeńı přesnosti výběru splitter̊u je tak optimálńı. Nakonec pozorujeme, že
počet potřebných splitter̊u zpravidla stoupá s rostoućı velikost́ı vstupńıch dat.
Toto je tedy potřeba při řazeńı algoritmem zohlednit.
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5. Měřěńı a porovnáńı výkonu jednotlivých implementaćı

5.4 Nerekurzivńı algoritmus Samplesort

Jedńım z ćıl̊u práce bylo použ́ıt Samplesort pouze k předzpracováńı dat, tedy
volat Samplesort pouze jednou a dál řadit přihrádky pomoćı jiných algoritmů
mı́sto rekurze. Toto řešeńı se však ukázalo jako neefektivńı, jak ukazuje graf
na Obrázku 5.7.

Jako jiné řadićı algoritmy jsem zvolil std::sort (v grafu uveden jako
samplesort-std) a Flashsort (v grafu uveden jako samplesort-flash). Jako
parametry pro prvńı iteraci Samplesortu voĺım optimálńı parametry ze Sekce
5.3. Na grafu je vidět doba běhu těchto řešeńı na datech o velikosti 5 · 107

s normálńım rozděleńım. Tato data porovnávám s referenčńı dobou běhu Sam-
plesortu (v grafu označen jako samplesort), naměřenou v sekci 5.3.2.
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Obrázek 5.7: Doba běhu rekurzivńıho a nerekurzivńıho algoritmu Samplesort

5.5 Měřeńı doby běhu paralelńıho Samplesortu

Měřeńı běhu paralelńıho algoritmu prob́ıhalo na uvedeném testovaćım serveru.
Program byl zkompilován následuj́ıćım př́ıkazem

g++ -std=c++11 -fopenmp -Ofast samplesort-parallel.cpp -o
samplesort-parallel

s přeṕınačem -fopenmp pro překlad OpenMP direktiv a s optimalizačńım
přeṕınačem -Ofast. Tato optimalizace zp̊usobila celkové zrychleńı ostatńıch
algoritmů, včetně algoritmů std::sort a Flashsort, proto uvád́ım i nově namě-
řená data pro tyto algoritmy.
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5.5. Měřeńı doby běhu paralelńıho Samplesortu

Obrázek 5.8 zobrazuje rychlost běhu Samplesortu v závislosti na počtu
přidělených vláken. Graf uvád́ım pro data o velikosti 8 ·107, s exponenciálńım,
normálńım a uniformńım rozděleńım. Parametry pro každé uspořádáńı dat
voĺım podle př́ıslušných optimálńıch parametr̊u ze Sekce 5.3. Pro přesnost
uvád́ım výsledky těchto měřeńı v Tabulce 5.7.

# vláken Doba běhu algoritmu [s] / rozděleńı
exponenciálńı normálńı uniformńı

1 18,9735 16,9738 17,1596
2 11,644 11,4654 11,873
4 8,53319 8,36165 8,5921
6 7,37341 7,41468 7,22961
8 6,70869 7,11787 6,78608
10 6,59559 6,7337 6,40242
12 6,2711 6,69703 6,39501
14 6,25955 6,36298 5,91312
16 6,03469 6,151 6,21061
18 5,98351 6,25568 5,8864
20 6,06789 6,51026 6,0661
22 5,93734 6,20092 6,10688
24 5,88966 6,05353 6,00276

Tabulka 5.7: Doba běhu paralelńıho algoritmu Samplesort pro velikost dat
8.107 - r̊uzná rozděleńı

Tyto grafy lze porovnat s dobou běhu neparalelńıch algoritmů std::sort a
Flashsort na stejných datech. Tato č́ısla (v sekundách) uvád́ım v referenčńı
Tabulce 5.8.

Rozděleńı dat std::sort Flashsort
Exponenciálńı 9,40711 25,1293

Normálńı 8,66373 26,5975
Uniformńı 8,23994 25,9196

Tabulka 5.8: Referenčńı doba běhu [s] algoritmů Samplesort a Flashsort pro
data velikosti 5 · 107 - r̊uzná rozděleńı

5.5.1 Diskuze výsledk̊u měřeńı doby běhu paralelńıho
Samplesortu

Podle naměřených výsledk̊u lze vyvodit, že algoritmus Samplesort byl úspěšně
paralelizován. K největš́ımu paralelizmu docháźı v př́ıpadě, kdy je vstup op-
timálně rozdělen do přihrádek a každá přihrádka je seřazena vlastńım vláknem,
přičemž počet přihrádek se pohybuje okolo počtu dostupných vláken. Dále lze
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5. Měřěńı a porovnáńı výkonu jednotlivých implementaćı

podle Obrázku 5.8 usoudit, že paralelizace snižuje rozd́ıly v době běhu algo-
ritmu pro data s jiným rozděleńım.
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Závěr

Ćılem práce bylo seznámit se s algoritmem Samplesort, implementovat vlastńı
verzi algoritmu a tuto verzi paralelizovat. Ćılem práce bylo také vzájemně
porovnat efektivitu jednotlivých implementaćı.

V prvńı kapitole jsme si představili základńı pojmy použ́ıvané v této práci,
nezbytné k pochopeńı obsahu, a uvedli ćıle této práce.

Ve druhé kapitole jsme si přibĺıžili a analyzovali algoritmy Quicksort a
Samplesort a představili algoritmus Flashsort. Tato kapitola byla převážně
teoretická.

Ve třet́ı kapitole jsme se věnovali vlastńı implementaci algoritmu Sample-
sort, včetně popisu optimalizaćı zvyšuj́ıćıch efektivitu tohoto algoritmu. Ke
konci třet́ı kapitoly jsme provedli teoretickou analýzu navrhnuté implemen-
tace.

Čtvrtá kapitola sleduje pr̊uběh paralelizace implementace ze třet́ı kapitoly.
Vysvětlili jsme si v ńı hlavńı myšlenku a jednotlivé kroky postupné paraleli-
zace. Na úvod je zde nav́ıc stručně popsána použitá knihovna OpenMP.

V páté a posledńı kapitole jsme si definovali použité prostředky pro měřeńı
a zp̊usob generováńı náhodných testovaćıch dat. Dále jsme se seznámili s reál-
nými naměřenými daty, která ukazuj́ı efektivitu jednotlivých implementaćı a
nalezli optimálńı parametry pro algoritmus Samplesort. Zde jsme také zjistili,
že uvedená implementace je efektivněǰśı než některé existuj́ıćı řad́ıćı algoritmy
(včetně std::sort). Nakonec jsme si ukázali efektivitu úspěšné paralelizace,
která nám přinesla až několikanásobné zrychleńı.

Na tuto práci lze v budoucnosti navázat. V práci jsme si představili im-
plementaci pouze pro celoč́ıselné datové typy a řazeńı algoritmem Flashsort.
Je možné implementovat algoritmus pro daľśı datové typy, použ́ıt jiný řad́ıćı
algoritmus, provést hledáńı daľśıch optimálńıch parametr̊u, implementovat po-
kročileǰśı metody výběru vzorku či jinak algoritmus paralelizovat.
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2. LEISCHNER, N.; OSIPOV, V.; SANDERS, P. GPU sample sort. In:
2010 IEEE International Symposium on Parallel Distributed Processing
(IPDPS). 2010, s. 1–10. ISSN 1530-2075. Dostupné z DOI: 10.1109/
IPDPS.2010.5470444.

3. BAJWA, M. S.; AGARWAL, A. P.; MANCHANDA, S. Ternary search al-
gorithm: Improvement of binary search. In: 2015 2nd International Con-
ference on Computing for Sustainable Global Development (INDIACom).
2015, s. 1723–1725.

4. HOARE, C. A. R. Quicksort. The Computer Journal. 1962, roč. 5, č. 1,
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http://www.drdobbs.com/database/the-flashsort1-algorithm/
184410496.

7. Flashsort [online] [cit. 2019-05-10]. Dostupné z: http://www.cs.utah.
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buované programováńı: Úvod do OpenMP [online]. 2018 [cit. 2019-05-05].
Dostupné z: https://courses.fit.cvut.cz/MI-PDP/media/lectures/
MI-PDP-Prednaska02-OpenMP.pdf [Soubor př́ıstupný po přihlášeńı do
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Př́ıloha A
Seznam použitých zkratek

CPU central processing unit

GPU graphical processing unit

CSV comma-separated values

API application programming interface

VM virtual machine
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Př́ıloha B
Obsah p̌riloženého CD

readme.txt .................................. stručný popis obsahu CD
src

impl...................................zdrojové kódy implementace
thesis ...................... zdrojová forma práce ve formátu LATEX

graphs.....................................grafy použité v práci
text ....................................................... text práce

BP Erazim Pavel 2019.pdf.............. text práce ve formátu PDF
BP Erazim Pavel 2019 zadani.pdf .... zadáńı práce ve formátu PDF
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