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hlas autora.

Odkaz na tuto práci
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Abstrakt

Tato diplomová práce se zabývá implementaćı základu knihovny pro práci
s ř́ıdkými maticemi. Dále je obsažena implementace a optimalizace masivně
paralelizovaného násobeńı matic na GPU za využit́ı technologie CUDA.

Práce také slouž́ı k poskytnut́ı vhledu do problematiky násobeńı matic,
ř́ıdkých matic a efektivńı implementace algoritmů v technologii CUDA obecně.

Kĺıčová slova Násobeńı matic, ř́ıdké matice, CUDA, optimalizace, knihov-
na, GPU, C++.

Abstract

This master’s thesis deals with implementation of the basis of sparse mat-
rix library. It also contains implementation and optimalisations of massively
parallel matrix multiplication on GPU in the CUDA technology.

This work is also intended to give basic level understanding of the mat-
rix multiplication, sparse matrices and efficient implementation of algorithms
under the limitations of the CUDA technology.

Keywords Matrix multiplication, sparse matrices, CUDA, optimization,
library, GPU, C++.
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2.3 Sekvenčńı algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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4.2 Nastaveńı kompilace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.3 Unit testy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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xi





Seznam tabulek
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Úvod

Jedńım ze základńıch algebraických problémů je násobeńı matic. Tato ope-
race je základńım stavebńım kamenem mnoha v praxi významných algo-
ritmů, např́ıklad fyzikálńıch simulaćı, hledáńı nejkratš́ı cesty. Často se také
využ́ıvá v poč́ıtačové grafice.

Řešeńı tohoto problému se věnovalo již značné úsiĺı a za posledńı stolet́ı
se podařilo sńıžit teoretickou časovou složitost vynásobeńı dvou matic z na-
ivńıho kubického algoritmu (O(n3)) až na úroveň Coppersmith-Winogradova
algoritmu (O(n2.372)) a dosáhnout i značných zlepšeńı efektivity implementaćı
těchto algoritmů.

Mnoho problémů však vede na násobeńı ř́ıdkých matic, tedy matic s vel-
kým množstv́ım nulových prvk̊u. Klasické algoritmy násobeńı matic nejsou
schopné využ́ıt této vlastnosti matic a jejich časová složitost je nezávislá na
množstv́ı nenulových prvk̊u. Při využit́ı této vlastnosti je však možné ušetřit
značnou část výpočetńıch prostředk̊u a dosáhnout tak mnohem vyšš́ı rychlosti
výpočt̊u.

Vzhledem k neustálému zvyšováńı výkonu grafických karet (GPU) a po-
malému r̊ustu výkonu CPU se v posledńıch letech stále častěji výpočty přesou-
vaj́ı na GPU a masivně paralelizuj́ı. Správně implementovaný a optimalizo-
vaný algoritmus tak může teoreticky źıskat př́ıstup k řádově sto i tiśıcinásob-
ným výpočetńım prostředk̊um. Tento trend je taktéž pośılen relativńı jedno-
duchost́ı implementace kód̊u za pomoc specializovaných technologíı (CUDA,
openCV).

Tato práce se zaměřuje na výše zmı́něný problém násobeńı ř́ıdkých matic
a využit́ı výpočt̊u na grafické kartě pro jeho řešeńı. Ćılem práce je poskytnout
čtenáři vhled do základńı problematiky násobeńı matic, problematiky ř́ıdkých
matic a operaćı s nimi a současného stavu existuj́ıćıch knihoven pro práci
s ř́ıdkými maticemi.

Dále je součást́ı práce navržeńı a implementace kostry knihovny pro práci
s ř́ıdkými maticemi, která může v budoucnu sloužit jako základ pro testováńı
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Úvod

algoritmů a př́ıpadně i jako základ větš́ıch projekt̊u. V neposledńı řadě je také
součást́ı práce implementace a optimalizace několika implementaćı násobeńı
ř́ıdkých matic v technologii CUDA (a integrace do vytvořené kostry knihovny).

V posledńı části práce jsou vytvořené kódy testovány, vyhodnoceny a po-
rovnány s efektivitou současné verze ”konkurenčńı“ knihovny pro násobeńı
ř́ıdkých matic na GPU.

Tato práce může sloužit jako studijńı materiál pro zájemce o problematiku
ř́ıdkých matic, praktická část pak může být využita jako základ pro vytvořeńı
v praxi použitelné implementace efektivńı knihovny pro práci s ř́ıdkými ma-
ticemi.

Ćılem prvńı kapitoly (Analýza) je seznámit čtenáře se základńı problema-
tikou násobeńı matic a algoritmy použ́ıvanými pro násobeńı matic v hustých
formátech. Dále se v této kapitole také čtenář dočte o formátech ukládáńı
ř́ıdkých matic, jejich specifikách a silných stránkách. V neposledńı řadě se zde
také nacháźı rešerše současných knihoven pro práci s ř́ıdkými maticemi a in-
formace o tom, jaké algoritmy a jaký interface tyto knihovny použ́ıvaj́ı. Tyto
informace budou v daľśıch částech využity k návrhu nové knihovny.

Ve druhé kapitole (Návrh) je nejdř́ıve zd̊uvodněn výběr formát̊u ř́ıdkých
matic pro implementaci, dále jsem navrženy a popsány sekvenčńı algoritmy
a datové struktury pro práci s vybranými formáty a navrženy dva zp̊usoby
paralelizace algoritmů násobeńı matic. Je zde také popsán základ tř́ıdńı struk-
tury navržené knihovny a integrace paralelńıch algoritmů s knihovnou.

Ve třet́ı kapitole (Implementace) je popsán pr̊uběh implementace knihovny
a paralelizovaného násobeńı. Je zde popsána škála využitých postup̊u pro op-
timalizaci CUDA (paralelizovaných) kód̊u a racionalizace těchto technik. Jsou
zde zmı́něna i některá omezeńı této technologie a jak se s nimi vypořádat.

V posledńı kapitole (Testováńı) je popsán zp̊usob testováńı správnosti
a efektivity implementaćı, včetně využitého hardwaru a parametr̊u kompilace.
Dále se zde nacháźı výsledky testováńı efektivity hlavńıch optimalizačńıch
technik a verźı paralelizovaných algoritmů. V neposledńı řadě se zde taktéž
nacháźı srovnáńı efektivity s knihovnou cuSPARSE.
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Kapitola 1
Analýza

Ćılem této kapitoly je seznámeńı s problematikou, kterou se tato práce dále
zabývá (násobeńı matic, ř́ıdké matice), a s př́ıstupem”konkurenčńıch“ aplikaćı
k řešeńı této problematiky.

1.1 Základńı pojmy

V této sekci jsou definovány některé významné termı́ny využ́ıvané dále v práci.
Neńı-li uvedeno jinak, je matematický základ čerpán z [2], definice jsou však
parafrázovány, upraveny a zjednodušeny pro účely této práce.

Definice 1.1. Necht’ m,n ∈ N. Uspořádaný soubor n · m č́ısel zapsaný do
tabulky o n řádćıch a m sloupćıch nazýváme matice typu n × m. Matici
obvykle znač́ıme takto:

A =


a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m
...

... . . . ...
an1 an2 . . . anm

 ,

kde aij jsou prvky matice. Č́ıslu i ř́ıkáme řádkový a č́ıslu j sloupcový
index. [2]

Definice 1.2. Necht’ m,n, i ∈ N. Matici A typu n× 1 budeme nazývat slup-
cový vektor o délce n. Matici typu 1×m budeme nazývat řádkový vektor
o délce m, zkráceně pak vektor o délce m, a jeho prvky a1j ; j ≤ m můžeme
zkráceně psát aj

Definice 1.3. Necht’ n ∈ N a A,B jsou vektory o délce n. Skalárńı součin
vektor̊u c = A ·B definujeme takto: c =

∑n
k=1 ak · bk.
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1. Analýza

Definice 1.4. Necht’ m,n ∈ N, α ∈ R a A je matice typu n × m. Součin
matice A s reálným č́ıslem α, znač́ıme C = α · A, je matice typu n ×m,
pro kterou plat́ı

∀i, j ∈ N, i ≤ n, j ≤ m : cij = αaij .

Definice 1.5. Necht’ m,n ∈ N a A,B jsou matice typu n×m. Součet matic
C = A + B je matice typu n ×m, pro kterou plat́ı ∀i, j ∈ N, i ≤ n, j ≤ m :
cij = aij + bij .

Definice 1.6. Necht’ m,n ∈ N a A je matice typu n×m. Transpozićı matice
A, znač́ıme AT , nazýváme matici typu m× n, pro niž plat́ı

∀i, j ∈ N, i ≤ m, j ≤ n : aT
ij = aji.

Definice 1.7. Necht’ m, l, n ∈ N, A je matice typu n × l a B je matice typu
l × m. Maticovým součinem C = A · B nazýváme takovou matici typu
n×m, pro kterou plat́ı

∀i, j ∈ N, i ≤ n, j ≤ m : Cij =
l∑

k=1
aik · bkj .

Definice 1.8. Necht’ m,n, l ∈ N a A je matice typu n × m. Diagonálou
matice A nazveme takový vektor D délky l, pro který ∃c ∈ Z tak, že plat́ı

(∀i ∈ N, i ≤ l : di = ai,i+c, c ≥ 0 ∧ c+ l = m)∨

(∀i ∈ N, i ≤ l : di = ai−c,i, c ≤ 0 ∧ c+ l = n)

. Hodnotu c pak nazýváme offsetem diagonály.

Definice 1.9. Řekneme, že matice A = (ai,j) je pásovou matićı, pokud
existuj́ı nezáporné konstanty p, q (nazývané levý a pravý polo-pás) takové, že
ai,j 6= 0 pouze pokud i− p ≤ j ≤ i+ q.[3]

Definice 1.10. Necht’ m,n ∈ N, A je matice typu n×m. Hustotou matice
A nazveme c ∈ R, pro něž plat́ı

c = |{aij ; i, j ∈ N ∧ i ≤ n ∧ j ≤ m ∧ aij 6= 0}|
m · n

.

Neexistuje oficiálńı definice ř́ıdké matice. Pro naše účely však postač́ı tato
pragmatická definice od J. H. Wilkinsona:

Definice 1.11. Necht’ m,n ∈ N, o matici A typu n×m řekneme, že je ř́ıdká,
pokud můžeme využ́ıt faktu, že část jej́ıch hodnot je nulová.

Definice 1.12. Necht’ f, g jsou funkce na přirozených č́ıslech. Řekneme, že g
je asymptotickou horńı meźı f , znač́ıme f = O(g) právě tehdy, když:

∃c, n0; c ∈ R+, n0 ∈ N : ∀n ∈ N, n ≥ n0 : f(n) ≤ c · g(n).
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1.2. Formáty ř́ıdkých matic

Definice 1.13. Necht’ f, g jsou funkce na přirozených č́ıslech a x ∈ N. Vý-
početńı složitost́ı implementace algoritmu I nazveme takovou funkci f(x),
pro niž plat́ı g = O(f) a g(x) je funkćı závislosti počtu provedených operaćı
na velikosti vstupu.

Definice 1.14. Necht’ f, g jsou funkce na přirozených č́ıslech a x ∈ N. Pamě-
t’ovou náročnost́ı implementace algoritmu I nazveme takovou funkci f(x)
pro niž plat́ı g = O(f) a g(x) je funkćı závislosti množstv́ı využité paměti na
velikosti vstupu.

Definice 1.15. Časovou efektivitou E implementace algoritmu I (též
zkráceně efektivitou algoritmu, nebo výkonem algoritmu) na hardwaru H se
vstupem V rozumı́me množstv́ı operaćı typu T , které při spuštěńı I na H
pr̊uměrně proběhne za jednotku času.

Pro účely této práce (násobeńı ř́ıdkých matic) pak budou T z 1.15 operace
s reálnými č́ısly (plovoućı řádovou čárkou), konkrétně jejich sč́ıtáńı a násobeńı.
Tuto hodnotu źıskáme jako pod́ıl provedených operaćı a času spotřebovaného
na provedeńı výpočtu. Pro tuto veličinu budeme použ́ıvat jednotku FLOPS
(počet operaćı s řádovou čárkou za sekundu).

1.2 Formáty ř́ıdkých matic

V této kapitole poṕı̌si některé základńı zp̊usoby ukládáńı ř́ıdkých matic. Pro
ilustraci ukládáńı bude využita jednoduchá matice 4x4, kterou můžete vidět
v tabulce 1.1.

Za desetilet́ı vývoje vzniklo nespočet r̊uzných formát̊u ukládáńı matic.
Ćılem této části tedy neńı popis všech, ale několika vybraných. Formáty byly
vyb́ırány dle jejich významnosti (rozš́ı̌reńı) a relevantnosti k daľśımu obsahu
této práce.

Základńı ukládáńı matice v hustém formátu je zřejmé a nebude v této
práci dále rozeb́ıráno.

Tabulka 1.1: Vzorová hustá matice


0 1.1 0 2.0

2.3 0 0 2.4
0 0 1.0 0
0 0 0 0.4



1.2.1 COO

Informace v této kapitole vycháźı z [4].
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1. Analýza

Nejintuitivněǰśım zp̊usobem ukládáńı ř́ıdkých matic je pomoćı pozic a hod-
not nenulových prvk̊u (řádek, sloupec, hodnota). Tento formát se obvykle
označuje jako COO (coordinate format - souřadnicový formát). Pro lepš́ı práci
s pamět́ı (cache) je vhodné ukládat tyto hodnoty pomoćı tř́ı poĺı. Dle zp̊usobu
využit́ı se také může hodit hodnoty seřadit dle pozice.

Dř́ıve zmı́něná vzorová matice (1.1) se dá t́ımto zp̊usobem zapsat tak, jak
je vidět v tabulce 1.2.

Tabulka 1.2: Vzorová matice z tabulky 1.1 ve formátu COO

řádek 0 0 1 1 2 3
sloupec 1 3 0 3 2 3
hodnota 1.1 2.0 2.3 2.4 1.0 0.4

Lze snadno nahlédnout, že pro matici n×m s nnz nenulovými hodnotami
k uspořeńı mı́sta dojde, je-li

nnz · (valueSize+ 2 · indexSize) < n ·m · valueSize,

kde valueSize je počet bit̊u k uložeńı hodnoty a indexSize je počet bit̊u na
uložeńı indexu. Pokud dále předpokládáme valueSize = indexSize (např́ıklad
obě hodnoty 32, což je standardńı velikost), dosáhneme úspory, je-li nnz

n·m < 1
3 .

1.2.2 CRS

Definice v této kapitole částečně převzata z [5] a rozš́ı̌rena o doplňuj́ıćı infor-
mace z [6] a [4].

Compressed row storage (CRS) lze označit za inkrementálńı vylepšeńı
COO. Hodnoty prvk̊u i sloupcové indexy jsou ukládány stejným zp̊usobem (2
vektory), zde je však již př́ımo vyžadováno jejich seřazeńı (dle řádk̊u a sloupc̊u
v tomto pořad́ı d̊uležitosti). Řádkový vektor pak obsahuje informaci o počtu
prvk̊u v jednotlivých řádćıch. Pro urychleńı př́ıstupu k prvk̊um (aby nemusel
být tento vektor procházen od začátku při čteńı prvku) je pak tato infor-
mace uložena ve formě prefixového součtu počt̊u prvk̊u (tedy kolikátý prvek
je prvńı v tomto řádku, poč́ıtáno od nuly), tyto hodnoty budou dále nazývány
offset řádku. Je standardem (pro zjednodušeńı algoritmů) rozš́ı̌rit vektor off-
set̊u řádk̊u o jeden prvek, kterým je počet nenulových prvk̊u v matici, tedy
offset n+1. (neexistuj́ıćıho) řádku.

Dř́ıve zmı́něná vzorová matice (1.1) se dá t́ımto zp̊usobem zapsat tak, jak
je vidět v tabulce 1.3.

Pamět’ová náročnost tohoto formátu (se stejným značeńım a předpoklady
jako u COO) je 2nnz + n + 1, což je u matice bez prázdných řádk̊u hod-
nota menš́ı nebo rovna pamět’ové náročnosti COO (pokud bereme v úvahu, že
i u COO je nezbytné uložit počet nenulových prvk̊u). Č́ım hustš́ı je matice, t́ım
větš́ı výhody CRS přináš́ı, k rovnosti dojde u matice s přesně jedńım prvkem
na řádek.
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1.2. Formáty ř́ıdkých matic

Tabulka 1.3: Vzorová matice z tabulky 1.1 ve formátu CRS

ofset řádku 0 2 4 5 6
sloupec 1 3 0 3 2 3
hodnota 1.1 2.0 2.3 2.4 1.0 0.4

1.2.3 CCS

Základńı popis přebrán z [6].
Compressed column storage (CCS), také nazývaný Harwell-Boeing̊uv for-

mát ř́ıdkých matic, je analogický formát k CRS, kde mı́sto po řádćıch je vektor
procházen po sloupćıch a jsou zaznamenávány řádkové indexy hodnot. Tento
formát se dá také chápat jako CRS transponované matice.

Jak lze z výše uvedeného popisu pochopit, vlastnosti tohoto formátu jsou
stejné jako u CRS a tento formát může být vhodný pro násobeńı s matićı
v CRS formátu.

Tabulka 1.4: Vzorová matice z tabulky 1.1 ve formátu CCS

ofset sloupce 0 1 2 3 6
řádek 1 0 2 0 1 3

hodnota 2.3 1.1 1.0 2.0 2.4 0.4

Dř́ıve zmı́něná vzorová matice (1.1) se dá t́ımto zp̊usobem zapsat tak, jak
je vidět v tabulce 1.4.

1.2.4 BCRS

Definice využ́ıvá informace z [5] s rozš́ı̌reńım o [6] a [4].
Block compressed row storage (BCRS, někdy také BSR), je nadstavba nad

CRS, která využ́ıvá vlastnosti matic maj́ıćıch nenulové hodnoty shlukované
(prostorově) bĺızko u sebe.

Původńı matice je nejdř́ıve rozložena na podmatice (bloky) řádově menš́ı
velikosti (např́ıklad 2x2) a následně je tato matice blok̊u uložena pomoćı CRS,
přičemž blok s pouze nulovými hodnotami je brán jako nulový element. Při
ukládáńı hodnot je po řádćıch zapsán celý blok, nikoliv jen jeho nenulové
elementy.

Pro velikost bloku 2x2 nám tedy pro naši vzorovou matici (1.1) vznikne
zápis v tabulce 1.5.

Tabulka 1.5: Vzorová matice z tabulky 1.1 ve formátu BCRS

ofset řádku 0 2 3
sloupec 0 1 1

hodnota 0 1.1 2.3 0 0 2.0 0 2.4 1.0 0 0 0.4
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1. Analýza

Adresovat je pak nutné dvoufázově (vyhledat adresu bloku a následovně
přič́ıst pozici v bloku), což ovšem na moderńım hardwaru nepřidává prakticky
žádnou výpočetńı složitost. Př́ınosy ukládáńı matic v tomto formátu jsou velmi
závislé na struktuře matice a vhodně zvolené velikosti bloku. Č́ım v́ıce je
matice tvořená shluky hodnot, t́ım lepš́ıch výsledk̊u lze dosáhnout.

Ačkoliv tato metoda ukládáńı může (kv̊uli ukládáńı i nulových element̊u)
vést k navýšeńı pamět’ových nárok̊u oproti CRS, je v praxi často využ́ıvána
pro lepš́ı využit́ı cache a obecně lepš́ı výkonnost některých algoritmů.

1.2.5 DIA

Definice parafrázována z [1].
Diagonal format (DIA), také známý jako compressed diagonal storage

(CDS), je vhodný, pokud jsou nenulové hodnoty soustředěny do malého množ-
stv́ı diagonál. Matice je uložena za pomoci dvou poĺı: pole hodnot a fset̊u
diagonál od hlavńı diagonály. Diagonály nad a pod hlavńı diagonálou maj́ı
negativńı respektivě pozitivńı offsety. Do pole hodnot jsou hodnoty ukládány
postupně od diagonály s nejnižš́ım offsetem k nejvyšš́ımu a v rámci diagonál
dle sloupcového indexu. Ukládány jsou jsou i nulové hodnoty a diagonály jsou
doplněny jako by zač́ınaly na prvńım a končily na posledńım řádku.

Ukázku tohoto formátu můžete vidět na obrázku 1.1. Neexistuj́ıćı prvky
(*) mohou být nahrazeny např́ıklad 0.

Obrázek 1.1: Diagonálńı formát, převzato z [1]

A =


1 7 0 0
0 2 8 0
5 0 3 9
0 6 0 4


DIA

hodnoty * * 5 6 1 2 3 4 7 8 9 *
offsety diagonál -2 0 1

Výhodou tohoto formátu je vysoká úspornost pro specifické typy matic
a efektivńı paralelizace některých maticových algoritmů (např. násobeńı ma-
tice vektorem). Nevýhodou je vysoký nár̊ust náročnosti (pamět’ové i výpočet-
ńı) pro matice nemaj́ıćı vhodnou strukturu a s t́ım spojená omezená kategorie
matic, na něž lze formát efektivně aplikovat.

1.2.6 ELL

Definice parafrázována z [1].
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1.2. Formáty ř́ıdkých matic

ELLPACK (ELL) je daľśı specializovaný formát. Podmı́nka tohoto formátu
je však volněǰśı než u DIA. Mı́sto ńızkého počtu diagonál zde požadujeme, aby
byly prvky rozloženy mezi řádky co nejrovnoměrněji. Přesněji chceme, aby
řádek s nejv́ıce nenulovými elementy byl co nejkratš́ı.

Matice o n řádćıch s nejv́ıce m nenulovými prvky na řádek je uložena
pomoćı dvou hustých n × m matic. V prvńı z těchto matic jsou ukládány
nenulové hodnoty v pořad́ı dle index̊u sloupc̊u, tedy jako kdyby z p̊uvodńı
matice byly vypuštěny nuly a ostat́ı hodnoty ”sraženy“ doleva. Do druhé ma-
tice jsou ukládány p̊uvodńı sloupcové indexy těchto prvk̊u. Obě tyto matice
jsou zprava doplněny nulami (aby byla zachována stejná délka všech řádk̊u).

Obrázek 1.2: Vzorová matice z tabulky 1.1 ve formátu ELL

hodnoty =


1.1 2.0
2.3 2.4
1.0 0
0.4 0

 indexy =


1 3
0 3
2 0
3 0



Dř́ıve zmı́něná vzorová matice (1.1) se dá v ELL zapsat tak, jak je vidět
na obrázku 1.2. I v tomto př́ıpadě mohou být samozřejmě pro vyšš́ı efektivitu
matice rozepsány do dvou 1D poĺı.

ELL se dá považovat za rozš́ı̌reńı DIA. Zat́ımco u DIA je pozice prvku
implicitńı (dle pozice diagonály), u ELL je explicitně určená, což umožňuje jej
využ́ıt pro mnohem širš́ı škálu matic.

Tento formát je také velmi vhodný pro vektorové architektury a paraleli-
zaci a efektivńı práci s cache.

1.2.7 Hybridńı formát

Tato část čerpá z [1].
Hybridńı formát (HYB) je kombinace ELL a COO. Ćılem využit́ı tohoto

formátu je zvýšit použitelnost ELL na obecněǰśı př́ıpady a zároveň zachovat
(částečně) jeho efektivitu.

Prvńıch N prvk̊u každého řádku se ulož́ı pomoćı ELL, zbývaj́ıćı prvky se
ulož́ı pomoćı COO. Ćılem je vytvořit jakési ”jádro“ matice, které bude uložené
v ELL a bude obsahovat pouze malé množstv́ı nulových hodnot.

Složitěǰśım problémem je určeńı vhodného N . Tato hodnota záviśı na
struktuře matice a výkonnosti algoritmů nad COO a ELL. Vı́me-li tento poměr
výkonnost́ı, můžeme tuto hodnotu již přesně určit výpočtem z histogramu
počt̊u nenulových element̊u na řádek.

Př́ıklad (vzorové) matice uložené v hybridńım formmátu (s N = 1) si
můžete prohlédnout na obrázku 1.3.
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Obrázek 1.3: Vzorová matice z tabulky 1.1 v hybridńım formátu

hodnotyELL =


1.1
2.3
1.0
0.4

 indexyELL =


1
0
2
3


řádek 0 1

sloupec 3 3
hodnota 2.0 2.4

1.2.8 Dynamické formáty

Tato část čerpá z [7] a [8].
Většina formát̊u ukládáńı ř́ıdkých matic je velmi neefektivńı pro změny

matice. Zvláště neefektivńı jsou operace přidáváńı a odeb́ıráńı hodnot, které
u většiny formát̊u často vynut́ı přepis celé matice (což je operace se složitost́ı
O(nnz)). Dynamické formáty vycháźı ze základńıch formát̊u pro ukládáńı
ř́ıdkých matic (nejčastěji CRS, BCRS a COO) a snaž́ı se odstranit tento
problém při zachováńı ńızké pamět’ové náročnosti.

Dynamické formáty mohou být realizovány pomoćı:

• Spojových seznamů (jednosměrných, obousměrných i cyklických) - tento
zp̊usob umožňuje velmi rychlé přidáváńı a odeb́ıráńı prvk̊u a je snadno
implementovatelný (často použ́ıván pro COO).

• Stromových struktur (např́ıklad trie) - tento zp̊usob je vhodný pro časté
čteńı hodnot matice s náhodným př́ıstupem, je však významně kom-
plikovaněǰśı na implementaci a zajǐstěńı efektivity algoritmů pracuj́ıćıch
s celou matićı

• Pole poĺı (pole pointer̊u) - pole hodnot (index̊u) je rozděleno na části
(obvykle samostatné řádky/sloupce), které jsou ukládány do samostatně
alokovaných poĺı a mı́sto offset̊u řádk̊u je uchováván celý pointer, což
umožňuje minimalizovat dopad přidáńı prvk̊u pouze na jeden řádek
(O(nnzm)) mı́sto celé matice (často použ́ıván pro CRS, BCRS).

• Rozvolněńı formát̊u - mezi uložené hodnoty jsou přidány výplňové prvky
(nulové), které jsou přepsány v př́ıpadě přidáńı nových prvk̊u a v př́ıpadě
odeb́ıráńı prvk̊u jsou prvky nahrazeny výplňovými hodnotami.

Př́ıpadně mohou být využity kombinace několika z těchto technik (např́ı-
klad dále zmı́něný Eigen využ́ıvá 3. a 4.).

Výhodami těchto formát̊u jsou flexibilita pro vkládáńı a odeb́ıráńı prvk̊u,
př́ıpadně rychleǰśı př́ıstup k nim. Nevýhodami pak jsou obt́ıžnost zachováńı
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pamět’ové lokality (využit́ı cache), obt́ıžnost vektorizace/paralelizace, vyšš́ı
pamět’ová náročnost a obecně nižš́ı efektivita pro algoritmy pracuj́ıćı systema-
ticky po řádćıch/sloupćıch (mezi které patř́ı i násobeńı matic).

1.3 Algoritmy násobeńı hustých matic

1.3.1 Klasický algoritmus

Základńı (a pro mnohé př́ıpady i nejlepš́ı) postup vyplývá ze vzorce pro
násobeńı matic a můžete jej vidět v algoritmu 1.

Algoritmus 1 Klasické násobeńı matic
1: procedure NaiveMultiply(A,B) . Vynásob A*B
2: C ← zeroes(A.height,B.width) . Vytvoř 2D pole na ukládáńı

výsledk̊u a nastav jej na nuly
3: for i← 0 to A.height do
4: for j ← 0 to B.width do
5: for k ← 0 to A.width do
6: C[i][j]← C[i][j] +A[i][k] ∗B[k][j]
7: return C . Matice s výsledky

Pro zvýšeńı efektivity je samozřejmě možné vhodně změnit pořad́ı prochá-
zeńı a př́ıpadně využit transpozice.

Výhodami tohoto algoritmu jsou jednoduchost jeho implementace, snad-
nost paralelizace, využitelnost pro specializované formáty ukládáńı (ř́ıdké ma-
tice) a vysoká efektivita pro relativně malé matice.

Jeho nevýhodou je pak jeho asymptotická složitost, která je Θ(n3), a z toho
plynoućı pomalost (v̊uči dále zmı́něným algoritmům) při aplikaci na velké
matice (řádově 1000× 1000 prvk̊u).

1.3.2 Strassen̊uv algoritmus

Strassen̊uv algoritmus [9] je založen na principu rozděl a panuj (rekurzivńı
př́ıstup). Asymptotická složitost tohoto algoritmu je O(nlog27) ≈ O(n2.808).
Důkaz správnosti algoritmu je po dosazeńı do výsledného vzorce zřejmý, a pro-
to nebude rozváděn.

Chceme-li vypoč́ıtat maticový součin C = A·B, rozděĺıme nejdř́ıve každou
matici na 4 stejně velké podmatice

C =
[
A11 A12
A21 A22

]
·
[
B11 B12
B21 B22

]
.
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Následně je nutné vypoč́ıtat hodnoty 7 mezivýsledk̊u

M1 =(A11 +A22) · (B11 +B22),
M2 =(A21 +A22) ·B11,

M3 =A11 · (B12 −B22),
M4 =A22 · (B21 −B11),
M5 =(A11 +A12) ·B22,

M6 =(A21 −A11) · (B11 +B12),
M7 =(A12 −A22) · (B21 +B22).

Nakonec se za použit́ı těchto pomocných matic vypoč́ıtá výsledná matice

C =
[
M1 +M4 −M5 +M7 M3 +M5

M2 +M4 M1 −M2 +M3 +M6

]
.

Celkově je tedy nezbytné pro jednu úroveň Strassenova algoritmu provést
18 součt̊u (Θ(n2)) a 7 násobeńı (Θ(n3)). Pro dostatečně velké matice je jedna
úroveň Strassenova algoritmu oproti klasické variantě rekurzivńıho násobeńı
matic, která využ́ıvá 4 součty a 8 násobeńı, tedy až o 12.5 % efektivněǰśı.

Nevýhodou tohoto algoritmu je ńızká efektivita na menš́ıch matićıch (kv̊uli
větš́ımu počtu sč́ıtáńı a celkové větš́ı komplexnosti) a zvýšená pamět’ová nároč-
nost. I bez přepisováńı vstupńıch matic lze však algoritmus provést s pamě-
t’ovou složitost́ı O(2n

3 ) [10].

1.3.3 Winogradova varianta Strassenova algoritmu

Winogradova varianta Strassenova algoritmu [11] je algoritmus založený na
stejném principu jako p̊uvodńı Strassen̊uv algoritmus, který však mı́sto 18
využ́ıvá pouze 15 součt̊u. Ačkoliv toto zlepšeńı nemá žádný vliv na asympto-
tickou složitost, v praktické implementaci se projev́ı drobným zlepšeńı efekti-
vity algortimu.

Celé schéma algoritmu je (značeńı A,B,C převzato z vysvětleńı Strasse-
nova algoritmu):

S1 = A21 +A22, M1 = S2 · S6, V1 = M1 +M2,
S2 = S1 −A11, M2 = A11 ·B11, V2 = V1 +M4,
S3 = A11 −A21, M3 = A12 ·B21, C11 = M2 +M3,
S4 = A12 − S2, M4 = S3 · S7, C12 = V1 +M5 +M6,
S5 = B12 −B11, M5 = S1 · S5, C21 = V2 −M7,
S6 = B22 − S5, M6 = S4 ·B22, C22 = V2 +M5,
S7 = B22 −B12, M7 = A22 · S8,
S8 = S6 −B21.

Např́ıklad využit́ım 4 iteraćı tohoto algoritmu (pro matice 16384× 16384)
lze prakticky dosáhnout sńıžeńı počtu aritmetických operaćı o 41.3 % oproti
klasickému algoritmu [10].
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1.4. Rešerše existuj́ıćıch knihoven

Pamět’ová náročnost z̊ustává stejná jako u p̊uvodńıho Strassenova algo-
ritmu[11].

1.3.4 Daľśı algoritmy

V současné době existuje již řada algoritmů s nižš́ı asymptotickou složitost́ı
než Strassen̊uv algoritmus (O(nw=2.808)). V roce 1978 vznikl Pan̊uv algorit-
mus (w = 2.796), o rok později algoritmus od Bimi a spol. (w = 2.78).
Následovala řada daľśıch algoritmů, které překonávaly do té doby nejlepš́ı
dosažené výsledky. Z daľśıch známých algoritmů stoj́ı za zmı́nku např́ıklad
Coppersmith-Winograd̊uv algoritmus (w = 2.376) z roku 1989 (později sńı-
ženo na w = 2.372), který je dodnes nejrychleǰśım známým algoritmem.[12]

Ačkoliv tyto algoritmy jsou asymptoticky rychleǰśı, matice, pro něž jsou
tyto algoritmy oproti klasickému (a také Strassenovu) algoritmu výhodné, jsou
natolik velké, že nejsou zpracovatelné na současném hardwaru. Zvláště pak
mnohé z nověǰśıch algoritmů jsou pouze teoretického rázu a v praxi (např́ıklad
kv̊uli nepřesnostem při výpočtech u č́ısel s plovoućı desetinnou čárkou) ne-
použitelné.

1.3.5 Využit́ı subkubických algoritmů pro ř́ıdké matice

Pro implementaci Strassenova algoritmu (a jeho variant), což je jediný v sou-
časnosti použ́ıvaný subkubický algoritmus, je nutné dokázat matici horizon-
tálně a vertikálně rozdělit. Tato operace je u husté matice jednoduchá (nemuśı
proběhnout žádné čteńı, stač́ı upravit zp̊usob indexováńı do matice a meze),
na druhou stranu u ř́ıdkých matic se jedná o operaci velmi složitou, s časovou
náročnost́ı O(nnz), tedy přečteńı celé matice a jej́ı znovuzapsáńı do několika
nových, což značně zmenšuje př́ınos Strassenova algoritmu i u sekvenčńıch
implementaćı.

Efektivita násobeńı matic na grafické kartě (masivně paralelizovaná) je ob-
vykle mnohem v́ıce omezena využit́ım paměti, než výkonem výpočetńıch jed-
notek. Pro masivńı paralelizaci je tedy tento algoritmus, který značně zvyšuje
počet pamět’ových operaćı a množstv́ı využité paměti, naneštěst́ı ještě méně
vhodný, než pro sekvenčńı verzi a proto nebude jeho praktická implementace
uvažována.

1.4 Rešerše existuj́ıćıch knihoven

1.4.1 NIST Sparse BLAS

Informace v této sekci vycházej́ı z uživatelského manuálu [13] a zkoumáńı kód̊u
dostupných z [14].
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Touto knihovnou se budu nejv́ıce zabývat nejen kv̊uli jej́ı rozš́ı̌renosti, ale
zároveň protože jej́ı kód je open-source, a lze ji proto snadno a d̊ukladně
analyzovat.

1.4.1.1 Interface

Celou funkcionalitu této knihovny lze rozdělit do 4 kategoríı:

• Level 1 - operace typu vektor × vektor

• Level 2 - operace typu matice× vektor

• Level 3 - operace typu matice×matice

• Ostatńı - inicializace, destrukce, getry, setry

Z výše uvedených kategoríı je pro tuto práci nejvýznamněǰśı Level 3,
protože právě ten obsahuje násobeńı matic. Dále stoj́ı za zmı́nku také životńı
cyklus matic.

Práce s ř́ıdkými maticemi sestává z těchto tř́ı krok̊u:

• Vytvořeńı matice a źıskáńı handleru k ńı (int)

• Použit́ı handleru jako argumentu při výpočtech s matićı

• Když matice již neńı potřebná, je explicitně (uživatelem) zavolána čistićı
funkce, která uvolńı využ́ıvané prostředky

Pro nás nejvýznamněǰśı funkce násobeńı matic má pak základńı tvary:

C ← α ·A ·B + C,

C ← α ·AT ·B + C,

a pro matice komplexńıch č́ısel

C ← α ·AH ·B + C,

kde A je ř́ıdká matice, B, C jsou husté matice a α je reálné č́ıslo (float). Starš́ı
verze podporovaly nav́ıc koeficient β pro sč́ıtáńı s C. Tato funkce pak existuje
ve 4 variantách pro r̊uzné typy prvk̊u matic (jednoduchá, dvojitá přesnost
atd.).

Násobeńı dvou ř́ıdkých matic knihovna neumožňuje. Při voláńı funkćı jsou
ř́ıdké matice reprezentovány handlerem, husté matice 1D polem (pointer),
zp̊usobem, jak jsou uloženy (po řádćıch, sloupćıch - enum), a velikost́ı jejich
hlavńı dimenze (int). Výběr varianty s transpozićı, či konjungovanou transpo-
zićı je reprezentován enumem.
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1.4. Rešerše existuj́ıćıch knihoven

Tato knihovna vnitřně (nedeklarováno v hlavičkových souborech) repre-
zentuje matice pomoćı formátu BCRS, konkrétńı parametry se nedaj́ı z vněj-
šku ovlivnit. Dále také umožňuje specializované algoritmy a ukládáńı pro ma-
tice s význačnými vlastnostmi (symetrické, triangulárńı).

Knihovna NIST Sparse BLAS vznikala p̊uvodně v jazyce Fortran, což je
poznat i ze zp̊usobu práce s maticemi a z interface funkćı. Jak bylo však již
zmı́něno v [15], tento inferface má pro využit́ı v C++ mnoho problémů a pro
účely této práce by jej bylo vhodné vylepšit. Zejména se jedná o životńı cyklus
matic. Zde by bylo vhodné využ́ıt možnost́ı C++ práce s objekty a držet se
obvykleǰśıch standard̊u pro jejich vytvářeńı a ničeńı (konstruktory, destruk-
tory). Dále pak veškeré parametry týkaj́ıćı se jedné matice (pořad́ı prvk̊u,
délka dimenze, data) by měly být sjednoceny do jednoho objektu. Bude-li pod-
porováno v́ıce typ̊u prvk̊u, měly by nav́ıc být funkce přet́ıženy (nebo využity
šablony) mı́sto několika r̊uzných jmen funkćı.

1.4.1.2 Algoritmy

Algoritmy této knihovny vycháźı z př́ımé implementace klasického algoritmu
násobeńı matic, samozřejmě s odlǐsným zp̊usobem adresováńı (ř́ıdké matice
obvykle nemaj́ı př́ımý př́ıstup k prvk̊um). Ve zdrojových kódech jsem nenalezl
žádné specifické triky a techniky slouž́ıćı k zlepšeńı efektivity kromě rozděleńı
funkćı dle parametr̊u na mnoho jednodužš́ıch funkćı, mı́sto využit́ı větveńı
uvnitř jádra funkćı.

1.4.2 Eigen

Informace o této knihovně pocháźı z dokumentace dostupné na [16] a studia
kódu dostupného z [17].

Eigen je open-source knihovna napsaná v C++, zabývaj́ıćı se lineárńı al-
gebrou. Pro nás významně se věnuje mimo jiné i ř́ıdkým matićım a operaćım
s nimi.

1.4.2.1 Interface

Interface této knihovny je mnohem bližš́ı objektovému programováńı (a mo-
derńım standard̊um C++). S maticemi se tedy pracuje pro objekty obvyklým
zp̊usobem (konstruktory, destruktory, metody).

Z operaćı s ř́ıdkými maticemi umožňuje knihovna (mimo jiné) sč́ıtáńı,
násobeńı skalárem, transpozici (a źıskáńı hermitiánu matice pro komplexńı
č́ısla, vice o hermitianu např́ıklad [18]), násobeńı dvou matic a operace apli-
kované po prvku (tedy výsledek źıskán jako Ci,j = op(Ai,j , Bi,j)).

Významnou změnou oproti NIST Sparse BLAS je, že výsledkem operace
se dvěma ř́ıdkými maticemi je znovu ř́ıdká matice, nikoliv matice hustá.

Pro ukládáńı ř́ıdkých matic je využ́ıván upravený formát CRS/CCS. Úpra-
va spoč́ıvá v ponecháváńı volných mı́st pro přidáváńı prvk̊u. Nav́ıc v některých
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mı́stech využ́ıvá nekomprimovaného formátu, ve kterém jsou jednotlivé řádky
(př́ıpadně sloupce) ukládány do samostatných poĺı (ve formátu odpov́ıdaj́ıćım
jednomu řádku/sloupci CRS/CCS) a na ně jsou uložené odkazy (což umožňuje
jednodužš́ı a rychleǰśı přidáváńı prvk̊u do matice).

1.4.2.2 Algoritmy

I zde je využit základńı algoritmus násobeńı matic. Výsledná matice je vytvá-
řena sekvenčně po sloupćıch. Celý algoritmus je významně komplikován t́ım,
že výsledná matice je také v ř́ıkém formátu. Např́ıklad je nutné odhadovat
množstv́ı nenulových prvk̊u ve výsledném sloupci (prováděno velmi jedno-
duchým odhadem na základě předpokladu, že max 1 index nenulového prvku
se lǐśı). Algoritmus vyžaduje mnoho dynamických alokaćı (a realokaćı) a velmi
složitě paralelizovatelný.

1.4.3 cuSPARSE

Informace v této sekci vycháźı z dokumentace dostupné na [19].
Knihovna cuSPARSE obsahuje sadu low-level funkćı pro práci s ř́ıdkými

maticemi na GPU a je určená pro jazyky C a C++.
Konkrétńı algoritmy použ́ıvané v cuSPARSE nebudou rozeb́ırány, protože

kódy knihovny nejsou veřejně k dispozici. Tato knihovna se však (kv̊uli po-
dobné problematice, kterou se zabývá) dá využ́ıt pro porovnáńı efektivity
s kódy implementovanými během této diplomové práce.

1.4.3.1 Interface

Interface této knihovny je značně podobný s NIST Sparse BLAS. V cuSPARSE
se nacháźı mı́rně obecněǰśı funkce typu

C ← αop(A) · op(B) + β · C,

(cusparse<t>csrmm2) kde op() znač́ı identitu, transpozici, nebo hermitián.
Kromě matice A (a op(A)), která je v ř́ıdkém formátu, jsou všechny ostatńı
matice husté a α, β jsou reálná č́ısla.

Tato knihovna ovšem nav́ıc obsahuje i funkci násobeńı dvou ř́ıdkých matic.
Konkrétně se jedná o funkce typu

C ← ·op(A) · op(B)

(cusparse<t>csrgemm) a

C ← α · op(A) · op(B) + β ·D

(cusparse<t>csrgemm2). V těchto dvou př́ıpadech jsou všechny matice v CRS
formátu. Tyto funkce však nejsou zcela implementovány, takže op() může re-
prezentovat pouze identitu (tedy bez transpozic) a nejsou podporována žádná
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pokročileǰśı ukládáńı matic, které knihovna v jiných částech umožňuje (sy-
metrické, trojúhelńıkové aj.). Před voláńım těchto funkćı je nav́ıc nutné volat
daľśı funkce pro výpočet správné alokace matice C a v druhém př́ıpadě i alo-
kaci bufferu (jehož účel neńı přesně specifikován). Tyto dvě funkce budou dále
použity k porovnáńı efektivity s kódy vzniklými jako součást této práce.

Matice jsou předávány dle zp̊usobu obvyklého v jazyce C, tedy po jednot-
livých poĺıch a proměnných. Toto však vede k značně velkému množstv́ı argu-
ment̊u (např́ıklad 27 pro csrgemm2), což zvláště v kombinaci s dř́ıve zmı́něným
v́ıcefázovým voláńım funkćı neńı př́ılǐs uživatelsky př́ıvětivé.
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Kapitola 2
Návrh

V prvńı fázi návrhu je nezbytné určit, s jakými formáty matic bude imple-
mentace pracovat a jaký interface budou mı́t metody pro práci s maticemi.
Dále je nutné navrhnout základńı sekvenčńı algoritmy pro práci s jednotlivými
formáty a určit, jak tyto algoritmy paralelizovat. Nakonec je také nezbytné vy-
tvořit základńı návrh tř́ıd.

2.1 Interface

Základ interface funkce násobeńı (a sč́ıtáńı) jsem se rozhodl čerpat z knihovny
NIST Sparse BLASS, ovšem za využit́ı některých prvk̊u použ́ıvaných kni-
hovnou Eigen (a obecně objektovým programováńım). Nav́ıc jsem se vzhle-
dem k charakteru prototypu a malým př́ınos̊um opaku rozhodl podporovat
pouze ukládáńı hodnot ve formě č́ısel s plovoućı řádovou čárkou s jednodu-
chou přesnost́ı (tedy v C++ float).

Bude tedy prováděna operace:

C ← α ·A ·B + C,

C ← α ·AT ·B + C.

Argumenty operace budou konstantńı pointery na matice A, B, hodnota α
(float) a pointer na výstupńı hustou matici C, jehož nulovost znamená, že má
být alokována nová matice. Dále bude voláńı funkce obsahovat dvě výběrové
hodnoty (enum), které určuj́ı provedeńı transpozice matice A před výpočtem
a zda má být výpočet proveden paralelně.

2.2 Formáty matic

Z interface operace násobeńı je zřejmé, že muśı být př́ıtomný formát pro husté
matice.

Z formát̊u pro ukládáńı ř́ıdkých matic byly dále vybrány:
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• CRS - nejčastěji použ́ıvaný, základńı formát ukládáńı ř́ıdkýc matic

• BCRS - založený na CRS, vhodný pro blokové matice

• DIA - prakticky nejefektivněǰśı formát, má však velmi omezené použit́ı
(pro matice s malým množstv́ım diagonnál)

• ELL - nadstavba nad DIA (a CRS), obecně považován za efektivńı
a značně obecný (pro matice s rovnoměrně rozloženými prvky na řádky)

Formát CCS nebyl specificky přidán, protože je prakticky shodný s CRS
transponované matice. Formát COO je pro samotné násobeńı nevhodný a pa-
mět’ově náročný, proto byl také z vnitřńı reprezentace vyřazen, ačkoliv převody
mezi ńım a ostatńımi formáty se ukázaly být nezbytné pro źıskáńı testovaćıch
matic (viz sekci testováńı). Dynamické formáty byly vynechány z d̊uvodu ńızké
efektivity algoritmů násobeńı (tedy opaku ćıle této práce) a toho, že tato práce
nećıĺı na snadné dynamické měněńı matic. Hybridńı formát nebyl přidán kv̊uli
jeho složitosti a jeho přidáńım by byl významně překročen zamýšlený rozsah
práce.

2.3 Sekvenčńı algoritmy

Ćılem je implementovat (a paralelizovat) funkci α · A(T ) · B + C, kde A,B
jsou dvě ř́ıdké matice uložené ve stejném formátu a C je hustá matice, slouž́ıćı
zároveň k uložeńı výsledku. K implementaci této funkce (a ověřeńı funkčnosti)
je zapotřeb́ı 4 d́ılč́ıch funkćı. Tyto funkce jsou:

• Hustá matice → ř́ıdká matice (vytvořeńı)

• Transpozice

• Násobeńı (s akumulaćı do výsledkové matice)

• Ř́ıdká matice → hustá matice (pro kontrolńı výsledky a testováńı)

Z nich posledńı je obvykle velmi jednoduchá (a zřejmá), proto zde nebude
specificky popisována. Jediné násobeńı pak má (asymptoticky) vyšš́ı výpočetńı
složitost než složitost pamět’ovou, a proto je jej vhodné paralelizovat. Všechny
ostatńı funkce maj́ı stejnou pamět’ovou a výpočetńı složitost (O(nnz)), a proto
jejich paralelizace pomoćı GPU (kv̊uli přenos̊um dat) nepřinese žádné zrych-
leńı.

Abych předešel exponenciálńımu nár̊ustu počtu nutných impelementaćı
násobeńı, rozhodl jsem se implementovat pouze násobeńı matic ve stejném
formátu (u BCRS nav́ıc se stejnou velikost́ı bloku).

20



2.3. Sekvenčńı algoritmy

2.3.1 CRS

2.3.1.1 Datová struktura

Z definice formátu vyplývá, že pro uložeńı matice typu n×m s nnz nenulovými
elementy budou potřeba nejméně 3 pole. Pole offset̊u (int) o délce n + 1 (na
pozici n je uloženo nnz), pole index̊u sloupc̊u (int) o délce nnz a pole hodnot
(float) také o délce nnz. Aby bylo možné reprodukovat p̊uvodńı matici, je dále
nezbytné mı́t uloženou nejen hodnotu n, ale i m.

2.3.1.2 Převod z husté matice

Jak můžete vidět na algoritmu 2, převod je poměrně intuitivńı (algoritmus
přesto přepsán, protože se bude hodit při popisu daľśıch formát̊u). Za zmı́nku
stoj́ı předevš́ım řádek 4. Tuto operaci lze odebrat a využ́ıt hodnoty count
z hlavńıho for cyklu. Problém tohoto př́ıstupu však je, že bychom museli
využ́ıvat dynamické alokace poĺı (taktéž O(n · m), ovšem pravděpodobně
s vyšš́ımi konstantami), takže výsledný kód by byl pomaleǰśı a zároveň složi-
těǰśı.

Algoritmus 2 Hustá matice → CRS
1: procedure CRS(M : DenseMatrix)
2: C : CRS . Tvořená matice
3: C.height←M.height;C.width←M.width
4: nnz ← count nnz(M) . O(n ·m)
5: C .offsets ← zeroes(C.height)
6: C.indexes, C.values← zeroes(nnz)
7: count← 0
8: for i← 0 to M.height do
9: C .offsets[i]← count

10: for j ← 0 to M.width do
11: if notEmpty(M [i][j]) then
12: C.values[count]←M [i][j]
13: C.indexes[count+ +]← j

14: C .offsets[M .height]← nnz
15: return C

2.3.1.3 Transpozice

Je zřejmě nežádoućı provádět tuto transpozici přes hustou matici (O(n ·m)).
Jako druhá možnost se jev́ı přeřazeńı prvk̊u. Obvyklé řad́ıćı algoritmy maj́ı
složitot O(nnz ∗ lognnz), což je významně lepš́ı, avšak ne ideálńı. Můžeme se
však inspirovat z counting sortu. Je podstatné, že hodnoty jsou již seřazené dle
řádk̊u. Stač́ı tedy, abychom je counting sortem seřadili podle sloupc̊u, a d́ıky

21



2. Návrh

stabilnosti tohoto algoritmu źıskáme požadované seřazeńı, a tedy i transpono-
vanou matici. Pole offset̊u źıskáme př́ımo při prováděńı counting sortu (pre-
fixový součet počt̊u jednotlivých hodnot), jen jej oproti standardńı variantě
muśıme posunout o jedno pole doprava, tedy tak, aby

∀x ∈ N ∪ {0}, x ≤ m : offsetx =
x−1∑
k=0

nnzk,

kde nnzk je počet nenulových prvk̊u ve sloupci k.
Složitost celé transpozice je (ze složitosti counting sortu) O(nnz+m) a za

předpokladu, že nnz ≥ m (tedy, že v každém sloupci je pr̊uměrně alespoň
jeden prvek) je tato složitost O(nnz), což je optimálńı složitost, protože celou
matici muśıme přepsat.

2.3.1.4 Násobeńı

Algoritmus násobeńı vycháźı z klasického postupu násobeńı (viz algoritmus 1,
dále indexy značeny dle tohoto algoritmu). Důležité však je, v jakém pořad́ı
budeme matice procházet. Formát CRS je vhodný pouze k procházeńı po
řádćıch. Můžeme však využ́ıt vlastnosti, že transpozićı uložené matice źıskáme
stejnou matici uloženou ve formátu CCS (zřejmé z definice CRS/CCS), který
naopak dobře pracuje po sloupćıch. Dále budeme zp̊usob procházeńı násobeńı
matic A ·B značit dle užitého formátu, tedy např́ıklad CRS · CCS.

Z definice maticového součtu jsou zřejmé tyto dva fakty:

• Mezi sebou násob́ıme všechny prvky ai,k s prvky bk,j , tedy k-tý sloupec
z matice A s k-tým řádkem z matice B

• Hodnotu prvku cij matice C źıskáme jako skalárńı součin i-tého řádku
matice A s j-tým sloupcem matice B

Tyto dva pohledy nás vedou na dva logické zp̊usoby násobeńı, což jsou
CCS · CRS (dále také CR) a CRS · CCS (dále také RC). Výhodou prvńıho
je, že nemuśıme porovnávat hodnoty index̊u a jediná prováděná operace je
tedy samotné násobeńı. Tento zp̊usob se tud́ıž zřejmě hod́ı pro sériovou verzi
a vyžaduje nejméně provedených operaćı. Druhý zp̊usob vyžaduje porovnáváńı
index̊u a je významně náročněǰśı na výpočetńı prostředky, na druhou stranu
však umožňuje samostatný výpočet hodnot jednotlivých prvk̊u matice. Tato
vlastnost umožňuje CRS · CCS masivně paralelizovat, aniž bychom museli
využ́ıt nákladnou synchronizaci zápis̊u do výsledné matice (která by pohltila
téměř všechny výhody paralelizace), nebo zápis do v́ıce pomocných matic
a následnou redukci.
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2.3. Sekvenčńı algoritmy

2.3.2 BCRS

2.3.2.1 Datová struktura

Datová struktura BCRS je totožná s CRS. Rozd́ılem je, že jsou zde indexy blo-
kových sloupc̊u (nikoliv samotných prvk̊u) a bude mı́t tedy pouze délku nnzb,
což je počet nenulových blok̊u. Nav́ıc je třeba uložit velikost bloku. Pro jedno-
duchost (a malé výhody opaku) jsem se rozhodl podporovat pouze čtvercové
bloky, takže tato velikost může být uložena za pomoćı jediné hodnoty bs.

2.3.2.2 Převod z husté matice

Algoritmus 3 Hustá matice → BCRS
1: procedure CRS(M : DenseMatrix, bs : int)
2: C : BCRS . Tvořená matice
3: C.height←M.height;C.width←M.width; bs2← bs · bs
4: max len← C.width ∗ C.height/bs2
5: C .offsets ← zeroes(C.height)
6: C.indexes← zeroes(max len);C.values← zeroes(maxlen ∗ bs2)
7: count← 0
8: for i← 0 to M.height/blok do
9: C .offsets[i]← count

10: for j ← 0 to M.width do
11: if notEmpty(M [i ∗ bs : (i+ 1) ∗ bs][j ∗ bs : (j + 1) ∗ bs]) then
12: C.values[count ∗ bs2 : (count+ 1) ∗ bs2]←
13: M [i ∗ bs : (i+ 1) ∗ bs][j ∗ bs : (j + 1) ∗ bs]
14: C.indexes[count+ +]← j

15: C .offsets[M .height]← nnz
16: return C

Jak si můžeme všimnout na algoritmu 3, lze tento převod provést prakticky
stejně jako u CRS (viz algoritmus 2). Rozd́ıly jsou ve velikosti alokovaných
poĺı (po dokončeńı převodu mohou být pole zmenšena), a dále pak na řádćıch
11, kde mı́sto testováńı jednoho prvku testujeme celý blok a na řádku 12, kde
koṕırujeme celý blok hodnot.

2.3.2.3 Transpozice

I zde můžeme využ́ıt již hotovou transpozici z CRS. Celý postup může pro-
běhnout stejně, mı́sto prvk̊u však pracujeme s celými bloky prvk̊u. Samotné
bloky muśı být také transponovány zp̊usobem obvyklým pro husté matice, což
lze provést např́ıklad při jejich přesunu v counting sortu.

23



2. Návrh

2.3.2.4 Násobeńı

Vynásobeńım dvou blok̊u vždy vznikne nový blok hodnot (který může být
př́ımo ukládán do husté matice, př́ıpadně ukládán během výpočtu po hod-
notách). I zde tedy lze násobit dvěma zp̊usoby, tedy BCCS · BCRS (CR)
a BCRS ·BCCS (RC). Prvky uvnitř blok̊u však nemá velký smysl násobit ji-
nak, než pomoćı nezávislých skalárńıch součt̊u (řádek × sloupec) a postupného
ukládáńı, protože bloky samy o sobě jsou husté, a tedy nevzniká dodatečná
náročnost s porovnáváńım index̊u.

2.3.3 ELL

2.3.3.1 Datová struktura

Pro uložeńı matice (n × m) v ELL formátu je nezbytné uchovat dvě ma-
tice velikosti n× ell width, tedy matici hodnot a matici sloupcových index̊u,
kde ell width je největš́ı počet nenulových prvk̊u na řádek. Přebytečné mı́sto
v řádćıch s méně nenulovými prvky může být pro jednoduchost práce s matićı
vyplněno nulami. Dále je samozřejmě nezbytné také uložit ell width a š́ı̌rku
a výšku p̊uvodńı matice.

2.3.3.2 Převod z husté matice

Algoritmus 4 Hustá matice → ELL
1: procedure CRS(M : DenseMatrix)
2: C : ELL . Tvořená matice
3: C.height←M.height;C.width←M.width
4: C.ell width← max(count nnz(M.rows)) . O(n ·m)
5: C.indexes, C.values← zeroes(C.ell width ∗ C.height)
6: for i← 0 to M.height do
7: row index← 0
8: for j ← 0 to M.width do
9: if notEmpty(M [i][j]) then

10: C.values[i ∗ C.ell width+ row index]←M [i][j]
11: C.indexes[i ∗ C.ell width+ row index]← j;
12: row index+ +;
13: return C

Ačkoliv je struktura tohoto formátu značně rozd́ılná od CRS, i zde lze
převod provést podobným zp̊usobem. Pseudokód tohoto algoritmu si můžete
prohlédnout na algoritmu 4.
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2.3. Sekvenčńı algoritmy

2.3.3.3 Transpozice

I u tohoto formátu bude transpozice prob́ıhat podobně jako u základńıho CRS.
Rozd́ılem je nutnost explicitně vynechávat nulové prvky a nav́ıc vypoč́ıtat
novou ell width. Kromě těchto dvou rozd́ıl̊u je algoritmus obdobný.

2.3.3.4 Násobeńı

Algoritmus násobeńı je v zásadě shodný s CRS, výhodou tohoto formátu
ovšem je, že všechny řádky nenulových element̊u jsou stejně dlouhé (s výplňo-
vými nulami), a proto může být zaručena lepš́ı práce s pamět́ı a využit́ı vláken
při paralelizaci.

2.3.4 DIA

2.3.4.1 Datová struktura

Pro ukládáńı v tomto formátu je třeba pole hodnot (float) o velikosti n ·
dia count, kde dia count je počet nenulových diagonál a n je výška matice,
tedy i diagonály doplněné nulami (na délku nejdeľśı možné). Dále je potřebné
pole index̊u diagonál (int), logicky dlouhé dia count a kromě obvyklé výšky
a š́ı̌rky matice muśı být uložen také již zmiňovaný počet nenulových diagonál.

2.3.4.2 Převod z husté matice

Převod do tohoto formátu je nejsložitěǰśı ze všech implementovaných formát̊u.
Nejdř́ıve je nezbytné zjistit počet nenulových diagonál a jejich indexy. Toto
lze provést jednoduchým pr̊uchodem matice např́ıklad se zaznamenáváńım
př́ıtomnosti diagonál do pole flag̊u (booleovských hodnot) v O(n ·m) a násled-
ným pr̊uchodem tohoto pole a vypsáńım př́ıtomných diagonál v O(m). Násled-
ně je nutné tyto diagonály postupně (od nejnižš́ıho indexu) znovu proj́ıt
a do pole hodnot zapisovat veškeré hodnoty z diagonály (včetně nulových
a výplňových hodnot pro prvky mimo matici). I tato operace tedy lze provést
v O(n·m). Pro jeho př́ılǐsnou délku (převážně kv̊uli kontrole meźı a přepočt̊um
index̊u) zde nebude pseudokód uveden.

2.3.4.3 Transpozice

Tato operace je naopak nejjednodušš́ı ze všech formát̊u. Transpozice totiž
znamená pouhé vynásobeńı index̊u diagonál −1 (a zapsáńı do pole index̊u
v opačném pořad́ı). Aby bylo zachováno zarovnáńı diagonál (a výplňových
prvk̊u), je nav́ıc nutné posunout hodnoty diagonály o p̊uvodńı index doleva
(pro záporné tedy o absolutńı hodnotu doprava), č́ımž je dosaženo toho, že
transponované diagonály znovu zač́ınaj́ı na řádku 0.
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2. Návrh

2.3.4.4 Násobeńı

Zde je znovu použ́ıtelný základńı algoritmus. Po řádćıch je možné matici
procházet s konstantńım krokem (m). Tento zp̊usob je vhodněǰśı než procháze-
ńı po sloupćıch, které lze sice také provést s konstantńım krokem, ale vyžaduje
kontrolu meźı matice a předevš́ım samotných diagonál (protože ne všechny di-
agonály obsahuj́ı všechny sloupce). S výplňovými prvky lze pro jednoduchost
(a efektivitu) nakládat jako se všemi ostatńımi, protože kv̊uli jejich nulovosti
výsledek neměńı.

2.4 Základńı struktura paralelńıch algoritmů

Jak si lze snadno povšimnout z předchoźı sekce, úpravou sekvenčńıch algo-
ritmů násobeńı můžeme źıskat paralelńı verze a to hned dvěma zp̊usoby dle
zp̊usobu procházeńı matic.

Algoritmus 5 Paralelńı násobeńı col × row
1: procedure CUDA CR(AT,B : Matrix, C : DenseMatrix, α : float)
2: for all k ← 0 to B.height− 1 do in parallel
3: k ← fork(B.height)
4: for e1 : Element in A[k] do
5: for e2 : Element in B[k] do
6: x← e2.column index
7: y ← e1.column index
8: value← α · e1.value · e2.value
9: atomic C[y][x]← C[y][x] + value;

10: return C

Pokud budeme procházet matice zp̊usobem col × row (tedy např́ıklad
u CRS matic CCS ×CRS, dále jen CR), dostaneme v základu postup, který
si lze prohlédnout v algoritmu 5. Procháźıme zde veškeré prvky, které maj́ı být
spolu vynásobeny, a výsledek tohoto násobeńı zapisujeme do výsledkové ma-
tice. Zřejmou výhodou je tedy jednoduchost a i menš́ı náročnost procházeńı,
nevýhodou je pak nutnost atomické operace, protože výsledky jsou zapisovány
nepravidelně a mohlo by docházet k vzájemnému přepisováńı.

Pokud budeme procházet matice zp̊usobem row × col (tedy u CRS ma-
tic CRS × CCS, dále RC), źıskáme složitěǰśı algoritmus, který si můžete
prohlédnout v algoritmu 6. V tomto algoritmu přǐrad́ıme každému vláknu
jednu pozici ve výsledkové matici a následně provedeme skalárńı součin př́ısluš-
ného řádku z A a sloupce z B (tedy řádku z BT ) se zapsáńım do výsledkové
matice až po dokončeńı součinu. Tento zp̊usob procházeńı má zřejmou výhodu
odstraněńı atomické operace, protože př́ıstup k výsledkové matici je ř́ızený
a na jednu pozici přistupuje pouze jedno vlákno. Nav́ıc se významně sńıž́ı
počet zápis̊u. Na druhou stranu je ovšem nutné provádět velké množstv́ı kon-
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2.5. Přechod mezi high level a low level funkcemi

Algoritmus 6 Paralelńı násobeńı row × col
1: procedure CUDA RC(A,BT : Matrix, C : DenseMatrix, α : float)
2: for all y ← 0 to A.height− 1 do in parallel
3: for all x← 0 to BT.height− 1 do in parallel
4: e1← A[y].firstElement()
5: e2← B[x].firstElement()
6: sum← 0
7: while e1.notEnd() ∧ e2.notEnd() do
8: if e1.column index < e2.column index then
9: e1← e1.next()

10: else if e1.column index > e2.column index then
11: e2← e2.next()
12: else . Sl. indexy se rovnaj́ı, prvky maj́ı být vynásobeny
13: sum← α · e1.value · e2.value
14: e1← e1.next()
15: e2← e2.next()
16: C[y][x]← C[y][x] + sum;
17: return C

trol sloupcových index̊u, což zvyšuje složitost a u výpočt̊u na GPU může vést
k divergenci vláken ve warpu.

Velkou výhodou druhého algoritmu je mnohem lepš́ı použitelnost na znač-
ně velké matice. Pokud totiž velikost výsledkové matice přesahuje množstv́ı
paměti GPU (a násobené matice jsou dostatečně ř́ıdké, aby se vešly do globálńı
paměti GPU), je možné rozdělit výsledkovou matici na části a následně prová-
dět výpočet pouze nad jednotlivými bloky, aniž by došlo k výraznému navýšeńı
časové náročnosti.

Oba tyto algoritmy je samozřejmě nutné specializovat pro jednotlivé for-
máty ukládáńı matic. Specificky je nutné zakomponovat r̊uzné zp̊usoby př́ıstu-
pu k prvk̊um a jejich sloupcovým index̊um a r̊uzné zp̊usoby procházeńı řádk̊u
matice. Pro formát BCRS je nav́ıc nezbytné rozš́ı̌rit i operaci násobeńı na
násobeńı mezi bloky (které může být provedeno základńım algoritmem pro
násobeńı hustých matic).

Dále je samozřejmě možné algoritmy dále optimalizovat použit́ım r̊uzných
ńızkoúrovňových optimalizačńıch technik a zvláště pak u druhého algoritmu
můžeme narazit na limitaci CUDA (např́ıklad počet vláken v bloku), viz dále.

2.5 Přechod mezi high level a low level funkcemi

Jak bylo zmı́něno v sekci sekvenčńıch algoritmů, bude implementováno pouze
násobeńı matic ve stejném formátu uložeńı. Nav́ıc budou implementovány
3 r̊uzné zp̊usoby výpočtu (2 paralelńı a jeden sekvenčńı), které na vstupu
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2. Návrh

Obrázek 2.1: Vysokoúrovňová funkce násobeńı matic

.
Vysokoúrovové zpracování násobení

Function
called

A, B, C with matching
sizes for multiplication

C not allocated

create new
dense matrix
C(A.height, B.width)

C allocated

use existing C

CUDA present and
 DP_PARALLEL

DP_RC or
(DP_UNCHOSEN and
dense enough)

DP_TRANSPOSE

transpose A

DP_NO_TRANSPOSE

transpose B

compute by
CUDA RC

DP_CR or
(DP_UNCHOSEN and
not dense enough)

DP_NO_TRANSPOSE

transpose A

DP_TRANSPOSE

compute by
CUDA CR

CUDA not present or
 DP_SEQUENTIAL

DP_NO_TRANSPOSE

transpose A

DP_TRANSPOSE

compute by
sequential algorithm

return result

Sizes of A,B,C
don't match 
for multiplication

throw exception

vyžaduj́ı r̊uzné kombinace transponováńı matic A a B. Aby bylo usnadněno
použ́ıváńı a také umožněno v budoucnu snadno měnit implementaci ńızko-
úrovňových funkćı nezávisle na interface, rozhodl jsem se implementovat ”roz-
cestńıkovou“ funkci, která bude obalovat ńızkoúrovňové funkce, a mechanis-
mus, zajǐst’uj́ıćı převod na stejný formát uložeńı.

”Rozcestńıková“ funkce bude na vstupu přij́ımat 2 libovolné matice A
a B, hodnotu α a výstupńı hustou matici C, dále pak informace zda má být
provedena transpozice matice A před násobeńım (DP TRANSPOSE, nebo
DP NO TRANSPOSE), zda má výpočet být proveden sekvenčně, či para-
lelně (DP SEQUENTIAL, DP PARALLEL) a preferovanou metodu prochá-
zeńı matice. Pro usnadněńı použ́ıváńı budou mı́t posledńı tři výběry zadanou
defaultńı hodnotu (bez transpozice, paralelně, nevybráno) a proto je bude
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2.6. Návrh tř́ıd

možné vynechat (DP RC, DP CR, DP UNCHOSEN). Nav́ıc mı́sto matice C
bude možné zadat nulový pointer, což znamená, že se má alokovat nová nulová
matice odpov́ıdaj́ıćıch rozměr̊u. Výsledek bude uložen v matici C (nebo nové
v př́ıpadě nulového pointeru). Tato funkce nav́ıc zajist́ı kontrolu chybných
velikost́ı matic. Celou funkci si můžete prohlédnout na diagramu 2.1.

V diagramu si lze všimnout, že při nevybraném zp̊usobu procházeńı ma-
tice (RC,CR) je zp̊usob vybrán automaticky dle vlastnost́ı matice. Tento au-
tomatický výběr je založen na předpokladu, že verze row × col je efektivněǰśı
pro hustš́ı matice a naopak col × row je efektivněǰśı pro matice řidš́ı. Tento
předpoklad bude ověřen a odhadnut́ı vhodné hranice bude experimentálně
provedeno v rámci testováńı a źıskané hodnoty zpětně použity pro dokončeńı
mechanismu.

Mechanismus převodu na stejný formát využ́ıvá operaćı převodu na hustou
matici a z husté matice. V př́ıpadě r̊uzných formát̊u je druhá matice (matice
B) nejdř́ıve převedena na hustou matici a následně z ńı zpět na stejný formát
jako matice A. Kv̊uli limitaćım dědičnosti u jazyka C++ je nutné, aby byla
tato operace prováděna na začátku každé z ńızkoúrovňových funkćı a ne př́ımo
u sd́ılené ”rozcestńıkové“ funkce. V opačném př́ıpadě bychom bud’ museli im-
plementovat tuto funkci pro veškeré formáty matic (se zřejmým porušeńım
DRY) a nebo by musela funkce obsahovat switch s r̊uznými formáty, což taktéž
závažně porušuje pravidla správného objektového návrhu.

2.6 Návrh tř́ıd

Po navrhnut́ı většiny d́ılč́ıch část́ı je konečně možné pustit se do samotného
návrhu tř́ıdńı struktury.

Základńım stavebńım prvkem bude abstraktńı tř́ıda pro ukládáńı matice
(Matrix). Tato tř́ıda bude taktéž obsahovat deklarace všech společných me-
tod. Tř́ıda může obsahovat výšku a š́ı̌rku matice (protože matice v jakémkoliv
formátu má tyto parametry), abstraktńı deklarace ńızkoúrovňových metod
pro násobeńı a transpozici, implementovanou vysokoúrovňovou metodu pro
násobeńı a př́ıpadné daľśı wrappery této metody slouž́ıćı ke zjednodušeńı
použ́ıváńı. Dále bude obsahovat základ mechanismu pro převod matic na
stejný formát.

Jednotlivé tř́ıdy pro ukládáńı ve specifických formátech budou dědit z tř́ıdy
Matrix a dále budou obsahovat konstruktory z husté matice (tř́ıda pro hustou
matici bude přij́ımat pole dat a velikost matice), destruktory, konkrétńı imple-
mentace násobeńı, transpozice a převodu na hustou matici. Dále budou obsa-
hovat také konkrétńı mechanismus pro převod na stejný formát. Samozřejmě
budou také obsahovat data uložená v daném formátu.

Neabstraktńı tř́ıdy děd́ıćı od tř́ıdy Matrix budou: DenseMatrix, CRSMat-
rix, BCRSMatrix, DIAMatrix, ELLMatrix. Formáty dat v těchto tř́ıdách jsou
zřejmé z názvu a byly již rozebrány výše.
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Kapitola 3
Implementace

V této části práce je podrobněji popsána implementace základńı funkcionality
(sekvenčńı část) a prvky, které byly přidány nav́ıc oproti předchoźımu návrhu.
Dále jsou v této sekci také řešena specifika výpočt̊u na GPU (zvláště pak sa-
motné technologie CUDA) a optimalizace nutné pro zajǐstěńı dobré efektivity
implementaćı. Implementované kódy si lze prohlédnout na přiloženém CD.

3.1 Implementace základńı funkcionality

Implementace základńı funkcionality knihovny prob́ıhala dle návrhu tř́ıd a za
použit́ı rozebraných algoritmů pro práci s ř́ıdkými maticemi. Vzhledem k za-
dáńı práce byla implementace prováděna v jazyce C++ a kv̊uli přenositel-
nosti byl zvolen standard C++11, který je v současnosti podporován většinou
kompilátor̊u.

Při implementaci bylo dbáno na to, aby bylo knihovnu možno přeložit
(a spustit) i na zař́ızeńıch nekompatibilńıch s CUDA technologíı. Toto bylo
zajǐstěno implementaćı sekvenčńıch verźı všech algoritmů, odděleńım CUDA
kódu do samostatných soubor̊u a pomoćı direktiv preprocesoru.

Aby se předešlo velkému nár̊ustu rozsahu práce (mimo obor zadáńı) a kom-
plexity kódu, nebyly implementovány funkce, které nebyly nutné pro im-
plementaci operace násobeńı matic, př́ıpadně testováńı správnosti a efek-
tivnosti této operace. Mezi tyto úmyslně vynechané funkce patř́ı např́ıklad
přidáváńı (a měněńı) hodnot načtených matic. Návrh a implementace však
byly prováděny takovým zp̊usobem, aby bylo v budoucnu snadné funkciona-
litu v př́ıpadě potřeby rozš́ı̌rit.

3.2 Uživatelský interface

Ačkoliv byl program navržen ve stylu knihovny (bez př́ımého uživatelského
rozhrańı), pro testováńı bylo rozhrańı nutné vytvořit. Pro potřeby této práce
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3. Implementace

byl tedy navržen jednoduchý interface, který umožňuje ze vstupńıch soubor̊u
nač́ıst dvě matice, uložit je ve vybraném formátu, provést jejich vynásobeńı
a zjistit časovou náročnost posledńı operace. Tento interface nevyuž́ıvá všech
možnost́ı implementace a jeho jediným účelem je sloužit k testováńı knihovny
a ověřeńı jej́ı funkčnosti (správné kompilace atd.).

3.3 Implementace CUDA

Implementace paralelńıch verźı algoritmů v jazyce CUDA s sebou nesla r̊uzné
problémy a nutná rozhodnut́ı.

Nejdř́ıve se bylo nutné rozhodnout, pro jakou verzi technologie CUDA
a jaké minimálńı specifikace hardwaru (CUDA capability) bude vyv́ıjeno. Byla
zvolena verze jazyka (a runtime environmentu) 9.1, protože se v době počátku
práce na implementaci jednalo o nejnověǰśı verzi, pro niž bylo možné sehnat
kompilátor pro systém Linux. Jako rozumný kompromis mezi schopnostmi
a podporou starš́ıho hardwaru (a s ohledem na dostupná testovaćı zař́ızeńı)
byla pak zvolena CUDA capability 3.5 (Kepler). Veškerá daľśı tvrzeńı a im-
plementačńı rozhodnut́ı budou vztahována k této konfiguraci.

Druhým problémem byla enkapsulace dat. CUDA kernel muśı být mimo
tř́ıdu, zároveň však potřebuje př́ımý př́ıstup k dat̊um tř́ıdy. Pro vyřešeńı
tohoto problému bylo nejdř́ıve spuštěńı kernelu ”obaleno“ metodou tř́ıdy.
Pro uspořádáńı práce s daty byla nav́ıc v každé tř́ıdě definována struktura,
která slouž́ı pro nač́ıtáńı dat z tř́ıdy na GPU, jejich uchováváńı, př́ıpadné
zpětné uložeńı a následné uvolněńı prostředk̊u. Př́ımo k dat̊um tř́ıdy je tedy
přistupováno pouze konstruktorem struktury (definované uvnitř tř́ıdy).

Daľśı významné rozhodnut́ı souviselo s omezeńım technologie CUDA. Vý-
početńı kernel je možné spustit paralelně na maximálně 231−1 bloćıch, z nichž
každý může obsahovat maximálně 1024 vláken. Prvńı hodnota zřejmě neńı
významným omezeńım (protože převyšuje obvyklé množstv́ı RAM u většiny
GPU), na druhou hodnotu je nutné brát zřetel.

U verze col × row můžeme např́ıklad přidělit každému vláknu jednu hod-
notu k (tedy sloupec z A a odpov́ıdaj́ıćı řádek z B). Vlákna pak můžeme
jednoduše rozdělit např́ıklad po 1024 na blok, př́ıpadně po menš́ım počtu
(dělitelném 32) pro lepš́ı výkon u menš́ıch matic. Tato varianta byla zvo-
lena jako základńı zp̊usob rozděleńı. Druhou možnost́ı je pak přidělit jedno
k celému bloku vláken. Tato varianta může mı́t vyšš́ı overhead a pro malé
(př́ıpadně velmi ř́ıdké) matice může být množstv́ı práce pro jednotlivá vlákna
př́ılǐs malé. Na druhou stranu umožňuje využit́ı sd́ılené paměti a lepš́ı práci
s globálńı pamět́ı.

U verze row × col je situace složitěǰśı. Přirozeným rozděleńım je přidělit
každému vláknu jednu výstupńı pozici v matici C, a tedy jeden řádek z matice
A a jeden sloupec z matice B, na výpočet skalárńıho součinu, kdy blok určuje
řádek a pozice vlákna v bloku určuje slupec. Toto umožňuje snadné adre-
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3.4. Využit́ı prostředk̊u CUDA

sováńı i využit́ı sd́ılené paměti pro uchováńı celého řádku. Zde je však problém
s maximálńım počtem vláken na blok. Toto lze obej́ıt rozděleńım řádku do
v́ıce blok̊u, ale jako efektivněǰśı varianta bylo nakonec zvoleno přiděleńı v́ıce
pozic každému vláknu, s cykleńım do vyčerpáńı velikosti řádku. Např́ıklad
vlákno s indexem 4 v bloku 100 bude u matice velikosti 2048×2048 a velikost́ı
bloku 1024 poč́ıtat všechny výstupńı pozice, pro něž plat́ı y = 100 ∧ x ≡ 4
mod 1024, tedy prvky řádku 100 ve sloupćıch 4 a 1028.

3.4 Využit́ı prostředk̊u CUDA

Pro napsáńı efektivńı implementace algoritmů (dále jen algoritmů) je d̊uležité
využ́ıt co nejv́ıce možnost́ı GPU. Jednou z hlavńıch je schopnost GPU částečně
skrývat latence operaćı (převážně pamět’ových) využit́ım současného prová-
děńı v́ıce vláken, než je skutečný počet výpočetńıch jednotek.

Nejv́ıce může na multiprocesoru teoreticky být 2048 vláken a efektivita al-
goritmu je logicky nejvyšš́ı, pokud je tohoto č́ısla prakticky dosaženo. K tomu
je třeba nepřesáhnout žádný z daľśıch limit̊u, kterými jsou počet blok̊u (bloky
nesmı́ být př́ılǐs malé), množstv́ı sd́ılené paměti na blok a počet využitých
registr̊u (obvykle hĺıdán kompilátorem). Rozhodne-li se tedy hodnota jednoho
z těchto parametr̊u, jsou maxima všech ostatńıch hodnot přesně určena. Pro
dosažeńı optimálńı efektivity byly tedy hodnoty (počet vláken na blok a veli-
kosti přidělené sd́ılené paměti) určovány dle těchto limit̊u.

3.5 Optimalizace

V této sekci budou popsány techniky, které se ukázaly být účinné pro zvýšeńı
efektivity paralelizovaných algoritmů. Zkoušené techniky, které nevykazovaly
významné zvýšeńı efektivity (např́ıklad loop unrolling), budou vynechány. De-
tailněǰśı popis testováńı efektivity je v kapitole Testováńı.

Kromě celkové efektivity algoritmu byl pro návrh optimalizaćı použ́ıván
taktéž profiler (Nvidia Visual Profiler), pomoćı kterého bylo možné snadněji se
orientovat v problémech jednotlivých implementaćı a navrhovat směr daľśıho
vylepšováńı.

Optimalizace byly nejdř́ıve prováděny na algoritmech CRS formátu a nás-
ledně přeneseny na ostatńı.

3.5.1 Využit́ı sd́ılené paměti u RC verze

Hlavńım d̊uvodem snižeńı efektivity u kernel̊u jsou pamět’ové operace. Tento
fakt, který plat́ı obecně, byl potvrzen i v rámci profilováńı. Pamět’ s nejpo-
maleǰśım př́ıstupem (a nejnižš́ım throughputem) je globálńı pamět’ zař́ızeńı.
Pro zvýšeńı efektivity násobeńı je tedy nutné tuto pamět’ využ́ıvat co nejméně
a co nejefektivněji.
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Pro zvolenou verzi CUDA capability je k dispozici 48 KB sd́ılené paměti
na multiprocesor. Ve srovnáńı s globálńı pamět́ı umožňuje tato pamět’ vyšš́ı
pr̊utok dat, má nižš́ı odezvu a umožňuje obsluhovat v́ıce vláken zároveň. Tato
pamět’ je sd́ılená v rámci jednoho bloku.

U verze RC (row × column) pracuje celý blok s jedńım řádkem matice
AT , proto je intuitivńı nahrát tento řádek do sd́ılené paměti. Všechna vlákna
v bloku nejdř́ıve společně načtou data (indexováńı dle formátu a hodnoty
nenulových prvk̊u) z globálńı paměti do sd́ılené (kv̊uli zamezeńı race conditions
je nutná synchronizace na úrovni bloku před a po načteńı) a poté se provád́ı
výpočet již s těmito přednačtenými daty.

Kv̊uli omezené velikosti paměti je nutné v př́ıpadě dlouhých řádk̊u nutné
řádek rozdělit na úseky, které se do paměti vydaj́ı, a data tak nač́ıtat opako-
vaně. Toto však kv̊uli využit́ı ř́ıdkých formát̊u nelze provést pomoćı indexu
sloupce, ale pouze pořad́ım nenulového prvku v řádku. To vede k problému
s indexováńım v matici B. Po dokončeńı úseku máme nalezený index prvku
v BT , který je větš́ı nebo roven posledńımu prvku z tohoto úseku (viz al-
goritmus 6) (jedno vlákno muśı zpracovávat v́ıce sloupc̊u). S t́ımto indexem
lze nakládat třemi zp̊usoby. Můžeme jej zahodit a v př́ı̌st́ım úseku (u tohoto
sloupce) znovu zač́ıt hledat od začátku. Tento zp̊usob ale vede k častému
procházeńı stejných část́ı, je velmi neefektivńı, a proto nevhodný. Druhou
možnost́ı je tento index uložit (do globálńı paměti) a po načteńı nových dat jej
znovu nač́ıst. Třet́ı zp̊usob je nač́ıtáńı nového úseku nikoliv poté, co jsou pro-
jity všechny sloupce, ale poté, co všechna vlákna v bloku dokonč́ı práci s ńım
pro jeden sloupec (tedy přesunut́ı nač́ıtáńı o úroveň ńıže). Nevýhodou druhého
zp̊usobu je zvýšená pamět’ová náročnost a využit́ı globálńı paměti. Nevýhodou
třet́ıho pak nutnost v́ıcenásobného nač́ıtáńı stejného úseku u velkých matic
(kde velké množstv́ı řádk̊u je děleno na mnoho úsek̊u). Při testováńı a profi-
lováńı však nebyl zjǐstěn znatelný rozd́ıl mezi těmito variantami, a proto byla
pro jednoduchost vybrána varianta třet́ı.

Kv̊uli mnohem větš́ımu množstv́ı operaćı porovnáváńı index̊u (v̊uči ope-
raćım násobeńı) je vhodné nač́ıtat do sd́ılené paměti pouze indexy prvk̊u,
zat́ımco samotné hodnoty mohou být načteny až při výpočtu (č́ımž je výrazně
zvýšena délka úsek̊u, bez významné ztráty efektivity výpočtu v rámci úseku).

Velikost úseku nač́ıtaného do sd́ılené paměti lze snadno vypoč́ıtat za běhu
programu. K tomu lze využ́ıt znalost velikosti paměti pro multiprocesor, ma-
ximálńı množstv́ı vláken uložených na multiprocesoru (2048), které se snaž́ıme
zachovat kv̊uli efektivitě, a znalost velikosti dat jednoho prvku pro jednot-
livé formáty ukládáńı. Neńı-li sd́ılená pamět’ využ́ıvána i pro daľśı účely, pak
např́ıklad pro CRS se jedná o 48 KB

2048·4 , tedy 6 prvk̊u na vlákno v bloku a pro
blok o velikosti 1024 (maximálńı) je velikost jednoho úseku 6144 prvk̊u.
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3.5.2 Zarovnáńı př́ıstup̊u k paměti

Při nač́ıtáńı z globálńı paměti (př́ıpadně jej́ı cache) se nenač́ıtá pouze 1 prvek,
ale celý blok 128 B (př́ıpadně 32 z L2 cache), tedy 32 prvk̊u pro int (float).
Pokud v́ıce po sobě jdoućıch vláken chce přistupovat k těmto dat̊um, ř́ıd́ıćı
jednotka je schopná celé toto načteńı provést v jedné operaci. Pokud je nač́ıtáńı
posunuté (např́ıklad nulté vlákno nač́ıtá prvńı prvek), muśı být provedena
dvě načteńı. Aby byla zvýšena efektivita, je proto vhodné vynutit zarovnáńı
nač́ıtáńı index̊u na 32 prvk̊u (i za cenu ”prázdných“ cykl̊u a kontrolováńı
mezńıch podmı́nek pod hranićı začátku nač́ıtáńı).

3.5.3 Využit́ı registr̊u u RC verze

Efektivita kernel̊u je dále snižována dlouhou latenćı nahráváńı index̊u sloupc̊u
matice BT z globálńı paměti. Pro sńıžeńı této latence byla využita technika
přednahráváńı dat těchto inex̊u do registr̊u. T́ım je nejen umožněno zař́ızeńı
lépe maskovat latenci globálńı paměti za běhu programu, ale také je kom-
pilátoru objasněna nezávislost těchto dat na zbytku instrukćı v cyklu a je
mu tak umožněno provádět radikálněǰśı úpravy kódu při optimalizaci (loop
unrolling, přehazováńı pořad́ı instrukćı aj.).

Testováńım bylo zjǐstěno, že nejvyšš́ı př́ınos přinese ukládáńı pouze jedné
hodnoty dopředu a ukládáńı v́ıce než tř́ı již (kv̊uli zhoršené práci s registry
v jiných částech z d̊uvodu jejich omezeného počtu) naopak efektivitu snižuje
(dvě hodnoty dopředu je mı́rně méně efektivńı než jedna).

3.5.4 Operace nad daty v́ıce vláken

Hlavńı operaćı blokuj́ıćı vyšš́ı efektivitu se po předchoźıch optimalizaćıch stalo
nač́ıtáńı index̊u prvk̊u matice B. Ačkoliv lepš́ı využit́ı registr̊u sńıžilo do-
pad této operace, stále se jednalo o bottleneck. Důvodem tohoto problému
je špatná práce s globálńı pamět́ı. Z načtených 128 B je totiž v cyklu využito
pouze 4 B (jeden prvek) a zbytek zahozen. K využit́ı větš́ı části načtených
dat je nezbytné, aby v́ıce vláken ve warpu využ́ıvalo indexová data jednoho
sloupce. Abychom tohoto doćılili, je však nutné přeuspořádat přiděleńı sloupc̊u
vlákn̊um.

Mı́sto toho, aby každý sloupec (a výsledný prvek) byl poč́ıtán jedńım
vláknem, muśı na tomto výpočtu spolupracovat vláken v́ıce. Vzhledem k sek-
venčńımu charakteru vyhledáváńı stejných index̊u je však nemožné, aby toto
bylo prováděno samostatně. Můžeme však využ́ıt operace nad daty vláken
ve warpu, konkrétně ballot (operace, která urč́ı, pro která vlákna ve warpu
plat́ı podmı́nka), all (operace zjist́ı, zda podmı́nka plat́ı pro všechna vlákna)
a shift (posune data vybrané proměnné ve warpu nižš́ım, nebo vyšš́ım vlákn̊um
warpu). U všech těchto operaćı lze maskou specifikovat, která vlákna warpu
se maj́ı operace účastnit. Např́ıklad pro 4 vlákna na sloupec tak mohou být
naráz načteny 4 indexy, následně je pomoćı operace all zjǐstěno, zda neńı
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index v A menš́ı (př́ıpadně posunuto o jedna a opakováno), pomoćı ope-
race ballot je zjǐstěno, o kolik pozic je nutné posunout index v B, než bude
větš́ı nebo roven indexu v A (0-4), a pomoćı operace shift je posun proveden.
T́ımto posunem o v́ıce prvk̊u částečně kompenzujeme neefektivitu v́ıce vláken
prováděj́ıćıch stejné operace. Samotné násobeńı (a ukládáńı) pak může být
provedeno např́ıklad pouze jedńım z vláken (nejoptimálněǰśı zp̊usob závislý
na formátu ukládáńı).

Takto upravené nač́ıtáńı již může být rozš́ı̌reno o nač́ıtáńı index̊u B do
sd́ılené paměti, aby bylo zachováno zarovnáńı a nejlépe využita data v rámci
jedné operace.

Přestože tento zp̊usob vede k tomu, že část vláken neprovád́ı výpočty
a slouž́ı pouze k nač́ıtáńı prvk̊u (kv̊uli tomu, že bottleneck efektivity neńı
prováděńı výpočt̊u, ale práce s globálńı pamět́ı), dojde ve výsledku ke zlepšeńı
efektivity.

Jako nejoptimálněǰśı se ukázalo využit́ı pouze 2 vláken na sloupec(s cache
4 prvk̊u). Toto je logické vzhledem k exponenciálně klesaj́ıćı pravděpodobnosti
posun̊u o v́ıce než 2 prvky v matici B. Za předpokladu posunu alespoň o jeden
prvek má posun o 2 prvky téměř 50% pravděpodobnost, zat́ımco o 4 pouze
12.5% (téměř, protože rovnost index̊u je u náhodných dostatečně ř́ıdkých ma-
tic oproti nerovnosti řádově menš́ı). Data ostatńıch vláken jsou tedy prakticky
nevyužita.

3.5.5 Optimalizace CR verze

Stejně jako u RC verze i zde byl bottleneck v efektivitě využit́ı globálńı paměti.
K zlepšeńı jej́ı efektivity bylo tedy nezbytné využ́ıt paměti sd́ılené. Aby toto
mohlo být provedeno, musela být nejdř́ıve změněna distribuce výpočtu mezi
vlákna a bloky.

Mı́sto přiděleńı každého řádku (hodnoty k) jednomu vláknu bylo zvoleno
přiděleńı jednoho řádku celému bloku. Pro větš́ı a řidš́ı matice by bylo možné
přidělit v́ıce řádk̊u každému bloku, to ale nebylo vzhledem k limitaci velikosti
výstupńı matice potřebné.

Celý blok tedy sd́ıĺı sloupec matice A a řádek matice B. Pro vyřešeńı
limitace velikosti sd́ılené paměti (počet hodnot v řádku může být větš́ı než
velikost sd́ılené paměti) byla využita technika blokováńı, často použ́ıvaná při
násobeńı hustých matic. Hodnoty (a indexy) řádku a slupce jsou rozděleny do
blok̊u stejné velikosti a každý blok ze sloupce A je vynásoben každým blokem
z řádku B (prvky uvnitř blok̊u také t́ımto zp̊usobem každý s každým). Tento
zp̊usob umožňuje postupně nahrávat do sd́ılené paměti vždy pouze dva bloky
a počet př́ıstup̊u do globálńı poměti je významně sńıžen z p̊uvodńıch O(n2)
operaćı na řádek (konkrétńı k).

Množstv́ı operaćı nač́ıtáńı z globálńı paměti po aplikaci této metody opti-
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malizace pro stejně velké bloky stoupá dle funkce
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kde x je počet prvk̊u nač́ıtaných do sd́ılené paměti (velikost bloku) a n,m jsou
délky řádk̊u (sloupc̊u). Pokud pro zjednodušeńı předpokládáme stejný počet
prvk̊u ve sloupci matice A jako řádku matice B (tedy n = m), dostaneme
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Tato funkce je zřejmě lineárńı pro n ≤ x, tedy pokud množstv́ı prvk̊u
v řádku nepřesahuje kapacitu sd́ılené paměti. V př́ıpadě, že toto množstv́ı je
přesaženo (do sd́ılené paměti je třeba nač́ıtat v́ıce blok̊u v řádku), roste tato
funkce sice kvadraticky, ale s mnohem nižš́ım koeficientem (vyděleno x), což
je na menš́ıch matićıch téměř nerozpoznatelné od lineárńı funkce.

Daľśı výhodou tohoto postupu je, že nedocháźı ke kolizi zápis̊u do globálńı
paměti v rámci jednoho výpočetńıho bloku, protože index výsledku je určen
řádkovým indexem prvku z A a sloupcovým indexem prvku z B (a tato dvojice
je pro dané k jedinečná). Může tedy docházet pouze ke koliźım mezi bloky,
č́ımž se snižuje časová náročnost atomického přičteńı do výsledkové matice.

Práce je mezi vlákna v bloku rozdělena pomoćı 2D souřadnic vláken (pro
1024 vláken 32× 32), určuj́ıćıch přidělené elementy z jednotlivých blok̊u.

Pro nač́ıtáńı do sd́ılené paměti byly využity techniky z optimalizaćı RC
verze algoritmu (zarovnáńı, využit́ı celého 128B čteńı).

Během optimalizace byly také vyzkoušeny daľśı techniky (změna velikosti
blok̊u, přiděleńı v́ıce práce jednotlivým blok̊um aj.), tyto techniky však neměly
na efektivitu (bez ohledu na hustotu a velikost matice) pozorovatelný kladný
vliv a proto nebudou dále rozeb́ırány.

3.5.6 Přeneseńı optimalizaćı na ostatńı formáty ř́ıdkých
matic

V prvńı fázi byly veškeré optimalizace prováděny na CRS formátu (kv̊uli jed-
noduchosti debugováńı). Všechny tyto optimalizace jsou však poměrně obecné
(a algoritmy pro většinu formát̊u navrženy v zásadě stejně), takže je bylo
možné využ́ıt i u zbývaj́ıćıch formát̊u.

Přeneseńı optimalizaćı na BCRS bylo nejjednodušš́ı. Kromě úpravy veli-
kost́ı dat prvk̊u (z jednoho floatu na celý blok) a změny zp̊usobu násobeńı
mohla být celá funkce prakticky zkoṕırována. Velkou výhodu má pak tento
formát u RC verze. Za využit́ı techniky s praćı nad daty v́ıce vláken warpu
(posledńı hlavńı optimalizace RC verze zmı́něná výše) jsou u CRS ostatńı
vlákna při násobeńı nevyužita. U BCRS je však možné přidělit každému
vláknu část násobeného bloku, a tak neztrácet žádný výkon. Nav́ıc se t́ımto
př́ıstupem k dat̊um bloku lépe využije operaćı nač́ıtáńı dat blok̊u z globálńı
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paměti, protože při správném rozložeńı vláken přistupuj́ı sousedńı vlákna vždy
k sousedńım prvk̊um (omezeńı globálńı paměti viz výše). Dı́ky využit́ı těchto
p̊uvodně neaktivńıch vláken je taktéž možné pro lepš́ı výkon zvýšit množstv́ı
spolupracuj́ıćıch vláken ze dvou na čtyři.

I přeneseńı optimalizaćı na ELL formát je jednoduché. Jediný problém,
který je nutný vyřešit, je práce s výplňovými nulami (v indexech sloupc̊u),
které narušuj́ı předpoklady provedené u operaćı s warpy (monotonii – konkrét-
ně neklesáńı – sloupcových index̊u v řádku), proto je nutné je explicitně nahra-
zovat nejvyšš́ımi možnými přirozenými č́ısly. Tento formát nav́ıc z optimalizaćı
těž́ı mnohem méně než CRS, protože mnohé optimalizace byly navrženy ta-
kovým zp̊usobem, že odstraňuj́ı nevýhody CRS formátu v̊uči ELL (např́ıklad
zarovnáńı prvk̊u).

Ačkoliv i posledńı formát (DIA) může z některých optimalizačńıch technik
těžit, jejich využit́ı je zde značně omezené a problematické. Pro ideálńı využit́ı
výpočetńıch prostředk̊u by zde tedy bylo vhodné navrhnout zcela specializo-
vaný zp̊usob optimalizaćı.
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Kapitola 4
Testováńı

Během celého vývoje prob́ıhalo samozřejmě testováńı vzniklých kód̊u. V prv-
ńıch fáźıch se jednalo zvláště o unit testy a daľśı testováńı věcné správnosti
implementaćı (tedy zda program skutečně provád́ı to, co bylo specifikováno).
V pozděǰśıch fáźıch se dále přidalo testováńı aplikace jako celku (z velké části
manuálńı), testováńı efektivity implementaćı a optimalizaćı.

Při testováńı efektivity byl měřen čas pouze samotného výpočtu násobeńı
matic (bez přesun̊u dat mezi GPU-CPU a pomocných operaćı na CPU).

4.1 Testovaćı hardware

Testováńı prob́ıhalo na př́ıstroji s těmito technickými specifikacemi:

• Procesor: Intel(R) Core(TM) i7-3630QM CPU @ 2.40GHz

• Výpočetńı pamět’: SODIMM DDR3 Synchronous 1600 MHz, 8GiB

• GPU: GK107M [GeForce GT 650M]

– CUDA jader: 384
– výpočetńı frekvence: až 735-900 (boost) MHz
– CUDA capability: 3.5 (Kepler)
– Globálńı pamět’: 1024 MB
– Maximálńı výpočetńı výkon (float): 729.6 GFLOPS

4.2 Nastaveńı kompilace

Pro kompilaci byl využ́ıván Nvidia CUDA Compiler (NVCC), což je pro-
prietárńı překladač př́ımo od společnosti Nvidia. Minimálńı předpokládaná
CUDA capability ponechána na verzi 3.0, protože žádné z rozd́ıl̊u mezi těmito
architekturami nebyly v implementaci využity a efektivita kompilovaných

39



4. Testováńı

verźı je tedy stejná jako u architektury 3.5 (což bylo i experimentálně ověřeno).
Verze 3.5 je pouze funkcionálńım rozš́ı̌reńım verze 3.0 (unified memory, dy-
namický paralelismus), a proto je možné program kompilovaný pro 3.0 spus-
tit i na zař́ızeńı s CUDA capability 3.5. Úroveň optimalizaćı ponechána na
nejvyšš́ı -O3 pro kód běž́ıćı na GPU a -O2 pro sériový C++ kód.

Při debugováńı byly dále využity přeṕınače -g a -lineinfo (které dodaj́ı
debugovaćı informace).

4.3 Unit testy

Pro tento druh testováńı (definice unit test̊u a v́ıce o nich např́ıklad v [20]) jsem
zvolil knihovnu CppUnit (verze 1.14) a to z d̊uvodu jej́ı rozš́ı̌renosti a zvláště
pak z d̊uvodu jej́ı jednoduché integrace s použitým vývojovým prostřed́ım
(Netbeans).

Instalaci jsem provedl podle [21], protože př́ımá instalace z repozitáře
pro Ubuntu 18.04 (k 19.2.2019) neńı v kombinaci s Netbeans funkčńı. Pro
následné spuštěńı test̊u je nav́ıc, jak jsem zjistil z [22], nezbytné přidat direk-
tivu ”−lcppunit“.

Osvědčilo se také starš́ı unit testy uchovávat a tento soubor test̊u použ́ıvat
jako smoke testy.

4.4 Věcná správnost implementace

Pro dostatečně malé celoč́ıselné matice lze správnost kontrolovat pomoćı jed-
noduchého porovnáńı výsledku s výsledkem očekávaným. Pro velké matice
s reálnými č́ısly je však tento postup neúčinný, protože operace s č́ısly s ome-
zenou přesnost́ı nejsou komutativńı, ale při paralelńıch výpočtech neńı pořad́ı
operaćı přesně určeno (zvláště u CR verze). Prováděńım operaćı v rozd́ılném
pořad́ı tedy vzniknou rozd́ılné výsledky. Proto bylo pro zjǐstěńı správnosti
nutno využ́ıt jiných postup̊u.

Prvńım zp̊usobem ověřeńı správnosti je kontrola počtu provedených ope-
raćı násobeńı, protože tento počet je stejný u sekvenčńıch verźı i u všech verźı
paralelńıch (všechny jsou založené na stejném principu).

Druhý postupem pak bylo využit́ı pro tento účel navržené operace po-
rovnáváńı rozd́ılnosti matic, která vypoč́ıtává pr̊uměrnou relativńı odchylku
nenulových prvk̊u obou matic (odchylka dvou prvk̊u poč́ıtána jako |a−b|

|a|+|b|),
a omezeńı této odchylky vybranou hodnotou. Při měřeńı byla maximálńı
naměřená pr̊uměrná odchylka řádově 10−6, což je vzhledem k přesnosti float
zanedbatelnná hodnota.
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4.5 Testovaćı data

Základńı testovaćı data (pro zjǐstěńı správnosti implementace) byla vytvořena
ručně. Pro źıskáńı větš́ıch matic na testováńı časové náročnosti, efektivity algo-
ritmů a optimalizačńıch technik již bylo nutné použ́ıt jiného př́ıstupu. V prvńı
fázi jsem využ́ıval matice źıskané z [23]. Pro źıskáńı matic se specifickými pa-
rametry a tvorbu graf̊u s těmito maticemi byl však výběr matic př́ılǐs hrubou
technikou a generátory, které se mi podařilo nalézt (např́ıklad matgen) byly
obvykle značně nedostačuj́ıćı funkcionalitou. Rozhodl jsem se proto vytvořit
si vlastńı generátor náhodných ř́ıdkých matic (se specifikaćı parametr̊u).

Vytvořený generátor umožňuje generovat matice libovolné velikosti se za-
danou hustotou nenulových hodnot. Nav́ıc kromě základńıch náhodných matic
umožňuje i generovat matice s hodnotami shlukovanými do blok̊u, či ome-
zeného počtu diagonál.

Pro testováńı efektivity (času) byly vždy využity 2 r̊uzné matice (stejné
velikosti). Pro snadnost zobrazováńı byly voleny čtvercové matice.

4.6 Vstupńı formát matic

Vzhledem k p̊uvodńımu zdroji matic a také k rozš́ı̌renosti tohoto formátu
jsem se rozhodl využ́ıvat pro vstupńı (vněǰśı) formát matic formát MM (Ma-
trix Market), přesněji jeho zjednodušenou verzi (tedy pouze umožňuj́ıćı zápis
ř́ıdkých matic s reálnými č́ısly). Jedná se o jednoduchý formát založený na
COO. Prvńı řádek po hlavičce (která neńı pro naše účely významná) obsa-
huje tři údaje: n m nnz, kde n je výška matice, m je š́ı̌rka matice a nnz je
počet nenulových hodnot. Zbylých nnz řádk̊u obsahuje vždy y souřadnici, x
souřadnici a hodnotu tohoto prvku. Vše je odděleno mezerami.

Dále tento formát umožňuje řádkové komentáře zač́ınaj́ıćı znakem % (a pro
naše účely zjednodušeného formátu je i hlavička pouhým komentářem).

Veškeré vygenerované testovaćı matice jsou kv̊uli opakovatelnosti nejdř́ıve
uloženy v tomto formátu a následně teprve nahráty do aplikace a použity.

4.7 Sekvenčńı verze

Prvńı otázkou, na kterou chceme znát odpověd’, je, zda (a za jakých podmı́nek)
se využit́ı ř́ıdkých matic časově vyplat́ı v̊uči standardńımu algoritmu násobeńı
hustých matic. K tomuto ověřeńı byly provedeny dvě série měřeńı závislost́ı
času a to na hustotě a velikosti matic.

Na grafu 4.1 je vidět, že za konstantńı hustoty matic je doba běhu al-
goritmu (dle očekáváńı) u všech formát̊u kubicky závislá na velikosti matic.
Ř́ıdké formáty jsou však (pro tuto hustotu) významně rychleǰśı. Konkrétně
CRS 50x, a ELL 25x. Důvodem tohoto zrychleńı je vynecháńı nutnosti nač́ıtáńı
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Obrázek 4.1: Graf závislosti doby běhu na velikosti matice s hustotou 10 %

.

Obrázek 4.2: Graf závislosti doby běhu na hustotě matice o velikosti 1000 ×
1000

.
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z paměti (a násobeńı) nulových prvk̊u, zároveň je však výpočet jedné hodnoty
významně časově náročněǰśı.

Důsledek zvýšené složitosti jednotlivých výpočt̊u je vidět na grafu 4.2.
Zat́ımco hustý formát je na hustotě matic nezávislý, ř́ıdké formáty jsou na
hustotě matic kubicky závislé. Z výsledk̊u měřeńı také můžeme přibližně apro-
ximovat, že (pro tyto konkrétńı implementace a zcela náhodné matice) je CRS
výhodné do hustoty 77 % a ELL 65 % (tedy poměrně vysoké hustoty).

Formát ELL si vedl významně h̊uře kv̊uli vyšš́ı pamět’ové náročnosti a ne-
využit́ı jeho výhod v měřených neoptimalizovaných verźıch.

4.7.1 Výběr optimálńıho algoritmu

Během návrhu byl proveden předběžný předpoklad, že efektivita CR a RC
verźı (a zvoleńı lepš́ı z těchto verźı pro konkrétńı matice) je závislá na hustotě
matic. Na základě tohoto předpokladu byl vytvořen mechanismus automa-
tického výběru algoritmu.

Pro ověřeńı správnosti tohoto předpokladu a také odhad této hranice
bylo tedy nutné provést testováńı efektivity jednotlivých verźı. Veškerá tes-
továńı prob́ıhala vždy na násobeńı dvou r̊uzných náhodných matic o velikosti
2048 × 2048 prvk̊u a přič́ıtáńı k nulové matici. Efektivita byla měřená po-
moćı GFLOPS, tedy miliard provedených aritmetických operaćı s reálnými
č́ısly za sekundu. Kv̊uli přesnosti (počet násobeńı a sč́ıtáńı je částečně závislý
na rozmı́stěńı nenulových prvk̊u) byl tento počet dopředu změřen na sek-
venčńı verzi (nikoliv tedy odhadnut z velikosti matice a hustoty) a nebyly za-
hrnuty operace nad nulovými prvky, i když jsou v daném formátu prováděny
(např́ıklad ELL). Efektivita byla poté źıskána vyděleńım počtu nutných ope-
raćı časem výpočtu.

Prvńım testovaným formátem byl formát CRS. Výsledky tohoto testováńı
můžete vidět na grafu 4.3. Na grafu je vidět, že u tohoto formátu se hypotéza
potvrdila. Zat́ımco RC verze významně (lineárně) źıskává na efektivitě kv̊uli
nižš́ımu procentu porovnáváńı index̊u, efektivita CR verze je změnou hustoty
ovlivněna jen velmi málo. Důvodem pro nár̊ust efektivity RC verze je snižováńı
relativńıch rozd́ıl̊u v délce běhu jednotlivých vláken, a tedy i snižováńı pro-
centa času, kdy jsou rychleǰśı vlákna neaktivńı (čekaj́ıćı na zbylá vlákna z war-
pu). Tento rozd́ıl zdá se převýšil efekt zvýšeného množstv́ı simultánńıch zápis̊u
v atomické operaci (konflikt zápis̊u prodlužuje operaci).

Z grafu také můžeme odhadnout přibližnou mez, nad kterou je již RC verze
efektivněǰśı, a to 35 %.

Pro ELL formát jsou naměřené výsledky na grafu 4.4. Snadno si lze povši-
mnout, že RC verze se chová stejně jako u formátu CRS. Je také vidět, že
i neoptimalizovaná paralelńı verze, na rozd́ıl od sekvenčńı, nemá významně
rozd́ılnou efektivitu oproti CRS formátu (kv̊uli rozd́ılnému zp̊usobu práce
s pamět́ı a minimalizaci neaktivńıch vláken). Na druhou stranu CR verze

43



4. Testováńı

Obrázek 4.3: Graf závislosti doby běhu na hustotě matice formátu CRS

.

Obrázek 4.4: Graf závislosti doby běhu na hustotě matice formátu ELL

.
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4.7. Sekvenčńı verze

Obrázek 4.5: Graf závislosti doby běhu na hustotě matice formátu BCRS

.

źıskává mnohem významněji na efektivitě než u CRS formátu. Toto je zp̊uso-
beno rozd́ılnou délkou řádk̊u a z toho plynoućımi operacemi s nulovými prvky.

I zde se potvrdila závislost na hustotě matic, dolńı mez lepš́ı efektivity RC
verze je však nižš́ı: 27 %.

Pro BCRS formát byla zvolena hodnota zaplněnosti blok̊u na 100 % (tedy
bloky neobsahuj́ı žádné nulové hodnoty) a velikost bloku 2 prvky.

Na grafu 4.5 si můžeme všimnout, že CR verze se podle očekáváńı chová
stejně jako u CRS a i efektivita je jen lehce vyšš́ı (kv̊uli nižš́ımu množstv́ı ato-
mických operaćı). Na druhou stranu RC verze zcela zřejmě velmi profituje ze
sńıženého množstv́ı operaćı s indexy, a proto je jej́ı efektivita několikanásobně
vyšš́ı. Ve zvýšeńı efektivity nav́ıc hraje efekt lepš́ı využit́ı cache i nač́ıtáńı
hodnot z globálńı paměti při samotném násobeńı dvou blok̊u (k hodnotám
vedle sebe v paměti je přistupováno v po sobě následuj́ıćıh cyklech, nikoliv
náhodně).

I u tohoto formátu je možné nalézt dolńı hranici lepš́ı efektivity RC verze,
je to však pouhých 6 % hustoty matice.

Pro tento formát byl omezen maximálńı počet nenulových diagonál na
2m · d (kde m je š́ı̌rka matice d hustota matice), tedy procento nenulových
diagonál je maximálně stejné s hustotou matice (při vyšš́ı hustotě diagonál
neńı matice př́ılǐs vhodná pro tento formát kv̊uli vysokému počtu nulových
prvk̊u v diagonálách).

Výsledky měřeńı formátu DIA se nacháźı na grafu 4.6. Chováńı tohoto
formátu je však na prvńı pohled odlǐsné od ostatńıch zkoušených formát̊u.
CR verze algoritmu je významně efektivněǰśı než u všech ostatńıch formát̊u.
Pro tuto vysokou efektivitu existuje hned několik významných d̊uvod̊u. Za-
prvé se jedná o zp̊usob práce s pamět́ı, kde sousedńı vlákna přistupuj́ı vždy
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Obrázek 4.6: Graf závislosti doby běhu na hustotě matice formátu DIA

.

k sousedńım prvk̊um v pmaěti (protože přistupuj́ı k sousedńım prvk̊um stejné
diagonály). Daľśım d̊uvodem je ńızké množstv́ı koliźı zápis̊u. Pokud by všechna
vlákna pracovala synchronně, každé by zapisovalo přesně o řádek výsledkové
matice dále než předchoźı. Protože značná část vláken pracuje synchrhonně
(př́ıpadně je práce na nich zpuštěna až po dokončeńı práce na předchoźıch),
jsou t́ımto zp̊usobem kolize zápis̊u minimalizovány. Posledńım d̊uvodem je mi-
nimálńı neaktivita vláken, protože veškerá vlákna maj́ı stejnou zátěž (množstv́ı
nutných operaćı).

I RC verze algoritmů je pro tento formát téměř dvakrát efektivněǰśı než
CRS. Hlavńım d̊uvodem této efektivity je sńıžená práce s pamět́ı (kv̊uli impli-
citńımu indexováńı pomoćı offsetu diagonály) a z toho plynoućı lepš́ı využit́ı
cache. Se zvětšuj́ıćım se počtem diagonál se využit́ı cache zhoršuje, to je však
v́ıce než kompenzováno sńıženým množstv́ım operaćı s indexy (souhra těchto
dvou jev̊u pak vede k ne zcela lineárńı křivce efektivity).

Ačkoliv i u tohoto formátu se předpoklad existence meze splnil, tato mez
se (kv̊uli vysoké optimálnosti CR verze) nacháźı až na 90% hustotě.

4.8 Efektivita optimalizaćı RC verze

Na grafu 4.7 si lze prohlédnout výsledky optimalizaćı. Testováńı optimalizaćı
bylo prováděno na CRS formátu a náhodných ř́ıdkých matićıch o velikosti
2048× 2048.

Efektivita neoptimalizované verze algoritmu je na prvńı pohled lineárně
závislá na hustotě. Verze s využit́ım sd́ılené paměti a přednahráváńım hodnot
do registr̊u si vede jednoznačně lépe na všech testovaných matićıch. Přibližně
do hustoty 25 % roste efektivita lineárně (s vyšš́ım koeficientem), u vyšš́ıch
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Obrázek 4.7: Graf efektivity optimalizaćı RC verze

.

Obrázek 4.8: Graf efektivity optimalizaćı RC verze na BCRS

.

hustot však ńızká efektivita nač́ıtáńı index̊u matice B neńı dobře maskována
(při častém stř́ıdáńı vyšš́ıch index̊u A a B neńı ani ideálně využitá cache),
a proto je ukončen lineárńı r̊ust efektivity a přinosy se snižuj́ı.

Posledńı testovaná varianta je verze s operacemi warp̊u (a spolupraćı v́ıce
warp̊u na jednom výsledku). Tato verze je kv̊uli vyšš́ımu overheadu (a nižš́ımu
množstv́ı aktivńıch vláken) pomaleǰśı na matićıch s méně prvky (méně hus-
tých), ale jej́ı efektivita roste lineárně až do hustoty 45 %. I dále jsou jej́ı
př́ınosy v efektivitě značné a obecně se dá prohlásit za nejlepš́ı variantu pro
dostatečně velké matice.

Tyto optimalizace dosáhly ještě významněǰśıch př́ınos̊u pro BCRS formát.
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Porovnáńı optimalizované verze CRS a BCRS pro blokovou matici (s velikost́ı
bloku 2 × 2) si lze prohlédnout na obrázku 4.8. Významně jiný tvar křivky
efektivity je zp̊usoben větš́ım množstv́ım vliv̊u p̊usob́ıćıch na efektivitu imple-
mentace, zejména se (nav́ıc oproti CRS formátu) jedná o efektivitu násobeńı
jednotlivých blok̊u.

4.9 Efektivita optimalizaćı CR verze

Výsledek optimalizace CR verze algoritmu je vyobrazen na grafu 4.9. Prvńı,
čeho si lze všimnout je, že optimalizovaná verze je výrazně efektivněǰśı ve
všech testovaćıch př́ıpadech oproti neoptimalizované verzi (d́ıky menš́ı zátěži
globálńı paměti, která je obvyklým limituj́ıćım faktorem).

Obrázek 4.9: Graf efektivity optimalizaćı CR verze

.

Dále si lze všimnout, že efektivita optimalizovaného algoritmu stoupá té-
měř lineárně s hustotou matice (a tedy počtem prvk̊u na řádek). Toto je
zp̊usobeno rozd́ılnou rychlost́ı r̊ustu funkce množstv́ı operaćı na řádek (O(n2))
a funkce určuj́ıćı počet nač́ıtáńı z globálńı paměti na řádek (O(n) pro do-
statečně malé matice a O(n2) pro větš́ı, ale s malým koeficientem u kvadra-
tického členu, v́ıce v subsekci 3.5.5), protože počet nač́ıtáńı z globálńı paměti
je i zde bottleneckem výkonu implementace. U dostatečně malých matic je
rozd́ılem právě lineárńı funkce. Pro ještě větš́ı matice (než se bez problémů
vejdou do globálńı paměti testovaćı GPU) bude výkon algoritmu konvergovat
(shora omezen) k pod́ılu kvadratických člen̊u těchto dvou funkćı.

Dá se očekávat, že existuje maximum efektivity, kterého algoritmus do-
sáhne pro dostatečně velké a husté matice (když náročnost operace násobeńı
a sč́ıtáńı přesáhne vliv pamět’ových operaćı). Takto velké matice jsou však
kv̊uli omezeńı velikosti výstupńı matice nepraktické.
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4.10 Porovnáńı s cuSPARSE

V neposledńı řadě bylo taktéž nutné porovnat efektivitu vytvořených imple-
mentaćı s jinými dostupnými knihovnami. Pro kontrolu byla vybrána knihov-
na cuSPARSE, konkrétně jej́ı operace cusparseScsrgemm, která je bĺızká im-
plementované operaci (vraćı ovšem matici v ř́ıdkém formátu). Tato knihovna
umožňuje pouze výpočet netransponované matice krát netransponovaná (tedy
rozd́ılný od obou zmı́něných v této práci). Před voláńım této operace je nutné
zavolat operaci cusparseXcsrgemmNnz, která zjist́ı, které pozice výsledkové
matice budou nenulové a následně je nutné alokovat výsledkovou matici, proto
byly výsledky rozděleny na výsledky s předvýpočtem (celá procedura) a pouhé
násobeńı.

Obrázek 4.10: Porovnáńı efektivity optimalizovaných algoritmů s cuSPARSE

.

Tabulka 4.1: Porovnáńı doby běhu výpočtu v ms

.

hustota v % CR verze RC verze cuSPARSE
0.05 827 50 90 | 113
0.15 2864 193 623 | 758
0.25 5002 354 1705 | 2049
0.35 7084 518 3420 | 4067
0.45 9117 684 5856 | 6902
0.55 12097 842 9143 | 10677
0.65 14717 1003 13434 | 15552
0.75 17878 1169 19203 | 21988
0.85 21778 1321 27554 | 31091

Výsledky tohoto porovnáńı můžete vidět na grafu 4.10. Přesné naměřené
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časy si pak můžete prohlédnout v tabulce 4.1. Veškeré časy v tabulce jsou
bez přesun̊u mezi pamět́ı procesoru a grafické karty a jiné režie CPU ope-
raćı. U cuSPARSE jsou uvedeny časy samotného výpočtu a také časy prove-
deńı celé procedury, tedy se zjǐstěńım struktury výsledkové matice (v tomto
pořad́ı, oddělené |). Z dat je vidět, že CR verze byla významně efektivněǰśı
než cuSPARSE ve všech měřených bodech. Ačkoliv RC verze si u řidš́ıch ma-
tic vede h̊uře než cuSPARSE, s rostoućı hustotou matic (a množstv́ım prvk̊u
na řádek) však postupně efektivita RC verze cuSPARSE překonává. Vyšš́ı
efektivita cuSPARSE algoritmu pro nižš́ı hustoty matic (a zp̊usob použit́ı
této funkce) taktéž ukazuje možnost př́ıpadné budoućı optimalizace RC verze
využit́ım algoritmu pro určeńı struktury výstupńı matice před samotným
násobeńım a vyhnut́ı se tak nutnosti výpočt̊u skaláŕıch součin̊u pro nulové
prvky.
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Závěr

V práci jsem se zabýval analýzou stavu řešeńı problému násobeńı (hustých)
matic a jednotlivými subkubickými algoritmy. Dále jsem se zabýval formáty
pro ukládáńı ř́ıdkých matic, jejich specifiky a výhodami. Také jsem provedl
rešerše ”konkurenčńıch“ knihoven pro práci s ř́ıdkými maticemi (NIST Sparse
BLAS a Eigen).

V druhé části práce jsem provedl návrh základńıho interface (a funkcio-
nality) funkce pro násobeńı matic a vybral čtyři formáty (CRS, BCRS, ELL,
DIA) pro implementaci. Dále jsem detailněji popsal sekvenčńı algoritmy pro
převod matic v těchto formátech na husté matice a zpět, transpozici a sa-
motné násobeńı. Posléze jsem navrhl dva zp̊usoby paralelizace násobeńı matic
(CR, RC) a vyslovil hypotézu, že existuje taková hustota matic, že méně husté
matice jsou efektivněji násobené prvńım zp̊usobem, zat́ımco v́ıce husté matice
jsou efektivněji násobené zp̊usobem druhým. V neposledńı řadě jsem taktéž
navrhl strukturu základńı knihovny pro násobeńı ř́ıdkých matic.

Ve třet́ı části jsem implementoval navrženou kostru knihovny. Dále jsem
také během této fáze vývoje implementoval paralelńı násobeńı v CUDA a to
dvěma zp̊usoby pro každý formát (CR, RC). Tyto algoritmy byly dále pečlivě
optimalizovány pro využit́ı co nejvyšš́ı části potenciálu GPU. V textové části
jsou rozepsány tyto postupy optimalizace, d̊uvody jejich prováděńı a specifika
technologie CUDA, se kterými se v takovýchto př́ıpadech je nutné potýkat.
Také jsem krátce zmı́nil některé daľśı nutné úpravy, které byly provedeny nad
rámec návrhu.

V posledńı části práce jsem popsal zp̊usoby testováńı, hardware, na němž
bylo testováńı prováděno, a nastaveńı kompilace kód̊u. V této části byl taktéž
popsán zp̊usob źıskáváńı testovaćıch dat (a implementace generátoru) a formát
ukládáńı vstupńıch dat. Provedl jsem také testováńı správnosti implementaćı.
Bylo provedeno testováńı efektivity optimalizačńıch technik, jejich porovnáńı
s neoptimalizovanými verzemi a zhodnoceńı těchto výsledk̊u. Hypotéza exis-
tence bodu vyšš́ı efektivity RC byla potvrzena pro neoptimalizované verze. Pro
optimalizované verze algoritmů však již nebylo tento bod možné naj́ıt kv̊uli
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významně lepš́ı optimalizovatelntosti CR verze a z toho plynoućı lepš́ı celkové
efektivitě (tento bod by se teoreticky mohl nacházet až za hranićı 100% hus-
toty). Optimalizovaná verze RC algoritmu však přesto může nalézt uplatněńı
při násobeńı matic, u nichž velikost výstupńı matice přesahuje velikost paměti
GPU. V neposledńı řadě bylo také v této části práce provedeno srovnáńı s kni-
hovnou cuSPARSE (zabývaj́ıćı se taktéž násobeńım ř́ıdkých matic na GPU)
a bylo zjǐstěno, že zvláště RC verze algoritmu významně překonává efektivitou
algoritmus, který tato knihovna použ́ıvá (2-20x dle hustoty vstupńıch matic).

Tato práce splnila všechny body zadáńı. Za zvláště dobrý výsledek pak
považuji překonáńı efektivity v současnosti využ́ıvaných implementaćı náso-
beńı ř́ıdkých matic.

Téma, jemuž jsem se věnoval, je velmi rozsáhlé, a proto na něm v bu-
doucnu lze provést ještě mnoho daľśı práce. Např́ıklad by bylo vhodné rozš́ı̌rit
knihovnu o daľśı formáty ukládáńı ř́ıdkých matic, přidat daľśı funkcionalitu
práce s ř́ıdkými maticemi, rozš́ı̌rit algoritmy o možnost ukládáńı výsledkové
matice v ř́ıdkém formátu a dále experimentovat s optimalizacemi a využit́ım
jiných algoritmů pro násobeńı a předvýpočty. Tato vylepšeńı a úpravy však
již nespadaj́ı do rozsahu mé diplomové práce.
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Dostupné z: http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=
10.1.1.54.8763&rep=rep1&type=pdf

[14] Pozo, R.: Sparse Basic Linear Algebra Subprograms (BLAS) Library.
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Kapitola 5
Seznam použitých zkratek

BCRS Block Compressed Row Storage

CCS Compressed Column Storage

COO Coordinate format

CPU Central processing unit

CR Algoritmus násob́ıćı matice zp̊usobem column× row

CRS Compressed Row Storage

CUDA Compute Unified Device Architecture

DIA Diagonal format

DRY Don’t Repeat Yourself

ELL ELLPACK

FLOPS Floating point operations per second

GPU Graphics processing unit

HYB Hybrid format

RAM Random-access memory

RC Algoritmus násob́ıćı matice zp̊usobem row × column
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Kapitola 6
Obsah p̌riloženého CD

readme.txt..............stručný popis obsahu CD a instalačńı instrukce
src

impl...................................zdrojové kódy implementace
thesis ...................... zdrojová forma práce ve formátu LATEX

text ....................................................... text práce
thesis.pdf............................. text práce ve formátu PDF
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