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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva implementaci zakladu knihovny pro praci
s Tfidkymi maticemi. Déle je obsazena implementace a optimalizace masivné
paralelizovaného nasobeni matic na GPU za vyuziti technologie CUDA.
Préce také slouzi k poskytnuti vhledu do problematiky nasobeni matic,
ridkych matic a efektivni implementace algoritmt v technologii CUDA obecné.

Kli¢ova slova Nésobeni matic, fidké matice, CUDA, optimalizace, knihov-

na, GPU, C++.

Abstract

This master’s thesis deals with implementation of the basis of sparse mat-
rix library. It also contains implementation and optimalisations of massively
parallel matrix multiplication on GPU in the CUDA technology.

This work is also intended to give basic level understanding of the mat-
rix multiplication, sparse matrices and efficient implementation of algorithms
under the limitations of the CUDA technology.

Keywords Matrix multiplication, sparse matrices, CUDA, optimization,
library, GPU, C++.
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Uvod

Jednim ze zdkladnich algebraickych problému je nasobeni matic. Tato ope-
race je zakladnim stavebnim kamenem mnoha v praxi vyznamnych algo-
ritmu, napriklad fyzikalnich simulaci, hleddni nejkratsi cesty. Casto se také
vyuziva v pocitacové grafice.

Resden{ tohoto problému se vénovalo jiz zna¢né Usili a za posledni stoleti
se podarilo snizit teoretickou ¢asovou slozitost vynasobeni dvou matic z na-
ivnfho kubického algoritmu (O(n?)) az na troveni Coppersmith-Winogradova
algoritmu (O(n?372)) a dosahnout i zna¢nych zlepSeni efektivity implementaci
téchto algoritm.

Mnoho problémt vsak vede na nasobeni fidkych matic, tedy matic s vel-
kym mnozstvim nulovych prvkia. Klasické algoritmy nasobeni matic nejsou
schopné vyuzit této vlastnosti matic a jejich ¢asova slozitost je nezavisla na
mnozstvi nenulovych prvkia. Pri vyuziti této vlastnosti je vSak mozné usetiit
znacnou ¢ast vypocetnich prostiedki a dosdhnout tak mnohem vyssi rychlosti
vypoctu.

Vzhledem k neustdlému zvysovani vykonu grafickych karet (GPU) a po-
malému ristu vykonu CPU se v poslednich letech stéle castéji vipocty presou-
vajl na GPU a masivné paralelizuji. Spravné implementovany a optimalizo-
vany algoritmus tak muiZze teoreticky ziskat pristup k radoveé sto i tisicinasob-
nym vypocetnim prostfedktim. Tento trend je taktéz posilen relativni jedno-
duchosti implementace kédu za pomoc specializovanych technologii (CUDA,
openCV).

Tato prace se zaméruje na vyse zminény problém nasobeni fidkych matic
a vyuziti vypocCtl na grafické karté pro jeho feseni. Cilem préce je poskytnout
¢tenari vhled do zdkladni problematiky nasobeni matic, problematiky fidkych
matic a operaci s nimi a soucasného stavu existujicich knihoven pro préci
s fidkymi maticemi.

Dale je soucasti prace navrzeni a implementace kostry knihovny pro praci
s Fidkymi maticemi, kterd mize v budoucnu slouzit jako zéklad pro testovani



Uvob

algoritmii a pripadné i jako zaklad vétsich projekt. V neposledni fadé je také
soucasti prace implementace a optimalizace nékolika implementaci nasobeni
ridkych matic v technologii CUDA (a integrace do vytvotrené kostry knihovny).

V posledni ¢asti prace jsou vytvorené kody testovany, vyhodnoceny a po-
rovnany s efektivitou soucasné verze , konkurenc¢ni“ knihovny pro nasobeni
fidkych matic na GPU.

Tato prace muze slouzit jako studijni materidl pro zdjemce o problematiku
fidkych matic, prakticka cast pak mtize byt vyuzita jako zaklad pro vytvoreni
v praxi pouzitelné implementace efektivni knihovny pro praci s ridkymi ma-
ticemi.

Cilem prvni kapitoly (Analyza) je seznamit ¢tenéte se zakladni problema-
tikou nasobeni matic a algoritmy pouzivanymi pro ndsobeni matic v hustych
formatech. Déale se v této kapitole také ¢tenar docCte o formatech ukladani
ridkych matic, jejich specifikach a silnych strankach. V neposledni radé se zde
také nachazi reserse soucasnych knihoven pro praci s fidkymi maticemi a in-
formace o tom, jaké algoritmy a jaky interface tyto knihovny pouzivaji. Tyto
informace budou v dalSich ¢astech vyuzity k navrhu nové knihovny.

Ve druhé kapitole (Ndvrh) je nejdfive zdtivodnén vybér formatu fidkych
matic pro implementaci, ddle jsem navrzeny a popsany sekvenéni algoritmy
a datové struktury pro praci s vybranymi forméty a navrzeny dva zptsoby
paralelizace algoritmi nasobeni matic. Je zde také popsan zéklad tiidni struk-
tury navrzené knihovny a integrace paralelnich algoritmu s knihovnou.

Ve tieti kapitole (Implementace) je popsan prubéh implementace knihovny
a paralelizovaného nasobeni. Je zde popsana skéala vyuzitych postupt pro op-
timalizaci CUDA (paralelizovanych) kédi a racionalizace téchto technik. Jsou
zde zminéna i néktera omezeni této technologie a jak se s nimi vyporadat.

V posledni kapitole (Testovani) je popsdn zpusob testovani spravnosti
a efektivity implementaci, véetné vyuzitého hardwaru a parametri kompilace.
Déle se zde nachazi vysledky testovani efektivity hlavnich optimalizacnich
technik a verzi paralelizovanych algoritmu. V neposledni radé se zde taktéz
nachézi srovnani efektivity s knihovnou cuSPARSE.



KAPITOLA 1

Analyza

Cilem této kapitoly je sezndmeni s problematikou, kterou se tato prace dale
zabyvé (ndsobeni matic, Fidké matice), a s pristupem ,, konkurenénich“ aplikaci
k Teseni této problematiky.

1.1 Zakladni pojmy

V této sekci jsou definovany nékteré vyznamné terminy vyuzivané dale v praci.
Neni-li uvedeno jinak, je matematicky zaklad ¢erpan z [2], definice jsou vsak
parafrazovany, upraveny a zjednoduseny pro ucely této prace.

Definice 1.1. Necht m,n € N. Uspoifddany soubor n - m &isel zapsany do
tabulky o n fadcich a m sloupcich nazyvdme matice typu n x m. Matici
obvykle znac¢ime takto:

ail a1 N AT

21 a2 ... Aa2m
A= ,

Apl An2 ... QAnum

kde a;; jsou prvky matice. Cislu 4 ikdme radkovy a cislu j sloupcovy
index. [2]

Definice 1.2. Nechf m,n,i € N. Matici A typu n x 1 budeme nazyvat slup-
covy vektor o délce n. Matici typu 1 x m budeme nazyvat fadkovy vektor
o délce m, zkracené pak vektor o délce m, a jeho prvky aq;;j < m miZeme
zkracené psat a;

Definice 1.3. Necht n € N a A, B jsou vektory o délce n. Skalarni soucin
vektort ¢ = A - B definujeme takto: ¢ = > ay - bg.

3



1. ANALVYZA

Definice 1.4. Necht m,n € N, a € R a A je matice typu n x m. Soucin
matice A s redlnym c¢islem «, zna¢ime C' = « - A, je matice typu n X m,
pro kterou plati

Vi,g € NJi <mn,j <m:cj = aa;.

Definice 1.5. Necht m,n € N a A, B jsou matice typu n x m. Sou¢et matic
C = A+ B je matice typu n x m, pro kterou plati Vi,j € N;i < n,j7 < m:
Cij = Q45 + bi]’.
Definice 1.6. Necht m,n € N a A je matice typu nxm. Transpozici matice
A, znacime AT, nazgvame matici typu m x n, pro niz plati

Vi,j €N,i<m,j<n:aj;=aj.

Definice 1.7. Nechf m,l,n € N, A je matice typu n x [ a B je matice typu
[ x m. Maticovym soucinem C = A - B nazyvame takovou matici typu
n X m, pro kterou plati

!
Vi,jeNi<n,j<m:Cy=>) ay- by
k=1

Definice 1.8. Nechf m,n,l € N a A je matice typu n x m. Diagonalou
matice A nazveme takovy vektor D délky [, pro ktery dc € Z tak, Ze plati

(VieN,i<l:d; =ajjtc,c>0ANc+1=m)V
(VieN,i<l:dj=aij—ci,c<0ANc+1l=n)
. Hodnotu ¢ pak nazyvame offsetem diagonaly.

Definice 1.9. Rekneme, 7e matice 4 = (a;;) je pasovou matici, pokud
existuji nezdporné konstanty p, ¢ (nazyvané levy a pravy polo-pés) takové, ze
a;j 7 0 pouze pokud i —p < j < i+ q.[3]

Definice 1.10. Necht m,n € N, A je matice typu n x m. Hustotou matice
A nazveme c¢ € R, pro néz plati

{aij;i,j ENAT<nAj<mAay#0}

m-n

Neexistuje oficidlni definice ¥idké matice. Pro nase tcely vSak postaci tato
pragmatickd definice od J. H. Wilkinsona:

Definice 1.11. Necht m,n € N, o matici A typu n x m Fekneme, ze je Fidka,
pokud muzeme vyuzit faktu, ze cast jejich hodnot je nulova.

Definice 1.12. Nechf f,g jsou funkce na piirozenych éislech. Pv{eklfleme7 Ze g
je asymptotickou horni mezi f, zna¢ime f = O(g) pravé tehdy, kdyz:

Je,np;c € RY ng e N:Vn e Nyn > ng : f(n) < c-g(n).



1.2. Formaty ridkych matic

Definice 1.13. Necht f, g jsou funkce na pfirozenych ¢islech a 2 € N. Vy-
pocetni slozitosti implementace algoritmu /I nazveme takovou funkci f(z),
pro niz plati g = O(f) a g(z) je funkei zavislosti poctu provedenych operaci
na velikosti vstupu.

Definice 1.14. Necht f, g jsou funkce na pfirozenych ¢islech a x € N. Pamé-
tovou naroénosti implementace algoritmu I nazveme takovou funkeci f(x)
pro niz plati g = O(f) a g(x) je funkei zavislosti mnozstvi vyuzité paméti na
velikosti vstupu.

Definice 1.15. Casovou efektivitou £ implementace algoritmu / (téz
zkracené efektivitou algoritmu, nebo vykonem algoritmu) na hardwaru H se
vstupem V' rozumime mnozstvi operaci typu T, které pti spusténi I na H
prumeérné probéhne za jednotku casu.

Pro ucely této prace (ndsobeni fidkych matic) pak budou 7' z operace
s redlnymi ¢isly (plovouci fadovou ¢arkou), konkrétné jejich séitédni a ndsobeni.
Tuto hodnotu ziskdame jako podil provedenych operaci a ¢asu spotiebovaného
na provedeni vypoctu. Pro tuto veli¢inu budeme pouzivat jednotku FLOPS
(pocet operaci s fadovou ¢arkou za sekundu).

1.2 Formaty ridkych matic

V této kapitole popisi nékteré zdkladni zptisoby ukladani ridkych matic. Pro
ilustraci ukladani bude vyuzita jednoduchd matice 4x4, kterou muzete vidét
v tabulce [l

Za desetileti vyvoje vzniklo nespocet riznych formata uklddani matic.
Cilem této ¢asti tedy neni popis vSech, ale nékolika vybranych. Formaty byly
vybirdny dle jejich vyznamnosti (rozsifeni) a relevantnosti k dalsimu obsahu
této prace.

Zakladni uklddani matice v hustém formétu je zfejmé a nebude v této
praci déle rozebirano.

Tabulka 1.1: Vzorova husta matice

0 1.1 0 20
23 0 0 24
0 0 10 O
0 0 0 04

1.2.1 COO

Informace v této kapitole vychazi z [4].
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Nejintuitivnéjsim zptsobem ukladani fidkych matic je pomoci pozic a hod-
not nenulovych prvku (fadek, sloupec, hodnota). Tento formét se obvykle
oznacuje jako COO (coordinate format - souradnicovy format). Pro lepsi praci
s paméti (cache) je vhodné ukladat tyto hodnoty pomoci t¥{ poli. Dle zptsobu
vyuziti se také muze hodit hodnoty seradit dle pozice.

Drive zminénd vzorova matice se da timto zpusobem zapsat tak, jak
je vidét v tabulce [I.2}

Tabulka 1.2: Vzorova matice z tabulky ve formatu COO

radek 0 0 1 1 2 3
sloupec 1 3 0 3 2 3
hodnota | 1.1 | 2.0 | 23 | 2.4 | 1.0 | 0.4

Lze snadno nahlédnout, ze pro matici n x m s nnz nenulovymi hodnotami
k usporeni mista dojde, je-li

nnz - (valueSize + 2 - indexSize) < n - m - valueSize,

kde valueSize je pocet bitu k ulozeni hodnoty a indexSize je poCet biti na
ulozeni indexu. Pokud déle predpokladdame valueSize = indexSize (napiiklad

obé hodnoty 32, coz je standardni velikost), dosdéhneme tspory, je-li 7% < %

1.2.2 CRS

Definice v této kapitole ¢astecné prevzata z [5] a rozsifena o dopliujici infor-
mace z [6] a [4].

Compressed row storage (CRS) lze oznaCit za inkrementdlni vylepSeni
COO. Hodnoty prvku i sloupcové indexy jsou ukladany stejnym zptusobem (2
vektory), zde je vsak jiz pfimo vyzadovano jejich sefazeni (dle fadku a sloupct
v tomto poradi dulezitosti). f{édkovy vektor pak obsahuje informaci o poctu
prvki v jednotlivych fadcich. Pro urychleni pfistupu k prvkum (aby nemusel
byt tento vektor prochizen od zacatku pii ¢teni prvku) je pak tato infor-
mace ulozena ve formé prefixového souctu pocétu prvku (tedy kolikéty prvek
je prvni v tomto fadku, pocitdno od nuly), tyto hodnoty budou déle nazyvéany
offset radku. Je standardem (pro zjednoduseni algoritmi) rozsitit vektor off-
settl Tadkl o jeden prvek, kterym je pocet nenulovych prvka v matici, tedy
offset n+1. (neexistujiciho) radku.

Drive zminénd vzorova matice se da timto zplusobem zapsat tak, jak
je vidét v tabulce [I.3]

Pamétova naroc¢nost tohoto formatu (se stejnym znacenim a predpoklady
jako u COO) je 2nnz + n + 1, coz je u matice bez prazdnych radka hod-
nota mensi nebo rovna pamétové narotnosti COO (pokud bereme v tivahu, Ze
i u COO je nezbytné ulozit pocet nenulovych prvki). Cim hustsi je matice, tim
vetsi vyhody CRS prinasi, k rovnosti dojde u matice s pfesné jednim prvkem
na radek.



1.2. Formaty ridkych matic

Tabulka 1.3: Vzorova matice z tabulky ve formatu CRS
ofset fadku | 0| 2 [ 4[5 6 |
sloupec 1 3 0 3 2 3
hodnota | 1.1 | 2.0 | 2.3 | 24 | 1.0 | 0.4

1.2.3 CCS

Zakladni popis prebran z [6].

Compressed column storage (CCS), také nazyvany Harwell-Boeinguv for-
mat ridkych matic, je analogicky format k CRS, kde misto po fadcich je vektor
prochazen po sloupcich a jsou zaznamenavany radkové indexy hodnot. Tento
format se da také chapat jako CRS transponované matice.

Jak lze z vyse uvedeného popisu pochopit, vlastnosti tohoto formatu jsou
stejné jako u CRS a tento format muze byt vhodny pro nésobeni s matici
v CRS formétu.

Tabulka 1.4: Vzorova matice z tabulky ve formatu CCS

‘ofsetsloupce‘0‘1‘2‘3‘6‘
radek 1 0 2 0 1 3
hodnota | 2.3 | 1.1 | 1.0 | 2.0 | 2.4 | 0.4

Dfive zminénd vzorova matice (1.1)) se d4 timto zptisobem zapsat tak, jak
je vidét v tabulce

1.2.4 BCRS

Definice vyuziva informace z [5] s rozsitenim o [6] a [4].

Block compressed row storage (BCRS, nékdy také BSR), je nadstavba nad
CRS, ktera vyuziva vlastnosti matic majicich nenulové hodnoty shlukované
(prostorové) blizko u sebe.

Puvodni matice je nejdiive rozlozena na podmatice (bloky) fddové mensi
velikosti (napriklad 2x2) a nasledné je tato matice bloku ulozena pomoci CRS,
pticemz blok s pouze nulovymi hodnotami je bran jako nulovy element. Pti
uklddani hodnot je po Tadcich zapsan cely blok, nikoliv jen jeho nenulové
elementy.

Pro velikost bloku 2x2 nidm tedy pro nasi vzorovou matici vznikne

zapis v tabulce

Tabulka 1.5: Vzorova matice z tabulky ve formatu BCRS

ofset tadku | 0 | 2 | 3
sloupec 0111
| hodnota [0 [ 1.1 [23]0[0[20][0]24[1.0[0]0]04]
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Adresovat je pak nutné dvoufizové (vyhledat adresu bloku a nasledovné
pricist pozici v bloku), coz ovSem na modernim hardwaru nepfidava prakticky
zadnou vypocetni slozitost. Piinosy uklddani matic v tomto formatu jsou velmi
z4vislé na struktufe matice a vhodné zvolené velikosti bloku. Cim vice je
matice tvorend shluky hodnot, tim lepsich vysledkl 1ze dosdhnout.

Ackoliv tato metoda ukladani muze (kvuli ukladani i nulovych elementit)
vést k navyseni pamétovych naroki oproti CRS, je v praxi ¢asto vyuzivina
pro lepsi vyuziti cache a obecné lepsi vykonnost nékterych algoritmii.

1.2.5 DIA

Definice parafrazovana z [IJ.

Diagonal format (DIA), také znamy jako compressed diagonal storage
(CDS), je vhodny, pokud jsou nenulové hodnoty soustiedény do malého mnoz-
stvi diagonal. Matice je ulozena za pomoci dvou poli: pole hodnot a fseti
diagondl od hlavni diagondly. Diagonaly nad a pod hlavni diagondlou maji
negativni respektivé pozitivni offsety. Do pole hodnot jsou hodnoty ukladany
dle sloupcového indexu. Ukladany jsou jsou i nulové hodnoty a diagondly jsou
doplnény jako by zaé¢inaly na prvnim a koncily na poslednim radku.

Ukéazku tohoto formatu miizete vidét na obrazku Neexistujici prvky
(*) mohou byt nahrazeny napiiklad 0.

Obrazek 1.1: Diagonalni formét, prevzato z [1]

1 700
0280
A=15 0 3 9
06 0 4
DIA
hodnoty | * [ *[5]6 1 [2[3[4[7]8]9]*]
’offsety diagonal ‘ -2 ‘ 0 ‘ 1‘

Vyhodou tohoto formatu je vysoka tispornost pro specifické typy matic
a efektivni paralelizace nékterych maticovych algoritmi (napf. ndsobeni ma-
tice vektorem). Nevyhodou je vysoky nérist nadro¢nosti (pamétové i vypocet-
ni) pro matice nemajici vhodnou strukturu a s tim spojena omezend kategorie
matic, na néz lze format efektivné aplikovat.

1.2.6 ELL

Definice parafrazovana z [1].
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1.2. Formaty ridkych matic

ELLPACK (ELL) je dalsi specializovany format. Podminka tohoto formatu
je vsak volnéjsi nez u DIA. Misto nizkého poctu diagonél zde pozadujeme, aby
byly prvky rozlozeny mezi radky co nejrovnomeérnéji. Presnéji chceme, aby
radek s nejvice nenulovymi elementy byl co nejkratsi.

Matice o n fadcich s nejvice m nenulovymi prvky na radek je ulozena
pomoci dvou hustych n x m matic. V prvni z téchto matic jsou uklddany
nenulové hodnoty v poradi dle indextu sloupci, tedy jako kdyby z pivodni
matice byly vypustény nuly a ostati hodnoty ,,srazeny“ doleva. Do druhé ma-
tice jsou ukladany ptvodni sloupcové indexy téchto prvki. Obé tyto matice
jsou zprava doplnény nulami (aby byla zachovana stejnd délka vSech fadku).

Obrézek 1.2: Vzorova matice z tabulky ve formatu ELL

1.1 2.0 1 3
hodnoty = ?g 2(')4 indexy = g g
04 0 30

Drive zminénd vzorova matice se da v ELL zapsat tak, jak je vidét
na obrazku I v tomto pripadé mohou byt samoziejmé pro vyssi efektivitu
matice rozepsiny do dvou 1D poli.

ELL se da povazovat za rozsifeni DIA. Zatimco u DIA je pozice prvku
implicitni (dle pozice diagonaly), u ELL je explicitné ur¢end, coz umoziuje jej
vyuzit pro mnohem Sirsi skalu matic.

Tento format je také velmi vhodny pro vektorové architektury a paraleli-
zaci a efektivni praci s cache.

1.2.7 Hybridni format

Tato ¢ast cerpa z [1].

Hybridni forméat (HYB) je kombinace ELL a COO. Cilem vyuziti tohoto
formatu je zvysit pouzitelnost ELL na obecnéjsi pripady a zaroven zachovat
(¢astecné) jeho efektivitu.

Prvnich N prvkia kazdého radku se ulozi pomoci ELL, zbyvajici prvky se
ulozi pomoci COQO. Cilem je vytvorit jakési,, jadro“ matice, které bude ulozené
v ELL a bude obsahovat pouze malé mnozstvi nulovych hodnot.

Slozitéjsim problémem je urcéeni vhodného N. Tato hodnota zavisi na
struktuie matice a vykonnosti algoritmt nad COO a ELL. Vime-li tento pomér
vykonnosti, mizeme tuto hodnotu jiz presné urcit vypoctem z histogramu
poctu nenulovych elementt na radek.

Priklad (vzorové) matice ulozené v hybridnim formmatu (s N = 1) si
muzete prohlédnout na obrazku



1. ANALVYZA

Obrézek 1.3: Vzorova matice z tabulky v hybridnim formatu

1.1

hodnotyE LL = indexyE LL =

2.3
1.0
0.4

W NN O

radek 0 1
sloupec | 3
hodnota | 2.0 | 2.4

1.2.8 Dynamické formaty

Tato ¢ast cerpa z [7] a [§].

Vétsina formatt ukladani fidkych matic je velmi neefektivni pro zmény
matice. Zvlasté neefektivni jsou operace pridavani a odebirdni hodnot, které
u vétsiny formatu casto vynuti prepis celé matice (coz je operace se slozitosti
O(nnz)). Dynamické forméty vychdzi ze zdkladnich formatu pro ukladéni
fidkych matic (nejcastéji CRS, BCRS a COQO) a snazi se odstranit tento
problém pii zachovani nizké pamétové naroénosti.

Dynamické formaty mohou byt realizovany pomoci:

e Spojovych seznamu (jednosmérnych, obousmérnych i cyklickych) - tento
zpusob umoznuje velmi rychlé pridavani a odebirani prvka a je snadno
implementovatelny (Casto pouzivan pro COO).

e Stromovych struktur (napiiklad trie) - tento zptsob je vhodny pro ¢asté
¢teni hodnot matice s ndhodnym pristupem, je vSak vyznamné kom-
plikovanéjsi na implementaci a zajisténi efektivity algoritmu pracujicich
s celou matici

e Pole poli (pole pointert) - pole hodnot (indext) je rozdéleno na ¢asti
(obvykle samostatné radky /sloupce), které jsou ukladany do samostatné
alokovanych poli a misto offseti radkt je uchovavan cely pointer, coz
umoznuje minimalizovat dopad pridani prvkd pouze na jeden radek
(O(nnzy,)) misto celé matice (¢asto pouzivan pro CRS, BCRS).

e Rozvolnéni formatu - mezi uloZzené hodnoty jsou pridany vyplinové prvky
(nulové), které jsou prepsany v pripadé pridani novych prvku a v pripadé
odebirani prvkl jsou prvky nahrazeny vypliiovymi hodnotami.

Pfipadné mohou byt vyuzity kombinace nékolika z téchto technik (napti-
klad ddle zminény Eigen vyuziva 3. a 4.).

Vyhodami téchto formati jsou flexibilita pro vkladani a odebirani prvk,
pripadné rychlejsi pristup k nim. Nevyhodami pak jsou obtiznost zachovani
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1.3. Algoritmy nasobeni hustych matic

pamétové lokality (vyuziti cache), obtiZznost vektorizace/paralelizace, vyssi
pamétova ndrocnost a obecné nizsi efektivita pro algoritmy pracujici systema-
ticky po fadcich/sloupcich (mezi které patii i ndsobeni matic).

1.3 Algoritmy nasobeni hustych matic

1.3.1 Klasicky algoritmus

Zakladni (a pro mnohé pripady i nejlepsi) postup vyplyvé ze vzorce pro
nasobeni matic a muzete jej vidét v algoritmu

Algoritmus 1 Klasické ndsobeni matic
1: procedure NAIVEMULTIPLY (A, B) > Vynasob A*B
2: C + zeroes(A.height, B.width) > Vytvor 2D pole na uklddéani
vysledkt a nastav jej na nuly
for i < 0 to A.height do
for j < 0 to B.width do
for k< 0 to A.width do
Clillj] « CLillj] + ALi][k] * BIK]lj]
return C > Matice s vysledky

Pro zvyseni efektivity je samoziejmé mozné vhodné zménit poradi procha-
zeni a pripadné vyuzit transpozice.

Vyhodami tohoto algoritmu jsou jednoduchost jeho implementace, snad-
nost paralelizace, vyuzitelnost pro specializované forméty ukladéni (fidké ma-
tice) a vysokd efektivita pro relativné malé matice.

Jeho nevyhodou je pak jeho asymptoticka slozitost, kterd je ©(n?), a z toho
plynouci pomalost (viéi dédle zminénym algoritmium) pii aplikaci na velké
matice (Fadové 1000 x 1000 prvki).

1.3.2 Strassentv algoritmus

Strassenuv algoritmus [9] je zalozen na principu rozdél a panuj (rekurzivni
piistup). Asymptoticka slozitost tohoto algoritmu je O(n'927) x~ O(n?8%).
Dtikaz spravnosti algoritmu je po dosazeni do vysledného vzorce zfejmy, a pro-
to nebude rozvadén.

Chceme-li vypocitat maticovy soucin C' = A- B, rozdélime nejdrive kazdou
matici na 4 stejné velké podmatice

c— An | A | | Bu | B
Agl ‘ A22 B21 ‘ B22 .

11
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Nésledné je nutné vypocitat hodnoty 7 mezivysledkt

My =(A11 + A2) - (Bi1 + Baa),
My =(Ag1 + Ag) - Biy,
M3z =A11 - (B2 — Baa),
My =Ass - (B21 — Bn1),
My =(A11 + Ai2) - B,
Mg =(A21 — A1) - (B11 + Bi2),
My =(Ai12 — Agz) - (B21 + Baa).

Nakonec se za pouziti téchto pomocnych matic vypocita vyslednd matice

O = M1+M4—M5+M7‘ Mz + Ms
My + My | My — My + M3+ Mg |

Celkové je tedy nezbytné pro jednu droven Strassenova algoritmu provést
18 souctit (©(n?)) a 7 nasobeni (O(n?)). Pro dostateénd velké matice je jedna
uroven Strassenova algoritmu oproti klasické varianté rekurzivniho nésobeni
matic, kterd vyuziva 4 soucty a 8 nasobeni, tedy az o 12.5 % efektivnéjsi.

Nevyhodou tohoto algoritmu je nizka efektivita na mensich maticich (kvili
vétsimu poctu séitani a celkové vétsi komplexnosti) a zvySend pamétova naroc-
nost. I bez prepisovani vstupnich matic lze vsak algoritmus provést s pamé-
tovou slozitosti O(22) [10].

1.3.3 Winogradova varianta Strassenova algoritmu

Winogradova varianta Strassenova algoritmu [11] je algoritmus zaloZeny na
stejném principu jako pivodni Strasseniv algoritmus, ktery vsak misto 18
vyuziva pouze 15 soucti. Ackoliv toto zlepseni nemé zadny vliv na asympto-
tickou slozitost, v praktické implementaci se projevi drobnym zlepseni efekti-
vity algortimu.
Celé schéma algoritmu je (znaceni A, B, C prevzato z vysvétleni Strasse-
nova algoritmu):
S1 = Aoy + Aze, M; =53 Sé, Vi = My + Mo,
So =51 — A, Ma= Ay By, Vo=V + My,
Sy = Ay1 — Aa1, Mz = Ajp- Boy, €11 = My + Ms,
Sy=A12— 52, My=S;-5, Cr2 = V1 + M5 + M,
S5 = Bia — Bui, M; =555, Co = Vo — My,
Se¢ = Baa — S5, Mg =S4 Baa, Can=Va+ M,
S7 = Bas — Bia, My = Az - Ss,
Ss = Sg — Boy.
Napiiklad vyuzitim 4 iteraci tohoto algoritmu (pro matice 16384 x 16384)
lze prakticky dosdhnout sniZzeni pocétu aritmetickych operaci o 41.3 % oproti
klasickému algoritmu [10].
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Pamétova narocnost zistava stejnd jako u ptivodniho Strassenova algo-
ritmu[I1].

1.3.4 Dalsi algoritmy

V soucasné dobé existuje jiz fada algoritmt s nizsi asymptotickou slozitosti
nez Strasseniiv algoritmus (O(n*=2808)). V roce 1978 vznikl Paniiv algorit-
mus (w = 2.796), o rok pozdéji algoritmus od Bimi a spol. (w = 2.78).
Nasledovala rada dalsich algoritmt, které prekonavaly do té doby nejlepsi
dosazené vysledky. Z dalsich znamych algoritmi stoji za zminku napiiklad
Coppersmith-Winogradav algoritmus (w = 2.376) z roku 1989 (pozdéji sni-
zeno na w = 2.372), ktery je dodnes nejrychlejsim znamym algoritmem.[12]

Ackoliv tyto algoritmy jsou asymptoticky rychlejsi, matice, pro néz jsou
tyto algoritmy oproti klasickému (a také Strassenovu) algoritmu vyhodné, jsou
natolik velké, Ze nejsou zpracovatelné na soucasném hardwaru. Zvlasté pak
mnohé z novéjsich algoritmu jsou pouze teoretického rdzu a v praxi (napiiklad
kvuli nepresnostem pri vypoctech u ¢isel s plovouci desetinnou ¢érkou) ne-
pouzitelné.

1.3.5 Vyuziti subkubickych algoritmua pro ridké matice

Pro implementaci Strassenova algoritmu (a jeho variant), coz je jediny v sou-
casnosti pouzivany subkubicky algoritmus, je nutné dokézat matici horizon-
talné a vertikalné rozdélit. Tato operace je u husté matice jednoducha (nemusi
probéhnout zadné ¢teni, sta¢i upravit zpusob indexovani do matice a meze),
na druhou stranu u fidkych matic se jedna o operaci velmi slozitou, s ¢asovou
naroc¢nosti O(nnz), tedy precteni celé matice a jeji znovuzapsani do nékolika
novych, coz znatné zmensuje piinos Strassenova algoritmu i u sekvencnich
implementaci.

Efektivita ndsobeni matic na grafické karté (masivné paralelizovand) je ob-
vykle mnohem vice omezena vyuzitim paméti, nez vykonem vypocetnich jed-
notek. Pro masivni paralelizaci je tedy tento algoritmus, ktery znacné zvysuje
pocet paméfovych operaci a mnoZstvi vyuzité paméti, nanestésti jesté ménd
vhodny, nez pro sekvenéni verzi a proto nebude jeho prakticka implementace
uvazovana.

1.4 Reserse existujicich knihoven

1.4.1 NIST Sparse BLAS

Informace v této sekci vychézeji z uzivatelského manualu [I3] a zkoumani koda
dostupnych z [14].
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1. ANALVYZA

Touto knihovnou se budu nejvice zabyvat nejen kvuli jeji rozsirenosti, ale
zaroven protoze jeji kdéd je open-source, a lze ji proto snadno a dikladné
analyzovat.

1.4.1.1 Interface
Celou funkcionalitu této knihovny lze rozdélit do 4 kategorii:
e Level 1 - operace typu vektor x vektor
e Level 2 - operace typu matice x vektor
o Level 3 - operace typu matice X matice
e Ostatni - inicializace, destrukce, getry, setry

7 vyse uvedenych kategorii je pro tuto praci nejvyznamnéjsi Level 3,
protoze pravé ten obsahuje nasobeni matic. Dale stoji za zminku také zivotni
cyklus matic.

Prace s fidkymi maticemi sestava z téchto tii kroku:

e Vytvoreni matice a z{skani handleru k ni (int)
e Pouzit{ handleru jako argumentu pii vypoctech s matici

e Kdyz matice jiz neni potfebnd, je explicitné (uzivatelem) zavoldna Cistici
funkce, kterd uvolni vyuzivané prostredky

Pro nas nejvyznamnéjsi funkce nasobeni matic ma pak zakladni tvary:
C+~a- A -B+C,

C+a AT -B+C,

a pro matice komplexnich ¢isel
C+—a A" . B+C,

kde A je fidka matice, B, C jsou husté matice a « je redlné ¢islo (float). Starsi
verze podporovaly navic koeficient 8 pro s¢itani s C. Tato funkce pak existuje
ve 4 variantdch pro ruzné typy prvkia matic (jednoduchd, dvojitd presnost
atd.).

Nésobeni dvou fidkych matic knihovna neumoznuje. Pi volani funkci jsou
fidké matice reprezentovany handlerem, husté matice 1D polem (pointer),
zpusobem, jak jsou uloZeny (po Fadcich, sloupcich - enum), a velikosti jejich
hlavni dimenze (int). Vybér varianty s transpozici, ¢i konjungovanou transpo-
zici je reprezentovan enumem.
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Tato knihovna vnitiné (nedeklarovdno v hlavickovych souborech) repre-
zentuje matice pomoci formatu BCRS, konkrétni parametry se nedaji z vnéj-
sku ovlivnit. Déle také umoznuje specializované algoritmy a ukldadani pro ma-
tice s vyznacnymi vlastnostmi (symetrické, trianguldrni).

Knihovna NIST Sparse BLAS vznikala ptivodné v jazyce Fortran, coz je
poznat i ze zpusobu prace s maticemi a z interface funkci. Jak bylo vsak jiz
zminéno v [15], tento inferface ma pro vyuziti v C++ mnoho problémit a pro
ucely této prace by jej bylo vhodné vylepsit. Zejména se jedna o zivotni cyklus
matic. Zde by bylo vhodné vyuzit moznosti C++ préace s objekty a drzet se
obvyklejsich standardi pro jejich vytvéareni a ni¢eni (konstruktory, destruk-
tory). Déle pak veskeré parametry tykajici se jedné matice (poradi prvku,
délka dimenze, data) by mély byt sjednoceny do jednoho objektu. Bude-li pod-
porovano vice typu prvku, mély by navic byt funkce pretizeny (nebo vyuzity
sablony) misto nékolika riznych jmen funkci.

1.4.1.2 Algoritmy

Algoritmy této knihovny vychézi z primé implementace klasického algoritmu
nasobeni matic, samoziejmé s odliSnym zpusobem adresovani (fidké matice
obvykle nemaji pfimy p¥istup k prvkum). Ve zdrojovych kédech jsem nenalezl
zadné specifické triky a techniky slouzici k zlepsSeni efektivity kromé rozdéleni
funkci dle parametri na mnoho jednoduzsich funkci, misto vyuziti vétveni
uvnitt jaddra funkei.

1.4.2 Eigen

Informace o této knihovné pochazi z dokumentace dostupné na [16] a studia
kédu dostupného z [17].

Figen je open-source knihovna napsana v C++, zabyvajici se linearni al-
gebrou. Pro nds vyznamné se vénuje mimo jiné i ridkym maticim a operacim
s nimi.

1.4.2.1 Interface

Interface této knihovny je mnohem blizsi objektovému programovani (a mo-
dernim standardum C++). S maticemi se tedy pracuje pro objekty obvyklym
zpusobem (konstruktory, destruktory, metody).

Z operaci s fidkymi maticemi umoziuje knihovna (mimo jiné) s¢itani,
nasobeni skaldrem, transpozici (a ziskdni hermitidnu matice pro komplexni
¢isla, vice o hermitianu naptiklad [I8]), ndsobeni dvou matic a operace apli-
kované po prvku (tedy vysledek ziskan jako C;; = op(A; j, Bi;))-

Vyznamnou zménou oproti NIST Sparse BLAS je, ze vysledkem operace
se dvéma Fidkymi maticemi je znovu ridkd matice, nikoliv matice husta.

Pro ukladani fidkych matic je vyuzivan upraveny forméat CRS/CCS. Upra—
va spoc¢iva v ponechavani volnych mist pro pridavani prvki. Navic v nékterych

15



1. ANALVYZA

mistech vyuziva nekomprimovaného formétu, ve kterém jsou jednotlivé radky
(pripadné sloupce) uklddédny do samostatnych poli (ve formatu odpovidajicim
jednomu radku/sloupci CRS/CCS) a na né jsou ulozené odkazy (coz umoznuje
jednoduzsi a rychlejsi pridavani prvka do matice).

1.4.2.2 Algoritmy

I zde je vyuzit zédkladni algoritmus nasobeni matic. Vyslednd matice je vytva-
fena sekvencéné po sloupcich. Cely algoritmus je vyznamné komplikovan tim,
ze vyslednd matice je také v rikém formatu. Napriklad je nutné odhadovat
mnozstvi nenulovych prvku ve vysledném sloupci (provadéno velmi jedno-
duchym odhadem na zakladé predpokladu, Ze max 1 index nenulového prvku
se lisi). Algoritmus vyzaduje mnoho dynamickych alokaci (a realokaci) a velmi
slozité paralelizovatelny.

1.4.3 cuSPARSE

Informace v této sekci vychézi z dokumentace dostupné na [19].

Knihovna cuSPARSE obsahuje sadu low-level funkci pro préci s ridkymi
maticemi na GPU a je urcena pro jazyky C a C++.

Konkrétni algoritmy pouzivané v cuSPARSE nebudou rozebirany, protoze
kody knihovny nejsou vefejné k dispozici. Tato knihovna se vsak (kvili po-
dobné problematice, kterou se zabyvd) dd vyuzit pro porovnani efektivity
s kédy implementovanymi béhem této diplomové prace.

1.4.3.1 Interface

Interface této knihovny je znacné podobny s NIST Sparse BLAS. V cuSPARSE
se nachazi mirné obecnéjsi funkce typu

C + aop(A)-op(B)+ - C,

(cusparse<t>csrmm?2) kde op() znadi identitu, transpozici, nebo hermitian.
Kromé matice A (a op(A)), kterd je v fidkém formétu, jsou vSechny ostatni
matice husté a «, 8 jsou realna cisla.

Tato knihovna ovsem navic obsahuje i funkci ndsobeni dvou ridkych matic.
Konkrétné se jedné o funkce typu

C « -op(A) - op(B)
(cusparse<t>csrgemm) a
C<+a-op(A)-op(B)+p-D

(cusparse<t>csrgemm?2). V téchto dvou pripadech jsou vSechny matice v CRS
formatu. Tyto funkce vsak nejsou zcela implementovéany, takze op() mize re-
prezentovat pouze identitu (tedy bez transpozic) a nejsou podporovana zadné
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1.4. Reserse existujicich knihoven

pokrocilejsi uklddani matic, které knihovna v jinych ¢astech umoznuje (sy-
metrické, trojihelnikové aj.). Pred volanim téchto funkei je navic nutné volat
dalsi funkce pro vypocet spravné alokace matice C' a v druhém piipadeé i alo-
kaci bufferu (jehoz tcel neni presné specifikovén). Tyto dvé funkce budou déle
pouzity k porovnani efektivity s kody vzniklymi jako soucast této prace.

Matice jsou predavany dle zpusobu obvyklého v jazyce C, tedy po jednot-
livych polich a proménnych. Toto vsak vede k znac¢né velkému mnozstvi argu-
mentu (napiiklad 27 pro csrgemm2), coz zvlasté v kombinaci s difve zminénym
vicefazovym volanim funkci neni prili§ uzivatelsky privétivé.
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KAPITOLA 2

Navrh

V prvni fazi navrhu je nezbytné urcit, s jakymi formaty matic bude imple-
mentace pracovat a jaky interface budou mit metody pro préci s maticemi.
Déle je nutné navrhnout zakladni sekvenéni algoritmy pro praci s jednotlivymi
formaty a urcit, jak tyto algoritmy paralelizovat. Nakonec je také nezbytné vy-
tvorit zakladni navrh trid.

2.1 Interface

Zaklad interface funkce nasobeni (a s¢iténi) jsem se rozhodl ¢erpat z knihovny
NIST Sparse BLASS, ovsem za vyuziti nékterych prvkia pouzivanych kni-
hovnou Eigen (a obecné objektovym programovénim). Navic jsem se vzhle-
dem k charakteru prototypu a malym prinosim opaku rozhodl podporovat
pouze ukladani hodnot ve formé ¢&isel s plovouci fadovou carkou s jednodu-
chou presnosti (tedy v C++ float).

Bude tedy provadéna operace:

C+a A -B+C,
C+—a-AT. B+C.

Argumenty operace budou konstantni pointery na matice A, B, hodnota «
(float) a pointer na vystupni hustou matici C, jehoz nulovost znamena, ze ma
byt alokovdna nova matice. Dale bude voldni funkce obsahovat dvé vybérové
hodnoty (enum), které urcuji provedeni transpozice matice A pred vypoctem
a zda ma byt vypocet proveden paralelné.

2.2 Formaty matic

7Z interface operace nasobeni je zfejmé, ze musi byt pritomny format pro husté
matice.
Z formata pro uklddani fidkych matic byly dale vybrany:
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2. NAVRH

CRS - nejcastéji pouzivany, zakladni forméat ukladani fidkyc matic

e BCRS - zalozeny na CRS, vhodny pro blokové matice

DIA - prakticky nejefektivnéjsi format, ma vsak velmi omezené pouziti
(pro matice s malym mnozstvim diagonnél)

e ELL - nadstavba nad DIA (a CRS), obecné povazovan za efektivni
a znacné obecny (pro matice s rovnhomeérné rozlozenymi prvky na radky)

Format CCS nebyl specificky pridan, protoze je prakticky shodny s CRS
transponované matice. Format COO je pro samotné nasobeni nevhodny a pa-
métoveé naroény, proto byl také z vnitini reprezentace vyfazen, ackoliv pfevody
mezi nim a ostatnimi formaty se ukdzaly byt nezbytné pro ziskani testovacich
matic (viz sekci testovani). Dynamické forméaty byly vynechdny z divodu nizké
efektivity algoritmu ndsobeni (tedy opaku cile této prace) a toho, ze tato préace
necili na snadné dynamické ménéni matic. Hybridni format nebyl pridan kvli
jeho slozitosti a jeho pridanim by byl vyznamné prekrocen zamysleny rozsah
préace.

2.3 Sekvencni algoritmy

Cilem je implementovat (a paralelizovat) funkci a - A7) . B 4+ C, kde A, B
jsou dveé ridké matice ulozené ve stejném formatu a C' je hustd matice, slouzici
zaroven k ulozeni vysledku. K implementaci této funkce (a ovéreni funkénosti)
je zapotiebi 4 dil¢ich funkei. Tyto funkce jsou:

e Hustd matice — Fidka matice (vytvoreni)

e Transpozice

e Nésobeni (s akumulaci do vysledkové matice)

e Ridkd matice — husté matice (pro kontrolni vysledky a testovani)

Z nich posledni je obvykle velmi jednoduché (a zfejma), proto zde nebude
specificky popisovéna. Jediné ndsobeni pak mé (asymptoticky) vyssi vypocetni
sloZitost nez slozitost paméfovou, a proto je jej vhodné paralelizovat. VSechny
ostatni funkce maji stejnou pamétovou a vypocetni slozitost (O(nnz)), a proto
jejich paralelizace pomoci GPU (kvuli pfenosim dat) nepfinese zadné zrych-
leni.

Abych predesel exponencidlnimu narastu poc¢tu nutnych impelementaci
nasobeni, rozhodl jsem se implementovat pouze nasobeni matic ve stejném
formatu (u BCRS navic se stejnou velikosti bloku).
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2.3. Sekvencni algoritmy

2.3.1 CRS
2.3.1.1 Datova struktura

7Z definice formatu vyplyva, ze pro ulozeni matice typu nxm s nnz nenulovymi
elementy budou potfeba nejméné 3 pole. Pole offsett (int) o délce n + 1 (na
pozici n je uloZeno nnz), pole indext sloupcu (int) o délce nnz a pole hodnot
(float) také o délce nnz. Aby bylo mozné reprodukovat pivodni matici, je déle
nezbytné mit ulozenou nejen hodnotu n, ale i m.

2.3.1.2 Prevod z husté matice

Jak muzete vidét na algoritmu [2] pfevod je pomérné intuitivni (algoritmus
presto prepsan, protoze se bude hodit pri popisu dalsich forméti). Za zminku
stoji predevsim tadek 4. Tuto operaci lze odebrat a vyuzit hodnoty count
z hlavniho for cyklu. Problém tohoto pfistupu vsak je, ze bychom museli
vyuzivat dynamické alokace poli (taktéz O(n - m), ovSsem pravdépodobné
s vy$$imi konstantami), takze vysledny kéd by byl pomalejsi a zaroven slozi-
t6j81.

Algoritmus 2 Hustd matice — CRS

1. procedure CRS(M : DenseMatrix)

2 C:CRS > Tvorena matice
3 C.height < M.height; C.width < M.width

4: nnz < count_nnz(M) > O(n-m)
5: C.offsets « zeroes(C.height)

6 C.indezes, C.values < zeroes(nnz)

7 count < 0

8 for ¢+ < 0 to M.height do

9: C.offsets[i] < count

10: for j < 0 to M.width do

11: if notEmpty(M|i][j]) then

12: Clvalues|count] <— M]i][j]

13: Clindexes[count + 4] < j

14: C.offsets[ M .height] < nnz

15: return C

2.3.1.3 Transpozice

Je zfejmé nezadouci provadét tuto transpozici pres hustou matici (O(n - m)).
Jako druhd moznost se jevi prefazeni prvkit. Obvyklé radici algoritmy maji
slozitot O(nnz *lognnz), coz je vyznamneé lepsi, avsak ne idealni. Muzeme se
vsak inspirovat z counting sortu. Je podstatné, ze hodnoty jsou jiz sefazené dle
radku. Staci tedy, abychom je counting sortem seradili podle sloupci, a diky
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2. NAVRH

stabilnosti tohoto algoritmu ziskdme pozadované serazeni, a tedy i transpono-
vanou matici. Pole offseti ziskdme primo pfi provadéni counting sortu (pre-
fixovy soucet poctu jednotlivych hodnot), jen jej oproti standardni varianté
musime posunout o jedno pole doprava, tedy tak, aby

z—1
Ve e NU{0},x < m: offset, = Z nnzg,
k=0

kde nnzy je poc¢et nenulovych prvku ve sloupci k.

Slozitost celé transpozice je (ze slozitosti counting sortu) O(nnz+m) a za
predpokladu, ze nnz > m (tedy, ze v kazdém sloupci je prumérné alespon
jeden prvek) je tato slozitost O(nnz), coz je optimalni slozitost, protoze celou
matici musime prepsat.

2.3.1.4 Nasobeni

Algoritmus nésobeni vychazi z klasického postupu nésobeni (viz algoritmus
déle indexy znaceny dle tohoto algoritmu). Dulezité vsak je, v jakém poradi
budeme matice prochazet. Format CRS je vhodny pouze k prochézeni po
radcich. Muzeme vSak vyuzit vlastnosti, ze transpozici ulozené matice ziskame
stejnou matici ulozenou ve forméatu CCS (zfejmé z definice CRS/CCS), ktery
naopak dobre pracuje po sloupcich. Dale budeme zptisob prochazeni ndsobeni
matic A - B znacit dle uzitého formatu, tedy napriklad CRS - CCS.

7 definice maticového souctu jsou zrejmé tyto dva fakty:

e Mezi sebou nasobime vSechny prvky a; i s prvky by ;, tedy k-ty sloupec
z matice A s k-tym fadkem z matice B

e Hodnotu prvku c¢;; matice C ziskdme jako skaldrni soucin i-tého fadku
matice A s j-tym sloupcem matice B

Tyto dva pohledy nas vedou na dva logické zplisoby nasobeni, coz jsou
CCS - CRS (déle také CR) a CRS - CCS (déle také RC). Vyhodou prvniho
je, ze nemusime porovnavat hodnoty indextl a jedind provadénd operace je
tedy samotné nasobeni. Tento zpiisob se tudiz ziejmé hodi pro sériovou verzi
a vyzaduje nejméné provedenych operaci. Druhy zptsob vyzaduje porovnavani
indext a je vyznamné narocnéjsi na vypocetni prostiedky, na druhou stranu
vsak umoznuje samostatny vypocet hodnot jednotlivych prvkia matice. Tato
vlastnost umoznuje C'RS - CC'S masivné paralelizovat, aniz bychom museli
vyuzit nédkladnou synchronizaci zapisa do vysledné matice (kterda by pohltila
témér vSechny vyhody paralelizace), nebo zépis do vice pomocnych matic
a naslednou redukci.
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2.3. Sekvencni algoritmy

2.3.2 BCRS
2.3.2.1 Datova struktura

Datova struktura BCRS je totozna s CRS. Rozdilem je, Ze jsou zde indexy blo-
kovych sloupci (nikoliv samotnych prvki) a bude mit tedy pouze délku nnzb,
coz je pocet nenulovych blokt. Navic je tfeba ulozit velikost bloku. Pro jedno-
duchost (a malé vyhody opaku) jsem se rozhodl podporovat pouze ¢tvercové
bloky, takze tato velikost mtize byt uloZena za pomoci jediné hodnoty bs.

2.3.2.2 Prevod z husté matice

Algoritmus 3 Hustd matice — BCRS

1. procedure CRS(M : DenseMatrix,bs : int)

2 C : BCRS > Tvorena matice
3 C.height < M .height; C.width <— M.width;bs2 < bs - bs

4: maz_len < C.width x C.height /bs2

5: C.offsets < zeroes(C.height)

6 Cl.indezes < zeroes(maz_len); C.walues < zeroes(mazien * bs2)

7 count < 0

8 for i <~ 0 to M.height/blok do

9 C.offsets[i] < count

10: for j < 0 to M.width do

11: if notEmpty(M[i*bs: (i + 1) bs|[j xbs: (j + 1) * bs]) then
12: C.values[count * bs2 : (count 4 1) x bs2] <

13: M[ixbs: (i+1)*bs|[jxbs:(j+1)xbs]

14: Clindezes[count + +]| < j

15: C.offsets[ M .height] < nnz

16: return C

Jak si muzeme vSimnout na algoritmu [3] 1ze tento prevod provést prakticky
stejné jako u CRS (viz algoritmus . Rozdily jsou ve velikosti alokovanych
poli (po dokonéeni prevodu mohou byt pole zmensena), a ddle pak na fadcich
11, kde misto testovani jednoho prvku testujeme cely blok a na radku 12, kde
kopirujeme cely blok hodnot.

2.3.2.3 Transpozice

I zde muzeme vyuzit jiz hotovou transpozici z CRS. Cely postup miize pro-
béhnout stejné, misto prvku vsak pracujeme s celymi bloky prvka. Samotné
bloky musi byt také transponovany zptusobem obvyklym pro husté matice, coz
lze provést naptiklad pri jejich pfesunu v counting sortu.
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2.3.2.4 Nasobeni

Vynasobenim dvou bloki vzdy vznikne novy blok hodnot (ktery muze byt
primo ukladdn do husté matice, pripadné uklddan béhem vypoctu po hod-
notach). I zde tedy lze nésobit dvéma zpusoby, tedy BCCS - BCRS (CR)
a BCRS-BCCS (RC). Prvky uvniti bloku vSak nemé velky smysl nésobit ji-
nak, nez pomoci nezavislych skaldrnich souctu (fddek x sloupec) a postupného
uklddani, protoze bloky samy o sobé jsou husté, a tedy nevznikd dodatecnd
narocnost s porovnavanim index.

2.3.3 ELL
2.3.3.1 Datova struktura

Pro uloZeni matice (n x m) v ELL formatu je nezbytné uchovat dvé ma-
tice velikosti n X ell_width, tedy matici hodnot a matici sloupcovych indexi,
kde ell_width je nejvétsi pocet nenulovych prvka na radek. Prebytetné misto
v fadcich s méné nenulovymi prvky miize byt pro jednoduchost prace s matici
vyplnéno nulami. Déle je samoziejmé nezbytné také ulozit ell_width a sitku
a vysku ptivodni matice.

2.3.3.2 Prevod z husté matice

Algoritmus 4 Hustd matice — ELL

1: procedure CRS(M : DenseMatrix)
2 C:ELL > Tvorena matice
3 C.height < M.height; C.width < M.width
4 C.ell_width < max(count_nnz(M.rows)) > O(n-m)
5: C.indezes, C.values < zeroes(C.ell_width = C.height)
6 for ¢+ < 0 to M.height do
7 row_index < 0
8 for j < 0 to M.width do
9: if not Empty(M]i][j]) then
10 C.values[i x C.ell_width + row_index| < M[i][j]
11: Clindezes|i * C.ell_width + row_index] < j;
12: row_index + +;
13: return C

Ackoliv je struktura tohoto formatu znacéné rozdilnd od CRS, i zde lze
prevod provést podobnym zptusobem. Pseudokdd tohoto algoritmu si muzete
prohlédnout na algoritmu
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2.3. Sekvencni algoritmy

2.3.3.3 Transpozice

I u tohoto formatu bude transpozice probihat podobné jako u zakladniho CRS.
Rozdilem je nutnost explicitné vynechavat nulové prvky a navic vypocitat
novou ell_width. Kromé téchto dvou rozdila je algoritmus obdobny.

2.3.3.4 Nasobeni

Algoritmus néasobeni je v zdsadé shodny s CRS, vyhodou tohoto forméatu
ovsem je, ze vSechny Fadky nenulovych elementt jsou stejné dlouhé (s vyplio-
vymi nulami), a proto muze byt zarucena lepsi prace s paméti a vyuziti vldken
pri paralelizaci.

2.3.4 DIA
2.3.4.1 Datova struktura

Pro uklddani v tomto formatu je tfeba pole hodnot (float) o velikosti n -
dia_count, kde dia_count je pocet nenulovych diagonal a n je vyska matice,
tedy i diagonaly doplnéné nulami (na délku nejdelsi mozné). Déle je potfebné
pole indexu diagondl (int), logicky dlouhé dia_count a kromé obvyklé vysky
a sitky matice musi byt ulozen také jiz zminovany pocet nenulovych diagonal.

2.3.4.2 Prevod z husté matice

vvvvvv

Nejdiive je nezbytné zjistit pocet nenulovych diagonal a jejich indexy. Toto
lze provést jednoduchym priichodem matice napriklad se zaznamendvanim
pritomnosti diagonal do pole flagi (booleovskych hodnot) v O(n-m) a nasled-
nym prichodem tohoto pole a vypsanim piitomnych diagonal v O(m). Nasled-
a do pole hodnot zapisovat veskeré hodnoty z diagondly (vCetné nulovych
a vypliovych hodnot pro prvky mimo matici). I tato operace tedy lze provést
v O(n-m). Pro jeho prilisnou délku (prevazné kvuli kontrole mezi a pfepoc¢tim
indexi1) zde nebude pseudokdd uveden.

2.3.4.3 Transpozice

Tato operace je naopak nejjednodussi ze vsech formatt. Transpozice totiz
znamend pouhé vyndsobeni indext diagondl —1 (a zapsani do pole indext
v opatném poradi). Aby bylo zachovéno zarovnani diagonal (a vypliovych
prvkil), je navic nutné posunout hodnoty diagondly o ptuvodni index doleva
(pro zaporné tedy o absolutni hodnotu doprava), ¢imz je dosazeno toho, ze
transponované diagondly znovu zacinaji na radku 0.
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2.3.4.4 Nasobeni

Zde je znovu pouzitelny zékladni algoritmus. Po fadcich je mozné matici
prochézet s konstantnim krokem (m). Tento zptsob je vhodnéjsi nez prochaze-
ni po sloupcich, které lze sice také provést s konstantnim krokem, ale vyzaduje
kontrolu mezi matice a predevsim samotnych diagonal (protoze ne vSechny di-
agondly obsahuji vSechny sloupce). S vypliiovymi prvky lze pro jednoduchost
(a efektivitu) nakladdat jako se vSemi ostatnimi, protoze kvuli jejich nulovosti
vysledek neméni.

2.4 Zakladni struktura paralelnich algoritmi

Jak si 1ze snadno povsimnout z predchozi sekce, ipravou sekvencnich algo-
ritmu nasobeni muzeme ziskat paralelni verze a to hned dvéma zpusoby dle
zpusobu prochazeni matic.

Algoritmus 5 Paralelni nasobeni col X row

1: procedure CUDA_CR(AT, B : Matrix,C : DenseMatriz, o : float)

2 for all k <+~ 0 to B.height — 1 do in parallel

3 k < fork(B.height)

4 for el : Element in Alk] do
5: for €2 : Element in B[k] do
6
7
8
9

T + e2.column_index

y < el.column_index

value < « - el.value - e2.value
atomic C[y][z] < C[y][z] + value;

10: return C

Pokud budeme prochézet matice zptusobem col x row (tedy napiiklad
u CRS matic CCS x CRS, déle jen CR), dostaneme v zakladu postup, ktery
si 1ze prohlédnout v algoritmu ] Prochazime zde veskeré prvky, které maji byt
spolu vyndasobeny, a vysledek tohoto nasobeni zapisujeme do vysledkové ma-
tice. Ztejmou vyhodou je tedy jednoduchost a i mensi ndro¢nost prochéazeni,
nevyhodou je pak nutnost atomické operace, protoze vysledky jsou zapisovany
nepravidelné a mohlo by dochézet k vzadjemnému prepisovani.

Pokud budeme prochézet matice zpisobem row x col (tedy u CRS ma-
prohlédnout v algoritmu [} V tomto algoritmu pfifadime kazdému vldknu
jednu pozici ve vysledkové matici a nasledné provedeme skalarni soucin prislus-
ného fadku z A a sloupce z B (tedy radku z BT') se zapsanim do vysledkové
matice az po dokonceni soucinu. Tento zpusob prochazeni ma zrejmou vyhodu
odstranéni atomické operace, protoze pristup k vysledkové matici je fizeny
a na jednu pozici pristupuje pouze jedno vladkno. Navic se vyznamné snizi
pocet zapisu. Na druhou stranu je ovsem nutné provadét velké mnozstvi kon-

26



2.5. Pfechod mezi high level a low level funkcemi

Algoritmus 6 Paralelni nasobeni row X col

1: procedure CUDA_RC(A, BT : Matriz,C : DenseMatriz, o : float)
2 for all y <+ 0 to A.height — 1 do in parallel

3 for all z < 0 to BT.height — 1 do in parallel

4: el < Aly]. first Element()

5: e2 < Blz]|.firstElement()

6 sum < 0

7 while el.notEnd() A e2.notEnd() do

8 if el.column_indexr < e2.column_index then

9 el + el.next()
10: else if el.column_index > e2.column_index then
11: €2 + e2.next()
12: else > Sl. indexy se rovnaji, prvky maji byt vynasobeny
13: sum < a - el.walue - e2.value
14: el « el.next()
15: €2 < e2.next()
16: Clyl[z] « Cly]lz] + sum;
17: return C

trol sloupcovych indexi, coz zvysuje slozitost a u vypoctti na GPU muze vést
k divergenci vlaken ve warpu.

Velkou vyhodou druhého algoritmu je mnohem lepsi pouzitelnost na znac-
né velké matice. Pokud totiz velikost vysledkové matice presahuje mnozstvi
paméti GPU (a ndsobené matice jsou dostateéné fidké, aby se vesly do globalni
paméti GPU), je mozné rozdélit vysledkovou matici na ¢asti a ndsledné provéa-
dét vypocet pouze nad jednotlivymi bloky, aniz by doslo k vyraznému navyseni
¢asové narocnosti.

Oba tyto algoritmy je samoziejmé nutné specializovat pro jednotlivé for-
maty uklddani matic. Specificky je nutné zakomponovat riizné zplisoby pristu-
pu k prvkum a jejich sloupcovym indextim a ruzné zpusoby prochazeni radku
matice. Pro format BCRS je navic nezbytné rozsirit i operaci nésobeni na
nasobeni mezi bloky (které mize byt provedeno zdkladnim algoritmem pro
nasobeni hustych matic).

Dale je samoziejmé mozné algoritmy dale optimalizovat pouzitim riznych
nizkoturoviiovych optimaliza¢nich technik a zvlasté pak u druhého algoritmu
muzeme narazit na limitaci CUDA (napfiklad pocet vldken v bloku), viz dale.

2.5 Prechod mezi high level a low level funkcemi
Jak bylo zminéno v sekci sekvencnich algoritmi, bude implementovano pouze
nasobeni matic ve stejném formatu ulozeni. Navic budou implementovany

3 ruzné zpusoby vypoctu (2 paralelni a jeden sekvenéni), které na vstupu
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Obréazek 2.1: Vysokotroviova funkce nasobeni matic

Vysokolrovové zpracovani nasoben

A, B, C with matching :\Dznef g::csh.c
sizes for multiplicatiof A,

[c not a\localed:| [c aHoca(ed:|

Create new
dense matrix
C(A height, B.width

DP_PARALLEL

CUDA present and
DP_SEQUENTIAL

|:CUDA not present ov:|

[DRNOJRANSPOSEJ [DPJRANSPDSEJ

DP_RC or DP_CR or
(DP_UNCHOSEN and (DP_UNCHOSEN and
dense enough) not dense enough)

transpose A

[DPJRANSPOSE} |:DP7NO:FRANSPDSE:| [DP,NOJRANSPOSE} [DPJRANSPOSE}

compute by
sequential algorith

[ )

compute by
CUDA CR

o

compute by
CUDA RC
o

return resull

o

vyzaduji ruzné kombinace transponovani matic A a B. Aby bylo usnadnéno
pouzivani a také umoznéno v budoucnu snadno ménit implementaci nizko-
urovnovych funkci nezavisle na interface, rozhodl jsem se implementovat ,, roz-
cestnikovou“ funkci, kterd bude obalovat nizkodroviové funkce, a mechanis-
mus, zajistujici pfevod na stejny format ulozeni.

,» Rozcestnikovd“ funkce bude na vstupu prijimat 2 libovolné matice A
a B, hodnotu « a vystupni hustou matici C', dale pak informace zda ma byt
provedena transpozice matice A pred nasobenim (DP_TRANSPOSE, nebo
DP_NO_TRANSPOSE), zda méa vypocet byt proveden sekvencéné, ¢i para-
lelné (DP_SEQUENTIAL, DP_PARALLEL) a preferovanou metodu procha-
zeni matice. Pro usnadnéni pouzivani budou mit posledni tfi vybéry zadanou
defaultni hodnotu (bez transpozice, paralelné, nevybrano) a proto je bude
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2.6. Navrh trid

mozné vynechat (DP_RC, DP_CR, DP_.UNCHOSEN). Navic misto matice C
bude mozné zadat nulovy pointer, coz znamena, ze se mé alokovat novéa nulova
matice odpovidajicich rozméri. Vysledek bude ulozen v matici C' (nebo nové
v piipadé nulového pointeru). Tato funkce navic zajisti kontrolu chybnych
velikosti matic. Celou funkeci si mtizete prohlédnout na diagramu

V diagramu si lze vS§imnout, ze pri nevybraném zptsobu prochdzeni ma-
tice (RC,CR) je zptsob vybran automaticky dle vlastnosti matice. Tento au-
tomaticky vybér je zalozen na predpokladu, ze verze row x col je efektivnéjsi
pro hustsi matice a naopak col x row je efektivnéjsi pro matice ridsi. Tento
predpoklad bude ovéren a odhadnuti vhodné hranice bude experimentilné
provedeno v rdmci testovani a ziskané hodnoty zpétné pouzity pro dokonceni
mechanismu.

Mechanismus prevodu na stejny format vyuziva operaci prevodu na hustou
matici a z husté matice. V pripadé riznych formata je druhd matice (matice
B) nejdiive prevedena na hustou matici a nasledné z ni zpét na stejny format
jako matice A. Kvuli limitacim dédi¢nosti u jazyka C++ je nutné, aby byla
tato operace provadéna na zacatku kazdé z nizkoiroviovych funkei a ne primo
u sdilené ,, rozcestnikové® funkce. V opac¢ném piipadé bychom bud museli im-
plementovat tuto funkci pro veskeré formaty matic (se ziejmym porusenim
DRY) a nebo by musela funkce obsahovat switch s riznymi forméty, coz taktéz
zavazné porusuje pravidla spravného objektového navrhu.

2.6 Navrh trid

Po navrhnuti vétsiny dil¢ich ¢asti je koneé¢né mozné pustit se do samotného
navrhu t¥idni struktury.

Zakladnim stavebnim prvkem bude abstraktni trida pro ukldddani matice
(Matrix). Tato tiida bude taktéz obsahovat deklarace vSech spole¢nych me-
tod. Ttida muze obsahovat vysku a sifku matice (protoze matice v jakémkoliv
formatu ma tyto parametry), abstraktni deklarace nizkouroviovych metod
pro néasobeni a transpozici, implementovanou vysokotroviiovou metodu pro
nasobeni a pripadné dalsi wrappery této metody slouzici ke zjednoduseni
pouzivani. Déle bude obsahovat zdklad mechanismu pro prevod matic na
stejny format.

Jednotlivé tridy pro ukladani ve specifickych formatech budou dédit z tridy
Matrix a dale budou obsahovat konstruktory z husté matice (tfida pro hustou
matici bude prijimat pole dat a velikost matice), destruktory, konkrétni imple-
mentace nasobeni, transpozice a prevodu na hustou matici. Ddle budou obsa-
hovat také konkrétni mechanismus pro prevod na stejny forméat. Samoziejmé
budou také obsahovat data ulozend v daném formétu.

Neabstraktni t¥idy dédici od tiidy Matrix budou: DenseMatrix, CRSMat-
rix, BCRSMatrix, DIAMatrix, ELLMatrix. Formaty dat v téchto tiiddch jsou
ziejmé z nazvu a byly jiz rozebrany vyse.
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2.

BCRSMatrix

block_size:int

col_indexes:int[]
values:int[]

+BCRSMatrix(DenseMatrix)
+transpose(): BCRSMatrix
+toDense(): DenseMatrix
+toBCRS():BCRSMatrix
+toSameFormat(Matrix):BCRSMatrix

Obrazek 2.2: Zakladni navrh t¥id pro matice

-cudaRC(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
-cudaCR(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
-segM(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix

DenseMatrix

values:int[]

+DenseMatrix(float, int, int))
+transpose(): DenseMatrix
+toDense(): DenseMatrix
+toSameFormat(Matrix):DenseMatrix

-cudaRC(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
-cudaCR(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
-segM(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix

CRSMatrix

row_offsets:int[]
col_indexes:int[]
values:int[]

«abstract»
Matrix

#width: int
#height: int

-

+addMultiply(Matrix, DenseMatrix): DenseMatrix
+multiply(Matrix): DenseMatix
+transpose(): Matrix
+getHeight(): int

+getWidth(): int

+toDense(): DenseMatrix
+toCRS(): CRSMatrix
+toBCRS(): BCRSMatrix
+toELL(): ELLMatrix

+toDIA(): DIAMatrix
+toSameFormat(Matrix):Matrix

-cudaRC(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
-cudaCR(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
-seqM(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix

+CRSMatrix(DenseMatrix)
+transpose(): CRSMatrix
+toDense(): DenseMatrix
+toCRS():CRSMatrix
+toSameFormat(Matrix):CRSMatrix

-cudaRC(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
-cudaCR(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
-seqM(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix

DIAMatrix

block_size:int
row_offsets:int[]
col_indexes:int[]
values:int[]

+DIAMatrix(DenseMatrix)
+transpose(): DIAMatrix
+toDense(): DenseMatrix
+toDIA():DIAMatrix
+toSameFormat(Matrix):DIAMatrix

-cudaRC(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
-cudaCR(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
-segM(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix

ELLMatrix

block_size:int
row_offsets:int[]
col_indexes:int[]
values:int[]

+ELLMatrix(DenseMatrix)
+transpose(): ELLMatrix
+toDense(): DenseMatrix
+toELL():ELLMatrix
+toSameFormat(Matrix):ELLMatrix

-cudaRC(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
-cudaCR(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
-segM(Matrix, DenseMatrix, float):DenseMatrix
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Implementace

V této ¢asti prace je podrobnéji popsana implementace zdkladni funkcionality
(sekvenéni ¢ast) a prvky, které byly priddny navic oproti predchozimu névrhu.
Dale jsou v této sekci také Tesena specifika vypocti na GPU (zvlasté pak sa-
motné technologie CUDA) a optimalizace nutné pro zajisténi dobré efektivity
implementaci. Implementované kédy si lze prohlédnout na prilozeném CD.

3.1 Implementace zakladni funkcionality

Implementace zakladni funkcionality knihovny probihala dle navrhu trid a za
pouziti rozebranych algoritmt pro praci s fidkymi maticemi. Vzhledem k za-
déni prace byla implementace provadéna v jazyce C+-+ a kvuli prenositel-
nosti byl zvolen standard C++411, ktery je v souc¢asnosti podporovan vétsinou
kompilatort.

P1i implementaci bylo dbano na to, aby bylo knihovnu mozno prelozit
(a spustit) i na zafizenich nekompatibilnich s CUDA technologii. Toto bylo
zajisténo implementaci sekven¢nich verzi vSech algoritmt, oddélenim CUDA
kédu do samostatnych soubort a pomoci direktiv preprocesoru.

Aby se predeslo velkému nértstu rozsahu prace (mimo obor zadani) a kom-
plexity kodu, nebyly implementovany funkce, které nebyly nutné pro im-
plementaci operace nasobeni matic, pripadné testovani spravnosti a efek-
tivnosti této operace. Mezi tyto imyslné vynechané funkce patii napiiklad
priddvani (a ménéni) hodnot nac¢tenych matic. Navrh a implementace vsak
byly provadény takovym zpusobem, aby bylo v budoucnu snadné funkciona-
litu v pripadé potreby rozsirit.

3.2 Uzivatelsky interface

Ackoliv byl program navrzen ve stylu knihovny (bez prfimého uzivatelského
rozhrani), pro testovani bylo rozhrani nutné vytvorit. Pro potteby této préce
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byl tedy navrzen jednoduchy interface, ktery umoznuje ze vstupnich soubori
nacist dvé matice, ulozit je ve vybraném formétu, provést jejich vynasobeni
a zjistit ¢asovou narocnost posledni operace. Tento interface nevyuziva vsech
moznost{ implementace a jeho jedinym tcelem je slouzit k testovani knihovny
a ovéreni jeji funkénosti (spravné kompilace atd.).

3.3 Implementace CUDA

Implementace paralelnich verzi algoritmt v jazyce CUDA s sebou nesla rizné
problémy a nutna rozhodnuti.

Nejdiive se bylo nutné rozhodnout, pro jakou verzi technologie CUDA
a jaké minimalni specifikace hardwaru (CUDA capability) bude vyvijeno. Byla
zvolena verze jazyka (a runtime environmentu) 9.1, protoze se v dobé pocétku
prace na implementaci jednalo o nejnovéjsi verzi, pro niz bylo mozné sehnat
kompilator pro systém Linux. Jako rozumny kompromis mezi schopnostmi
a podporou starsiho hardwaru (a s ohledem na dostupné testovaci zafizeni)
byla pak zvolena CUDA capability 3.5 (Kepler). Veskera dalsi tvrzeni a im-
plementacni rozhodnuti budou vztahovana k této konfiguraci.

Druhym problémem byla enkapsulace dat. CUDA kernel musi byt mimo
tridu, zaroven vsak potrebuje piimy pristup k dattm tiidy. Pro vyfeSeni
tohoto problému bylo nejdrive spusténi kernelu , obaleno“ metodou tridy.
Pro usporadani prace s daty byla navic v kazdé tiidé definovana struktura,
ktera slouzi pro nacitani dat z tiidy na GPU, jejich uchovavani, pripadné
zpétné ulozeni a nasledné uvolnéni prostiedki. Primo k dattim tridy je tedy
pristupovano pouze konstruktorem struktury (definované uvniti t¥idy).

Dalsi vyznamné rozhodnuti souviselo s omezenim technologie CUDA. Vy-
pocetni kernel je mozné spustit paralelné na maximalné 23! —1 blocich, z nichz
kazdy muze obsahovat maximalné 1024 vlaken. Prvni hodnota zfejmé neni
vyznamnym omezenim (protoze prevysuje obvyklé mnozstvi RAM u vétsiny
GPU), na druhou hodnotu je nutné brat ztetel.

U verze col X row muzeme napriklad pridélit kazdému vlaknu jednu hod-
notu k (tedy sloupec z A a odpovidajici fadek z B). Vldkna pak muzeme
jednoduse rozdélit naptiklad po 1024 na blok, pifipadné po mensim poctu
(delitelném 32) pro lepsi vykon u mensich matic. Tato varianta byla zvo-
lena jako zakladni zpusob rozdéleni. Druhou moznosti je pak pridélit jedno
k celému bloku vlaken. Tato varianta muze mit vyssi overhead a pro malé
(pripadné velmi idké) matice mize byt mnozstvi prace pro jednotlivé vldkna
prilis malé. Na druhou stranu umoznuje vyuziti sdilené paméti a lepsi praci
s globalni paméti.
kazdému vlaknu jednu vystupni pozici v matici C, a tedy jeden radek z matice
A a jeden sloupec z matice B, na vypocet skaldrniho soucinu, kdy blok uréuje
radek a pozice vldkna v bloku urcuje slupec. Toto umoznuje snadné adre-
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sovani i vyuzit{ sdilené paméti pro uchovani celého radku. Zde je vsak problém
s maximélnim poctem vldken na blok. Toto lze obejit rozdélenim radku do
vice bloki, ale jako efektivnéjsi varianta bylo nakonec zvoleno pridéleni vice
pozic kazdému vldknu, s cyklenim do vycerpani velikosti fadku. Napiiklad
vldkno s indexem 4 v bloku 100 bude u matice velikosti 2048 x 2048 a velikosti
bloku 1024 pocitat vsechny vystupni pozice, pro néz plati y = 100 A z =4
mod 1024, tedy prvky rfadku 100 ve sloupcich 4 a 1028.

3.4 Vyuziti prostredki CUDA

Pro napsani efektivni implementace algoritmii (ddle jen algoritmt) je dulezité
vyuzit co nejvice moznosti GPU. Jednou z hlavnich je schopnost GPU c¢astecné
skryvat latence operaci (prevdzné pamétovych) vyuzitim soucasného prova-
déni vice vlaken, nez je skutecny pocet vypocetnich jednotek.

Nejvice miize na multiprocesoru teoreticky byt 2048 vlaken a efektivita al-
goritmu je logicky nejvyssi, pokud je tohoto ¢isla prakticky dosazeno. K tomu
je tfeba nepresahnout zadny z dalsich limiti, kterymi jsou pocet blokt (bloky
nesmi byt prili§ malé), mnozstvi sdilené paméti na blok a pocet vyuzitych
registri (obvykle hlidan kompildtorem). Rozhodne-li se tedy hodnota jednoho
z téchto parametri, jsou maxima vsSech ostatnich hodnot presné uréena. Pro
dosazeni optimalni efektivity byly tedy hodnoty (pocet vldken na blok a veli-
kosti ptidélené sdilené paméti) urcovany dle téchto limitu.

3.5 Optimalizace

V této sekci budou popsany techniky, které se ukazaly byt i¢inné pro zvyseni
efektivity paralelizovanych algoritmt. Zkousené techniky, které nevykazovaly
vyznamné zvyseni efektivity (naptiklad loop unrolling), budou vynechény. De-
tailnéjsi popis testovani efektivity je v kapitole Testovani.

Kromé celkové efektivity algoritmu byl pro navrh optimalizaci pouzivan
taktéz profiler (Nvidia Visual Profiler), pomoci kterého bylo mozné snadnéji se
orientovat v problémech jednotlivych implementaci a navrhovat smér dalsiho
vylepsovani.

Optimalizace byly nejdiive provadény na algoritmech CRS formatu a nas-
ledné preneseny na ostatni.

3.5.1 Vyuziti sdilené paméti u RC verze

Hlavnim diivodem snizeni efektivity u kernelti jsou pamétové operace. Tento
fakt, ktery plati obecné, byl potvrzen i v ramci profilovani. Pamét s nejpo-

vV,

Pro zvyseni efektivity nasobeni je tedy nutné tuto pamét vyuzivat co nejméné
a co nejefektivnéji.
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Pro zvolenou verzi CUDA capability je k dispozici 48 KB sdilené paméti
na multiprocesor. Ve srovnani s globalni paméti umoziiuje tato pamét vyssi
prutok dat, ma nizsi odezvu a umoznuje obsluhovat vice vlaken zaroven. Tato
pamét je sdilend v rdmci jednoho bloku.

U verze RC (row X column) pracuje cely blok s jednim radkem matice
AT, proto je intuitivni nahrat tento radek do sdilené paméti. VSechna vldkna
v bloku nejdiive spole¢né nactou data (indexovéni dle formétu a hodnoty
nenulovych prvki) z globalni paméti do sdilené (kvili zamezeni race conditions
je nutnd synchronizace na trovni bloku pred a po nacteni) a poté se provadi
vypocet jiz s témito pfednactenymi daty.

Kv1li omezené velikosti paméti je nutné v pripadé dlouhych radkt nutné
radek rozdeélit na tuseky, které se do paméti vydaji, a data tak nacitat opako-
vané. Toto vsak kvili vyuziti fidkych forméti nelze provést pomoci indexu
sloupce, ale pouze poradim nenulového prvku v radku. To vede k problému
s indexovanim v matici B. Po dokonceni iseku mame nalezeny index prvku
v BT, ktery je vétsi nebo roven poslednimu prvku z tohoto tseku (viz al-
goritmus @ (jedno vlakno musi zpracovavat vice sloupct). S timto indexem
lze naklddat tfemi zptsoby. Muzeme jej zahodit a v pfistim tseku (u tohoto
sloupce) znovu zac¢it hledat od zac¢atku. Tento zpusob ale vede k Castému
prochéazeni stejnych c¢éasti, je velmi neefektivni, a proto nevhodny. Druhou
moznosti je tento index ulozit (do globdlni paméti) a po nacteni novych dat jej
znovu nacist. TTeti zpisob je nacitani nového tseku nikoliv poté, co jsou pro-
jity vSechny sloupce, ale poté, co vSechna vldkna v bloku dokoné¢i praci s nim
pro jeden sloupec (tedy presunuti na¢itani o tiroven nize). Nevyhodou druhého
zpusobu je zvysend pamétova naroénost a vyuziti globalni paméti. Nevyhodou
tretiho pak nutnost vicendsobného nacitani stejného tseku u velkych matic
(kde velké mnozstvi fadki je déleno na mnoho useku). Pii testovani a profi-
lovani vsak nebyl zjistén znatelny rozdil mezi témito variantami, a proto byla
pro jednoduchost vybrana varianta treti.

Kvili mnohem vétsimu mnozstvi operaci porovnavéani indexu (vuci ope-
racim ndsobeni) je vhodné nacitat do sdilené paméti pouze indexy prvki,
zatimco samotné hodnoty mohou byt nacteny az pii vypoctu (¢imz je vyrazné
zvysena délka tseku, bez vyznamné ztraty efektivity vypoctu v ramci tseku).

Velikost tiseku nacitaného do sdilené paméti 1ze snadno vypocitat za béhu
programu. K tomu lze vyuzit znalost velikosti paméti pro multiprocesor, ma-
ximalni mnozstvi vlaken ulozenych na multiprocesoru (2048), které se snazime
zachovat kvuli efektivité, a znalost velikosti dat jednoho prvku pro jednot-
livé forméaty uklddani. Neni-li sdilend pamét vyuzivdna i pro dalsi ucely, pak
naptiklad pro CRS se jedna o %, tedy 6 prvki na vldkno v bloku a pro
blok o velikosti 1024 (maximélni) je velikost jednoho tseku 6144 prvki.
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3.5.2 Zarovnani pristupu k pameéti

P1i nac¢itani z globalni paméti (pfipadné jeji cache) se nenacita pouze 1 prvek,
ale cely blok 128 B (pfipadné 32 z L2 cache), tedy 32 prvku pro int (float).
Pokud vice po sobé jdoucich vldken chce pristupovat k témto datim, ridici
jednotka je schopna celé toto nac¢teni provést v jedné operaci. Pokud je nacitani
posunuté (napiiklad nulté vldkno nacitd prvni prvek), musi byt provedena
dvé nacteni. Aby byla zvySena efektivita, je proto vhodné vynutit zarovnani
nac¢itani indexi na 32 prvku (i za cenu , prazdnych® cykli a kontrolovani
meznich podminek pod hranici za¢atku nacitani).

3.5.3 Vyuziti registri u RC verze

Efektivita kernela je dale snizovana dlouhou latenci nahravani indexi sloupct
matice BT z globalni paméti. Pro snizeni této latence byla vyuzita technika
prednahriavani dat téchto inext do registri. Tim je nejen umoznéno zarizeni
lépe maskovat latenci globalni paméti za béhu programu, ale také je kom-
pilatoru objasnéna nezavislost téchto dat na zbytku instrukci v cyklu a je
mu tak umoznéno provadét radikdlngjsi upravy kédu pii optimalizaci (loop
unrolling, prehazovani poradi instrukei aj.).

Testovanim bylo zjisténo, Ze nejvyssi prinos prinese ukladani pouze jedné
v jinych ¢astech z duvodu jejich omezeného poétu) naopak efektivitu snizuje
(dvé hodnoty dopredu je mirné méné efektivni nez jedna).

3.5.4 Operace nad daty vice vlaken

Hlavni operaci blokujici vyssi efektivitu se po predchozich optimalizacich stalo
nacitdni indext prvkia matice B. Ackoliv lepsi vyuziti registru snizilo do-
pad této operace, stile se jednalo o bottleneck. Diivodem tohoto problému
je Spatna prace s globalni paméti. Z nac¢tenych 128 B je totiz v cyklu vyuzito
pouze 4 B (jeden prvek) a zbytek zahozen. K vyuziti vétsi ¢dsti nactenych
dat je nezbytné, aby vice vldken ve warpu vyuzivalo indexova data jednoho
sloupce. Abychom tohoto docilili, je vSak nutné preusporadat pridéleni sloupcu
vldkntm.

Misto toho, aby kazdy sloupec (a vysledny prvek) byl poéitan jednim
vlaknem, musi na tomto vypoctu spolupracovat vlaken vice. Vzhledem k sek-
ven¢nimu charakteru vyhledavani stejnych indexu je vSak nemozné, aby toto
bylo provadéno samostatné. Muazeme vsak vyuzit operace nad daty vldken
ve warpu, konkrétné ballot (operace, kterd urci, pro kterd vldkna ve warpu
plati podminka), all (operace zjisti, zda podminka plati pro vsechna vldkna)
a shift (posune data vybrané proménné ve warpu niz$im, nebo vyssim vldkntam
warpu). U vsech téchto operaci lze maskou specifikovat, kterd vldkna warpu
se maji operace ucastnit. Napriklad pro 4 vlakna na sloupec tak mohou byt
nardz nacteny 4 indexy, nésledné je pomoci operace all zjiSténo, zda neni
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index v A mensi (pfipadné posunuto o jedna a opakovéno), pomoci ope-
race ballot je zjisténo, o kolik pozic je nutné posunout index v B, nez bude
vétsi nebo roven indexu v A (0-4), a pomoci operace shift je posun proveden.
Timto posunem o vice prvki ¢astecné kompenzujeme neefektivitu vice vldken
provadéjicich stejné operace. Samotné nasobeni (a ukladani) pak muze byt
provedeno naptiklad pouze jednim z vldken (nejoptimélnéjsi zpusob zavisly
na formatu uklddani).

Takto upravené nacitani jiz mtze byt rozsifeno o nacitani indexi B do
sdilené pameéti, aby bylo zachovano zarovnani a nejlépe vyuzita data v rdmci
jedné operace.

Prestoze tento zplsob vede k tomu, ze ¢ast vldken neprovadi vypocty
a slouzi pouze k naéitdni prvku (kvili tomu, Ze bottleneck efektivity neni
provadéni vypocti, ale prace s globalni paméti), dojde ve vysledku ke zlepSeni
efektivity.

Jako nejoptimélnéjsi se ukazalo vyuziti pouze 2 vldken na sloupec(s cache
4 prvki). Toto je logické vzhledem k exponenciélné klesajici pravdépodobnosti
posunt o vice nez 2 prvky v matici B. Za predpokladu posunu alespon o jeden
prvek mé posun o 2 prvky témér 50% pravdépodobnost, zatimco o 4 pouze
12.5% (témér, protoze rovnost indext je u ndhodnych dostateéné Fidkych ma-
tic oproti nerovnosti fadové mensi). Data ostatnich vldken jsou tedy prakticky
nevyuzita.

3.5.5 Optimalizace CR verze

Stejné jako u RC verze i zde byl bottleneck v efektivité vyuziti globalni paméti.
K zlepseni jeji efektivity bylo tedy nezbytné vyuzit paméti sdilené. Aby toto
mohlo byt provedeno, musela byt nejdiive zménéna distribuce vypoctu mezi
vladkna a bloky.

Misto pridéleni kazdého fadku (hodnoty k) jednomu vldknu bylo zvoleno
pridéleni jednoho Ffadku celému bloku. Pro vétsi a ridsi matice by bylo mozné
pridélit vice radku kazdému bloku, to ale nebylo vzhledem k limitaci velikosti
vystupni matice potfebné.

Cely blok tedy sdili sloupec matice A a fddek matice B. Pro vyfeSeni
limitace velikosti sdilené paméti (pocet hodnot v fadku muze byt vétsi nez
velikost sdilené paméti) byla vyuzita technika blokovéni, ¢asto pouzivana pri
nésobeni hustych matic. Hodnoty (a indexy) fadku a slupce jsou rozdéleny do
blokt stejné velikosti a kazdy blok ze sloupce A je vynasoben kazdym blokem
z fadku B (prvky uvniti bloku také timto zpusobem kazdy s kazdym). Tento
zpusob umoznuje postupné nahriavat do sdilené paméti vzdy pouze dva bloky
a pocet pifstupii do globaln{ pométi je vyznamné snizen z piivodnich O(n?)
operaci na fadek (konkrétni k).

Mnozstvi operaci nac¢itani z globalni paméti po aplikaci této metody opti-
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malizace pro stejné velké bloky stoupéa dle funkce

0 (min(m,n) - m + min(z, m) - m - FZD ,

kde x je pocet prvku nacitanych do sdilené paméti (velikost bloku) a n, m jsou
délky radku (sloupct). Pokud pro zjednoduseni predpokladdame stejny pocet
prvki ve sloupci matice A jako fadku matice B (tedy n = m), dostaneme

vzorec 0 (minte,m - [2]- (1+%]))

Tato funkce je zrejmé linedrni pro n < =z, tedy pokud mnozstvi prvku
v fadku nepresahuje kapacitu sdilené paméti. V pripadé, ze toto mnozstvi je
presazeno (do sdilené paméti je tfeba nacitat vice bloka v fadku), roste tato
funkce sice kvadraticky, ale s mnohem niz$im koeficientem (vydéleno x), coz
je na mensich maticich témér nerozpoznatelné od linearni funkce.

Dalsi vyhodou tohoto postupu je, ze nedochazi ke kolizi zapisu do globalni
paméti v ramci jednoho vypocetniho bloku, protoze index vysledku je urcen
fadkovym indexem prvku z A a sloupcovym indexem prvku z B (a tato dvojice
je pro dané k jedinecnd). Miuze tedy dochézet pouze ke kolizim mezi bloky,
¢imz se snizuje casova narocnost atomického pri¢teni do vysledkové matice.

Prace je mezi vldkna v bloku rozdélena pomoci 2D soufadnic vlaken (pro
1024 vlaken 32 x 32), urcujicich pridélené elementy z jednotlivych bloku.

Pro nacitani do sdilené paméti byly vyuzity techniky z optimalizaci RC
verze algoritmu (zarovnani, vyuziti celého 128B ¢teni).

Béhem optimalizace byly také vyzkouseny dalsi techniky (zména velikosti
bloki, pridéleni vice prace jednotlivym blokim aj.), tyto techniky vSak nemély
na efektivitu (bez ohledu na hustotu a velikost matice) pozorovatelny kladny
vliv a proto nebudou déle rozebirany.

3.5.6 Preneseni optimalizaci na ostatni formaty ridkych
matic

V prvni fazi byly veskeré optimalizace provadény na CRS formatu (kvili jed-
noduchosti debugovéni). VSechny tyto optimalizace jsou vSak pomérné obecné
(a algoritmy pro vétsinu formata navrzeny v zdsadé stejné), takze je bylo
mozné vyuzit i u zbyvajicich forméta.

Preneseni optimalizaci na BCRS bylo nejjednodussi. Kromé upravy veli-
kosti dat prvku (z jednoho floatu na cely blok) a zmény zptusobu nésobeni
mohla byt celd funkce prakticky zkopirovana. Velkou vyhodu ma pak tento
format u RC verze. Za vyuziti techniky s praci nad daty vice vldken warpu
(posledni hlavni optimalizace RC verze zminénd vyse) jsou u CRS ostatni
vlakna pTi ndsobeni nevyuzita. U BCRS je vSsak mozné pridélit kazdému
vldknu ¢ast nasobeného bloku, a tak neztracet zadny vykon. Navic se timto
pristupem k datiim bloku lépe vyuzije operaci na¢itani dat bloku z globalni
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paméti, protoze pri spravném rozlozeni vlaken pristupuji sousedni vldkna vzdy
k sousednim prvkiam (omezeni globdlni paméti viz vyse). Diky vyuziti téchto
puvodné neaktivnich vlaken je taktéz mozné pro lepsi vykon zvysit mnozstvi
spolupracujicich vldken ze dvou na ¢tyfi.

I preneseni optimalizaci na ELL forméat je jednoduché. Jediny problém,
ktery je nutny vyftesit, je prace s vypliiovymi nulami (v indexech sloupci),
které narusuji predpoklady provedené u operaci s warpy (monotonii — konkrét-
né neklesani — sloupcovych indexu v fadku), proto je nutné je explicitné nahra-
zovat nejvyssimi moznymi prirozenymi ¢isly. Tento format navic z optimalizaci
tézi mnohem méné nez CRS, protoze mnohé optimalizace byly navrzeny ta-
kovym zpusobem, ze odstranuji nevyhody CRS formétu viuéi ELL (napiiklad
zarovnani prvki).

Ackoliv i posledni format (DIA) muze z nékterych optimaliza¢nich technik
tézit, jejich vyuziti je zde znac¢né omezené a problematické. Pro idealni vyuziti
vypocetnich prosttedkt by zde tedy bylo vhodné navrhnout zcela specializo-
vany zpusob optimalizaci.
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KAPITOLA 4

Testovani

Béhem celého vyvoje probihalo samoziejmé testovani vzniklych kéda. V prv-
nich fazich se jednalo zvlasté o unit testy a dalsi testovani vécné spravnosti
implementaci (tedy zda program skuteéné provadi to, co bylo specifikovano).
V pozdéjsich fazich se dale pridalo testovani aplikace jako celku (z velké ¢asti
manudlni), testovani efektivity implementaci a optimalizaci.

Pri testovani efektivity byl méfen ¢as pouze samotného vypoctu nasobeni
matic (bez presunt dat mezi GPU-CPU a pomocnych operaci na CPU).

4.1 Testovaci hardware
Testovani probihalo na pristroji s témito technickymi specifikacemi:
e Procesor: Intel(R) Core(TM) i7-3630QM CPU @ 2.40GHz

e Vypocetni pamét: SODIMM DDR3 Synchronous 1600 MHz, 8GiB
e GPU: GK107M [GeForce GT 650M]

CUDA jader: 384

— vypocetni frekvence: az 735-900 (boost) MHz

— CUDA capability: 3.5 (Kepler)

— Globélni pamét: 1024 MB

— Maximdlni vypocetni vykon (float): 729.6 GFLOPS

4.2 Nastaveni kompilace

Pro kompilaci byl vyuzivan Nvidia CUDA Compiler (NVCC), coz je pro-
prietdrni preklada¢ primo od spole¢nosti Nvidia. Minimdalni predpoklddand
CUDA capability ponechana na verzi 3.0, protoze zadné z rozdili mezi témito
architekturami nebyly v implementaci vyuzity a efektivita kompilovanych
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verzi je tedy stejnd jako u architektury 3.5 (coz bylo i experimentalné ovéreno).
Verze 3.5 je pouze funkciondlnim rozsitenim verze 3.0 (unified memory, dy-
namicky paralelismus), a proto je mozné program kompilovany pro 3.0 spus-
tit i na zaf{zeni s CUDA capability 3.5. Uroveli optimalizaci ponechdna na
nejvyssi -O3 pro kod bézici na GPU a -O2 pro sériovy C++ kéd.

Pii debugovani byly dale vyuzity prepinace -g a -lineinfo (které dodaji
debugovaci informace).

4.3 Unit testy

Pro tento druh testovani (definice unit testi a vice o nich napfiklad v [20]) jsem
zvolil knihovnu CppUnit (verze 1.14) a to z duvodu jeji rozsitenosti a zvlasté
pak z duvodu jeji jednoduché integrace s pouzitym vyvojovym prostiredim
(Netbeans).

Instalaci jsem provedl podle [2I], protoZe pfimé instalace z repozitafe
pro Ubuntu 18.04 (k 19.2.2019) neni v kombinaci s Netbeans funkéni. Pro
nésledné spusténi testu je navic, jak jsem zjistil z [22], nezbytné pridat direk-
tivu ,, —lcppunit”.

Osvédcilo se také starsi unit testy uchovavat a tento soubor testii pouzivat
jako smoke testy.

4.4 Vécna spravnost implementace

Pro dostatecné malé celocCiselné matice lze spravnost kontrolovat pomoci jed-
noduchého porovnani vysledku s vysledkem oc¢ekavanym. Pro velké matice
s redlnymi c¢isly je vSak tento postup nedcinny, protoze operace s Cisly s ome-
zenou presnosti nejsou komutativni, ale pri paralelnich vypoctech neni poradi
operaci presné urceno (zvlasté u CR verze). Provadénim operaci v rozdilném
poradi tedy vzniknou rozdilné vysledky. Proto bylo pro zjisténi spravnosti
nutno vyuzit jinych postupu.

Prvnim zptusobem ovéreni spravnosti je kontrola poctu provedenych ope-
raci nasobeni, protoze tento pocet je stejny u sekvenc¢nich verzi i u vSech verzi
paralelnich (vSechny jsou zaloZené na stejném principu).

Druhy postupem pak bylo vyuziti pro tento tcel navrzené operace po-
rovnavani rozdilnosti matic, kterd vypoc¢itava prumérnou relativni odchylku
nenulovych prvkia obou matic (odchylka dvou prvku pocitana jako ||;le|)|),
a omezeni této odchylky vybranou hodnotou. Pfi méfeni byla maximalni
naméfend primérné odchylka fddové 1076, coz je vzhledem k presnosti float
zanedbatelnnd hodnota.
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4.5 Testovaci data

Zakladni testovaci data (pro zjisténi spravnosti implementace) byla vytvorena
rucné. Pro ziskani vétsich matic na testovani casové narocnosti, efektivity algo-
ritmu a optimaliza¢nich technik jiz bylo nutné pouzit jiného pristupu. V prvni
fazi jsem vyuzival matice ziskané z [23]. Pro ziskdni matic se specifickymi pa-
rametry a tvorbu grafii s témito maticemi byl vSak vybér matic ptilis hrubou
technikou a generatory, které se mi podafilo nalézt (napriklad matgen) byly
obvykle zna¢né nedostacujici funkcionalitou. Rozhodl jsem se proto vytvorit
si vlastni generator ndhodnych fidkych matic (se specifikaci parametri).

Vytvoreny generator umoznuje generovat matice libovolné velikosti se za-
danou hustotou nenulovych hodnot. Navic kromé zakladnich ndhodnych matic
umoznuje i generovat matice s hodnotami shlukovanymi do blokl, ¢i ome-
zeného poctu diagonal.

Pro testovéni efektivity (Casu) byly vzdy vyuzity 2 ruzné matice (stejné
velikosti). Pro snadnost zobrazovéani byly voleny ¢tvercové matice.

4.6 Vstupni format matic

Vzhledem k ptvodnimu zdroji matic a také k rozsifenosti tohoto forméatu
jsem se rozhodl vyuzivat pro vstupni (vnéjsi) format matic format MM (Ma-
trix Market), presnéji jeho zjednodusenou verzi (tedy pouze umoznujici zapis
Fidkych matic s redlnymi ¢isly). Jednd se o jednoduchy format zaloZzeny na
COO. Prvni tddek po hlavicce (kterd neni pro nase tcely vyznamnd) obsa-
huje tii idaje: n m nnz, kde n je vyska matice, m je sitka matice a nnz je
pocet nenulovych hodnot. Zbylych nnz radkt obsahuje vzdy y souradnici, x
soutadnici a hodnotu tohoto prvku. Vse je oddéleno mezerami.

Déle tento formét umoznuje radkové komentare zacinajici znakem % (a pro
nase ucely zjednoduseného forméatu je i hlavicka pouhym komentarem).

Veskeré vygenerované testovaci matice jsou kviili opakovatelnosti nejdiive
uloZeny v tomto forméatu a nasledné teprve nahraty do aplikace a pouzity.

4.7 Sekvenc¢ni verze

Prvni otézkou, na kterou chceme znat odpovéd,, je, zda (a za jakych podminek)
se vyuziti fidkych matic ¢asové vyplati vici standardnimu algoritmu nasobeni
hustych matic. K tomuto ovéreni byly provedeny dvé série méreni zavislosti
casu a to na hustoté a velikosti matic.

Na grafu je vidét, ze za konstantni hustoty matic je doba béhu al-
goritmu (dle ocekavani) u vSech formatu kubicky zdvisld na velikosti matic.
Ridké formaty jsou vSak (pro tuto hustotu) vyznamné rychlejsi. Konkrétné
CRS 50x, a ELL 25x. Dtivodem tohoto zrychleni je vynechani nutnosti nac¢itani
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Obrazek 4.1: Graf zavislosti doby béhu na velikosti matice s hustotou 10 %
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Obrazek 4.2: Graf zavislosti doby béhu na hustoté matice o velikosti 1000 x
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z paméti (a ndsobeni) nulovych prvki, zaroven je vSak vypocet jedné hodnoty

Disledek zvySené slozitosti jednotlivych vypocti je vidét na grafu [4.2
Zatimco husty format je na hustoté matic nezavisly, ridké formaty jsou na
hustoté matic kubicky zavislé. Z vysledkt méreni také muzeme priblizné apro-
ximovat, ze (pro tyto konkrétni implementace a zcela ndhodné matice) je CRS
vyhodné do hustoty 77 % a ELL 65 % (tedy pomérné vysoké hustoty).

Formét ELL si vedl vyznamné hiife kviili vyssi paméfové naroénosti a ne-
vyuziti jeho vyhod v mérenych neoptimalizovanych verzich.

4.7.1 Vybér optimalniho algoritmu

Béhem navrhu byl proveden pfedbézny predpoklad, ze efektivita CR a RC
verzi (a zvoleni lepsi z téchto verzi pro konkrétni matice) je zavisla na hustoté
matic. Na zakladé tohoto predpokladu byl vytvofen mechanismus automa-
tického vybéru algoritmu.

Pro ovéreni spravnosti tohoto predpokladu a také odhad této hranice
bylo tedy nutné provést testovani efektivity jednotlivych verzi. Veskera tes-
tovani probihala vzdy na nasobeni dvou riznych ndhodnych matic o velikosti
2048 x 2048 prvkl a pricitdni k nulové matici. Efektivita byla méfena po-
moci GFLOPS, tedy miliard provedenych aritmetickych operaci s realnymi
¢isly za sekundu. Kvuli pfesnosti (pocet nasobeni a s¢itani je ¢asteéné zavisly
na rozmisténi nenulovych prvki) byl tento poet dopfedu zméfen na sek-
venéni verzi (nikoliv tedy odhadnut z velikosti matice a hustoty) a nebyly za-
hrnuty operace nad nulovymi prvky, i kdyz jsou v daném formétu provadény
(naptiklad ELL). Efektivita byla poté ziskdna vydélenim po¢tu nutnych ope-
raci ¢asem vypoctu.

Prvnim testovanym formatem byl format CRS. Vysledky tohoto testovani
muzete vidét na grafu [£.3] Na grafu je vidét, Ze u tohoto formétu se hypotéza
potvrdila. Zatimco RC verze vyznamné (linedrné) ziskava na efektivité kvuli
nizsimu procentu porovnavani indexu, efektivita CR. verze je zménou hustoty
ovlivnéna jen velmi méalo. Dtivodem pro nartist efektivity RC verze je snizovani
relativnich rozdili v délce béhu jednotlivych vldken, a tedy i snizovani pro-
centa Casu, kdy jsou rychlejsi vldkna neaktivni (¢ekajici na zbyla vlakna z war-
pu). Tento rozdil zd4 se prevysil efekt zvyseného mnozstvi simultannich zépisa
v atomické operaci (konflikt zapist prodluzuje operaci).

7Z grafu také mtizeme odhadnout pribliznou mez, nad kterou je jiz RC verze
efektivnéjsi, a to 35 %.

Pro ELL formét jsou namérené vysledky na grafu[4.4] Snadno si 1ze povsi-
mnout, ze RC verze se chova stejné jako u formatu CRS. Je také vidét, ze
i neoptimalizovand paralelni verze, na rozdil od sekven¢ni, nemé vyznamné
rozdilnou efektivitu oproti CRS formétu (kvili rozdilnému zpisobu prace
s paméti a minimalizaci neaktivnich vldken). Na druhou stranu CR verze
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Obréazek 4.3: Graf zavislosti doby béhu na hustoté matice formatu CRS
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Obréazek 4.4: Graf zavislosti doby béhu na hustoté matice forméatu ELL
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Obrazek 4.5: Graf zavislosti doby béhu na hustoté matice formatu BCRS

Zavislost vykonu na hustoté matic ve formatu BCRS
1.2

T T
BCRS-RE——2
11 - __—BCRS CR .

09 -
0.8 -

0.7 - *

GFLOPS

0.6 -

05 -

o4/ -
03| ./ i

0.2 ! ! ! ! ! ! | !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

hustota matic

ziskdva mnohem vyznamnéji na efektivité nez u CRS formatu. Toto je zptiso-
beno rozdilnou délkou radku a z toho plynoucimi operacemi s nulovymi prvky.

I zde se potvrdila zavislost na hustoté matic, dolni mez lepsi efektivity RC
verze je vsak nizsi: 27 %.

Pro BCRS formét byla zvolena hodnota zaplnénosti bloki na 100 % (tedy
bloky neobsahuji Zddné nulové hodnoty) a velikost bloku 2 prvky.

Na grafu si mtizeme vsimnout, ze CR verze se podle o¢ekavani chova
stejné jako u CRS a i efektivita je jen lehce vyssi (kvuli nizsimu mnozstvi ato-
mickych operaci). Na druhou stranu RC verze zcela zfejmé velmi profituje ze
snizeného mnozstvi operaci s indexy, a proto je jeji efektivita nékolikanasobné
vyssi. Ve zvyseni efektivity navic hraje efekt lepsi vyuziti cache i nacitani
hodnot z globalni paméti pfi samotném nasobeni dvou bloki (k hodnotam
vedle sebe v paméti je pristupovano v po sobé néasledujicih cyklech, nikoliv
ndhodné).

I u tohoto formatu je mozné nalézt dolni hranici lepsi efektivity RC verze,
je to vSak pouhych 6 % hustoty matice.

Pro tento forméat byl omezen maximalni pocCet nenulovych diagondl na
2m - d (kde m je sitka matice d hustota matice), tedy procento nenulovych
diagondl je maximalné stejné s hustotou matice (pri vyssi hustoté diagonal
neni matice prilis vhodna pro tento format kvili vysokému poc¢tu nulovych
prvki v diagonélach).

Vysledky méfeni formatu DIA se nachézi na grafu [£.6] Chovani tohoto
formatu je vsak na prvni pohled odlisné od ostatnich zkousenych formati.
CR verze algoritmu je vyznamné efektivnéjsi nez u vsSech ostatnich formatu.
Pro tuto vysokou efektivitu existuje hned nékolik vyznamnych divodua. Za-
prvé se jedna o zpusob prace s paméti, kde sousedni vlakna pristupuji vzdy
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Obrézek 4.6: Graf zavislosti doby béhu na hustoté matice formatu DIA

Zavislost vykonu na hustoté matic ve formatu DIA
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k sousednim prvkium v pmaéti (protoze pristupuji k sousednim prvkium stejné
diagondly). Dalsim diavodem je nizké mnozstvi kolizi zapisti. Pokud by vSechna
vldkna pracovala synchronné, kazdé by zapisovalo presné o radek vysledkové
matice déle nez predchozi. Protoze zna¢na ¢ast vlaken pracuje synchrhonné
(pripadné je prace na nich zpusténa az po dokonceni prace na predchozich),
jsou timto zpusobem kolize zapisti minimalizovany. Poslednim duvodem je mi-
nimalni neaktivita vlaken, protoze veskera vldkna maji stejnou zatéz (mnozstvi
nutnych operaci).

I RC verze algoritmii je pro tento formét témér dvakrat efektivnéjsi nez
CRS. Hlavnim duvodem této efektivity je snizend prace s paméti (kvuli impli-
citnimu indexovani pomoci offsetu diagonaly) a z toho plynouci lepsi vyuziti
cache. Se zvétsujicim se poctem diagonal se vyuziti cache zhorsuje, to je vsak
vice nez kompenzovano snizenym mnozstvim operaci s indexy (souhra téchto
dvou jevi pak vede k ne zcela linedrni kiivce efektivity).

Ackoliv i u tohoto formatu se predpoklad existence meze splnil, tato mez
se (kvili vysoké optimalnosti CR verze) nachazi az na 90% hustoté.

4.8 Efektivita optimalizaci RC verze

Na grafu [£.7] si 1ze prohlédnout vysledky optimalizaci. Testovan{ optimalizaci
bylo provadéno na CRS formatu a nahodnych ridkych maticich o velikosti
2048 x 2048.

Efektivita neoptimalizované verze algoritmu je na prvni pohled linedrné
zavislad na hustoté. Verze s vyuzitim sdilené paméti a prednahravanim hodnot
do registri si vede jednoznacné lépe na vsSech testovanych maticich. Priblizné
do hustoty 25 % roste efektivita linedrné (s vyssim koeficientem), u vyssich
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Obrazek 4.7: Graf efektivity optimalizaci RC verze
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Obrazek 4.8: Graf efektivity optimalizaci RC verze na BCRS
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hustot vSak nizka efektivita nac¢itani indexti matice B neni dobfe maskovana
(pfi Castém stiidani vysSich indexit A a B neni ani idedlné vyuzitd cache),
a proto je ukoncen linearni rist efektivity a prinosy se snizuji.

Posledni testovana varianta je verze s operacemi warpu (a spolupraci vice
warpu na jednom vysledku). Tato verze je kvuli vy$simu overheadu (a nizsimu
mnozstvi aktivnich vldken) pomalej$i na maticich s méné prvky (méné hus-
tych), ale jeji efektivita roste linedrné az do hustoty 45 %. I déle jsou jeji
prinosy v efektivité znacné a obecné se da prohlésit za nejlepsi variantu pro
dostatecné velké matice.

Tyto optimalizace dosdhly jesté vyznamnéjsich prinost pro BCRS format.
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Porovnani optimalizované verze CRS a BCRS pro blokovou matici (s velikosti
bloku 2 x 2) si lze prohlédnout na obrazku Vyznamné jiny tvar kiivky
efektivity je zptisoben vétsim mnozstvim vlivi pusobicich na efektivitu imple-
mentace, zejména se (navic oproti CRS formétu) jednd o efektivitu ndsobeni
jednotlivych blok.

4.9 Efektivita optimalizaci CR verze

Vysledek optimalizace CR verze algoritmu je vyobrazen na grafu [£.9] Prvni,
¢eho si lze vSimnout je, ze optimalizovand verze je vyrazné efektivnéjsi ve
vSech testovacich pripadech oproti neoptimalizované verzi (diky mensi zatézi
globalni paméti, kterd je obvyklym limitujicim faktorem).

Obrazek 4.9: Graf efektivity optimalizaci CR verze

Efektivita optimalizovanych verzi CR
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Dale si lze vsimnout, ze efektivita optimalizovaného algoritmu stoupa té-
mér linedrné s hustotou matice (a tedy poc¢tem prvkia na fadek). Toto je
zptisobeno rozdilnou rychlosti riistu funkce mnozstvi operaci na fadek (O(n?))
a funkce urcujici pocet nacitdni z globalni paméti na radek (O(n) pro do-
statetnd malé matice a O(n?) pro véts, ale s malym koeficientem u kvadra-
tického ¢lenu, vice v , protoze pocet nacitani z globdlni paméti
je i zde bottleneckem vykonu implementace. U dostateéné malych matic je
rozdilem pravé linedrni funkce. Pro jesté vétsi matice (nez se bez problému
vejdou do globalni paméti testovaci GPU) bude vykon algoritmu konvergovat
(shora omezen) k podilu kvadratickych ¢lent téchto dvou funkei.

Da se ocekavat, ze existuje maximum efektivity, kterého algoritmus do-
sdhne pro dostatecné velké a husté matice (kdyz ndro¢nost operace nasobeni
a s¢itani presdhne vliv pamétovych operaci). Takto velké matice jsou vsak
kvuli omezeni velikosti vystupni matice nepraktické.
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4.10 Porovnani s cuSPARSE

V neposledni fadé bylo taktéz nutné porovnat efektivitu vytvorenych imple-
mentaci s jinymi dostupnymi knihovnami. Pro kontrolu byla vybrana knihov-
na cuSPARSE, konkrétné jeji operace cusparseScsrgemm, kterd je blizka im-
plementované operaci (vraci ovSéem matici v fidkém formétu). Tato knihovna
umoznuje pouze vypocet netransponované matice krat netransponovand (tedy
rozdilny od obou zminénych v této praci). Pred volanim této operace je nutné
zavolat operaci cusparseXcsrgemmNnz, kterd zjisti, které pozice vysledkové
matice budou nenulové a nésledné je nutné alokovat vysledkovou matici, proto
byly vysledky rozdéleny na vysledky s predvypoctem (celd procedura) a pouhé
néasobeni.

Obrézek 4.10: Porovnani efektivity optimalizovanych algoritmu s cuSPARSE

Porovnani vykonu s cuSPARSE
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Tabulka 4.1: Porovnani doby béhu vypoctu v ms
hustota v % H CR verze ‘ RC verze ‘ cuSPARSE ‘

0.05 827 50 90 | 113

0.15 2864 193 623 | 758

0.25 5002 354 1705 | 2049
0.35 7084 518 3420 | 4067
0.45 9117 684 5856 | 6902
0.55 12097 842 9143 | 10677
0.65 14717 1003 13434 | 15552
0.75 17878 1169 19203 | 21988
0.85 21778 1321 27554 | 31091

Vysledky tohoto porovnani muzete vidét na grafu Pfesné namérené
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¢asy si pak muzete prohlédnout v tabulce [I.I] Veskeré ¢asy v tabulce jsou
bez presunt mezi paméti procesoru a grafické karty a jiné rezie CPU ope-
raci. U cuSPARSE jsou uvedeny ¢asy samotného vypoctu a také ¢asy prove-
deni celé procedury, tedy se zjiSténim struktury vysledkové matice (v tomto
poradi, oddélené |). Z dat je vidét, ze CR verze byla vyznamné efektivnéjsi
nez cuSPARSE ve vSech mérenych bodech. Ackoliv RC verze si u fidsich ma-
tic vede hife nez cuSPARSE, s rostouci hustotou matic (a mnozstvim prvka
na tadek) vsak postupné efektivita RC verze cuSPARSE prekonavd. Vyssi
efektivita cuSPARSE algoritmu pro nizsi hustoty matic (a zptsob pouziti
této funkce) taktéz ukazuje moznost pripadné budouci optimalizace RC verze
vyuzitim algoritmu pro urceni struktury vystupni matice pfed samotnym
nasobenim a vyhnuti se tak nutnosti vypocta skalarich sou¢inti pro nulové
prvky.

20



Zaver

V préci jsem se zabyval analyzou stavu feSeni problému nasobeni (hustych)
matic a jednotlivymi subkubickymi algoritmy. Déle jsem se zabyval formaty
pro uklddani fidkych matic, jejich specifiky a vyhodami. Také jsem provedl
reserse ,, konkuren¢nich* knihoven pro préci s fidkymi maticemi (NIST Sparse
BLAS a Eigen).

V druhé ¢ésti prace jsem provedl ndvrh zdkladniho interface (a funkcio-
nality) funkce pro ndsobeni matic a vybral ¢tyti formaty (CRS, BCRS, ELL,
DIA) pro implementaci. Déle jsem detailnéji popsal sekvenéni algoritmy pro
prevod matic v téchto formatech na husté matice a zpét, transpozici a sa-
motné nasobeni. Posléze jsem navrhl dva zpusoby paralelizace ndsobeni matic
(CR, RC) a vyslovil hypotézu, ze existuje takovéa hustota matic, ze méné husté
matice jsou efektivnéji nasobené prvnim zpusobem, zatimco vice husté matice
jsou efektivnéji ndsobené zptisobem druhym. V neposledni fadé jsem taktéz
navrhl strukturu zakladni knihovny pro nasobeni ridkych matic.

Ve treti ¢asti jsem implementoval navrzenou kostru knihovny. Déle jsem
také béhem této faze vyvoje implementoval paralelni ndsobeni v CUDA a to
dvéma zpusoby pro kazdy format (CR, RC). Tyto algoritmy byly déle peclivé
optimalizovany pro vyuziti co nejvyssi ¢asti potencidlu GPU. V textové ¢asti
jsou rozepsany tyto postupy optimalizace, divody jejich provadéni a specifika
technologie CUDA, se kterymi se v takovychto pripadech je nutné potykat.
Také jsem kratce zminil nékteré dalsi nutné tpravy, které byly provedeny nad
ramec navrhu.

V posledni ¢asti prace jsem popsal zpusoby testovani, hardware, na némz
bylo testovani provadéno, a nastaveni kompilace kéd. V této ¢asti byl taktéz
popséan zpusob ziskdvani testovacich dat (a implementace generatoru) a format
uklddani vstupnich dat. Provedl jsem také testovani spravnosti implementaci.
Bylo provedeno testovani efektivity optimaliza¢nich technik, jejich porovnani
s neoptimalizovanymi verzemi a zhodnoceni téchto vysledki. Hypotéza exis-
tence bodu vyssi efektivity RC byla potvrzena pro neoptimalizované verze. Pro
optimalizované verze algoritmu vsak jiz nebylo tento bod mozné najit kvuli
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ZAVER

vyznamné lepsi optimalizovatelntosti CR verze a z toho plynouci lepsi celkové
efektivité (tento bod by se teoreticky mohl nachézet az za hranici 100% hus-
toty). Optimalizovana verze RC algoritmu vsak pfesto mize nalézt uplatnéni
pii nasobeni matic, u nichz velikost vystupni matice presahuje velikost paméti
GPU. V neposledni radé bylo také v této ¢asti prace provedeno srovnani s kni-
hovnou cuSPARSE (zabyvajici se taktéz nasobenim fidkych matic na GPU)
a bylo zjisténo, ze zvlasté RC verze algoritmu vyznamné prekonava efektivitou
algoritmus, ktery tato knihovna pouziva (2-20x dle hustoty vstupnich matic).

Tato prace splnila vSechny body zadéni. Za zvlasté dobry vysledek pak
povazuji prekonani efektivity v soucCasnosti vyuzivanych implementaci naso-
beni fidkych matic.

Téma, jemuz jsem se vénoval, je velmi rozsdhlé, a proto na ném v bu-
doucnu lze provést jesté mnoho dalsi prace. Napiiklad by bylo vhodné rozsirit
knihovnu o dalsi formaty ukladani fidkych matic, pridat dalsi funkcionalitu
prace s fidkymi maticemi, rozsitit algoritmy o moznost ukladani vysledkové
matice v Ffidkém formatu a dale experimentovat s optimalizacemi a vyuzitim
jinych algoritmt pro nasobeni a predvypocty. Tato vylepseni a tpravy vsak
jiz nespadaji do rozsahu mé diplomové prace.
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KAPITOLA 5

Seznam pouzitych zkratek

BCRS Block Compressed Row Storage

CCS Compressed Column Storage

COO Coordinate format

CPU Central processing unit

CR Algoritmus nasobici matice zptisobem column X row
CRS Compressed Row Storage

CUDA Compute Unified Device Architecture
DIA Diagonal format

DRY Don’t Repeat Yourself

ELL ELLPACK

FLOPS Floating point operations per second
GPU Graphics processing unit

HYB Hybrid format

RAM Random-access memory

RC Algoritmus nésobici matice zptisobem row X column
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KAPITOLA 6

Obsah prilozeného CD

readme.txt.............. struény popis obsahu CD a instala¢ni instrukce

src

timpl ................................... zdrojové kody implementace
theSiS cvviiiinnnnn . zdrojova forma prace ve formatu ITEX

L= v A PP text prace

Lthesis.pdf ............................. text prace ve formatu PDF



