CESKE VYSOKE UCENIi TECHNICKE V PRAZE

Fakulta elektrotechnicka

Katedra pocitaca

Paralelni resic velkych soustav linearnich nerovnic ve sdilené paméti

Parallel solver of large system of linear inequalities using shared memory

bakalarska prace

Studijni program: Oteviend informatika
Studijni obor: Software

Vedouci prace: doc. Ing. lvan Simecek, Ph.D.

Martin PaZout

Praha 2019






cvuT ZADANI BAKALARSKE PRACE

CESKE VYSOKE
UCENI TECHNICKE
V PRAZE

I. OSOBNIi A STUDIJNi UDAJE
4 )
Pfijmeni: Pazout Jméno: Martin Osobni Eislo: 468953

Fakulta/Ustav: Fakulta elektrotechnicka
Zadavajici katedra/ustav: Katedra pocitactl

Studijni program: Oteviena informatika

Studijni obor: Software )
N\
Il. UDAJE K BAKALARSKE PRACI
e N

Nazev bakalarské prace:

Paralelni feSi¢ velkych soustav linearnich nerovnic ve sdilené paméti

Nazev bakalarské prace anglicky:

Parallel solver of large system of linear inequalities using shared memory

Pokyny pro vypracovani:

1, Zadefinujte patficné matematické pojmy

2,V literatufe nastudujte a implementujte Fourier-Motzkin metodu pro feSeni soustav linearnich nerovnic.
3, Po poradé s vedoucim prace metodu optimalizujte, co se ty€e rychlosti a pamétoveé sloZitosti.

4, Provedte paralelni implementaci s pomoci knihovny OpenMP

5, Vysledky porovnejte s teoretickymi pfedpoklady

Seznam doporucené literatury:

1, DAGUM, L. a R. MENON. OpenMP: an industry standard API for shared-memory programming. IEEE Computational
Science and Engineering. 5(1), 46-55. DOI: 10.1109/99.660313. ISSN 10709924. Dostupné také z:
http://ieeexplore.ieee.org/document/660313/

2, FRITSCH, Richard. Parallel solver of large systems of linear inequalities. Praha, 2014. Diplomova prace. Czech Technical
University, Faculty of Information Technology.

3, MAKARA, T. Vplyv druhov aritmetiky na Korovin/Tsiskaridz/Voronkovov algoritmus pre rieSenie linearnych nerovnic.
Praha, 2014. Bakalafska prace. Czech Technical University, Faculty of Information Technology.

4, DANTZIG, George B a B Curtis EAVES. Fourier-Motzkin elimination and its dual. Journal of Combinatorial Theory,
Series A, Volume 14, Issue 3, 1973. Dostupné také z: http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0097316573900046

Jméno a pracovisté vedouci(ho) bakalarské prace:

doc. Ing. Ivan Simecek, Ph.D., katedra pocitacovych systéma FIT

Jméno a pracovisté druhé(ho) vedouci(ho) nebo konzultanta(ky) bakalarské prace:

Datum zadani bakalarské prace: 22.10.2018 Termin odevzdani bakalarské prace: 24.05.2019
Platnost zadani bakalarské prace: 20.09.2020

doc. Ing. Ivan Simeé&ek, Ph.D. podpis vedouci(ho) ustavu/katedry prof. Ing. Pavel Ripka, CSc.
podpis vedouci(ho) prace podpis dékana(ky)
\\ J

Ill. PREVZETI ZADANI

Student bere na védomi, Ze je povinen vypracovat bakalafskou praci samostatné, bez cizi pomoci, s vyjimkou poskytnutych konzultaci.
Seznam pouzité literatury, jinych pramenl a jmen konzultantu je tfeba uvést v bakalarské praci.

Datum prevzeti zadani Podpis studenta

CVUT-CZ-ZBP-2015.1 © CVUT v Praze, Design: CVUT v Praze, VIC






v é

Prohlaseni

,Prohlasuji, Ze jsem predloZzenou praci vypracoval samostatné a Ze jsem uvedl veskeré pouzité
informacni zdroje v souladu s Metodickym pokynem o dodrZovani etickych principl pfi pfipravé
vysokoskolskych zavéreénych praci.”

Misto, Datum

Podpis autora prace



Podéekovani

Chtél bych podékovat vedoucimu prace doc. Ing. lvanu Simeckovi, Ph.D. a panu Mgr. Branislavovi Bosanskému,
Ph.D. za ochotu a pomoc pri vedeni mé bakalarské prace. Soucasné ocenuiji moznost pifistupu ke gridové infrastrukture
kterou mi poskytla virtualni organizace ¢eské Narodni Gridové Inidiativy MetaCentrum.



Abstrakt

V ramci této prace byla provedena analyza, ndavrh a implementace paralelniho feSi¢e velkych soustav
linedrnich nerovnic pomoci Fourier-Motzkinovy eliminace ve sdilené paméti, pomoci OpenMP. Obsahem
této prace je popis problému, navrh jeho feSeni a implementace paralelniho fesice. V zavéru je
zhodnocena efektivita implementovaného resice.

Klicova slova linedrni nerovnice, Fourier-Motzkin eliminace, paralelni, OpenMP, C++

Abstract

This thesis focuses on analysis, design and implementation of parallel solver for large systems of linear
inequalities using the Fourier-Motzkin elimination algorithm in shared memory using OpenMP. The
content consists of a description of the problem, a treatise on the design and implementation of parallel
solver and a detailed evaluation of its performance.

Key words linear inequalities, Fourier-Motzkin elimination, parallel, OpenMP, C++
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1. Uvod do problematiky

V této kapitole predstavime teoretické podklady vyuzivané v FME. Bude se jednak jednat o definici
zakladnich pojmu, které budou vyuzZivany v pribéhu prace. Nasledné predstavime samotnou metodu a
demonstrujeme ji na uvedeném prikladu. Dale porovname cile této prdce s predeslymi pracemi
zaobirajicimi se FME. Nakonec bude uvedeno vyuziti FME v redlném svété.

1.1 Zakladni pojmy

Zde definuji zakladni pojmy, které se vyuZivaji v mé praci. Pokud se vedle nazvy pojmu vyskytuje citace,
jednd se o pojem prevzaty z urcité prace.

1.1.1 Soustava linearnich nerovnic

Definice prevzata z [1]. Soustavu m linearnich nerovnic o n neznamych nad télesem raciondlnich ¢isel
definujeme takto

A
S

a1,1x1 + a1,2x2 + A + aljnxn

a2,1x1 + a2,2x2 + "‘+ azjnxn < bz

IA
@a cee
3

Am1X1 + QX + o+ QpuaXn

kde ay1,*** @mn; b1, by € Q @ x1,+++, Xy, jsou nezndmé. Redenim soustavy je n-tice (ry,-,7,),
r1,, 1, € Q prdvé tehdy, kdyZz po dosazeni hodnot za pfislusné nezndamé x; = 1y, , x, = 1,
dostaneme pro viechny nerovnice soustavy pravdivou nerovnost. Rekneme Ze, n-tice (ry,--,7,) fedi
soustavu L. V pfipadé, Ze soustava nerovnic nema zadné feseni, fekneme, Ze soustava nerovnice je
nesplnitelnd, jinak splnitelna je.

Necht znaceni L(N) odpovida soutavé linearnich nerovnic o N neznamich.

1.1.2 Mensi rovno tvar nerovnice
Necht / je linedrni nerovnice, potom mensi rovno tvar nerovnice je linedrni nerovnice ve tvaru
a1x1+ azxz + tee + akxk S b

Kde x; je i-ta neznama, a; je skaldr patfici k i-té neznamé a b je skalar na pravé strané.



1.1.3 Normalizace

Necht existuje linearni nerovnice a;x,+ ax, + -+ + apxy < b a existuje takové i, Zze a; # 0, potom
normalizaci norm(l, i) této nerovnice definujeme jako

a|xX; QazXxy A Xy b
+ ot + <
la;l  la;l la;l ~ lagl

norm(l,i) =

1.1.4 Silnéjsi hranice

Definice prevzata z [2]. Necht L je soustava linedrnich nerovnic (1.1.1) L = {x; > t,x; >t }, kde
t,t € L(N — 1) ato tak Ze x; neni soucasti t ani t. Pak

t>t el =x=>2¢t
Obdobné, necht L je dali soustava linearnich nerovnic: L = {t > x;,t > x;}. Pak

t<tolL=x=>t

1.1.5 Horni mez linearni nerovnice

Definice prevzata z [1]. Necht lje linedrni nerovnice v normalizovaném tvaru dleije i-td neznama
potom je horni hranice rovna

A x4+ azx; + o+ ai_qx_ 1+ QX o+ apxp—b a; <0,

upper(L, 1) = { o jinak.

1.1.6 Dolni mez linearni nerovnice

Definice prevzata z [1]. Necht lje linedrni nerovnice v normalizovaném tvaru dle i je i-td neznama,
potom je horni mez rovna

—(axq+azx, + -+ ai_qxi_1+ Qi1 X401+ + agxxg)+b a; >0,

lower(l,i) = {_Oo jinak.

1.1.7 SN je reSitelna

Definice prevzata z [3]. Nutna podminka k resitelnému systému nerovnic(1.1.1) je, Ze neexistuje Zadna
mnozina proménnych (y; = 0, y, =0, -+, y,,, = 0) takovych, Ze

Yiz1Yibi >0, X1, y;a;5 =0 j=@--,n)

1.1.8 Konvexni mnozina

Definice pfevzata z [4]. MnoZina S € R" je konvexni pokud kazda Usecka spojujici kazdé dva vrcholy
mnoziny S celd leZi vS. Tedy pro s;,s; €S a pro jakékoliv o, kde 0 < x < 1, dostaneme « s; +
(1-x)s, €S



1.1.9 Konvexni Polyhedron

Definice prevzata z [4]. Polyhedron je konvexni mnoZina, kterd je dana prlnikem konecného poctu
nadrovin a polorovin, nebo jako konvexni kombinace konec¢ného poctu vrchold a paprskd.

1.1.10 Soubéh

Podle [5] definujeme soubéh takto. Soubéh (race condition) je situace, kdy pfi pfistupu dvou nebo vice
procesu ke sdilenym datim dojde k chybé, prestoZe se kazdy z procesli samostatné chova korektné. K
chybé dochazi diky tomu, Ze data jsou modifikovdna nékterym procesem v dobé, kdy s nimi jiny” proces
provadi nékolik operaci, o kterych se predpokladalo, Ze budou provedeny jako jeden nedélitelny celek.

1.1.11 Atomicka proménna

Pro definici atomické proménné wvyuZijeme popis vyznamu implementace atomicity v
OpenMP [6]. Atomickd proménna je takova proménn3, ktera automatizuje pfistup k specifické paméti.
Zarucuje, Zze nedojde k soubéhu pomoci pfimého ovladani soubéznych vldken, kterd by mohla zapisovat
nebo Cist z konkrétni paméti.

1.1.12 Jedna faze FME

Jako jednu fazi algoritmu chapeme aplikaci jednotlivych krokd algoritmu k eliminovani jedné neznamé.

1.1.13 Validni cesta priachodu

Jako cestu si predstavime posloupnost fazi FME (viz def. 2.1.12), kterd vede na eliminaci nezndmych az
na jednu. Cesta je validni pravé tehdy, kdyZ posledni nezndma nebyla dosud vyhodnocena, tedy nebylo
pro ni uz nalezeno feseni.

1.1.14 Pocitacovy cluster

Pocitacovy cluster [7] je seskupeni volné vazanych pocitadll, které spolu Uzce spolupracuji, takZze se na
venek mohou tvafit jako jeden pocitac.

1.2 Cil prace:

Cilem prace je napsani paralelniho fesSice SN pomoci metody FME vyuZivajici OpenMP API. Aby toto
feSeni bylo jak Casové, tak pamétové efektivni. Druhym Ukolem je pak vymyslet heuristiku prichodu
stromu, ktery FME vytvari, zefektivnit tak o to vic metodu odstranénim duplicitnich vypoctd. Dalsim
elementem préce je prioritni prichod stromem, tak abychom vytvofili co nejméné nerovnic. Na konci
pak porovnat vysledky s teoretickymi predpoklady.



1.3 Fourier-Motzkin eliminace:

FME je algoritmus pro reSeni soustavy linedrnich nerovnic. Je to rozsifeni Gaussovi eliminaéni metody,
kdy se za pomoci sc¢itani vhodnych nasobkl rovnic postupné eliminuji jednotlivé proménné. Prvné byla
popsana francouzskym matematikem J. B. J. Fourier v roce 1823 a pozdéji znovuobjevena americkym
matematikem T. S. Motzkinem, a to nezavisle. Nasledujici text vychazi z [3].

Mame-li soustavu linedrnich nerovnic L, kterd ma m nerovnic s n neznamymi. Coz si lze predstavit jako
Ax < b

Kde A € R™ ™ je matice tvofena jednotlivymi skaldry pfed neznamymi, vektor x € R™, x = (x;, x5,
.., Xp) znazorfuje jednotlivé neznamé a vektor b € R™, ktery odpovida pravym stranam nerovnic.

Nerovnice z této soustavy mlzeme rozdélit dle prvni neznamé do tii ¢asti:
L. nerovnice s kladnym x;
L nerovnice se zapornym x;

Lo nerovnice s nulovym x;

Tedy

Ly Bixi + a;x <b; i=1-,m

L_ —Bjx1 + ajx < b; j=my+1,-,m,
Lo axx < by k=my,+1,---,m

Kde a,.x reprezentuje zbytek r-té nerovnice, a,X = a,x, + -+ apxy, b, je r-ty skalar pravé strany
nerovnice a 8, je r-ty nasobek x;.

L, a L_ ndsledné normalizujeme a dostaneme

1 1 .
L, x1+Eaix SEbi i=1,-,m

1 1 .
L_ —X1 +ﬁ—jajx Sﬁ_jbf j=my+1,---,m,
Lo ax < by k=my,+1,---,m

Z L, si uloZime horni mez Upper(L,) a obdobné z L_ si uloZime dolni mez Lower(L_), vyuZijeme je pro
zpétné realné feseni soustavy.

Ted eliminujeme x,, takZe se¢teme vSechny nerovnice z L, se viemi nerovnicemi z L_ a dostaneme tak
novou soustavu rovnic L, do které jesté pfiddme Ly. V L se jiZz nevyskytuje x; a md tedy o jednu
nezndmou méné.



Na novou soustavu znovu aplikujeme predchozi kroky (sefazeni, normalizace, ...), eliminujeme tak dalsi
nezndmou. Eliminujeme dokud:

e neeliminujeme vSechny nezndmé
e nezjistime, Ze soustava nema feseni.
e Zjistime, Ze jich ma nekone¢né mnoho

MiZeme pozadovat dva vysledky:

e Redlné feseni soustavy, to dostaneme pomoci zpétného dosazeni ulozenych mezi
e Intervaly pro vSechny proménné odpovidajici projekci na patficnou osu

V prabéhu algoritmu bychom také méli kontrolovat nerovnice bez neznamé tedy nerovnice tvaru 0 <
[, kde [ je néjaky skaldr. Pokud bude f < 0 mizeme prohlasit, Ze soustava nema reseni.

1.4 Reseny priklad:
Jako obraz vyda za tisic slov, tak Ize algoritmus |épe pochopit pomoci prikladu jeho pouziti. V této ¢asti
tedy popisu postup FME na ptikladu, a to navic s podrobnéji popsanymi kroky.

Mame vzdy soustavu ve tvaru Ax < b, a to mlzZeme zajistit pomoci pfevodu na mensi rovno tvar
nerovnice (reference na definici)

Budeme eliminovat podle x

—2x+2y <3
2x +4y <6
8x+0y <7
Ox—-3y <1
Podle toho jak jsme si FME definovali, provedeme rozfazeni:
L,: 2x+4y <6
8x+0y <7
L_: —2x+2y <3
Ly: Ox—-3y <1

Radi se podle skaldru pred x (+, -, 0)

Provedeme normalizaci podle x:

Ly: x+2y <3
7

x + 0y Sg

L —x+y<?

Vsimnéte si, Ze normalizuji pouze Lya L_, a to proto, Ze pro Ly neni potieba, protoZe nefiguruje pfi
eliminaci proménné x, nema tedy smysl. Vyznam normalizace je ziejmy, pfi s¢itani nerovnic se eliminuje
X, a to je velmi Zadouci v dalSim kroku algoritmu, eliminaci.

~10 ~



UloZime si horni a dolni meze (1.1.5 a 1.1.6). Pouzivaji se pfi hledani feseni soustavy a to tak, Ze
vybereme urcitou hodnotu z intervalu proménné z vétsi hloubky prichodu a takto rekurzivné budeme
dosazovat dokud ,neprobubldme” nahoru a dostaneme tak jedno feSeni. Pokud hleddme pouze
intervaly pro jednotlivé proménné horni a dolni hranici si uklddat nemusime.

Provedeme eliminaci:

L: 3}/59

w N
|2

2y <
-3y <1

MiiZeme si vSimnout, Ze se ndm pocet rovnic zmensil, to se ale stalo pouze proto, Ze mame pouze jednu
rovnici v L_ tento stav nastdva zfidka, vétSinou se naopak pocet rovnic s pfidavanou hloubkou prudce
zvysuje.

Ted' by nastal krok ocislovani a pokracovali bychom rozdélenim pro nové neznamé. Ale jelikoZ jsme
eliminovali vSechny nezndmé az na jednu, mame tedy soustavou nerovnic o jedné neznamé, dostaneme
jiz projekce y na osu y. Nejprve nerovnice normalizujeme:

= 3
L: y=3
31
Y=
1
A vybereme nejsilnéjsi hranici (viz: 1.1.4) a dostaneme Ze y € [—%,g]. Zde FME kon¢i, pokud bychom

chtéli realné reseni soustavy, vybereme néjakou hodnotu z tohoto intervalu a dosadime ji do hornich a
dolnich mezi a znovu vyfesime soustavu nerovnic o jedné nezndmé.

1.5 Predeslé prace tykajici se FME:
V této Casti rozebereme predeslé prace, ve kterych figuruje metoda FME. Dale je zde popsano, o ¢em

zminéné prace pojednavali a jak se od nich tato prace lisi.

1.5.1 Efektivni resSic¢ velkych soustav linearnich nerovnic

Tato préace [8] je prvni, kterd se FME zabyvala a je proto podmnoZinou praci nasledujicich. V praci se
nejdfive rozebere obecny matematicky postup feSeni nerovnic a zobrazi se patficné grafické zndzornéni,
které SN popisuje. Nasledné je popsana a implementovdna sekvencni verze FME.

Od mé prace se lisi jednak tim, Ze je napsana v programovacim jazyku Java a je sekvencni. Také préace
neni moc podrobnd, co se tyce implementace a neobsahuje Zaddné pseudokddy popisujici jednotlivé
algoritmy z kterych se FME sklada.

~11 ~



1.5.2Vplyv druhov aritmetiky na Korovin/Tsiskaridz/Voronkovov
algoritmus pre rieSenie linearnych nerovnic

Tato prdce [1] se zabyva predevsim implementaci Conflict resolution algortimu, ktery také fesi SN. FME
je zde jen pouZita pro porovnani. Je zde také kladen dlraz na aritmetiku, ve které si budeme SN fresit.
Respektive s jakou chybou budeme pocitat, kdyz nepouzijeme presnou racionalni aritmetiku, ktera je
reSend na programové urovni a vede tedy k pomalejSimu reseni. Ale pouzijeme aritmetiku s pohyblivou
desetinou ¢arkou, kde nastavaji zaokrouhleni a ztracime tedy presnost.

M3 prace bude zabyvat pouze FME a bude tedy popsana do vétsi hloubky. M3a prace bude zaroven
paralelni a bude resit pouze hodnoty typu double, a to na Ukor pfesnosti.

1.5.3 Parallel solver of large systems of linear inequalities

Tato prace [9] se zabyva paralelni implementaci FME s pouzZitim knihovny Message Passing Interface.
Jednd se tedy o distribuovanou paralelizaci. Jsou zde také popsany obecné postupy, které se pfi
distribuované paralelizaci pouZivaji.

M3 prace bude paralyzovana pomoci OpenMP, tedy ve sdilené paméti. Také bude prace resit urcity

chytry prichod stromem, ktery metoda vytvari, a to pomoci urcité heuristiky.

1.5.4 Modified Fourier-Motzkin Elimination Algorithm for Reducing
Systems of Linear Inequalities with Unconstrained Parameters

Prace [2] pojednava o implementaci modifikované FME, ktera vyuZiva ziskané horni a dolni hranice, na
zakladé kterych poté urci, v jakém kvadrantu nerovnice leZi, a pokud do tohoto kvadrantu nezasahuje
obor hodnot (nelezi tam ¢ast polyhedronu) urci nerovnici jako redundantni. Jednd se o takovy
geometricky pfistup k hledani redundanci nerovnic.

Od mé prace se lisi jiz jenom zdsahem do Upravy FME a také neni paralelni.

1.5.5 Using Fourier-Motzkin-Elimination to Derive Capacity Models of
Container Vessels

Prace [10] vytvari framework pro eliminaci proménnych, které nemaji velky vliv na celkovy vysledek.
DuleZitou ¢asti frameworku je také predbéiné zpracovani, ve kterém fadou metod eliminujeme
redundantni nerovnice. Framework je postaven pro LP problém efektivniho prevozu nakladu.

Od mé prace se lisi jednak tim Ze se tyka predevsim vytvorenim frameworku a FME je pouzivano
v sekvenéni verzi.

1.5.6 Fourier-Motzkin with Non-Linear Symbolic Constant Coefficients

Prace [11] pojedndva o rozsifeni FME vyuzivané ke generovani hranic for cykld, kterd se daji popsat
pomoci polyhedronu. Polyhedron ale musi byt afinni, coZ se ¢asto nestava. Prace [11] tedy rozsifila FME
tak aby dokazala brat v potaz symbolické proménné pfi generaci hranic for cykld a vystavila k tomu
patficny Framework.

Opét se prace nezabyva primarné FME, ale jejim rozsifenim pro specialni pfipad a jedna se o sekvencni
verzi.

~12 ~



1.6 Redlna aplikace FME

FME je predevsSim znama jako teoreticky nastroj pro reseni LP, ale jeji prlichod soustavou nerovnic
umoziuje i jeji jinou aplikaci.
1.6.1 Integer linear programing

Dalsi readlna aplikace zminéna v [12] je analyza zavislosti pristupu do pole dat, kterd potfebuje najit
integery, které spliuji soustavu rovnic a nerovnic, tedy zjistit zda existuje integerové feseni. Rovnice
odpovidaji maticim a vektorlm reprezentujicim pfistup a nerovnice vychazeji z hranic for cyklG.
VyuZivame zde skutec€nost, Ze rovnice x = y se da pfepsatnax <yax =>y.

Integer linear programing je zndmy NP tézky problém a feSeni pomoci heuristik neni obas mozné, a tak
se ndm nabizi pouziti FME na tento problém.

1.6.2 Urceni poradi exekuce for cyklu
V pfikladu z [12] se aplikuje FME na dvojici nezavislych for cykll

1. for (i =0; i <=5; i++)
2. for ((j=1; j<=7; j++)
3. Z[j,1i]-=¢0;

Kdd 1 Dvajice for cykli pred uspordddnim pomoci FME

Abychom zlepsili prostorovou lokalitu, miZeme usporadat hranice for cykll tak aby se kpoli
pristupovalo v lexikografickém poradi.

1. for ((j =0; j <= 7; j++)
2. for (1 =0; 1i<=min (5, j ); i++)

3. Z[j,1]=¢6;

Kdd 2 Dvojice for cykli po usporaddni pomoci FME

Tyto nové hranice for cyklu mlZeme najit pomoci projekce konvexniho polyhedromu
(viz def. 1.1.9), ktery reprezentuje iteracni prostor jako vnéjsi dimenzi prostoru. Tato projekce se da
vypocitat pomoci FME.

Jak je vysvétleno v [12], obecné se pfi generaci hranic for cyklu opakované prepisuji vSechny nerovnice,
co obsahuji dany vnéjsi index na horni a dolni hranice (viz def. 1.1.5 a 1.1.6) dokud nejsou nalezeny
hranice pro vSechny proménné. Takhle se eliminuje dimenze reprezentujici vnéjsi cyklus a dostaneme
Polyhedron s dimenzi o jednu mensi.
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1.6.3 Eliminace redundanci

V pracich [2] a [10] se z FME vyuziva predevsim jeho prichod systémem nerovnic a vyuZiva se k tomu,
abychom detekovali, zda je dana nerovnice redundantni, tedy zda se dd eliminovat. Samoziejmé ¢im
vice redundanci eliminujeme, tim rychlejsi bude vypocet.

V praci [2] se vyuZiva geometrického pfistupu, a to takového, Ze se pomoci FME ziskaji horni a dolni
hranice, podle kterych se urci kvadranty, a poté se testuje, zda dand nerovnice leZi viibec v kvadrantu, ve
kterém leZi Polyhedron.

V praci [10] se vytvofil Framework, ktery se pouzivd na staticky test dat, kterd obsahuji proménné, které
nemaji velky vliv na celkovy vysledek a samoziejmé i redundance. Framework ma tedy za ukol viechny
tyto redundance a proménné s malym vlivem na vysledek eliminovat. V jedné své ¢asti vyuziva prichodu
FME a v jejim prlibéhu eliminuje nepotfebné proménné.
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2. Analyza a design

2.1 Analyza slozitosti

2.1.1 Pruchod FME

FME tesi vzdy soustavu nerovnic, kde kazdou nerovnici postupné upravuje az do eliminace, kde se
vytvareji nové nerovnice bez jedné neznamé. Pocet novych nerovnic odpovida rovnici
Ly*L_+Lg (1)

Nové nerovnice se také dostanou do eliminace, a to dokud nezlstane pouze jedna neznamj, ze které se
pak urci interval.

2.1.2 Vypocetni slozitost

Z prlchodu FME je vidét, Ze hlavni sloZitost algoritmu leZi pravé v kroku eliminace ve vyse uvedené
rovnici (viz rov. 1). Upravy, které se provadi na nerovnice Ize schovat do konstanty. Nejhorsi p¥ipad pro
m nerovnic bude:

|Lol =0, [Ly| = [L_| =m/2 (2)
pro prvni eliminaci se pak vygeneruje m? /4 nerovnic.

Celkovy pocet pro m nerovnic o n neznamych bude asymptoticky odpovidat

21‘

n-—1
T(n,m) = 0(zr=0 (n—7) %) 3)

2.1.3 Pamétova slozitost

JelikoZ se pfi kazdé eliminaci, ktera vlastné odpovida souctu dvou nerovnic, vytvofi nerovnice nova, tak
to znamena, Ze v pribéhu FME se vytvofi pfi nejhorSim pripadé
21'

n—1 m
O(ZT=0 (n=1) 7 (4)

reprezentaci nerovnic v paméti. Pomocné proménné lze z asymptotického hlediska zanedbat, hlavni
pamétové naroky zabere uloZeni nerovnic.

2.1.4 Hlavni zpomaleni algoritmu

Prace spaméti je velmi Casové ndrocna, a jak vyplyva z predchoziho bodu, pocet nerovnic ndm
exponencialné roste. To znamen4, Ze program vétsinu casu stravi alokovanim pameéti. Vhodna alokace
pameéti bude kritickd pro celkovy vykon programu. Rychlost programu bude udavat rovnice (viz rov. 1),
kterou se budeme snaZit minimalizovat.

Velkou roli tedy bude hrat schopnost eliminace poctu nezadoucich nerovnic, tzn. nerovnic, které
neprispivaji k novym vysledkiim. S vice nerovnicemi exponencidlné roste pocet nerovnic, proto se ndm
s méné nerovnicemi celkovy pocet nerovnic exponencialné snizi. Z tohoto divodu se vyplati eliminovat
nezadouci nerovnice co nejdfive.
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2.2 Datové struktury

Jak bylo avizovdno v analyze slozitosti tak sprava paméti bude kriticka pro celkovou funkci programu.
DuleZitym faktorem je také to, Ze musime ukladat predchozi nerovnice, pomoci nichZ se reprezentuje
dana konvexni polyedrickd mnozina, kterd vymezuje reSeni dané soustavy.

2.2.1 Nerovnice

Pro samotnou reprezentaci nerovnic je vhodné pouZiti néjaké formy pole, které si bude udrzovat
jednotlivé nasobky nezndmych na patficném indexu. Diky tomuto rozvrieni bude pfistup k nasobkim
neznamych dosazen v konstantnim ¢ase a to 0(1).

Alternativou je pouZit strukturu na bazi listu, kde by si jednotlivé prvky listu udrZovali jak ndsobek
nezndmé, tak i jeji index. Pfistup na index by zde byl O(n), kde n je pocet neznamych. Potencidlné
bychom ale zabrali méné paméti, jak pfi postupné eliminaci nezndmych a zejména u fidkych nerovnic.
Obdobna reprezentace je pouzivana napftiklad v programu matlab.

2.2.2 Soustava nerovnic

Soustava nerovnic se intuitivné dd uloZit do dynamického pole, které se zvétsSuje pti dalSich krocich
algoritmu. Dle Kesslera [13] se do tohoto pole nebudou uklddat samotné nerovnice, ale spiSe ukazatele
na né. JelikoZ v prabéhu algoritmu musime nerovnice sefadit, tak zdména ukazatele je rychlejsi nez
prekopirovani celé nerovnice.

Alternativné se misto dynamického pole dd pouzit struktura na bazi listu. A to tak Ze pro kazdou fazi
eliminace si vytvofime jeden uzel, kde budou uloZeny dané nerovnice v dynamickém poli. Vyhodou listu
je to, Ze v paméti budeme mit vice mensich blokl paméti, neZ jeden velky. A zaroven nebude nutné
neustale prealokovavat pfedchozi nerovnice.

2.2.3 intervaly reSeni

Jeden interval feseni se da reprezentovat mnoha zpUlsoby, ale pro nase ucely ndm ho bude dostateéné
reprezentovat ho pomoci dvojice Cisel. Jedno pro dolni hranici a druhého pro horni. Pro interval je také
dobré védét, z jakého uzlu bylo feseni vyvozeno, a proto si také ukladame ukazatel na predchazejici uzel.
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2.3 Sekvencni algoritmus

Sekvencni algoritmus zaloZeny na algoritmu od Kesslera [14] se sklada zpéti krok(: serazeni,
normalizace, eliminace, ulozeni nerovnic a nalezeni intervalu. Tyto kroky se aplikuji na soustavu
nerovnic, aplikaci téchto krok( nazveme fazi (viz def. 2.1.12). Postupné eliminujeme nezndmé a to az do
chvile, nez zGstanou nerovnice pouze s jednou proménnou, ze kterych se nasledné urci vysledny interval
hodnot. Vse se toci okolo eliminace, pro kterou si pfipravujeme nerovnice tak aby byla co nejefektivnéjsi.
Vysledkem algoritmu je interval hodnot pro danou posledni neeliminovanou proménnou.

Vstup: systém nerovnic L
procedure Solve(L)
while pocet neeliminovanych nerovnic je > 1 do
i < neznama ktera se bude eliminovat
| < sefadime nerovnice dle typu nezndmé na pozici i
normalizujeme nerovnice I dle nezndmé na pozici i
new_l < ptedalokujeme nové pole
foreachparael,abel_do
vytvorime novou nerovnost a - b a ulozime ji do new_I
end
ulozime si ptivodni nerovnice /
[ < new_l
I ted’ obsahuje nerovnice bez neznamé i
end
for kazdou nerovnoste €[ do
if e je kladna dle i then
min <— minimalni hodnota z predchoziho minima a pravé strany e
else if e je zaporna dle i then
max <— maximalni hodnota pfedchoziho maxima a pravé strany e
end
end
end

Pseudokdd 1 Sekvencni algoritmus
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2.3.1 Serazeni nerovnic

Nerovnice mohou byt tfi typl kladné, zaporné a nulové. Dany typ se uréi dle indexu, ktery chceme
v dané fazi eliminovat. Abychom si zrychlili i ulehdili praci v kroku eliminace, kde vytvafime z kladnych a
zapornych nerovnic nerovnice nové, sefadime si nerovnice v soustavé. Nerovnice budou sefazeny tak,
aby ,Sel” patfi¢ny typ vidy za sebou. JelikoZz mame tfi kritéria, musime soustavu nerovnic projit dvakrat.

2.3.2 Normalizace nerovnic

Normalizace nerovnice spocivd ve vydéleni ndsobkem nezndmé na daném indexu. Ziskdme tak
nerovnice, které budou mit jedni¢ku na daném indexu, diky tomu se eliminace nezndmé zméni na pouhy
soucet dvou nerovnic. Normalizaci pouZijeme pouze na kladné a zaporné nerovnice, pro nulové
nerovnice normalizace nema smysl, ba naopak dochdzelo by k déleni 0.

2.3.3 Eliminace jedné neznamé

Diky tomu, Ze jsme si jiz predpfipravili data, samotnd eliminace je trividlni. Eliminace pouze selte kazdou
kladnou nerovnici s kazdou zdpornou. Vytvofi se tak nové nerovnice, které maji o jednu neznamou
méné.

2.3.4 Ulozeni nerovnic

V tomto kroku se uloZi soustava nerovnic pouZita v dané fazi, a pfipravi se soustava nova, pro nasledné
pouZiti. Do nové soustavy nerovnic se také nakopiruji nerovnice nulové, protoze jiz pro dal$i nezndmé
nulové byt nemuseji.

2.3.5 Nalezeni intervalu

Nerovnice v této fazi obsahuje jiz posledni neznamou a diky normalizaci je jeji nasobek 1,-1 nebo 0. Diky
této vlastnosti nerovnic nalezeni intervalu spociva pouze v projiti soustavy nerovnic. Z kladnych nerovnic
vybirdme horni hranici intervalu, a ta bude odpovidat minimalni hodnoté pravé strany nerovnice.
Ze zapornych nerovnic vybirame dolni hranici intervalu, a ta bude odpovidat maximalni hodnoté pravé
strany nerovnice. Nulové nerovnice vynechame. MulzZeme tak ucinit, jelikoZ nerovnice jsou
reprezentované v mensi rovno tvaru (viz def. 1.1.2).
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2.4 Paralelizace

K implementaci paralelizace jsem zvolil OpenMP. Dle [15] je OpenMP mnozina direktiv procesoru a rutin
knihovny, kterd rozsifuje Fortran. Takto pomoci OpenMP dokdzeme napsat paralelni programy, aniz
bychom museli kdd koncipovat presné pro nase dané prostredi.

Samotna paralelizace programu vychazi z [13]. Z prichodu FME je vidét, Ze se algoritmus déli na faze (viz
def. 2.1.12). Jedna faze se da chapat jako eliminace jedné nezndamé, kdy se posuneme o stupen blize
k vysledku. Kazda nasledujici faze zavisi na kroku predeslém. Nezdavislost dat je tedy pravé na drovni
jednotlivé faze a proto zde budeme paralelizovat.

Paralelizovat budeme tedy jednotlivé kroky faze. S tim, Ze krok uloZeni nerovnic paralelizovat
nebudeme, jelikoZ se jedna pouze o alokovani paméti.

2.4.1 Postupy paralelizace s pomoci OpenMP

PFi paralelizaci se budou opakovat niZze uvedené postupy. Jsou realizovdny pomoci funkcionalit OpenMP
a C++. Nejedna se zde o vSechny principy, které paralelizace ma, ale reprezentuji mnozinu, ktera je
vyuzita v této praci.

2.4.1.1 Paralelizace for cyklu

For cyklus se pohybuje na intervalu daném horni a dolni hranici. Paralelizace tedy spociva v rozdéleni
tohoto intervalu  patficnym  vlakndm. Rozdéleni zajistuje  OpenMP  pomoci  direktiv
#pragma omp parallel [16], paralelizuje blok dat, a #pragma for [17] rozdéli interval for cyklu.

2.4.1.2 Predalokované pole a atomicka proménndad

Pokud prfedem zname vyslednou velikost pole, do kterého budeme zapisovat. VyuZijeme toho, a rovnou
pole predalokujeme. Pomoci pomocné proménné, slouzici jako index, budeme do tohoto pole zapisovat.
Pomocna proménna musi byt atomickd, zabranime tak potencidlnimu soubéhu (viz def. 2.1.10).

Valgoritmu nepouZivame atomickou proménnou, ale misto ni pouzivdme OpenMP direktivu
#pragma omp atomic capture [6], kterd ochranu proti soubé&hu zajisti.
2.4.1.3 Privatni proménnd

Pro kazdé vldkno vytvotrime vlastni proménnou. Nedochazi pak k neustalému prepisovani, pokud
bychom poufZili proménnou s globalnim rozsahem, které by vedlo ke Spatnym vysledkidm.

OpenMP ma tento proces zautomatizovany, a to pomoci klicového slova private(proménna) [18],
které pfidame argumentim pfi vytvareni a rozdéleni prace jadram.
2.4.1.4 Redukce

Redukce reduction (operator: list), je jednim z parametrl direktivy #pragma omp parallel [16],
ktery pro kazdé vlakno vytvofi privatni proménnou. Po dokonceni uUkolu, se na tyto proménné po
dvojicich aplikuje operator, vytvori se novd hodnota, kterd se pak dal propaguje. Propagujeme do té
chvile, nez ndm zlistane pouze jedna hodnota, a ta je vysledkem.
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2.4.1.5 Std::move

Vyuzivame zde presunovaci sémantiku [19], kterd byla pfidana v C++11. Pomoci std: : move zamezime
zbytecnému kopirovani a dostaneme tak efektivnéjsi kéd.

2.4.2 Serazeni

Paralelizace sefazeni je zaloZena na zadkladé predalokovani pole, do kterého budeme jeden typ prvku
zapisovat na zacatek, a druhy na konec. Tento proces provedeme dvakrat a dostaneme tak serazené
pole dle tfi typQ prvkd. Kazdé jadro ma svou vlastni proménnou a ta se vyuZiva k indexaci do
predalokovaného pole. Kazdé jadro ma také globalné pfistupné atomické proménné (viz def. 2.1.11)
start a konec, podle kterych se urc¢i hodnota pro indexaci.

Vstup: systém nerovnic L, vybranou neznamou i
procedure Sort(L,i)
tmp < predalokujeme si pomocné pole
for kazdou nerovnostn € L do
if n ma nulovou neznamou i then
idx < dosud nepouzity index ze zacatku pole s
s<—s+1
else
idx < dosud nepouzity index z konce pole k
k—k+1
end
tmp[idx] < n
end
end

Pseudokdd 2 Sefazeni nerovnic dle vybrané neznamé

2.4.3 Normalizace

Normalizace se vola pouze na prvky, které nejsou mezi sebou zavislé. A proto se mezi jadra rozdéli
jednotlivé ¢asti pole, na jejichz prvky se pak zavolad funkce normalizace. Zde se da poutzit vektorizace,
jelikoz ve skutecnosti volame déleni na kazdy prvek v poli, ktery reprezentuje nerovnici.

Vstup: systém nerovnic L, vybranou neznamou i
procedure Normalize(L,i)
for kazdou nerovnostn € L do
div < absolutni hodnota nasobku neznamé i
for j < 0 to délka nerovnice do
nfj] < n[j] / div
end
end
end

Pseudokdd 3 Normalizace nerovnic dle vybrané neznamé
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2.4.4 Eliminace

Eliminace spociva v souctu vSsech moznych dvojic kladnych a zdpornych nerovnic. Tyto dvojice na sobé
nejsou zavislé, a proto je mlZeme obdobné jako u normalizace prerozdélit mezi vldakna. Také zde
vyuzijeme skuteénost, ze zndme pocet novych nerovnic a preadalokujeme si pole. Toto pole budeme
navic indexovat pomoci atomické proménné (viz def. 2.1.11). Vektorizace je zde také moznd (s¢itdme

dvé pole hodnot).

Vstup: systém nerovnic L, vybranou neznamou i
Vystup: pole novych nerovnic
procedure Eliminate(L,i)
ret < predalokujeme si pomocné pole
for kazdou nerovnost a € L, do
for kazdou nerovnost b € L_ do
newn<a-b
idx < dosud nepouzity index z pole k
k—k+1
retfidx] < new_n
end
end
return ret
end

Pseudokdd 4 Eliminace vybrané nezndmé

2.4.5 Nalezeni intervalu

PFi hledani intervalu prochazime pole nerovnic a hleddme minimalni (maximalni) hodnotu na pravé
strané pro kladné (zdporné) nerovnice. Pro feSeni paralelizace tohoto problému je idedlni pouZzit redukci,
kde najdeme z mnoziny nerovnic pfidélené danému vldknu nejlepsiho kandidata, a toho pak zpétné

porovnavame s ostatnimi vlakny.

Vstup: systém nerovnic L, vybranou neznamou i
Vystup: horni a dolni hranice intervalu feSeni
procedure FindBounds(L,i)
for kazdou nerovnostn € L do
if n na indexu i je positivni then
if min > leva strana n then
min < leva stranan
end
else if n na indexu i je negativni then
if max < leva strana n then
max < leva strana n
end
end
end
return min, max
end

Pseudokdd 5 Nalezeni intervalu feseni pro danou nezndmou
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3. Realizace

3.1 Pamét

PFi vybéru jsem se snazil vybalancovat hranici mezi pamétovou narocnosti a rychlosti programu.
Program je vsak stale velice narotny na pamét a pro stroje s malou paméti RAM je viceméné
nepouzitelny (nepouzivame-li jej pouze na malé problémy). TFidy, co reprezentuji patficna data, zaroven
prinasi spravu nad témito daty a dodavaji tak logiku do programu. NiZe jsou uvedené zakladni tfidy
tvofici reprezentaci dat algoritmu.

3.1.1 Inequality

Jedna se o tfidu reprezentujici nerovnost. Pro reprezentaci hodnot nasobkl neznamych jsem se rozhodl
pro std::valarray [20], jejiz vyhody jsou zminény v [21]. Hlavni ddvod pro pouZiti je, Ze podporuji
vektorové operace nad hodnotami, které, jelikoZ se jedna o tfidu ze standartni knihovny C++, jsou
optimalizované. Prava strana nerovnice se uklada na prvni pozici v std::valarray, coz si mlzeme
dovolit, protoZe vSechny zmény hodnot se tykaji i této hodnoty.

3.1.2 InequalityBox

Trida reprezentujici soustavu nerovnic v dané fazi. V std:: vector [22] jsou uloZeny ukazatele na tfidu
Inequality a to ukazatele std:: shared_ptr [23]. Tento typ chytrého ukazatele jsem zvolil, protoZe se
sam stara o dealokaci paméti, na kterou ukazuje a v mé implementaci dochazi k ukladani ukazatel(, co
ukazuji na stejna data. Na tyto problémy je std:: shared_ptr pfimo délany a mimo jiné se z néj v C++
komunité stava novy standart alokace paméti.
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3.1.3 InequalityTree

Predstavime si, Ze jeden uzel reprezentuje mnozinu nezndmych, které chceme az na jednu eliminovat.
Eliminujeme-li zuzlu jednu nezndmou, dostaneme uzel novy. Ztohoto uzlu jiz nemliZeme dostat
neznamou, kterou jsme eliminovali, ale miZeme dostat proménné ostatni. Projdeme-li takto aZ na
konec, kdy dostaneme prvni interval feseni, pak nemusime zacinat od znovu, ale naopak se jen vratit na

predchozi uzel a z néj ziskat interval pro hodnotu, kterou jesté nezname.

mnoZina neznamych

J

eliminace neznamé

O O

Obr 1 Priichod zaloZeny na predeslych vypoctech. Vytvoril autor.

05050
o

Trida InequalityTree tedy udrZuje data v jednotlivych uzlech tohoto prichodu. Jednotlivé uzly si drzi
ukazatele jak na predka, tak na potomka. Nerovnice jsou uloZeny v uzlu v ukazatelich na
tfidu InequalityBox. Uzly také obsahuji pomocné pole eliminated, které se pouziva k urceni, zda jsme jiz
tuto neznamou neeliminovali.
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3.2 Priichod algoritmu

Prichod algoritmu je silné spjat s tfidou InequalityTree. Pfidavani uzlG do stromu odpovida prichodu
algoritmu, tedy jednotlivym fazim eliminace. Diky tomu usetfime pamét, jak bylo popsano
v InequalityTree (viz 4.1.3). Pocet operaci se také sniZi (pro nalezeni nového intervalu feseni nemusime
totiz zacinat od zacatku). Zac¢it mlzeme na prfedchozim uzlu a aplikovat algoritmus znovu. Pfedchozi uzel
nesmi mit eliminované vsSechny cesty, kterymi se znéj dd pokracovat. Pokud jsou vSechny cesty
eliminované, vybere se jeho predchidce, a to dokud se nenajde vhodny uzel, nebo nenastane konec.
Konec nastane, kdyZ nalezneme intervaly rfeSeni pro vSsechny neznamé.

curr « inicializujeme uzel prvnimy daty
while nejsou nenalezeny vSechny intervaly do
provede se fazi algoritmu
posuneme se na nasledujici uzel
If uzel n nema jiz Zddné validni cesty or zbyva jedna neznama then
If nalezeny vSechny intervaly then
return
else if zbyva jedna neznama then
najdeme a ulozime interval

end
curr < posuneme na piedchozi uzel, ktery ma validni cesty
end
end
Pseudokdd 6 Prichod algoritmu
3.2.1 Heuristika

Pro danou neznamou ze vSech nerovnic vypocitdme rovnici (viz rov 1) a ziskame tak pocet nerovnic,
které by se pfi vybéru eliminace této neznamé vytvofrili.

vstup: soustava nerovnic L, neznama i
vystup: pocet vytvoirenych nerovnic kdyZ pouzijeme danou neznamou
procedure GreedyHeur(L ,i)
for nerovnicen € L do
if n je kladna pro i then
plus < plus + 1
else if n je zdporna pro i then
minus < minus + 1
else
zero « zero + 1
end
end
return plus * minus + zero
end

Pseudokdd 7 Heuristika nerovnice dle dané neznamé
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3.2.2 Vybér neznamé k eliminaci

V pribéhu algoritmu je nutné zvolit neznamou, kterou budeme eliminovat. Neznamé tedy ohodnotime
dle heuristiky a vybereme z nich tu, ktera je ohodnocena nejlépe. Musime ale také brat v potaz, zda
neznamou muizZeme vlbec zvolit. Toto zjistime pomoci dvou typl vektorl. Prvni typ eliminated je
obsaZzen v kazdém uzlu stromu a zaznamendavd, jaké nezndmé jsme jiz pouZili. Druhy typ finished
obsahuje neznamé, pro které jiz mame interval feseni.

Pomoci vektor(l eliminated ovéfime, zda jsme jiZ danou nezndmou nepoufZili. Pokud vektor finished neni
prazdny, vybereme z néj nejlepsi neznamou. MiZeme tak ucinit, jelikoZ se vracime do predchoziho uzlu,
ktery nema jinou validni cestu, neZ takovou, kterou dostane eliminaci neznamych v finished vektoru.

vstup: soustava nerovnic L, doposud eliminovane neznamé elim, dokon¢ené neznamé fin
vystup: pocet vytvoienych nerovnic kdyz pouZijeme danou neznadmou
procedure ChooseNext(L,elim,fin)
for nezndman € findo
ifn € elimthen
pokracuj dal$i neznamou
end
tmp « GreedyHeur(L,n)
if tmp < best then
best « tmp
best n < n
end
end
if fin neni prazdny then
return best
end
for i < 0 to pocet neznamych do
ifi € elimthen
pokracuj dal$i neznamou
end
tmp < GreedyHeur(L,n)
if tmp < best then
best n « i
end
end
return best_n
end

Pseudokdd 8 Vybér neznamé k eliminaci
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3.2.3 Pfesun na nasledujici uzel

Pfi dokonceni jedné faze se musime presunout na novy uzel, ktery ma validni cesty. Pokud jsme na
nevalidnim uzlu, posuneme se o uzel zpatky, a to do té doby, nez najdeme validni uzel. Jakmile jsme na
validnim uzlu, vybereme prvniho validniho potomka a na néj se posuneme.

Vstup: pole fin obsahujici neznamé, pro které jiZ mame vysledek, uzel curr
Vystup: zda uzel mtize byt prozkouman nebo ne
procedure CanBeExplored (curr, fin)
for i < 0 to pocet neznamich do
if neznama i jiz nebyla eliminovana then
if i & fin then
return true
end
end
end
return false

Pseudokdd 9 Logika validity daného uzlu

Vstup: aktudlni uzel curr, hotové nezndmé fin, uzly children néasledujici aktualni uzel
Vystup: zda uzel mUze byt prozkouman nebo ne
procedure Next (curr,fin,children)
if fin obsahuje v§echny neznamé then
return
end
while CanBeExplored(curr,fin) neplati do
curr « predchtdce curr
end
for uzly u € children do
if CanBeExplored(u,fin) then
curr<u
return
end
end
end

Pseudokdd 10 Posunu na ndsledujici validni uzel
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3.3 Sekvencni resic

Implementace sekvencéniho feseni bude pfimo odpovidat paralelni verzi. VyuZijeme skutecnosti, kdy
pouzivame vzddlené stroje poskytované z metacentra, kde diky jejich frameworku mohu nastavit pocet
poskytnutych jader. Toto feSeni nebude plné odpovidat vlastni implementaci sekvenéniho feseni,
OpenMP bude alokovat nova jddra misto ponechani hlavniho. Toto zpozdéni je ale zanedbatelné a
dostaneme tak lepsi porovnani zrychleni paralelizace jelikoZz ho aplikujeme pfimo na algoritmus.

Vew

3.4 Paralelni resic

Realizace paralelizace je pfimocara, v algoritmu se vyskytuje nékolik for cykl(i a ty se budou paralelizovat
pomoci direktiv OpenMP. Paralelizace ¢asti kédu se bude opakovat, jak bylo avizovano v Postupy
paralelizace s pomoci OpenMP (viz 3.4.1).

3.4.1 Sefazeni nerovnic

Paralelizujeme oba for cykly (viz 3.4.1.1) zodpovédné za fazeni ukazatelll nerovnic, vyuZivame
predalokované pole v kombinaci s atomickou proménnou (viz 3.4.1.2). Po prvnim cyklu se jako pomocné
pole pouZije pole plvodni, pfedchozi pomocné pole se stava hlavnim. Do nové vzniklého pomocného
pole pfesuneme pomoci std: : move (viz 3.4.1.5) dosud nesefazené ukazatele na nerovnice a sefadime
dle druhého parametru. JelikoZz mame serazené pole uloZzené v plvodni docasné proménné, tak ho
zapiSeme do aktudlniho uzlu.

3.4.2 Normalizace nerovnic

Pro normalizaci staci pouze paralelizovat jeden for cyklus (viz 3.4.1.1) a na dany prvek zavolat funkci
normalize, kterd pole reprezentujici nerovnici vydéli hodnotou, kterd odpovidd nasobku vybrané
neznamé.

Mdame dvé implementace normalizace nerovnic, kde jedna vyuzZiva toho, Ze jsou nerovnice sefazené a
muzeme tak aplikovat normalizace jen na nenulové nerovnice. Druha implementace prochazi nerovnice
vSechny.

3.4.3 Eliminace jedné neznamé

V eliminaci je dvojity for cyklus, paralelizujeme zde pouze vnéjsi for cyklus dle Paralelizace for cyklu (viz
3.4.1.1). Jelikoz vime, kolik novych nerovnice bude vytvoreno, pouZijeme opét kombinaci
predalokovaného pole a atomické proménné k uloZeni nové nerovnice (viz 3.4.1.2). Vytvoreni nové
nerovnice je pouze secteni dvou std::valarray [20], vysledek pouzijeme k vytvofeni nové nerovnice, ktera
se pak ulozi do predalokovaného pole.
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3.4.4 Nalezeni intervalu reseni

Pro nalezeni intervalu paralelizujeme for cyklus (viz 3.4.1.1), ktery prochazi vSechny nerovnice. Pro
nerovnice v daném vlaknu se pomoci redukce (viz 3.4.1.4) hledd nejmensi hodnota horni hranice a
nejvétsi hodnota dolni hranice. Nejmensi horni hranice se urci z kladnych nerovnic, a pfi redukci se hleda
jeji. minimum, tedy reduction(min: proménd) [16]. Nejvétsi dolni hranice se uréi ze zapornych
nerovnic a pfi redukci se hleda jeji maximum, tedy reduction(max: proména).

~ 28 ~



4. Mereni

4.1 Data

JelikoZ je pro FME nejlepsi moZnd nerovnice takova nerovnice, ktera ma co nejvic nul. Tak pouZitd data
maji radikalni efekt na rychlost programu. Vztah mezi nerovnicemi také hraje roli, protoZe pfi eliminaci
se vytvafi sou¢tem nerovnice nova, pokud maji nerovnice u nasobku neznamych opacné hodnoty. Tak
dostaneme novou nerovnici s velkym poctem nul.

Samotna data jsou uloZena ve sloZce data, pod nazvem dataXX (XX reprezentuje ocislovani dat). Soubor
zacina vzdy dvéma Cisly oddélenymi mezerou, s tim Ze prvni uddva pocet nerovnic a druhé uddva pocet
neznamych. Na nésledujicich rfadcich jsou dale uvedeny hodnoty nasobk( neznamych dané nerovnice, ty
jsou oddéleny mezerou a jdou postupné za sebou. Posledni hodnota je hodnota konstanty levé strany
nerovnice.

Data jsou dvou typ(, a to hustd a fidka data, tedy data co celkové obsahuji 13% a 87% nul.

4.2 Konfigurace stroje

Na otestovani rychlosti programu pouzivdm pocitacovy cluster (viz def. 2.1.14) nympha.meta.zcu.cz,
ktery je kdispozici na webu Metacentra. Metacentrum, presnéji MetaVO, je jedna zvirtudlnich
organizaci ¢eské Narodni Gridové Iniciativy MetaCentrum NGI a je pfistupnd vSem pracovnikim a
studentlim ¢lenl sdruzeni CESNET.

Cluster nympha.meta.zcu.cz obsahuje 64 uzlQ, kde kazdy ma nésledujici hardwarovou specifikaci:

e 32xIntel(R) Xeon(R) Gold 6130 CPU @ 2.10GHz
e 192 GBRAM

o disk 1x 960 GB NVMe

e pfipojeni Ethernet 1Gb/s, Infiniband FDR 56Gb/s

4.3 Testovani

Pro otestovani sprdvnosti vysledku jsem wvySel zprace [9], kde je kporovnani rychlosti pouzit
programovaci jazyk R [24]. Zde se programovaci jazyk R pouzije jako reference spravného vysledku. V R
je FME realizovano pomoci rozsitujiciho balicku editrules [25], ktery obsahuje sekvenéni FME. Testoval
jsem pomoci porovnani vysledkl obou feseni, a k ziskani intervall pro vsechny nezndmé jsem aplikoval
sekvencni algoritmus z FME z R nékolikrat.

Nastal zde ale problém, jelikoz ma implementace neklade dlraz na presnost, kterd nastava pfi reseni
narocnéjsi soustavy nerovnic k rozdilu hodnoty interval(. Timto problémem se zabyva prace [1]. Je to
dlisledkem reprezentace reélnych Cisel v C++ pomoci double, které nejsou perfektné presné. Nicméné
pro malé soustavy nerovnic dostdvame shodné vysledky.
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https://www.cesnet.cz/sdruzeni/clenske-organizace/

P <- editmatrix(c( ,,pfedem ptipravena data“))’
#neznama pro kterou chceme interval feSeni

chosen =4

# list variables to eliminate
elim <_ C ( "X2" , "Xl","x3" )

F<-P
for (vinelim)

{

F <- eliminate (F, v, fancynames=TRUE)

}

#normalizace

for(i in 1:dim(F)[1]) {

div = F[i,chosen];

if(div == 0){
next

}
if(div < 0){

div = -div

}

for(j in 1:dim(F)[2]) {

F[ij] = F[ij]/div

}
}

#priprava pravé strany nerovnice

C = getb(F)

#nalezeni intervalu

min = 500000
max =-500000

for(iin 1:dim(F)[1]) {
if(F[i,chosen] == 0){

}

if(F[i,chosen] < 0){

}
telse{

if(max < C[i]){

max = C[i]

if(min > C[i]){

min = C[i]

Kod 3 Testovaci skript pouZiti sekvencniho FME z R
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4.4 Ohodnoceni

Jak je popsano v [26], nejddleZitéjsi vlastnost paralelniho algoritmu je zrychleni a ucinnost. Cas béhu
paralelniho algoritmu T(n,p), kde n je velikost problému ap je pocet procesorl, je definovan jako
celkovy ¢as od zacatku vypoctu az po ukonceni posledniho béziciho procesoru. Paralelni zrychleni je
definovdno jako

(5)

Kde SU(n) je ¢as sekvencniho algoritmu. Paralelni i¢innost je definovana jako

s,
E(n,p) = (Zp) (6)

PFi samotném méfeni zrychleni ziskdme z ¢asu béhu sekvencéniho algoritmu déleno ¢asem paralelniho
béhu algoritmu. Obdobné paralelni G¢innost ziskdame vydélenim paralelniho zrychleni po¢tem procesord.

4.5 Vysledky

Vysledky jsem ziskal komunikaci s clusterem pomoci pldnovace PBS Professional [27], ktery vytvafi a
koriguje fronty patficnym clusterim. Pro uZivatele metacentra je vyhrazeno UloZisté dat, na které jsem
nahral soubory tvorici mlj program a skript. Dany skript jsem pfidal do fronty na zminény pouZzity cluster
nympha.meta.zcu.cz. Po urcitém Case planovac ptiradil zdroje a spustil skript.

Skript pomoci CMake [28] zkompiloval program na ptidéleném stroji a program spustil. Pfi kompilaci
byly pouzity pfiznaky - fopenmp, —03 a —Wall. Také bylo pouzito C++14, které je aktivovano pomoci
-std = ¢ + +14. Program se pak na stroji spustil a vystup se zkopiroval zpét do mého ulozisté.

Samotny ¢as béhu algoritmu se méfil ziskanim casové stopy pred spusténim feSeni programu a po ném.
Je tedy vynechan cas nacteni dat a samotné uvolnéni paméti.
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Husté nerovnice 16x5

Ridké nerovnice 150x6

P ¢as [ms] |[zrychleni |UCinnost |]p ¢as [ms] |zrychleni |GCinnost
1 73671 1 1 1 33943 1 1
2 69922| 1,053617| 0,526808 2 34294| 0,989765| 0,494882
4 66996| 1,099633| 0,274908 4 30344| 1,118607| 0,279652
8 66996( 1,099633( 0,137454 8 31034( 1,093736( 0,136717
16 65123| 1,131259| 0,070704 16 39190| 0,866114| 0,054132
26 64104| 1,149242| 0,044202 24 29450| 1,152564| 0,048023
Husté nerovnice 16x5 bez heuristiky Ridké nerovnice 150x6 bez heuristiky
p Cas [ms] |zrychleni |GCinnost ||p Cas [ms] |zrychleni |UCinnost
1| 176159 1 1 1 214469 1 1
2| 190324( 0,925574( 0,462787 2| 210420| 1,019242(p
4] 210482| 0,836931| 0,209233 41 187358| 1,144702| 0,286175
8| 164905| 1,068245| 0,133531 8| 179856| 1,192448| 0,149056
16| 171739| 1,025737( 0,064109 16| 181631| 1,180795| 0,0738
24 167543 1,051426| 0,043809 24 175054| 1,225159| 0,051048
Tabulka 1 Vysledky
1,6
12 ———X
i W
E v =—@— husta
<08
s —l—Fidka
™ == tidka bez heuristiky
0.4 husta bez heuristiky
0 . . . ; .
1 2 4 8 16 24
Pocet procesort

Graf 1 Paralelni zrychleni
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1,2
1 .
0,8
]
o == hustd
€06
e} = ridka
)
husta bez heuristiky
0,4
=>=[idka bez heuristiky
0,2
0 T T T T — T 1
1 2 4 8 16 24
Pocet procesoru

Graf 2 Paralelni ucinnost

Z namérenych dat je patrné, Ze heuristika ma velky vliv na rychlost algoritmu, kdy dostavame primérné
trikrat rychlej$i béh programu nez bez heuristiky. Je tu ale korelace s pouzitou paméti RAM pfi vypoctu,
kterd se s pouzitim heuristiky také snizi. TakZe zrychleni by bylo mozné zdlvodnit pravé timto mensim
pouzitim paméti.

Paralelizace viceméné nema z4adny vliv na FME, dosahuje pouze mirného zrychleni. Tomu by odpovidalo
i samotné vyuZiti procesoru, kde pfi pouZiti jednoho procesoru je vyuZit z 98% a s pfridanim dalSich
procesorl se tento vystup vydéli poctem procesorl (napf. pro 2 procesory je vyuziti 49%).

Samotné vysledky se pfi opakovaném vypoctu méni, a to vradu nékolika sekund. MizZe tak nastat
situace, kdy nejpomalejsi ¢as dostaneme pfi vyuZiti 16 jader, ale nejlepsi pfi poutziti 26, jako nastalo u
méreni dat fidkych nerovnic (viz Graf 1). Toto by indikovalo, Ze zalezi na kompilatoru, jak v danou chvili
optimalizuje kéd.

Pridavanim dalsich procesord se rychlost algoritmu nezvysSuje, je viceméné stéle stejna, proto ucinnost
(viz rov. 6) paralelizace linearné klesa.
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5. Zaver

V Uvodu bakalarské prace jsou definovany zakladni pojmy pouZité v prabéhu této prace. Poté byla FME
matematicky definovdna a pomoci feSeného prikladu bylo demonstrovano jeji zakladni pouziti. V této
Casti byl také podrobné zadefinovan planovany cil této prace, ktery byl porovnan s predeslymi pracemi
tykajici se FME (byli zde vyzdviZeny jejich rozdily). Souc¢asné zde bylo popsano redlné pouziti algoritmu
FME.

V druhé kapitole Analyza a design jsou analyzovany jednotlivé ¢asti algoritmu a je zde navrzeno, jak tyto
Casti mUzeme feSit. Nejprve je popsdna analyticka slozZitost FME. Nasleduje ji popis postupl k
feSeni sekvenéniho algoritmu. Analyza paralelizace sekvencniho algoritmu obdobné nabizi postupy,
které mUZeme pouZit pfi fesSeni. Také jsou tu predstaveny jednotlivé mozZnosti reprezentace dat.

Treti kapitola Realizace je popis realizace FME. Z druhé kapitoly jsou zde jiZ vybrané postupy a pfimo
jejich realizace pomoci patficnych prostfedkd poskytovanych OpenMP a C++14. Jednotlivé Casti této
kapitoly zde tedy navazuji na sekce kapitoly druhé.

Ve Ctvrté kapitole Méreni jsou popsany casti tykajici se méreni a testovani dat, je zde také receno, jak
jsou dana data reprezentovdna a jak jsou ohodnocena. Kapitola také obsahuje samotné zhodnoceni
téchto dat a patfi¢né zavéry vychazejici z této prace.

Co se rozsiteni této prdace tyce, bylo toto téma jiz hodné popsano, ale dosud zde nebyla prace, ktera by
spojila vSechny zminéné prace do jedné a udélala tak jeden velky program. Z prace také vypliva
dlleZitost prace s paméti, potencialné by se dal vytvofit urcity chytry alokator paméti, ktery by efektivné
alokoval pamét pro nerovnice v kroku eliminace.
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Prilohy
Al Seznam pouzitych zkratek

API Application Programing Interface
FIT Fakulta informaénich technologii CVUT
FME Fourier-Motzkin elimination

SN soustava nerovnic
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A2 Pouziti programu

Pro pouziti programu je nutné naimportovat hlavickové soubory Solver. hpp a utils. hpp. Solver. hpp
reprezentuje kdd samotného paralelniho fesice FME. Utils. hpp obsahuje pomocné funkce na praci
sdaty a zmérfeni casu béhu programu. Pro kompilaci programu se zavolejte cmake na soubor
CMakelists. txt, vytvori se tak makefile a pomoci néj program zkompilujte. V souboru main. cpp pak
mUzete definovat vlastni uZiti programu.

MozZné pouziti programu by mohlo vypadat takto:

1. //include re$i¢ a pomocné funkce

2. #include "Solver.hpp"

3. #include "utils/utils.hpp"

4,

5. int main() {

6. //vytvorime resic

7. Solver solver = Solver();

8. //vygenerujeme data

9. genData(20, 3,20, "newdata");

10. //precteme data z vygenerovaného obéktu
11. auto tmp = readData("newdata");

12. //zmérime cas béhu resice

13. timeAlg(solver,tmp, "pickfirst",true);
14. //uvolnime pamét

15. solver.free();

16. return 0;

17. }

Kod 4 Ukdzka pouZiti programu
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