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Abstrakt: Tato prace se zabyva praktickym pouZitim Fourierovych fad a diskrétni Fourierovy
transformace v rznych technickych dlohach. V prvni ¢asti jsou stru¢né popsany zakladni vztahy
a vlastnosti Fourierovy fady. Pak nasleduje feseni obycejné diferencidlni rovnice s nespojitou
pravou stranou aproximovanou pomoci Fourierovy fady. Dalsi ¢ast obsahuje ukdzku pouziti
Fourierovy metody pro reSeni parcidlni diferencidlni rovnice druhého fadu. Posledni ¢ast
zahrnuje struény popis diskrétni Fourierovy transformace a jeji aplikace pro filtrace signalu.
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Abstract: The thesis explores the idea of applying Fourier series and discrete Fourier transform
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1.Uvod

Fourierova fada slouZi k zapisu periodickych funkci ve tvaru fady, ktera obsahuje siny a kosiny.
V dnesni dobé predstavuje vyuziti Fourierovych rad a diskrétni Fourierovy transformace velmi
rozsahlou oblast, predevsim pfi studiu periodickych jevl. Cilem této prace je ukazat nékolik
zpUsobll poufZiti aproximace Fourierovou fadou a praktické pouziti diskrétni Fourierovy
transformace.

s v

V prvni ¢asti prace jsou stru¢né popsany zakladni vztahy Fourierovych fad a vztahy pro vypocet
Fourierovych koeficientl v obecném a komplexnim tvaru.

Nasledujici kapitoly ukazuji moznosti praktického pouziti Fourierovych rad a diskrétni Fourierovy
transformace. Nejprve predstavujeme reseni obycejné diferencidlni rovnice s nespojitou pravou
stranou aproximovanou pomoci Fourierovy rfady. Poté je ukazano porovnani vysledk( ziskanych
pomoci aproximativniho FeSeni sfeSenim analytickym asfeSenim ziskanym pomoci MKP
programu Engilab Beam.

Dalsi kapitola nds seznami s pouzitim Fourierovy metody pro feSeni parcialni diferencialni
rovnice druhého fadu. Pomoci této metody je zde proveden vypocet vedeni tepla s vnéjsim a
bez vnéjsiho zdroje tepla. Vysledky jsou porovnany s numerickym reSenim provedenym pomoci
metody siti.

Posledni kapitola se zabyva diskrétni Fourierovou transformaci. Jsou zde popsany zakladni
vztahy pro vypocet ptfimé a zpétné diskrétni Fourierovy transformace a souvislost diskrétni
Fourierovy transformace s Fourierovou fadou. Kromé toho se vénujeme ukazce aplikace
diskrétni Fourierovy transformace pro filtrace signdlu, ktery je silné znecistén Sumem.



2.Fourierova rada funkce a jeji vlastnosti

2.1. Zakladni vztahy

Necht f(x) je 2L — periodicka funkce, ktera je integrovatelnd na intervalu [-L, L] (f € P(2L) ),
potom fada dle [1]

ao c kmx . kmnx
> + Z (akcosT + bksmT), (2.1.2)
k=1
Vv niz
1 L
= Zf_Lf(x) dx (2.1.2)
1 (Lt kmx
= ZJ-_Lf(X) COSde, k € NO (213)
1t , knxd ke N
= Z_[_Lf(x) smT X, € (2_1_4)

se nazyva Fourierova (trigonometrickd) fada funkce f a aqy, ai, b, se nazyvaji Fourierovy
koeficienty funkce f(x) a pak mizeme psat dle [1]

kmx  kmx
f(x) ~ — + Z (akcos— + bksmT), (2.1.5)

Ny ze vztahu (2.1.3) je mnoZina celych nezdpornych Cisel, N ze vztahu (2.1.4) je mnoZina
kladnych (ptirozenych) Cisel. [1]

Funkci f(x) pak mGzeme aproximovat sou¢tem Fourierovy fady — s(x) a mlZeme psat

kmx ~ knx
(akcos— + bksm—) (2.1.6)

FO) = s0) =2+ -

TTMS

kde
1
sxo) = 5 Jim GO+ Jim f().

V praxi se obvykle pouZiva aproximace ¢astecnym souétem s, (x), kde se vypocet provadi ne do
,»,0“, ale do néjaké urcité hodnoty n.

2.2. Fourierova sinova a kosinova rada funkce
Pro popis sinové a kosinové rady bude duleZita nasledujici vlastnost.
Je-li funkce f(x) integrovatelnd na intervalu [-L, L], potom dle [1]

L 0, je —1li f licha
= L 2.2.1
Lf(x) dx zf f(x)dx, je—lif suda (2.2.1)
0

-8-



V zavislosti na tom, jestli je funkce f(x) suda nebo lichd, bude vysledna funkce definovana dle
nasledujici tabulky.

Tabulka 1 Sudd/lichd funkce [1]

f kmx . kmx
f(x) cos — f(x) sin—
L L
licha licha suda
sudd sudd licha

Z toho podle [1] plynou dvé duleZité implikace:

e f€ePQ2L), flichi = a,=0, k€eN,
e fePQ2L), fsuda = b,=0,k€EN

Kdyz budeme uvaZovat funkci f zadanou na intervalu [0, L] (popf. s vyjimkou kone¢ného poctu
bodu) a integrovatelnou, pak se Fourierova fada lichého 2L—periodického prodlouzZeni funkce f
nazyva Fourierova sinovd fada funkce f, nebot jeji tvar je dle [1]

- - kmx
s(x) = z bksmT, (2.2.2)
k=1

kde (podle 2.2.1)

. 2t , knxd e N
k—zjo f(x)smT X, € (2.2.3)

Analogicky se Fourierova rada sudého 2L-periodického prodlouzZeni funkce f nazyva Fourierova
kosinovd rada funkce f, nebot jeji tvar je dle [1]

ag - kmx
s(x) = 5t 2 acos —, (2.2.4)
kde (opét podle 1.2.1)

2 rk kmx
a, = Z.fo f(x) cosTdX, k € N, (2.2.5)

2.3. Komplexni tvar Fourierovy rady funkce

V obecnych Upravach i v aplikacich je vhodny zapis Fourierovy fady (2.1.1) v komplexnim tvaru.

g kmx ,  kmx o0y s p . o _
Realné funkce cos——a sin— mulzeme vyjadrit pomoci Eulerovych vzorci komplexnimi
funkcemi dle [1]:

1, . ; 1, . .
cosé = E(elf + e‘lf), siné = E(elf - e“f), ¢ ER.
Rada (2.1.6) pak prejde v fadu dle [1]

Qo

1 jkmx _jkmx
s(x) = > + Ez [(ak —byi)e L + (ay +bii)e L ] .
k=1



Pak oznacime

a ziskame radu

krmtx
s(x) = z cee' L.

k=—o0
Pro koeficienty c; a Castecné soucty s, (x) plati

X

1 (L _k
= — L
Cx 2L.f_Lf(x)e dx kezZ,

n

jerx
Sn(x)=che L, neN,.

k=-n

Kde Z je mnozina celych Cisel. [1]

-10-
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3.Reseni obyéejné diferencialni rovnice
S hespojitou pravou stranou aproximovanou
pomoci Fourierovy rady

3.1. Aproximativni reSeni

Pro ukazku takové aproximace budeme fesit Ulohu o prihybu nosniku dle [4]. Nosnik
ma konstantni kruhovy prarez d = 30 mm, délku L = 200 mm, modul pruznosti E =210 000 MPa,
je zatizen spojitym zatizenim q, = 20 Nmm™?! a je rGzné upevnén na koncich.

Diferencialni rovnice prihybu nosniku mize byt zapsana ve tvaru
EJ, vV =q) (3.1.1)

kde v(x) — prahyb nosniku, EJ, = const — ohybova tuhost nosniku (E — modul pruznosti, J, —
osovy kvadraticky moment).[4]

Nosnik je zatiZzen dle obrazku

@ r8-qLO-x 0Sx<%
0
o X qo={ 0 L ex<t
4 2
& L/L L L
L/2 [ o 3 =%<3
L

Obrdzek 1: ZatiZzeni nosniku [4]

Funkci q(x) miZzeme aproximovat Fourierovou fadou se sinusovym pribéhem na intervalu [0,L]
dle [4]

q(x) = Z by, * sin (?) (3.1.2)
n=1

kde pak vypocitdme koeficient b,,
L

L
2 (t o mmx 2 | (38qyx . mmx o nmx
bnzz-foq(x)sm(T)dx=z lfo I -sm(T)dx+0+f%q0-sm(T)dx =

= %- (—2005 (72_71) + cos (712_n) — cos(nm) + %sin (%))

Dosadime rovnici (3.1.2) do rovnice (3.1.1)

nmix
EJ, vV = z by - sin (—) (3.1.3)
n=1

L

-11 -



Integrovanim rovnice (3.1.3) dostaneme diferencialni rovnici 3 fadu

Oob L nmx
Lo n .
E], v = E - cos( I )+C1

n=1
Analogicky integrujeme dal
. = L \*  /nnx
EJ, v :_an.(ﬂ) 'SIH(T)+C1'x+C2 (3.1.4)
n=1
, < L3 nmx 2
E],-v' = an (ﬂ) cos(—)+61 —+C x+C3
n=1
= L \* nnx x3 x?
EJ, v = an-(ﬂ> -sm(T) FO A G T GG (315)
n=

Vztah (3.1.5) je feSenim diferencialni rovnice (3.1.1).

Integraéni konstanty Cy, C,, C3, C, uréime z okrajovych podminek:
Dx=0-v0)=v"x)=0=>C,=0;C, =0
2)x=L-vl)=v'(L)=0

o (—D)" b, - L
R Nl Vit

2 (3.1.6)
1 ~ (—-)"by,-L
(3 = > Z T (3.1.7)

Pro konstanty C; a C3 bychom méli ur¢it minimalni pocet ¢lend fady, ale pro zjednoduseni pro

dalsi vypocty budeme volit pro vztahy (3.1.6), (3.1.7) stejny pocet ¢lenl fady jako pro rovnice
(3.1.5).

Dosadime (3.1.6), (3.1.7) a koeficient b,, do vztahu (3.1.5) a po Upravach dostaneme

o) = -2 5 Lo () o () + v = s (B 010
X

Nyni vyneseme do grafu hodnotu prihybu v v zavislosti na souradnici x pro razny pocet clent
rady.

-12 -



pocet clenu=1

0 pocet clenu=2
pocet clenu=3
= = = pocet clenu=10
-0.005
€
E
o
>
<
2
o
-0.01
_0015 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

delka [mm]
Obrdzek 2: Prahybova ¢dra (aproximace Fourierovou fadou)

Z grafu je zfejmé, Ze pro vypocet prihybu nosniku ndm staci prvni 3 ¢leny rady. Je to dano tim,
e rovnice (3.1.8) obsahuje ¢len 1/n* a pak velikost ¢lenti fady pomérné rychle klesa. To
znamena, Ze 4. ¢len fady uZ pfinese zanedbatelné malou zménu. Vysledek pro 3 ¢leny fady tedy
bude pomérné presny a témér se nebude liSit od vysledku pro vyssi pocet ¢len( rady.

3.2. Priibéh momentu (aproximativni feseni)
Analogicky budeme postupovat pfi ur¢ovani priibéhu momentu podél nosniku.

Pro uréeni momentu pouzijeme diferencialni rovnici prihybové cary

v” — MO (x)
) EJ, (3.2.1)
Vztah (3.2.1) odpovida rovnici (3.1.4), odkud pak vyjadfime moment
" . mux
M) = —EJ, - vy = Z b (z=) () 4Gt 3ag)
n=

Do vztahu (3.2.2) dosadime integracni konstanty C;, C, a po Upravach dostaneme vyslednou
rovnici momentu v zavislosti na soufadnici x

[o0]

o) = =203 o [aeos () eos () ¢ =) s
n=1
[ e

-13 -



Pak vykreslime pribéh momentu:

6 P 10*
pocet clenu=1
4 pocet clenu=6
= = =pocet clenu=10

2
£
Z 0
<
o
g -2
o
=

-4

-6

_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

delka [mm]
Obrdzek 3: Priubéh momentu (aproximace Fourierovou radou)

Na rozdil od prihybu budeme pro uréeni momentu potiebovat vic ¢lenl fady, pouze 3 ¢leny
v tomto pfipadé nestaci, potfebovali bychom minimalné 6 ¢lend. Rovnice (3.2.3) obsahuje ¢len
1/n?, co? znamend, 7e pokles velikosti ¢lend Fady bude pomalejsi a 7. ¢len fady uZ bude
zanedbatelny. 6 ¢len( fady je tedy dostatecnych pro zobrazeni pomérné presného feseni.

3.3. Analytické reSeni

Pro analytické feSeni musime nosnik rozdélit na tfi pole a pro kazdé sestavime momentové
rovnice.

I S ng
/Tfl 1l
L @/ <

R 1" L/L
L/2 L/2

Obrdzek 4: Nosnik (analytické reseni)

-14 -



Tabulka 2: Momentové rovnice

Pole M,(x) m,(x)
I 4-qy-x% x "1 x
L Ra-x=——3
€ 0;—>
x < 4
Il R _qO-L ( _E)
xE<££> AT 6 "1 x
4’2
M L\? "1 x
L R_x_qo-L_(x_e>_m
XE<E,L> A 4 6 2

Uloha je staticky neurita, proto uréime reakce v podpofe A pomoci Mohrova integralu a rovné?

budeme uvazovat deformacni podminku v misté A.

1
oo =7, | M) o1 (331)
v, =0 (3.3.2)
Jednotlivé rovnice z tab. 2 dosadime do vztahu (3.3.1) a (3.3.2)
L L
1 7 4 qox* 2 qoLx? qol?
—__ . 2 L2 .
vA—E]Z lf()(RAx 3 L)dx+_é<RAx 2 +24 x |dx
L ]
Qo L-x* qo-L? L?
R, 2 _ _ . 3 _ 42 L . —
+fo 2 24xq0xx +4xdx‘0
L
2
Po integraci a Upravach urc¢ime reakce v podpore A
R. — 311 L
4= 1280 T0' ™ (3.3.3)
Kterou pak dosadime do momentovych rovnic z tab.2
L _ 311 4qyx3
* € <0’Z> = Mo1(0) = T5gp90lx =377 (3.3.4)
L L 311 qoL qol?
* € <Z'§> > Mor (%) = ogp dolx == x + 55 (3.3.5)
L 311 qoL qol? qox? qolx qol?
XE<E’L> > Mo3(¥) = Togp dolx == x + 5 = 2 8 (3.3.6)
Vztahy (3.3.4), (3.3.5), (3.3.6) dosadime do diferencialni rovnice priihybové cary:
M)
) EJ, (3.3.7)

Po integraci vztahu (3.3.7) dostaneme rovnici pro vypocet prihybu v kazdém ze tfech poli

-15-




311 s o X°
E]Z-vl(x)=—m-q0Lx + 1oL +Clx + C2

311 s Qo L-x® qo-L*-x*
E]Z-vz(x)=—ﬁ-q0Lx + 24 — 48 +C3-x+C4
311 qolx®  qol?x? qox* qol?x?
EJ," = ———qoLx>® — — + + + C5x + C6
J2 V3t = g0 Dl — T 48 24 16 x

Konstanty C1, C2, C3, C4, C5, C6 urc¢ime z nasledujicich okrajovych podminek

Dx=0= 1,(0)=0 = €2=0

Dx=L= vj(l)=0 =>CS=—m-q0-L3
Nx=L> v (L)=0 =>66=T80-q0-L4
4)x=£:> vg(5)=v§(£>:cs=£-qo-ﬁ

2 2 2 7680
5)x=£:> v2(£)=v3(£) = C4=—i-q0-L4

2 2 2 3840

L

6 , (L) , (L) c1 103 3
= — —_ = —_ = e .
)x=73=nlz) =iz 7680 1°

(3.3.8)

(3.3.9)

(3.3.10)

Po dosazeni konstant do vztaht (3.3.8), (3.3.9), (3.3.10) dostaneme rovnici prihybu v kazdém ze

trech poli

Vre = Ei]z <_ 7361810 qoLx3 + f;xSL + 7160830 qoL3x>

Va(x) = Ei]Z <_ 7361810 Qobx”+ qoszf - qoi;xz " 7163830 Gl = 38140 Wt! >

V3 = % ' (‘ 7361810 Golx® — qosz 4 qu‘* * %sz - 25960 Gob’x + 12380 q°L4>

Poté vykreslime zavislost prihybu v v zavislosti na souradnici x v kazdém poli, a tak dostaneme

vysledny tvar prihybové cary.
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pruhyb [mm]

"%
%
-0.002 %
-0.004
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-0.008
-0.01 F

X: 87

-0.012 Y 001313

-0.014 ! ' ' !
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

delka [mm]
Obradzek 5: Prithybovd Cdra (analytické reseni)

Stejné tak miZeme pomoci vztahl (3.3.4), (3.3.5), (3.3.6) vykreslit pridbéh momentu podél
celého nosniku.

104 X: 50
ar Y: 3.193e+04
Im.
X: 100

2r Y: 3.052e+04
~~ 0‘
e
=
Z,
T 27
[\}]
=
o
=

_4 -

6F X: 200

Y:-7.229e+04 ¢
_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

delka [mm]

Obradzek 6: Pritbéh momentu (analytické reseni)
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Pro jistotu nase reSeni jesté porovname s vysledky ziskanymi pomoci MKP programu EngiLab
Beam.

at37.0

—

dx=0.00000
dy=-0.01313

Obrdzek 7: Pruhybova ¢dra (Engilab Beam)

31927.08 30520.83

-72291.67

Obrdzek 8: Priilbéh momentu (EngiLab Beam)

Je patrné, Ze nase feSeni odpovida vysledkim z MPK programu. Hodnoty prihybu a momentu
v urcitych bodech jsou stejné (s vyjimkou automatického zaokrouhlovani v MatLabu).
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Nyni mUZeme porovnat vysledky ziskané pomoci analytického feseni a pomoci aproximace
Fourierovou rfadou.

X analyticke reseni
0 pocet clenu=1
pocet clenu=2
pocet clenu=3
= = = pocet clenu=10
-0.005
=
£
o
>
<
2
o
-0.01
_0015 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
delka [mm]
Obrdzek 9: Prihybova cdra (porovndni vysledkd)
6 X 104
X analyticke reseni
4tk pocet clenu=1
pocet clenu=6
= = = pocet clenu=10
2
£
z 1
<
o
€ -2
o
=
-4
-6
_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

delka [mm]

Obrdzek 10: Priibéh momentu (porovndni vysledk)
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Grafy ilustruji, Ze pomoci Fourierovy rady lze pomérné presné urcit, jak prahyb nosniku, tak
priabéh momentu. Kromé toho je reseni prihybu nosniku pomoci aproximace Fourierovou
fadou znacné rychlejsi nez analytické reSeni, protoZe rfadu lze docela snadno sestavit a pak staci
napocitat jenom prvni 3 ¢leny, zatimco u analytického feseni musime pocitat 6 integracnich
konstant pomoci 6 okrajovych podminek. Maximdlni odchylka mezi aproximativhim a
analytickym feSenim je v misté x = 120 mm a vychazi kolem 0,813 %, coZ je opravdu dobry
vysledek.

Pro vypocet momentu je nutno pouZzit vétsi pocet ¢lend fady, ale uz 6 ¢len( je postacujicich pro
pomérné presny vysledek a maximalni odchylka od presného reseni bude kolem 1,5 % (v misté
X =41 mm).
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4.Ukazka pouziti Fourierovy metody pro reseni
parcialni diferencialni rovnice druhého radu

4.1. Rovnice vedeni tepla s vnéjSim zdrojem tepla

Fourierovu metodu lze aplikovat i na feseni parciadlnich diferencidlnich rovnic druhého radu,
napfiklad na rovnici vedeni tepla.

Pro ukazku takové aplikace zkusime vyresit ptiklad na vedeni tepla v homogenni tyci o délce 1,
povrch tyce bude tepelné izolovan a vyména tepla s okolim bude probihat pres koncové ¢asti
tyCe. Kromé toho bude téleso jesté obklopeno vnéjsim zdrojem tepla.

Budeme tedy hledat funkci u(x,t) — teplotu uvnitt tyce v libovolném misté x a v Case t, kterd bude
odpovidat rovnici vedeni tepla (s vnéjsim zdrojem tepla).

ou 1 0%u
9t 5 a2 Xt (4.1.1)

V Case t = 0 musi funkce u(x,t) splfiiovat nasledujici pocatecni podminku

Ugx0) = X — X2 x € (0,1) (4.1.2)
a na krajich tyce bude teplota v libovolném case t nulova
Uy =0 Uy =0, t=0 (4.1.3)
Nejprve urc¢ime feSeni homogenni rovnice
ou 1 0%u
ot 5 9x?’ (4.1.4)

ktera odpovida okrajovym podminkam (4.1.3). Hledanou funkci u(x,t) 1ze zapsat ve tvaru soucinu
dvou funkci, kde kazda bude zaviset pouze na jedné proménné.

Uty = X)T() # 0 (4.1.5)
Rovnici (4.1.5) dosadime do vztahu (4.1.4) a po Upravach obdrzime vztah

X'x) _T®
X(x) T (4.1.6)

Ze vztahu je zfejmé, Ze pfi zméné t leva Cast, kterd na t nezavisi, z(stane konstantni, ale
konstantni zlstane rovnéz i prava ¢ast (protoZe se rovna levé casti). To samé plati i pro zménu
X, prava ¢ast na x nezavisi a zlstane konstantni, a pak zlistane konstantni i leva cast, ktera se
rovna pravé. MlizZeme tedy konstatovat, Ze obé ¢asti rovnice (4.1.6) nezavisi ani na tanina x a
obé ¢3sti se budou rovnat konstanté.

Jak je vidét z okrajovych podminek (4.1.3), funkce u(x,t) na krajich intervalu je nulova, to

znamena3, Ze ji mGZeme aproximovat Fourierovou fadou se sinusovym pribéhem na intervalu
[0, 1]
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Uext) = Z By (t) - sin(kmx), (4.1.7)
k=1

kde By (t) = T(t) a sin(kmx) = X(x) ze vztahu (4.1.5).

Stejnym zpUsobem aproximujeme i funkci F(x,t) = x-t, kterd popisuje hustotu vnéjsiho zdroje
tepla

Foory = ) be(®) - sin(lerx) @.138)

V tomto momenté mazeme vypocitat koeficient by (t), ktery dosadime do rovnice (4.1.8)
! 2-¢
i k
by (t) =f t-x-sin(knx)-dx = ———-(—1)
-1 k-m

Rovnici (4.1.7) zderivujeme podle ¢asu a podle souradnice x

a (0.0)
—1; - Z B,'(¢) - sin(kmx) (4.1.9)
k=1
%u
~ = Z By (t) - (km)? - sin(kmx) (4.1.10)
k=1

Rovnice (4.1.8), (4.1.9), (4.1.10) dosadime do vztahu (4.1.1)

= 1 < 2-
Z B'(¢t) - sin(kmx) = —z By (t) - (km)? - sin(kmx) — Z T (—=1)* - sin(kmx)
k=1 k=1
Po Upravach dostaneme linearni nehomogenni rovnici prvniho fadu
, (km)? . ,
By (t) + "By (t) = ko (Gl (4.1.11)

Redeni rovnice (4.1.11) se bude sklddat z homogenni a partikuldrni ¢asti a po Upravach
dostaneme vztah

(kn)2 50 (—1* 10- (-1
Sk 3.3 ¢ (4.1.12)

Bi(t)=Cy-e

Vztah (4.1.12) dosadime do rovnice (4.1.7)

- _m?, 50-(—1F 10- (1)K _
u(x,t)=z Cere S5 +—5 5~ 3. t) sin(kmx) (4.1.13)
k=1

Pak do rovnice (4.1.13) dosadime pocatecni podminku (4.1.2) a obdrzime nasledujici vztah

C _km?,  50-(=1)¥
Urx,0) = Z Ci-e 5 " +———-—|"sin(kmx) = x — x? (4.1.14)

5+ k5
k=1
Ze vztahu (4.1.14) ur¢ime koeficient Cy,
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(km? . 50-(—1)k
—%-t_*_ 5( )
5 kS

Ck'e

=2 fl( 2) (k ) dx = 2 2 2(_1)k
= . X X SIN(KTTX X = k3-7'[3 k3-1'[3

a po Upravach konecné obdrzime vztah

4 4-(-1F 50-(-D*
k3-mw3  k3-m3 kS5 -7o

Ck:

Zjistény koeficient C), dosadime do rovnice (4.1.13), ¢imz dostaneme vyslednou rovnici ve tvaru
Fourierovy rady pro urceni teplotniho profilu v télese, které je obklopeno néjakym vnéjsim
zdrojem tepla.

4 1’< 50—1’< km?_  50(—=1)% 10(—=1)*
U = Zk3[< ( ) ( ))e_TtJr -1 ( )t_ (4.0.15)

k2m5 m2k? 3

sm(knx)

Do grafu nyni vykreslime teplotni profil v télese v ¢ase t = 1 a odhadneme minimalni pocet ¢lenl
fady pro presné reseni prikladu.

pocet clenu=1
025 r pocet clenu=2

pocet clenu=4
— — — pocet clenu=10
P N
0.2 N
A\
N
\
0.15
s \
\
011 \
\
\
\
\
0.05 \
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Obrazek 11: Teplotni profil v telese s vnéjsim zdrojem tepla v ¢ase t=1 (Fourierova rada)

Z grafu je vidét, Ze pro pomérné presné feseni staci prvni 4 ¢leny rady. Je to zplsobeno ¢lenem
1/k3 v rovnici (4.1.15) a rovnéz tim, 7e v ¢ase t = 1 bude mit nejvétsi vliv na vysledek pouze
funkce F(x,t).

Rovnéz je patrné, Ze vysledek pro 4 ¢leny fady se ponékud lisi od vysledku pro vétsi pocet clen(
fady, ale zména, kterou zpUsobi 5. ¢len fady, uz bude zanedbatelné mala.

4.2, Rovnice vedeni tepla bez vnéjsiho zdroje tepla

NiZe zkusime vypocitat stejny ptiklad, ale bez vnéjsiho zdroje tepla.
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ou 1 0%u

9t 5 9x2 (4.2.1)
Okrajové podminky jsou stejné jako v minulém pftikladu, (4.1.2) a (4.1.3). Rovnéz funkce u(x,t)
na krajich intervalu je nulova, to znamena, Ze ji mGzeme taky aproximovat Fourierovou rfadou se
sinusovym pribéhem na intervalu [0, 1]

ey = ) be(t) - sin(lmx) 4.22)
k=1

kde by (t) = T(t) a sin(kmx) = X(x) ze vztahu (4.1.5).

Rovnici (4.2.2) zderivujeme podle ¢asu a podle souradnice x

a [ee]
6_1: - Z by'(t) - sin(kmx) (4.2.3)
k=1
%u ’
= Z —by(t) - (km)? - sin(kmx) (4.2.4)
k=1

Rovnice (4.2.3), (4.2.4) dosadime do vztahu (4.2.1)

(o) 1 [ee]
Z b'(6) - sin(knx) = — % Z _by(t) - (kem)? - sin(kmx)
k=1 k=1
Po upravach dostaneme linearni homogenni rovnice prvniho fadu

1
bi(®) + - (km)? - by(®) = 0

(4.2.5)
Redeni rovnice (4.2.5) je definovano vztahem
_(kem?
bp(t) =Cr-e 5 7,
ktery pak dosadime do rovnice (4.2.2)
C em?,
Ulx,t) = Z Cp-e 5 -sin(kmx) (4.2.6)

k=1

Rovnici (4.2.6) pak dosadime do okrajové podminky (4.1.2) a obdrzime vztah

Ux,0) = Z Ck . Sin(knx) =x— xz,
k=1

ze kterého ur¢ime koeficient Cj,

k3 -3 k3 -3

! . (—1)\k
Ck:z'j;)(X—XZ)'Sin(kﬂX)'dx=2.< 2 2 ( 1))

Tento koeficient dosadime do rovnice (4.2.6) a dostaneme vyslednou rovnici ve tvaru Fourierovy
fady

3 3

o1 (4 4-(-DF\ _&m*,
Un = ) 5 (o5 ) e 5 e sinGem) 4.27)
k=1
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Do grafu nyni opét vykreslime teplotni profil v télese v ¢ase t = 1 a urc¢ime minimalni pocet ¢lend
rady pro feseni prikladu.

0.04

pocet clenu=1
0.035 ~ ~ — — — pocet clenu=10

0.03 f / \
0.025 F / \

~ 002} \
0.015 | \
0.01F

0.005

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 \l
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X

Obradzek 12: Teplotni profil v télese bez vnéjsiho zdroje tepla v ¢ase t=1 (Fourierova fada)

Nyni je zfejmé, Ze pro takovy priklad ndam staci hned prvni ¢len rady. Z rovnice (4.2.7) vypadnou

(km)?

viechny sudé &leny fady. Taky v diisledku toho, Ze rovnice (4.2.7) obsahuje &leny 1/k3ae™ s °,
treti ¢len fady vyjde zanedbateln& maly (Fadové 10710). Taky v tomto piipadé neni zadna funkce
od vnéjsiho zdroje tepla jako v minulém pfikladu, kvuli niz by bylo nutno pouZzit vétsi pocet clen(
fady. VSechno bude platit pouze pro ¢as t = 1 a pro pocatecni podminku (4.1.2). A napfiklad pro
¢as t = 0 bychom pro pomérné presné rfeseni méli vzit minimalné 3 ¢leny rady.

4.3. Numerické reseni — metoda siti
Nyni zkusime oba pfiklady vypocitat numericky pomoci metody siti.

Nahradime derivaci funkce u(x,t) podle ¢asu tzv. dopfednou diferenci

ou ufkﬂ) — ul(k)

T — (4.3.1)

Druhou derivaci funkce u(x,t) podle soutfadnice x nahradime tzv. centralni diferenci

(k) (k) (k)
0%u Cugn —2hw g

Vztahy (4.3.1) a (4.3.2) dosadime do rovnic (4.1.1) (4.2.1), obdrzime vztah pro ptiblizné feseni
rovnice vedeni tepla s vnéjSim zdrojem tepla

u

_ 1 Uy “1, 00
: . =z : % —+ f; (4.3.3)

u*H _ ufk) 1 u® 2. ufk) +ul

a bez vnéjsiho zdroje tepla
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(k+1) ®) ®) L, (B (%)
U Ty Uy T2y tu

1
=z 2 (4.3.4)

T

Upravime rovnice (4.3.3), (4.3.4) a ziskdme vztahy pro urceni hodnoty priblizného feseni v
(k+1) - ni ¢asové vrstvé pro oba ptipady [5]

(k+1) _ x) (k) x) (%)
; =1-2'0)utou,tou+1f;
ugkﬂ) =(1-2-0)- ugk) +o0- ul(f)l +o- uf’_()l
kde
_ 1 7
TS w2 (4.3.5)
Prostorovy krok definujeme jako
h_b—a_l—O_OOS
- on 20 7

kde a — zacatek intervalu, b — konec intervalu, n — pfirozené cislo

Pak zvolime casovy krok 7 = 0,0033 a ze vztahu (4.3.5) pak vychazi o = 0,27 a je splnéna
podminka stability 0 <0,5.

Nejprve vykreslime zménu teplotniho profilu v télese, které je obklopeno vnéjsim zdrojem tepla
v aset € (0,1).

0.25

0.2

0.15

01

0.05

0 1 1 1 1 1 | 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Obrdzek 13: teplotni profil v Case te<0, 1> (metoda siti)

Je zfejmé, Ze ze zacCatku bude teplota klesat (modré krivky) a pak v dlsledku plsobeni vnéjsiho
zdroje tepla postupné poroste (Cervené krivky). U prikladu bez vnéjsiho zdroje tepla by se teplota
po urcité dobé ustalila na nule.
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Nyni vykreslime teplotni profil v télese pro oba pfipady v caset=1

025 T T T T I I I I I

0.2

0.15

01

0.05

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

X

Obrdzek 14: Teplotni profil v télese s vnejsim zdrojem tepla v case t=1 (metoda siti)

004 T T T T T T T T T

0.035

0.03 [

0.025

+— 0.02Fr

0.015

0.01

0.005
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X

Obrdzek 15: Teplotni profil v télese bez vnéjsiho zdroje tepla v ¢ase t=1 (metoda siti)
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A uz miZeme porovnat numerické fesSeni s feSenim pomoci Fourierovy rady.

025

02

0.05

0 1

numericke reseni
pocet clenu=1
pocet clenu=2
pocet clenu=4

— — — pocet clenu=10

0 0.1

0.7

0.8 0.9 1

Obrazek 16: Teplotni profil v télese s vnéjsim zdrojem tepla v ¢ase t=1 (porovndni vysledkd)
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numericke reseni
pocet clenu=1
— — — pocet clenu=10

0 0.1

0.7 0.8 0.9 1

Obradzek 17: Teplotni profil v télese bez vnéjsiho zdroje tepla v ¢ase t=1 (porovndni vysledk)



Z grafli vyplyva, Ze feSeni pomoci Fourierovy fady odpovida numerickému feseni pomoci metody
siti.

Je jasné, Ze vysledek muizZeme dostat s rliznou presnosti jak pro Fourierovu fadu, kde bude
zaviset na poctu c¢len( rady, tak i pro metodu siti, kde presnost vysledku zaleZi na volbé
prostorového a ¢asového kroku.

Ve dvou spocitanych prikladech se podatilo docela dobfe aplikovat Fourierovu metodu
a vypocet byl pomérné rychly a jednoduchy, napftiklad v pfipadé bez vnéjsiho zdroje tepla nam
staCil hned prvni ¢len Fady a u pfipadu s vnéjsim zdrojem prvni 4 ¢leny.

Zaroven nesmime opomenout, Ze feSeni rovnice vedeni tepla pomoci Fourierovy metody a volba
poctu ¢lend rady budou zaviset rovnéz na pocatecnich podminkach a na case t.
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5.Diskrétni Fourierova transformace

5.1. Zakladni vztahy a vlastnosti

Diskrétni Fourierova transformace (DFT), znama Sirsi vefejnosti spiSe jako rychld Fourierova
transformace, je jedna z vypocetnich metod, ktera zaznamenala od doby svého vzniku v letech
1965-1967 bouflivy rozvoj. [2]

Diskrétni Fourierova transformace jako prosttedek pro vypocet Fourierovy transformace vznikla
v podstaté z potieb technik(, fyziki a predevsim elektronikl, a zejména diky elektronice se
vyvijela dal. V dnesni dobé predstavuje diskrétni Fourierova transformace jednu z modernich
metod diskrétniho zpracovani signald. [2]

Diskrétni Fourierova transformace muiZe byt popsand jako transformace konecnych
posloupnosti komplexnich nebo realnych cisel. Vysledkem této transformace je pak zase
konecna posloupnost obecné komplexnich Cisel. Diskrétni Fourierova transformace zobrazuje
konecnou posloupnost cisel opét na konecnou posloupnost Cisel. V ndsledujicich vypoctech
budeme pod nazvem diskrétni Fourierova transformace rozumét jak pfimou diskrétni
Fourierovu transformaci, tak i zpétnou (inverzni) diskrétni Fourierovu transformaci, ktera
zobrazuje vysledek pfimé transformace opét na plvodni posloupnost. [2]

DFT jako transformace v obou smérech byla prvné zavedena v roce 1967. Ale vztahy, které
definuji pfimou transformaci, byly pouZivany jiz dlouhou dobu pro pfiblizny vypocet koeficient(
Fourierovych fad a v redlném zdapisu byvaji nazyvany Besselovymi vztahy. Hlavni rozvoj diskrétni
Fourierovy transformace nastal aZ po roce 1965, kdy J. W. Cooley a J. W. Tukey popsali velmi
rychly algoritmus jejiho vypoctu zndmy jako ,,rychld Fourierova transformace” (FFT — Fast Fourier
Transform). [2]

Definice pfimé diskrétni Fourierovy transformace

Je-lix;,j=0, 1,2, .., N-1, posloupnost N konecnych komplexnich Cisel, pak jeji pfima diskrétni
Fourierova transformace je dana posloupnosti hodnot X;, kde dle [2]

N-1
¥ —er_ijkl\fn k=01,..,N-1, c11
' j=0 J ’ i=v-1. 5.1.1)

Definice zpétné diskrétni Fourierovy transformace

Je-liXy, k=0, 1,2, ..., N-1, posloupnost N konec¢nych komplexnich &isel, pak jeji zpétna diskrétni
Fourierova transformace je posloupnost N ¢isel vyjadrend vztahem dle [2]

N-1
4, j=01,.,N-1,
Xj = — k€ , .
Nk=0

(5.1.2)

Souvislost diskrétni Fourierovy transformace s Fourierovou fadou

Predpokladame, Ze mame funkci f(t), ktera je po &astech spoijita na intervalu t € (0, b). Tuto
funkci mizZeme rozsifit na periodickou funkci s periodou b, takze podle vztahu (2.3.1) mlzeme
napsat

fo=Y cels

k=—oc0
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. , - . Sy b .
Nyni se zkusime zaméfit na funkci f(t) v diskrétnim Case t; = j = 0, ..., N a dostaneme vztah

= 21k j
[=1)= ). Ge' (5.1.3)

k=—o0

Mame N+1 vstupnich hodnot f;, a proto potfebujeme najit N+1 koeficientl Cy, takZe vztah
(5.1.3) mGzeme prepsat jako

N
2

2kj 5.1.4
fj: Z CkelN ) jZO,...,N ( )
k

N[=

2mk

2mk N N .
Kde e'v, k= —Sy reprezentuje N bod(

Im
na jednotkové kruznici v komplexni roviné.
k=1 o
P¥i poufiti jiného &islovani —e''~n, k =0,...,N,
k=N/2=-N/2 k=0=N vztah (5.1.4) mGzZeme upravit na
Re
N
l.anj .
k=-1 f; = Z Cee" W,  j=0,..,N. (5.15)
k=0

Obrdzek 18: Jednotkovad kruznice

210 . 21N . .21k
V dlsledku toho, 7e e ¥/ = e~ 7, méme pouze N nezavislych funkci e ¥, a proto vztah

(5.1.5) jesté upravime na

N-1

2k
f; = Z Cee' N, j=0,.,N—1. (5.1.6)
k=0

Rovnice (5.1.6) mlze byt zapsana ve vektorovém tvaru

fo Wy Wy Wo
W, W, Win—1).
{1 =Co| |+t C1 e+ Cen (N: i
fN—1 WO Wk'(N—l) W(N—1)-(N—1)
.21k

kde W, = e" '~ . Vektor vstupnich hodnot (f; a# fy_1) oznacime jako F.

Vektory Wy, Wy, ..., W(n-1) budou tvofit bazi N-rozmérného prostoru, a proto vektor F mize
byt zapsan jako linearni kombinace vektorG Wy, Wy, ..., Wy _1)

F = C()WO + C1W1 + -+ CN—IWN—l
A tento vztah mlzeme psat jako
F=V-(C,

kde V je matice (N x N) a C je vektor koeficientl Cj, (N x 1).
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Nyni uz tedy mdzZeme spocitat vektor neznamych koeficientl Cj
C=V1l-F

A lze Fict, Ze vektor C je diskrétni Fourierovou transformaci plivodniho vektoru F.

5.2. Aplikace diskrétni Fourierovy transformace pro filtrace
signalu.

Nyni bude predstavena takzvana dolni propust (LPF — Low-Pass Filter), cozZ je linearni filtr, ktery
nepropousti signal vyssich frekvenci.

Signal, ktery uméle vytvorime v programu MatLab, bude definovan jako
x(t) = 2sin(2m10t) + sin(2720t),
a k tomu bude jesté pridan nahodny vysokofrekvencéni Sum, ktery se vytvofi pomoci specialni

funkce ,,randn” a zaroven bude mit podstatné vyssi amplitudu nez Cisty signal.

Cisty signal

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
cas (s)
Sum

_10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

cas (s)

Obrdzek 19:Cisty signdl a vysokofrekvenéni sum

Takze pak bude mit signal nasledujici tvar:
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_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

cas (s)
Obrdzek 20:"Znecistény" signdl

Jak je vidét z obrazku, pldvodni signal je pomérné silné ,znecistén” Sumem a je docela obtizné
identifikovat frekvence a amplitudu pavodniho signalu.

Pro zjisténi amplitudy a frekvenci plvodniho signalu provedeme primou diskrétni Fourierovu
transformaci (nebo rychlou Fourierovu transformaci v MatLabu) a vykreslime amplitudové

v u v

spektrum signalu, ktery je ,,znecistén” Sumem.

18 4

16 b

IY(®)l

O 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600

Frekvence (Hz)
Obrdzek 21: Amplitudové spektrum (signdl + Sum)

Z obrézku je zifejmé, Ze existuji 2 vrcholy, které maji amplitudu pfiblizné 2 a 1 a frekvenci témér

10 Hz a 20 Hz. Hlavnim ddvodem, pro¢ nejsou amplitudy na hodnotach 2 a 1, je Sum, pficemz

pro kazdé spusténi kodu v MatLabu budou mit tyto hodnoty rzné priblizeni k hodnotam 2 a 1.
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Pro vytvoreni CistsSiho amplitudového spektra nyni vynulujeme vSechny frekvence, které jsou
vysSi nez 25 Hz.

1.8 .

0.8 .
0.6 4

04 r .

o.z M | | | | | 1

0 100 200 300 400 500 600
Frekvence (Hz)

Obrdzek 22: Upravené amplitudové spektrum

Ziskali jsme odfiltrované amplitudové spektrum signdlu bez vysokych frekvenci. Pak mizeme
pomoci zpétné diskrétni Fourierovy transformace vykreslit signdl po filtraci a porovnat ho
s plvodnim signalem.

cisty signal
odfiltrovany signal

1
0 -
-1F
2+
| !
s | u
_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
cas (s)

Obrdzek 23: Porovndni Cistého a odfiltrovaného signadlu

Odfiltrovany signal nyni porovname s plvodnim signalem, ktery byl znecistén Sumem.
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_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
cas (s)

Obrdzek 24:Porovndni odfiltrovaného a "znecisteného" signdlu

Jak je patrné z obrazku, pomoci diskrétni Fourierovy transformace se podafilo relativné Uspésné
odfiltrovat signal i pfi pomérné velkém Sumu. Signal vypada znacné distsSi, byly odstranény
vsechny vysoké frekvence, ackoliv odfiltrovany signal se ponékud lisi od plvodniho Cistého
signalu, podafilo se zamplitudového spektra vcelku presné odecist amplitudy a vlastni frekvenci
Cistého signdlu. Hlavni divod, proc se odfiltrovany signal lisi od plivodniho, je vyrazny sum, ktery
ma podstatné vétsi amplitudu nez ,Cisty signal”.

Zkusme nyni demonstrovat, jaky bude vysledek, kdyZ bude vygenerovan Sum s mensi
amplitudou.

Cisty signal

-2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
cas (s)

Obrdzek 25: Cisty signdl a vysokofrekvenéni sum (s mensi amplitudou)
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Sum ma nyni mendi amplitudu ne? pévodni ,cisty” signal. Stejnym zplisobem odstranime
vSechny frekvenci vétsi nez 25 Hz a vykreslime odfiltrovany signal.

cisty signal
3r odfiltrovany signal

1 O

_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

cas (s)
Obrazek 26: Porovnani Cistého a odfiltrovaného signdlu (pro sum s mensi amplitudou)
Zde uz je vidét, ze odfiltrovany signal vypada témér stejné jako plvodni.

Diskrétni Fourierovu transformaci lze tedy velmi dobre aplikovat na filtrace signald, které jsou
»Znecistény” Sumem s mensi amplitudou nez amplituda signald, ale i pti velkém Sumu lze docela
presné urcit amplitudy a vlastni frekvenci signall. Kromé toho Ize tuto metodu aplikovat i na
dalsi ucely spojené s harmonickou analyzou.
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6. Zaver

Prace se zabyva praktickym vyuzitim Fourierovych fad a diskrétni Fourierovy transformace
v rliznych technickych dlohach. Byly zde popsany zakladni vztahy a vlastnosti Fourierovych fad a
diskrétni Fourierovy transformace a poté na tfech pfikladech demonstrovano jejich praktické
pouziti.

Prvni pfiklad jasné ukazuje, Ze obycejnou diferencidlni rovnici s nespojitou pravou stranou
(v nasem pripadé rovnice prihybové ¢ary) Ize snadno aproximovat Fourierovou radou. Ziskané
vysledky se témér nelisily od analytického feseni a od feSeni v MKP programu EngiLab Beam. Jak
se ukazalo, velikost ¢lend rfady bude pomérné rychle klesat a pro pomérné presné urceni
prahybu nam stacily prvni 3 ¢leny fady a pro urceni priilbéhu momentu prvnich 6 ¢len( fady.

V dalsim ptikladu bylo predstaveno vyuZiti Fourierovy metody pro feSeni rovnice vedeni tepla
s vnéjsim a bez vnéjsiho zdroje tepla a nasledné porovnani vysledkd s feSenim pomoci metody
siti. V tomto pripadé minimalni pocet ¢len( fady pro pfesné feseni jesté zavisi na pocatecnich
podminkach a rovnéz na case. Napfiklad pro nase pocatecni podminky a pro ¢as t = 1 ndm
u prikladu bez vnéjsiho zdroje tepla pro zobrazeni velmi pfesného reseni stacil hned prvni ¢len
rady. U prikladu s vnéjsim zdrojem tepla bylo nutno vzit uz minimalné 4 ¢leny rady, protoze velky
vliv méla funkce F(x,t), kterd popisovala hustotu vnéjsiho zdroje tepla.

Posledni ptiklad demonstroval aplikaci diskrétni Fourierovy transformace pro filtraci signalu.
Pomoci ptimé diskrétni Fourierovy transformace bylo vykresleno amplitudové spektrum signalu,
ze kterého se podafilo identifikovat amplitudy a vlastni frekvenci pivodniho signalu a odstranit
viechny vysoké frekvence. Pomoci zpétné transformace pak byl vykreslen odfiltrovany signal.
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