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Anotace

Metody aditivni vyroby nam umoZnuji vyrobu trabekuldrnich struktur.
V soucasnosti se vypocty deformaci téchto struktur resi analyticky nebo pomoci MKP.
Analytické metody jsou omezeny na opakujici se tvar zakladni buriky, zatimco MKP vypocty
umoznuji i feSeni nepravidelnych struktur. MKP vypocty jsou vypoctové narocné, proto se
v této prdaci zabyvdme tvorbou metody zaloZzené na pfimé metodé tuhosti, kterd muze
poskytnout rychly odhad. Ovéfili jsme pouZiti této metody pro vypocet deformaci
trabekularnich struktur. Pro pravidelnou trojuhelnikovou sit jsme ukazali, Ze chyba
v odhadu modulu pruZnosti sité je fadové do 20% v porovnani s analytickym modelem.

Nami navrZend metoda je taky vhodnad pro vypocet nepravidelné trojuhelnikové sité.

Klicova slova

PFfima metoda tuhosti, 3D tisk ve zdravotnictvi, porézni struktury, 2D vostiny a jejich

deformace

Abstract

Methods of additive manufacturing enable production of trabecular structures.
Currently, calculations of deformations of these structures are solved analytically or using
FEM. Analytical methods are limited to patterns composed of repeating basic cells, while
FEM calculations can be used for irregular structures. The FEM calculations are demanding
on computation resources, thus this work deals with creation of a method based on the
direct stiffness method that can provide fast approximation of the result. We have verified
usage of this method for calculation of deformation of trabecular structures. For regular
triangular network we have showed that an inaccuracy in modulus of elasticity is roughly
within 20% compared to the analytical model. The method we propose is also suitable for

calculation of irregular triangular mesh.

Keywords

Direct stiffness method, 3D print for medical purposes, porous structures, 2D

honeycombs and their deformations
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Globalni vektor uzlovych sil prutu e

Lokalni vektor uzlovych sil prutu e
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Modul pruznosti ve smyku (vztazen k objemu)
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t [m] Sitka prutu
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T® [1] Transformaéni matice pole posunuti prutu e
(TEeHT (1] Transformacni matice uzlovych sil prutu e
TT [1] Transformaéni matice uzlovych sil
u [m] Globalni vektor uzlovych posuvi celé soustavy
u [m] Lokalni vektor uzlovych posuvl celé soustavy
U [J] Deformacni energie
u® [m] Globdlni vektor uzlovych posuvi prutu e
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1 Uvod

V dnesni dobé, kdy se mladi lidé zaméruji predevsim na zazitky, cestovani nebo
kariéru zbyva jen malo €asu pro zaloZeni rodiny. Pficemz pocCet déti v rodinach stale klesa
v porovnani s minulosti. Proto ndm populace starne a je potieba stéle vice implantat,
které seniorim prodlouzi aktivni zplsob Zivota. Technologie prochazi neustalym vyvojem.
V mediciné je velice dlleZité rychlé zhotoveni implantat(l. Proto v tomto odvétvi nastoupil
3D tisk jako revoluc¢ni technologie ve tvorbé zdravotnickych implantatd a pomUcek. Diky
nému mulzZeme vyrabét individualizované implantaty slozitych geometrickych tvartd na
V posledni dobé se objevuje trend vytvaret implantaty s trabekuldrni strukturou, kterd by
nahradila redlnou strukturu kostni spongidzy. Pricemz veskeré trabekuldrni struktury
v lidském téle jsou nepravidelné. V soucasné dobé se ¢asto dava prednost vytvareni
pravidelnych struktur z dlivodu snadnéjsiho vypoctu. Vytvofit trabekularni nepravidelnou
strukturu pomoci 3D tisku neni ndrocné. Ovsem vytvofit ji tak, aby byla idealni, je jiz
komplikované, protoze nam chybi simulaéni nastroje, které by optimalizovaly jeji
strukturu, a proto jsme v této oblasti odkazani na experimentalni data. Proto vznikla

poptdvka po optimalizaci a vypocetnich metoddach nepravidelnych poréznich struktur.

Na zacatku této prdce je predstaven prehled metod 3D tisku vyuzivanych ve
zdravotnictvi. Dale se tato prace zabyva vypocetnimi metodami deformaci poréznich
struktur v roviné (siti). Cilem prace je navrhnout metodu vypoctu pro pravidelné i
nepravidelné sité. V zavéru se prace zabyva optimalizaci nepravidelné sité s vyuzitim

prfimé metody tuhosti (DSM).
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2 Prehled metod 3D tisku pouzivanych ve zdravotnictvi

3D tisk patfi mezi aditivni metody vyroby. Pro vyrobu poréznich struktur je 3D tisk
casto volenou metodou. Zhotoveni vyrobku touto metodou mizeme rozdélit do
jednotlivych kroku, které si popiseme nasledovné. Prvnim krokem je zhotoveni CAD
modelu, ktery je vstupem. Tento model je softwarem tiskarny roz¢lenén na tenké vrstvy,

které jsou postupné ,tisknuty”, viz obr. 1. [1, 2]

PFi tvorbé geometricky slozitych model( je 3D tisk rychlej$i metodou vyroby nez
konvencni obrabéni. Diky tomu nasel 3D tisk uplatnéni ve zdravotnictvi, pfi tvorbé
individualizovanych implantatd. 3D tisk se hojné pouziva také v leteckém,
elektrotechnickém a automobilovém primyslu, pro vyrobu prototyp, ale i findlnich
soucasti. V nasledujicim textu si ukdzeme metody 3D tisku pouZivané pfi vyrobé

implantatd. [1, 2]

Design,
Modelling &
Simulation

Materials
Development

3D CAD Model .STL File Sliced Layers & Tool Path 3D Printer 3D Object

Obrazek 1 Jednotlivé kroky zhotoveni modelu 3D tiskem [2]

2.1 Fused Deposition Modeling (FDM)

Tato metoda je jednou z nejrozsitenéjsich metod 3D tisku. VIakno je odvijeno
z civky a davkovano do davkovaci hlavy, kde se vldkno tavi a jiZz natavené je protlaceno
protla¢ovaci tryskou pomoci vytlacovacich kol. Po vytlaceni z trysky je natavené nanaseno
ve vrstvach na podlozku, kde po naneseni okamzité chladne, viz obr. 2. Kromé civky se
stavebnim materidlem m{ze tiskarna zaloZzena na metodé FDM mit i civku s materidlem
pro stavbu podpor. Stavba podpor neni vidy nutnosti. ZaleZzi na geometrii dilu. Podpory
mohou byt i ze stejného materialu, tudiZ neni tfeba sekundarni civka pro stavbu podpor.

Zalezi na vstupnich pozadavcich. Po dokonceni tisku se od modelu oddéli podpory. Tyto

12



podpory se oddéluji mechanicky nebo chemicky. Materidl vlaken je termoplasticky.

Nejcastéji se pouziva ABS, polykarbonat, elastomer, polyamid nebo PPSF. [2, 1]

davk ihl
avkovaci hlava__

vytlacovaci
kola

tavidlo

protlacovaci

tryska —

vyrabény model
podlozka
podpory
zakladova~y

deska

civka s materialem —
podpor &

civka se ~
stavebnim

materialem

Obrazek 2 Princip metody FDM [1]

2.2 Selective Laser Sintering (SLS)

Selective Laser Sintering - SLS je technologii 3D tisku, kterd umoznuje zhotoveni

vyrobk( naro¢nych geometrickych tvard bez nutnosti obrabéni. [1, 2, 3]

Stejné jako pro jiné metody 3D tisku je potfeba mit CAD model. Ten je v pribéhu
vyroby rozdélen na jednotlivé vrstvy, které jsou postupné tistény ndsledujicim zptisobem.
Na dno pracovni komory je nanesena rovnomérna vrstva jemného prasku. Tato vrstva
prasku je specena laserem jen v mistech, které odpovidaji tvaru poZzadovaného vyrobku
v dané vrstvé. Poté se proces opakuje — je nanesena dalsi vrstva prasku a opét laser spece
odpovidajici mista této vrstvy. NespeCena mista ve vrstvach prasku slouzi jako podpora.
Poté co speceme posledni vrstvu, navrstvime navrch jesté par vrstev prasku, aby
dochdzelo k rovhomérnému chladnuti vyrobku. Po vychladnuti miZeme hotovy vyrobek
vyjmout a oklepat od nespeceného kovového prasku. Tento nespeceny prasek, ktery zbyl

v nadobé, pouzijeme pro dalsi tisténi. [1, 2, 3]

13



Tato metoda pouziva jako stavebni materidl ve formé jemného prasku polyamidy,
nerezovou ocel, bronz, slitiny CoCrMo, titanové slitiny, slévarensky pisek nebo keramiku.
Dle materialu, ze kterého je spékany prasek mizeme tuto technologii rozdélit do téchto

kategorii [1]:

e Laser Sintering - Plastic
e Laser Sintering - Metal
e Laser Sintering - Foundry Sand

e Laser Sintering - Ceramic

Kazda ztéchto kategorii vyZaduje svuj vlastni pfistroj na zhotovovani modell

(tisknuti), protoZe vytvrzeni modell z rliznych materidlt vyZaduje rizné podminky. [1, 2, 3]

fizené zrcatko Optlfky
systém laser
rameno s
britem

laserovy paprsek

\

i ﬂ @
- J pist zésobnikové
komory

pist stavebni
pist prepadové L komory
komory

Obrazek 3 Princip metody SLS [4]

2.3 Electron Beam Melting (EBM)

Tato metoda pracuje analogicky jako metoda tisku Metal Laser Sintering
s rozdilem, Ze misto natavovani prasku laserem natavuje kovovy prasek elektronovym

paprskem. Vyzarované elektrony o vysoké kinetické energii narazeji do kovového prasku.
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Pti narazu se kineticka energie preméni na tepelnou, coz zplisobuje taveni kovového
prasku. Dily jsou tisknuty v tlakové komofre s vakuem pfi vysokych teplotach. Tim se
eliminuje vnitini pnuti a diky vakuu nedochazi k okysliCcovani materialu, ztraté energie a

vychylovani elektronového paprsku. [1, 2]

Touto metodou mlzZeme zpracovavat nastrojové oceli, legované oceli, titan a jeho

slitiny, hlinik a jeho slitiny nebo slitiny kobalt-chromu. [1, 2]

Kvalita zhotovenych vyrobk( touto metodou dosahuje stejnych hodnot jako
vyrobky zhotovené konvenénimi metodami. Oproti laserové technologii dosahujeme

touto metodou kratsich vyrobnich casa. [1, 2]

Elektronovy sloupec —_—

Vychylovaci ¢ocka

Elektronovy paprsek
> _/ Zaostrovaci Cocka

Zasobnik kovového prasku

Vyrabény model

Podptrnd struktura Stavéci komora

Zakladni deska

Obrdazek 4 Princip metody EBM [5]

2.4 ProMetal 3D Printing

Tato technologie stejné jako predchozi metody pracuje na principu vyroby modelu
po vrstvach. Jedna se o inkoustovy 3D tisk, ktery pouZziva principu ink-jet pocitacovyvch

tiskaren a tiskovych hlav s vysokym rozlisenim. [1, 2, 6, 7]

Tiskova hlava nanasi tekuté pojivo na jednotlivé vrstvy ultrajemnych kovovych,

keramickych, cermentovych nebo kompozitnich praskd. Tim je prasek slepen. Slepené

15



vrstvy prasku vytvari pozadovany model dle CAD dat. Ten je pak dale tepelné zpracovan.
PFi tepelném zpracovani dochazi k vyhofeni pojiva a slinuti kovového prasku na porézni

strukturu, kterd je zpevnéna pronikanim kovu. [1, 2, 6, 7]

Zhotoveny vyrobek dosahuje vysoké pevnosti a témér stoprocentni teoretické

hustoty. [1, 2, 6, 7]

Obrazek 5 Princip metody ProMetal [7]

2.5 Titanova slitina Ti6AI4V

Tato slitina je také oznacovana jako Titan Grade 5 a je hojné vyuZivanym
materidlem pro 3D tisk. Je nejrozSifenéjsi titanovou slitinou. Tvofi pfiblizné 70 % vSech
titanovych slitin. Pouziva se predevsim v letectvi, kosmickém primyslu, lodafstvi a

v mediciné. Procentudlni zastoupeni prvkd v této slitiné mizeme nalézt v tabulce 1. [8]

Ti 88-91%

Al | 550-6,76 %

V | 3,50-4,50%

Fe max. 0,40 %
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max. 0,20 %

max. 0,08 %

max. 0,05 %

0
C
N
H

max. 0,015 %

Tabulka 1 Procentualni zastoupeni prvkd titanové slitiny Ti6Al4V [8, 9]

V tabulce 2 jsou uvedené nékteré fyzikdIni vlastnosti titanové slitiny Ti6Al4V,

pficemz prvni dvé byly nezbytné pro analytické a numerické vypocty.

Mez pevnosti

1000 MPa

Younguv modul pruznosti

114 GPa

Hustota 4,43 kg/dm3
Poissonovo cislo 0,30-0,33
Teplota tani 1650 °C

Tabulka 2 Vybrané fyzikdIni vlastnosti titanové slitiny Ti6Al4V [8, 10]

Vsechny vypocty, které budou provedeny v nasledujicich kapitolach, budou

modelovany pro tuto slitinu. Tato slitina byla vybrana pro svou rozsitenost v implantologii

a pro svou vysokou biokompatibilitu a korozivzdornost. [9]

17




3 Trabekularni struktury

Trabekularni struktury jsou v pfirodé velice rozsifené. A to jak pravidelného, tak
nepravidelného usporadani. Nachazeji se napftiklad v listech a stoncich rostlin, nebo také
v kostech, rozich a ostnech Zivocichl. Nas zajimaji predevsim trabekularni struktury
lidskych kosti. Hustota kostni tkané s pfibyvajicim vékem klesa, viz obr. 6, kde je
znazornéna kostni tkan bederniho obratle u Zeny s normalni kostni tkani vlevo (stati Zeny
55 let) a vpravo kostni tkan bederniho obratle Zeny trpici osteopordzou vyvolanou
vysokym vékem (stdfi Zeny 86 let). Proto u seniorl vznikla potfeba po implantatech
nahrazujicich postiZzenou tkan. Tato potfeba se nemusi tykat jen seniord, ale napfiklad i
sportovcl, ktefi prilis zatézuji své tkané, ¢imz mlze dochazet k jejich dfivéjSimu
poskozeni. Nebo jedincl s rozlicnymi poruchami at uz vrozenymi nebo v disledku zranéni,

nehledé na vék. [11]

Obrazek 6 Rez bedernim obratlem, vlevo Zena stara 55 let s normalni kosti, vpravo Zena

stara 86 let trpici osteopordzou [11]

Implantaty se v dnesni dobé snazi co nejvice napodobit pivodni tkan. Nejdrive se
zacalo s odlehcovanim materidlu pomoci pravidelné trabekularni struktury. Implantaty
s porézni strukturou maji vyhodu nejen v odlehéeni materialu, ale také se |épe zaclenuji
do lidského téla. Lidska tkan muize porézni strukturou pror(stat a |épe ji upevnit v téle.
Postupem ¢asu se zacaly vyrabét i implantaty s nepravidelnou trabekuldrni strukturou.
Proto vznikla poptavka po vypocetnich metodach takovychto nepravidelnych struktur.

Metody vypoctu poréznich struktur budou predstaveny v nasledujicich kapitolach.
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Obrazek 7 Ukazka paterniho implantatu s pravidelnou trabekularni strukturou vytvorenou

3D tiskem [12]
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4 Metody vypoctu deformaci poréznich 2D struktur

Porézni 2D struktury midzeme pocitat bud analyticky, nebo numericky. Analytické
metody vypoctu mlizeme rozdélit na energetické a silové. Tyto metody si blize ukazeme

dale.

Numericky se daji porézni struktury fesit pomoci softwarl zaloZzenych na metodé
konecnych prvkl (MKP). Kdy je model rozdélen na kone¢né mnozstvi prvki
s jednoduchou geometrii, na kterych je jiz moZné spocitat poZzadované veliciny. Vysledky
vypoctu jednoho prvku ovlivni vstupni hodnoty sousednich prvk(. Tak je postupné

propocitan cely model. [13]

Vymodelovat pravidelné struktury je v téchto softwarech jednoduché. Oviem
modelovat nepravidelnou trabekularni strukturu by bylo ¢asové naro¢né. Metoda

konecnych prvkili zobrazuje jen stav vymodelované struktury bez ndvrhu optimalizace.

Oproti tomu pfima metoda tuhosti, se kterou se daji rychle pocitat deformace
pravidelnych i nepravidelnych struktur je vhodnd pro navrhy optimalizace. Jednd se o
numerickou metodu vypoctu prutovych konstrukci, kterd je zaloZzena na predpokladu, zZe
veskerd spojeni jsou povaZzovana za idedlni kloubové spoje. A dale, Ze pruty konstrukce
jsou zatizeny jen tahem/tlakem. Tato metoda bude bliZze nastinéna v kapitole metod

prace. [14]

4.1 Analytické metody vypoctu deformaci poréznich struktur v roviné

V této kapitole se budeme zabyvat analytickym fesenim tuhosti poréznich
dvoudimenzionalnich struktur. Analyzu provedeme vidy pomoci zkoumani jedné

elementarni bunky, kterou z pravidelné struktury vyjmeme. [11, 15]
4.1.1 Analytické reSeni rovinné Sestiuhelnikové porézni struktury

Analytické reseni, které je popsano v této kapitole popsala ve svych pracich Lorna
Gibson [11, 15]. Podle jeji prace provedeme analogicky v dalSich sekcich reseni pravidelné

trojuhelnikové struktury.
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4.1.1.1 Jednoosé zatizeni Sestithelnikové bunky v roviné

V této podkapitole byla zkoumdna dvojrozmérna porézni struktura, typu véeli
plastve, pfi rovinném zatizeni. Z této struktury byla vyjmuta jedna burika (jeden
Sestiuhelnik). Tato bunka byla zatiZzena a jeji deformace byla podrobena analytickému

zkoumani. [11, 15]

4.1.1.1.1 ZatiZzeni ve sméru osy x

[— 2lcose —]

Vg 3 t —

h+lsing

X (a) ' (b)
Obrazek 8 (a) nezdeformovanad burika s rozméry, (b) linearni elasticka deformace buriky
ve sméru osy x [11, 15]

Napéti a,, pusobici ve sméru osy x je vyvoldno silou P, kterd plsobi na roh buriky.

Velikost této sily vyjadfuje vztah [11]:

P =o0,(h+lsingp)b
(4.1)

Obrazek 9 Vyjmuty element linearné elasticky zdeformované struktury, prekresleno

dle [15]
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Pro vypocet posuvu §, ktery je zndzornén na obr. 9 pouzijeme diferencialni rovnici

prihybové ¢ary [16, 17, 18, 19]:

d*s(x) M(x)
dx?  Eg(x)J(x)
(4.2)
Sila C, zndzornénd na obr. 9, je nulova, dle [15]. Do rovnice (4.2) dosadime za
moment [15]:
X P sin X
M( ) __rsne,
cosg 2 cos @
(4.3)
A dostaneme:
2 x Psing ( x
o (COS <P) _ 2 (COS <p)
x \2 X\, X
d (cos ga) Es (cos (p) J (cos (p)
(4.4)

ProtoZze Younglv modul pruznosti E (ﬁ) a kvadraticky moment prifezu

] (COZ (p) jsou po celé délce libovolného prutu z konstrukce konstantni, pfepiSeme vztah

(4.4) tak, ze E a ] jiz nebudou funkcemi =
cos @

d*5 (co); go) _ Pxsing

d(ﬁ)z "~ 2E.Jcosg

(4.5)

Abychom ziskali vztah pro posuv § (ﬁ), tak musime diferencialni rovnici (4.5)

ﬂdz ﬂ szmgo X )2
Cos @ 2E]cos<p cos<p

Po integraci rovnice (4.6) dostavame:

zintegrovat:

(4.6)
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: x )3
5( b ) _Psm((p)(cosq)) +C( >+C
Cos @ 1= 12E¢] 2 cos @ 3
(4.7)
Konstanty C; a C5 slouc¢ime do jedné konstanty Cy:
: x )3
6( : ) e (COS(p) +C——+C
cosp)  12E J cos3 ¢ “cosgp ¢
(4.8)

Do rovnice (4.8) dosadime okrajovou podminku, ktera fika, Ze pro ﬁ =0je

posuv & (ﬁ) nulovy:

50y =0=PS@ O e
(4.9)
Ze vztahu (4.9) vidime, Ze konstanta C, je nulova:
C4 = 0
(4.10)
Rovnici (4.8) zderivujeme, abychom dostali natoceni prutu ¢ ( al ):
cos ¢
x x P sin(¢) x?
(o) = (rg) "2 ot ©
cos @ cos@/ 4E ] cos?¢
(4.11)
Abychom se zbavili zbylé konstanty C, dosadime do vztahu (4.11) okrajovou
, Lvis oy v x cav X N _ .
podminku, ktera rika, ze natoceni ¢ (E) Vv misté (m) = 0 je nulové:
P sin(¢) - 07
0)=0=——FF—"—+C¢C
(4.12)
Ze vztahu (4.12) vidime, Ze posledni zbyld konstanta C, je rovnéz nulova:
C2 = 0
(4.13)

Do rovnice posuvu (4.8) dosadime vztahy nulovych konstant (4.10) a (4.13) a

dostaneme vztah pro posuv osvobozeny od dvou ¢len( obsahujicich konstanty:
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6( x )_ P sin(¢) x3

cosep/) 12E,] cos3 @
(4.14)
Proy = [ - sin ¢ dostavdme posuv [11]:
5 = PL3sing
~ 12Ey
(4.15)

Kde kvadraticky moment prlifezu bude pro nasi plastev, jejiz prirez je obdélnik o

tloustce b a Sifce t [11]:

3 bt3

=17

(4.16)

4.1.1.1.1.1 Vlastnosti ve sméru osy x

Ze ziskaného vztahu (4.15) dostaneme vztah pro deformaci ve sméru osy x [11]:

_dsing  PLPsin’ ¢

Ex

"~ Lcosg 12E ] Lcosq
(4.17)

Do této rovnice dosadime za silu P vztah (4.1) a ziskdme vysledny vztah pro vypocet

deformace ve sméru osy x:

_0x(h+ Lsing)bL?sin® ¢
x = 12 E; ] cos @

(4.18)

KdyZz uz mame spoctenou deformaci, miizeme dle Hookova zakona spocitat i Younglyv

modul pruznosti [17, 18]:

™19

(4.19)

Vysledny Younglv modul pruznosti porézni struktury budeme pro prehlednost

znacit v hornim indexu hvézdickou. Proto vztah (4.19) prepiSeme do tvaru [15]:
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(4.20)

Do této rovnice dosadime vztah pro vypocet deformace (4.18) a dostaneme vztah
vyjadfujici Younglv modul pruznosti porézni Sestithelnikové struktury ve sméru osy x
[15]:

B — 12 E; ] cos @
¥ (h+ Lsin)bL2sin? ¢

(4.21)

Do této rovnice dosadime za kvadraticky moment prirezu J vztah (4.16) a
dostaneme vysledny vztah vyjadrujici Younglv modul pruznosti porézni Sestiuhelnikové

struktury ve sméru osy x [11, 15]:

t\3 E cos
E: = (_) . s COS @
(Z + sin (p) sin? ¢

(4.22)

Kde t, h a [ jsou rozméry Sestithelnikové burky, viz obr. 8 (a), E je Younglv modul

pruznosti pevnych stén sité a ¢ je uhel, ktery svira Sikma sténa bunky s osou x. [11, 15]
4.1.1.1.2 Zatizeni ve sméru osyy

V této podkapitole se budeme vénovat zatizeni Sestiihelnikové bunky jednoosou

napjatosti ve sméru osy y.
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Obrazek 10 Vlevo linearni elastickd deformace buriky ve sméru osy y [11, 15], vpravo

vyjmuty element z této bunky, prekresleno dle [15]

Sila F, viz obr. 10, bude nulova, dle [15]. VSechny vztahy pro smér y budeme tvofit
analogicky, jako jsme jiz tvoftili pro smér x. Nejdfive si vyjadiime silu W pomoci napéti
[15]:

W =o,blcosg
(4.23)
Pro vypocet posuvu §, ktery je zndzornén na obr. 10, pouZijeme opét diferencialni

rovnici prihybové ¢ary (4.2) ve tvaru:

d*5 (sir{ga) M (sir}llga)

d (Si?l/q))z ) _ES (sir}llcp) J (sir};p)

(4.24)
Do rovnice (4.24) dosadime za moment [15]:
w
(L)< Mese, )
sin g 2 sin @
(4.25)

Provedeme stejny postup integrace jako v predchozi podkapitole, ktery je totozny

a vyjde nam vztah pro vypocet posuvu 6 [15]:
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5( y )_ W cos(¢) y°

sing/) 12 E,]sin3 ¢
(4.26)
Proy = L - sin ¢ dostdvame posuv [15]:
_ Wecos(p) L?
 12E,]
(4.27)

4.1.1.1.2.1 Vlastnosti ve sméru osyy

Ze ziskaného vztahu (4.27) dostaneme vztah pro deformaci ve sméru osy y [15]:

_ 8cosp  Wcos?(p)L?
Y h+lsing 12EJ(h+ lsing)

&

(4.28)
Do této rovnice dosadime za silu W vztah (4.23) [15]:

o, b cos3(¢p) L*
¥ T12E, J(h + Lsing)

(4.29)

Younglv modul pruznosti porézni struktury ve sméru osy y pak bude [15]:

., 12EgJ(h+lsing)
Y bcos3(p) L*

(4.30)
Do této rovnice dosadime za kvadraticky moment prirezu J vztah (4.16) a
dostaneme vysledny vztah vyjadrtujici Younglv modul pruznosti porézni Sestiuhelnikové

struktury ve sméru osy y [15]:

E, =

<t3) E, (% +sing)

L3 cos3 ¢

(4.31)

Coz je pro rovnostranny Sestituhelnik stejny vysledek Youngova modulu pruznosti

jako vysledny Youngtv modul pruznosti ve sméru osy x.
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Lorna Gybson [11, 15] ve svych pracich zanedbala vliv tlakovych a smykovych
sloZzek pusobicich na vySe uvedenou Sestiuhelnikovou strukturu, protoZze oproti ohybovym

slozkdm maji zanedbatelny vliv. [11, 15]

Pomoci klasické nosnikové teorie mohou byt spocteny rizné sité pravidelnych
tvar(l vystavené jednoosé napjatosti, nebo smykovému napéti. Pfehled vzorc( pro
vypocet modulll pruznosti pro rlizné tvary siti jsou uvedeny v tabulce 3. Vzorce jsou

platné pro obdélnikovy prarez pricek.

X4 Relative |E, / E,
density oF G:z /E,
W Xo =P /P EL/E,

Square y 3
Cell I ;| 05C | 0.0625¢

Hexagonal (2/ V3 ) % 1.s50c’ | 0.375¢°

Triangular y c
e ﬁ 23 | & 0.125¢C
[
9
Ki:g;}“e X \/5% 3 0.125¢C
—> ] le—
. N\ 04cC
ot €00 (549) 114w
R = 0.2¢
t,/a 3,3
Rectangulall:li at3_+bt| Lt

cel | ap t,/b |ablat’ + btj)

Tabulka 3 Prehled analytickych vzorctd pro vypocty pravidelnych poréznich struktur pro

obdélnikovy prarez pric¢ek [20]

Tabulka 3 pracuje s veli¢inou ¢ nazyvanou relativni hustota. Jedna se o podil
hustoty porézni struktury a hustoty pevnych ¢asti struktury. Vypocitava se z geometrie. A

je zde dana do primé souvislosti s vypoctem moduld pruznosti. [11]
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5 Cil prace

Ve zdravotnictvi vznikla poptavka po implantatech s trabekularni strukturou
vytvorenou 3D tiskem. Proto vznikla i poptavka po metodach vypoctu deformaci
takovychto struktur. Dosavadni metody analytického vypocétu deformaci poréznich
struktur uvaZzuji jen pravidelnou strukturu. Na rozdil od toho pomoci pfimé metody
tuhosti mizeme pocitat i deformace struktur nepravidelného usporadani. ProtoZe jsou
okrajové podminky téchto metod odliSné, nevime, na kolik se tyto metody lisi. Proto je
cilem prace navrhnout metodu zaloZzenou na pfimé metodé tuhosti, ktera by resila

struktury libovolného usporadani a srovnat tuto metodu s analytickym resenim.
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6 Metody prace

Tato kapitola je pokra¢ovanim kapitoly o vypoctu deformaci poréznich 2D struktur
s rozdilem, Ze zde budou uvedeny metody, které byly v praci aplikovany a srovnany mezi

sebou.

6.1 PFrima metoda tuhosti (Direct Stiffness Method)

Pfima metoda tuhosti se zabyva vySetfovanim posuvi a silovych Gcinkd prutovych
konstrukci. Tuto metodu mGzZeme dat do souvislosti s metodou konecénych prvku,

nahradime-li pojmy prut elementem a kloub uzlem. [14, 21]

Nejdfive si musime nahradit redlny model modelem idealizovanym
(matematickym). V. matematickém modelu uvaZujeme jen axidlni zatiZzeni a neuvazujeme
tfeni v kloubech, proto se realnému modelu jen blizime. Napéti a deformace vypocitané
pomoci tohoto jednoduchého idealizovaného modelu jsou ¢asto pouzivany inZzenyry pro

ucely predbézného navrhu, jako je napfiklad dimenzovani prirezu prutd. [14]

Pro vysvétleni této metody budeme uvazovat jednoduchou prutovou konstrukci
sestavajici ze tfi prutd, viz obr. 11. Kazdy tento prut bude mit konstantni priirez A a
Younglv modul pruznosti v tahu E. Je potieba zavést si pojem, ktery budeme ¢asto
pouzivat. A to globalni soufadnicovy systém, coz bude kartézsky souradnicovy systém

s pocatkem v kloubu A. [14, 21]

Obrazek 11 Jednoduchd prutova konstrukce, upraveno dle [14, 21]
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Klicové slozky pro pouziti pfimé metody tuhosti jsou sily a posuvy v kloubech.

V idealizované prutové konstrukci mohou externi sily stejné tak jako reakéni sily plsobit
pouze na klouby. V3echny sily vSech prutd mohou byt rozepsany na silovou slozku f,
rovnobéZnou s osou x a f,, rovnobéZnou s osou y. Déle je potieba pfifadit tyto silové
slozky ke konkrétnimu kloubu prutové konstrukce, coz budeme znacit dle zvyklosti dolnim
indexem k, kde k predstavuje oznaceni daného kloubu. Pro nasi tfi-kloubovou modelovou
ulohuse k = A, B, C1.Soubor viech silovych ucinkd plisobicich na kloub budeme
zapisovat do vektoru f. [14, 21]
[ fxa)
fya

fyp

fxC
_fyC_

(6.1)

Posuvy v jednotlivych kloubech budeme obdobné zapisovat slozkovym zapisem na
Uyk A Uyk. Kde k je opét oznaceni pfislusného kloubu. Soubor vSech posunuti nazveme

vektorem posunuti u. [14, 21]

_uyC_
(6.2)

Téchto 6 posuvl je pro nds prozatim neznamych. Déle specifikujeme okrajové
podminky nékdy oznacované jako vazbové podminky. Tyto hodnoty zname dopfedu a
mulzZeme je rovnou specifikovat ve vektoru posunuti, ale z vypocetniho hlediska to
mUlzeme nechat azZ jako posledni krok pfed vypoctem soustavy rovnic, kdy se posunuti,

ktera plasobi na klouby ukotvené podporami, nahradi nulovymi posuvy ve smérech, ve

L Pro prutové konstrukce o vice &lenech se pouZiva &iselné znaceni kloubu. My ovéem zde pro pfehlednost
budeme klouby oznacovat pismeny, aby nedochézelo k zaméné s iselnym oznacenim prutd. PFi
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kterych je zamezeno pohybu kloubu. Pro nas konkrétni pfipad, viz obr. 11, vynulujeme

posunuti Uy, Uy, a Uyp. [14, 21]
6.1.1 Globalni soustava rovnic

Globalni soustava rovnic vyjadfuje vztah mezi uzlovymi silami f a uzlovymi posuvy
u celé konstrukce ptred ur¢enim okrajovych podminek. Pfedpokladame linearni chovani
prutd, proto i vztah mezi témito veli¢inami bude linedrni. PFi vynulovani uzlovych posuv(
se vynuluji i uzlové sily. Pfedpéti zanedbavame. Vysledna soustava linedrnich rovnic bude

mit tvar [14, 21]:

fra K11 K2 Kiz Kia Kis  Kie]pUxar
fyA Ky1 Ky Kzz Ky Kys Koel||Uya
fxB K31 Kz Kzz Kzu Kizs  Kze||Uxs
fyB Kyv Kip Kiz Kin Kis Kyel|Uys
fxc K51 Ks; Ksz3 Ksy Kss  Ksgl|Uxc
fycl WKe1 Koz Koz Keu Kes  Kgedlyel

(6.3)

V maticovém zapisu [14, 21]:

(6.4)

Kde K je globalni matice tuhosti a je symetricka. [14, 21]

6.1.2 Faze prfimé metody tuhosti

Pfimou metodu tuhosti si miZeme rozdélit na tfi faze: 1. fazi rozpadu, 2. fazi
sestaveni a 3. fazi feSeni. Tyto faze se dale déli na jednotlivé kroky, které si ukazeme. Po
posledni fazi jesté provadime nasledné zpracovani (postprocessing), ktery neni formalné

zarazen do fazi pfimé metody tuhosti. [14, 21, 22]

6.1.2.1 Faze rozpadu

Faze rozpadu sestava ze tfi krokd: 1. uvolnéni, 2. lokalizace a 3. vypocet rovnic
tuhosti pro jednotlivé €leny. Prvni dva kroky jsou jen koncepéni. Ve vypoctovém programu

je redlné neprogramujeme. [14, 21]
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Obrazek 12 Uvolnéni jednotlivych prutl idealizované konstrukce a zavedeni lokalnich

souradnicovych systém(, upraveno dle [14]

6.1.2.1.1 Uvolnéni a lokalizace

Nejprve odstranime vSechna zatiZzeni a podpory, viz obr. 12. Dale uvolnime
jednotlivé pruty. Kazdému prutu pfifadime jeho vlastni kartézsky souradnicovy systém,
ktery budeme nazyvat lokdlnim soufadnicovym systémem prutu [)?p; yp], kde dolni
index p znaci Cislo prutu. Pro prut, ktery zacina v kloubu i a konc¢i v kloubu j, kde i < j
bude mit osa x kladny smér ve sméru od kloubu i do kloubu j. Tento lokalni soufadny
systém mUze byt umistén napfiklad v prostfedku prutu nebo v jednom z jeho kloub(l. Osa

X je umisténa podélné s osou prutu. [14, 21]

Uhel @p, ktery mezi sebou sviraji globalni a lokalni souradnicovy systém, je kladny,
pokud lokalni souradnicovy systém dostaneme natocenim globalniho soufadnicového

systému proti sméru hodinovych rucicek. [14, 21]

Obecny rovinny nosnik nebo prut, jak je vidét z obrazku 13, ma v kazdém svém
kloubu 2 slozky sily a 2 slozky posuvu rovnobézné s lokalnim souradnicovym systémem.

[14, 21]

6.1.2.1.2 Rovnice tuhosti ¢lenu

Lokalni soustava rovnic popisuje vztah mezi lokdlnimi uzlovymi posuvy u a

lokaInimi uzlovymi silami f [14, 21]:

(6.5)
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Kde K je lokalni matice tuhosti. Po rozepséni [14, 21]:

D}l] [Kn K2 Kiz 1?14] Ui
I{yi I _ |Izz1 Izzz K>3 1324| ?yi
[/xj| |K31 Kszz Kzz Kz lfxf
l_y]J l_41 Kip Kiz KaygdMvi

(6.6)

Je nékolik zplisobd, jak sestavit matici tuhosti K vyjadfenou pomoci Youngova
modulu pruznosti E, priifezu A a délky prutu L. Jednou z cest je predstavit si prut jako
linedrni pruZinu o ekvivalentni tuhosti k. Pokud jsou vlastnosti prutu konstantni po jeho

celé délce pak [14, 21]:

' EA
STL
(6.7)
Tento vztah pouZijeme pro vyjadreni vnitfni normalové sily prutu N [14, 21]:
N =k E4 d
= kgd =~
(6.8)
Kde d je prodlouZeni/zkraceni prutu. Normalovou silu i prodlouzeni mizeme
vyjadrit pomoci uzlovych sil a posunuti. [14, 21]
N =fyj=—fu
(6.9)
d= axj — Uy;
(6.10)

Vztah (6.9) vychazi ze silovych rovnic rovnovahy kloubu i a j. Dosazenim vztaht

(6.9) a (6.10) do rovnice (6.8) dostavame [14, 21]:

_ _ EA _
ij =—fxi = T(uxj — Uy;)
(6.11)

CoZz mlzeme zapsat maticoveé [14, 21]:
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I[?l]l RIS Ui
z_if_EAlo o0 o of|Wi|_ 5
f‘IijI_ L|-1 0 1 of|la|= K"
l;]J 0 0 0 olluy,
(6.12)
Z ¢ehoz vidime, ze lokalni matice tuhosti bude [14, 21]:
1 0 -1 0
g-E4lo 0 0o o
L|I-1 0 1 0
O 0 0 O
(6.13)

6.1.2.2 Faze sestaveni
Fazi sestaveni si mGZeme predstavit jako spojeni rozpojenych prutt z prfedchozi
faze rozpadu a dusledky vyplivajici z tohoto spojeni. Tuto fazi jiz redlné programujeme na

rozdil od faze rozpadu, kterd je pouze teoretickd. [14, 21]

6.1.2.2.1 Globalizace

Prvnim krokem Fdaze sestaveni a feSeni je globalizace. Tato operace je provadéna
na jednotlivych prutech. Globalizace prepocitava lokalni rovnice tuhosti do globalniho

souradnicového systému, aby je mohla poskladat do globdlni matice tuhosti.

Prepocet lokdlnich vztah( na globalni je provadén pomoci transformacnich matic. [14, 21]

Jy

5

Obrazek 13 Transformace uzlovych posuva a sil z lokdlniho soufadného systému [x; y | do

globalniho [x; vy ], pfekresleno dle [14, 21]
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6.1.2.2.2 Transformace sil a posuvi
Transformacni rovnice pro prechod sil a posuvid mezi lokdlnim sourfadnym

systémem a globdalnim sourfadnym systémem odvodime z obrazku 13 [14, 21]:

Uy; = Uy; COS P + Uy, SINQ
Uy; = —Uy; SINQ + Uy,; COS P
Uyj = Uyj COSQ + Uy,; SINQ

Uyj = —UyjSiNQ +u,; cos @

Kde ¢ je Uhel, ktery svira lokdIni soufadnicovy systém s globalnim soufadnicovym

systémem. [14, 21]

Maticovy zapis [14, 21]:

[Uxi] Cos¢Q  sing 0 0 Uxi
[Yyi| |[—sing cose 0 0 Uy;
2|~ o 0  COSQ  sing||uy
Uy 0 0 —sing cosq] [uy;

(6.14)

Matice sinli a cosinli se nazyva transformacni matice pole posunuti a budeme ji

znacit T. [14, 21]

Obdobné z obrazku 13 vytvofime rovnice pro transformaci uzlovych sil. Coz

zapiSeme uz rovnou maticové [14, 21]:

sing@  cos @ 0 0 fyi
COS @ —sin Q ij
sing  cos¢

‘ ICOSQD —sing 0 0 é‘i
fyi
(6.15)

Vidime, Ze transformacni matice uzlovych sil odpovida transpozici transformacni

matice pole posunuti. Proto ji jako tuto transpozici budeme i zapisovat T7. [14, 21]

6.1.2.2.3 Globalni rovnice tuhosti pro jednotlivé pruty
Pro prehlednost budeme veli¢iny vztahujici se k prutu znacit hornim indexem (e).

Tuto terminologii zavadime z metody koneénych prvki, kde je prut oznacovan jako
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element. Rovnice tuhosti pro prut v globalnich soufadnicovém systému budeme zapisovat

[14, 21]:
£©) = K©y(@©
(6.16)

A pro lokdIni soufadnicovy systém budeme zapisovat obdobné [14, 21]:

F© = R@7©
(6.17)

Transformace posuv( a sil mezi globalnim a lokalnim sourfadnicovym systémem

bude mit tvar [14, 21]:

i© = T@y©

(6.18)
f© = (T(e))Tf(e)
(6.19)
Tyto vztahy dosadime do rovnice (6.17) a dostaneme [14, 21]:
T —
f© = [(T(e)) K@T(e)] u®
(6.20)

PFi porovnani rovnice (6.20) s rovnici (6.16) vidime, Ze vztah v hranaté zdvorce

z rovnice (6.20) bude odpovidat globalni matici tuhosti elementu. [14, 21]

K®© — (T(e))T,zr(e)T(e)

(6.21)
Rozndsobime-li mezi sebou pravou stranu rovnice (6.21) dostaneme [14, 21]:
r CZ (p(e) Sq)(e) C(p(e) —CZ (p(e) _S(p(e)c(p(e)'l
e _ E@pq@ [ o (p(e) C(p(e) 52 (p(e) —s (p(e) C(p(e) _ g2 (p(e)
—s (p(e) c (p(e) — SZ (p(e) S (p(e) c (p(e) SZ (p(e)

Kde s @@ je zkracenym zapisem funkce sin ¢(© a ¢ ¢(® je zkracenim funkce

cos <p(e). Toto zkraceni budeme pouzivat i v nasledujicich vztazich. Pro nulovy uhel (p(e)
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dostavame lokalni matici tuhosti K(®), viz rovnice (6.13). Rovnice (6.16) bude mit tedy po

rozepsani tvar [14, 21]:

i 1]
x(le) [ CZ (p(e) S (P(e) C (P(e) — CZ (p(e) —s (p(e) C (p(e)—| )(Cé)
fyi _ E(e)A(e) S(p(e) C(p(e) SZ (p(e) _S(p(e) C(p(e) —SZ (p(e) uyi
e [ “29®© _5p@cp®@ 2@ $0© cp© J e
o Csp®@cp®  —s200@  50@cp® SRR
y] - Res
(6.22)

6.1.2.2.4 Slouceni
Slouceni je krokem, ve kterém se globdlni matice tuhosti jednotlivych element(

slouci do jedné globalni matice tuhosti celé konstrukce. Slou¢eni mizeme vnimat jako

spojeni uvolnénych prutdl. [21, 22]

C
/ \
y
ATO 0
> B

Obrazek 14 Slouceni: uvolnéné pruty se opét spoji, upraveno dle [22]

Hlavnim ukolem sestaveni je umisténi prispévkl kazdého ¢lenu do globalni matice
tuhosti. Tento proces se nazyva slouceni jednotlivych ¢len(. Z matematického hlediska je
tfeba, aby byly spinény nasledujici dvé podminky [21, 22]:

1. Kompatibilita posunuti: uzlové posuny vsech ¢len(i spojenych v jednom kloubu

musi byt stejné. Znovu spojené klouby se pohybuiji jako jeden predmét. [21, 22]

2. Silova rovnovaha: soucet vnitrnich sil vSech prutl setkavajicich se v jednom

kloubu, vyvaZzuje plsobeni vnéjsich sil na tento kloub. [21, 22]

Aplikaci téchto podminek si ukdzeme na kloubu C, viz obr. 15. Z prvni podminky

dostavame [21, 22]:
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@® @ @ _,,@)

Uye = Uyc uyC - uyC'
(6.23)
Kde horni index (1) a (2) znadi ¢islo prutu.
A aplikaci druhé podminky obdrzime [21, 22]:
1 2 1 2
frxc = fx(c) + fx(c)l fye = fy(C) + fy(C)
(6.24)
Tuto podminku mlizZeme zapsat maticové [21, 22]:
f= f(l) + f(z) + f(3)
(6.25)

Za prut, ktery nevstupuje do vySetfovaného kloubu, dosazujeme nulu. [21, 22]

lﬁ
C
AV

f(l) f(Z)
7/ N

Obrazek 15 Silova rovnovaha kloubu C, upraveno dle [21, 22]

6.1.2.2.5 Sestaveni pomoci rozsifeni a umisténi

Rovnice (6.22), ktera se vztahuje vidy jen k jednomu prutu, tedy ke dvéma

kloublm na koncich tohoto prutu, ma matici tuhosti velikosti 4x4. Abychom vytvofili

globalni matici celé konstrukce je potfeba tuto matici 4x4 rozsifit na matici 6x6, ktera

bude zahrnovat vsechny klouby nasi modelové konstrukce, tj. 3 klouby, viz obr. 11.

Rozmeér této rozsifené matice odpovida dvojnasobku poctu kloubd, jelikoZ na kazdy kloub

plsobi dvé slozky sil a dvé slozky posuvi rovnobézné se souradnicovym systémem.

Rozsiteni ucinime pridanim nulovych sloupct a fadkd na mista odpovidajici posuvim a

silam nepatficim k feSenému prutu. Pro prut ¢. 1 bude tato soustava rovnic [21, 22]:

39



1 C(1)-
fx(A) [ 2 sc -2 —sc | uy(cA)
fy(j) _E(l)A(1)| sc 2 _ge g2 u;{j
£ L® [—CZ —sc c? sc j usd
fye —sc —s?se 57wyl
(6.26)
Pro prut €. 2 bude mit soustava rovnic tvar [21, 22]:
- 2 - B 2 T
s [ se e s ] uly
(2) (2)
fyB ~ E(Z)A(Z)l sc 52 —sc —s2 | Uyp
fx(CZ) L@ ll—cz —sc c? sc Jl u;(czc)
2 sestose sl
(6.27)
A pro prut ¢. 3 obdobné [21, 22]:
- 3 - - 3 -
& [ c2 sc  —c? —sc ]I uly
3) 3)
fyA ~ E(3)A(3)| sc 52 —sc —s2 | Uyp
o L® ll—cz —sc 2 sc Jl usy
_fjf;’)_ -sc  —s? sc 52 u3(,3c)
(6.28)

Kde pro zkraceni a pfehlednost zdpisu ¢ = cos <p(e), s = sin (p(e). Rozsifeni téchto
rovnic provedeme ndasledovné. Prut 1 je ohrani¢en klouby 4 a C. Kloub B se na tomto
prutu nenachazi, proto radky a sloupce pfislusejici tomuto sloupci v matici tuhosti budou

nulové [21, 22]:

(1) _ .

xA c? sc 0 0 —c?2  —=SC [[um,
fy(j) sc s?2 0 0 —-sc —s? [lua
fO1 EWAW 0 0 0 ||uy
fy(;) T 0 0 Uyp
fx(cl) —c2  —sc 0 0 c? sc || uyce
_fy(é)_ |—s¢c  —s? 0 0 sc s% JLUycl

(6.29)

V této rovnici jsme uz u posuvu vynechali identifikaci prutu. To jsme si dovolili diky

podmince (6.23). V maticovém zapisu [21, 22]:
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o =K
(6.30)

Vznikla ndm rozsitend matice tuhosti Kﬁl), ktera se vztahuje k prutu 1. Rozsifenou

matici tuhosti vytvorime stejnym zplsobem pro zbylé dva pruty konstrukce [21, 22]:

2 3
O =Ky, O =K
(6.31)
Po rozepsani dostavame pro prut 2 [21, 22]:
- (2)7 _ 1.
XA O O 0 O 0 O uxA
()
fya 0 0 0 0 |luya
-(2) _E@A®| g 0 (2 sc -2 —=sc ||ug
fy(;) L@ 0 0 sc s? —-sc  —s? lluyp
x(cz) 0 0 —¢c2 —sc c2? sc || uye
_ y(CZ) [ 0 0 -—sc —s? sc s? [lUyc
(6.32)
A pro prut 3 [21, 22]:
r(3)7 i _
YA c2 sc —c? —ScC 0 0 |[uxa
3)
fya sc s2 —sc  —s52 0 0 [luya
x(g) _ E(g)A(3) —c? —SC c? SC 0 0 Uyp
fy(g) L® J_sc g2 sc s2 0 0 |luys
(%) 0 0 0 0 |[|ux
(3) u
yc' | 0 0 0 0 1L%yC
(6.33)
Nasledné pouzijeme podminku (6.25) [21, 22]:
1 2 3
f=fD 4@+ f® = (KD + kP + kP Ju = Ku
(6.34)

Kde K je globalni matice tuhosti celé konstrukce. Po rozepsani bude mit tato

rovnice tvar [21, 22]:
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11 11 12 12 14 14
O U S Kzy K5 K,
K5y K KD HKS KD HKY K Ky
K,y Ko  KPtKD KPHKD KD K,
K3 K5’ K3y K K+ KsS K KD
Ky Ky Ky Ky Ky +KG K KD

Kde Kéf,), jsou slozky matic tuhosti pro jednotlivé pruty. [21, 22]

|
B

[

L
BN N
LY

Obrdazek 16 Grafické zndzornéni sestaveni globalni matice tuhosti [21]

Tento zplsob sestaveni globalni matice tuhosti jsme si ukazali hlavné kvuli
pochopeni. Pfi programovani procesu se tento zplsob nepouziva, protoze pro vétsi
prutové konstrukce by to bylo pamétové narocné. V programu se rozsifené matice tuhosti
nekonstruuji, aby se usetrilo misto v paméti pocitace. Misto toho se nejprve vytvofri
globdlni matice tuhosti obsahujici samé nuly. Prvky matice tuhosti jednotlivych prutd se

postupné pricitaji k odpovidajicim prvkiim globdlni matice tuhosti. [21, 22]

6.1.2.3 Faze feseni

Kdyz uz mame spoctenou globdalni matici tuhosti, tak je tfeba specifikovat okrajové
podminky a vyresit soustavu linedrnich rovnic. V této ¢asti je popsana technika vhodna

pro rucni vypocet. [21, 22]
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6.1.2.3.1 Aplikace okrajovych podminek redukci
Soustava rovnic (6.34) je nefesitelnd, pokud nespecifikujeme okrajové podminky,
jelikoZ matice tuhosti je singularni. Z obr. 11 vidime, Ze diky podporam neni mozny pohyb

po ose x ay v kloubu A a po ose y v kloubu B. Tedy, ze [21, 22]:
Uxg = Uyg = Uyp = 0
(6.36)

Dale specifikujeme vektor vnéjsich sil [21, 22]:

fxg =0, fxc =0, fyC =F
(6.37)
Dosazenim okrajovych podminek do soustavy rovnic (6.34) dostavdme novou
redukovanou soustavu rovnic. Okrajové podminky aplikujeme tak Ze odstranime radky a

sloupce odpovidajici stanovenym nulovym posunim. [21, 22]

0 A Cz(p(z) + C2¢(3) Cz(p(z) _S(p(Z)C(p(Z) uxB

0| = T _Cz(p(z) Cz(p(l) + Cz(p(z) S(p(l)c(p(l) + S(p(Z)C(p(Z) Uy

F _S(p(Z)C(p(Z) (p(l)c(p(l) + S(p(Z)C(p(Z) Sz(p(l) + Sz(p(z) uyC
(6.38)

Vnikla matice tuhosti se nazyva redukovand matice tuhosti, kterd jiz neni
singularni. Tato soustava 3 rovnic obsahuje uz jen 3 nezndmé, které dopocitame napriklad

Gaussovou eliminaéni metodou. Tim obdrzime hodnoty vSech posuvu. [21, 22]

6.1.2.4 Faze nasledného zpracovani (Postprocessing)
Poslednim krokem je postprocessing, ve kterém dostavame ze ziskanych posuv(

reakéni sily v podporéch a také vnitini sily v jednotlivych prutech. [21, 22]

6.1.2.4.1 Vypocet vnitinich sil
V prutové konstrukci jsou vnitfni sily rovny normalovym silam jednotlivych ¢lend.
Pramérné axialni napéti @ obdrzime podilem vniténi sily N(® prutu a plochou prifezu
A® tohoto prutu. Vnitini silu prutu mGzZeme spodist ze vztahu [21, 22]:
E(© 4

@=—""_gq@©
N 0] d

(6.39)
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Kde d(© je prodlouzeni/zkraceni prutu, viz (6.10). [21, 22]

6.1.2.4.2 Vypocet reakcnich sil

Prendsobenim vypoctenych posuvi u matici tuhosti K ziskame vektor uzlovych
sil f. Predpokladame, Ze tyto uzlové sily f jsou souctem reakénich sil 7 a aplikovanych

sil f2 [21, 22]:

Ku=f=f*+f"
(6.40)
Aplikované sily zndme od zac¢atku a reaké¢ni sily obdrzime v postprocessingu.
Konkrétné pro nasi ukdzkovou konstrukci plati [21, 22]:
[ 0 | [fra]l [fra]
0 fya fya
0 0 0
f = + =
0 fyB fyp
0 0 0
L 1 LOo4 LF
(6.41)

Vyresenim rovnice sestavené pred postprocessingem ziskame vSechny zbyvajici

neznamé reakéni sily. [21, 22]

6.2 Analytické reseni rovinné trojuhelnikové porézni struktury

V této podkapitole byla zkoumdna dvojrozmérna porézni pravidelna struktura
trojuhelnikového typu, pfi rovinném zatizeni. Z této struktury byla vyjmuta jedna burika
(jeden trojuhelnik), viz obr. 17. Tato burika byla zatiZzena a jeji deformace byla podrobena
analytickému zkoumani. Analytické reseni, které je popsano v této podkapitole bylo

zjiSténo analogicky dle prace Lorny Gybson [11, 15], ktera je popséna vyse.
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Obrazek 17 Vlevo pevna trojuhelnikova sit, vpravo vyjmuty rovnostranny trojuhelnik

s rozméry, analogicky s [11, 15]
6.2.1 Jednoosé zatizeni rovnostranné trojuhelnikové bunky v roviné

Vyjmuty elementarni rovnostranny trojahelnik, jsme podrobili jednoosému
namahani ve sméru osy x a ve sméru osy y. Pfiemz jsme se snaZzili zjistit Younglv modul
pruznosti v daném sméru. Vypocty budou provadény pro kruhovy prirez pricek

trojuhelnikd.

6.2.1.1 Zatizeni ve sméru osy X

Na obrazku 18 vpravo je zdeformovany trojuhelnik napozicovany svou Spic¢kou do
$picky nezdeformovaného trojuhelniku, kvlli dodrzeni analogie s praci Lorny Gybson, viz

zdroj [15]. Stejné tak tomu bude na obrazku 20.

Vétsinu zatiZeni pfenasi spodni pri¢ka trojuhelniku. Deformace Sikmych pficek ma

ve srovnani s deformaci spodni pfi¢ky zanedbatelny vliv, jak bude ukdzano.
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Obrdazek 18 Vlevo zatizeni trojuhelnikové sité podélné s osou x, vpravo elementarni
nezdeformovany trojuhelnik ve srovnani se zdeformovanou verzi (Sedivé), analogicky s

[15]

Silu P si rozdélime na silu P; a P,. Pficemz sila P; bude pUsobit na Sikmou pticku

trojuhelniku a pficka P, na rovnou pricku, viz obr. 19.

P1sin60°

@.

P1 P2 .

ANNNNA

P1cos60°

Obrazek 19 Rozdéleni sily P na P; a P, a jejich plsobeni na pficky
Nejprve si vezmeme Sikmou pficku. Jeji deformaci mame jiz spoctenou z predchozi
kapitoly o Sestiuhelnikové burice. Posuv Sikmé pficky &;, vyvolany ohybovou slozkou sily
P; bude [15]:

_ PI3sin60°
~ 12E,] cos3 60°

810
(6.42)

Kde J je kvadraticky moment priifezu. Pro nas trojuhelnik nds zajima jeho

vyjadreni pro kruhovy prirez [17, 18]:
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(6.43)

Kde r je polomér prlifezu. Tento vztah dosadime do rovnice (6.42) a po Upravé

dostavame:
5 43P, I
0™ 3F 4
(6.44)
Tento posuv si vyjadfime pro smér x:
619(0 - 610 Sin 600
(6.45)
Do této rovnice si dosadime vztah (6.45) a dostaneme:
_ 2P L3
1xo0 — ES7TT4
(6.46)
Posuv Sikmé pricky zptsobeny tlakovou slozkou sily P; bude [17, 18]:
LP; cos 60°
1= "4
EA
(6.47)

Kde A = mr? je kruhovy prifez pficky o poloméru r, ktery dosadime do rovnice
vysSe:

LP;

5. = —1L
1 2F mr2

(6.48)

Tento posuv si vyjadfime pro smér x:
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O1xt = O01¢ COS 60°

(6.49)
Do této rovnice si dosadime vztah (6.48):
LP;
O1xt = 2
STIT
(6.50)
Celkovy posuv Sikmé pri¢ky ve sméru osy x bude:
81x = O1x0 + O1xt
(6.51)

Do této rovnice dosadime posuvy (6.46) a (6.50) a dostaneme posuv Sikmé pricky

ve sméru osy X:

_2PIP LR
X Eqrt T 4Emr?

(6.52)
Z rovnice (6.52) si pro pozdéjsi pouziti vyjadrime silu P;:
E,mr?
P1 = Sle
4L (W + 1)
(6.53)

Nasledné spocteme posuv pfimé pricky, ktery je vyvolan tlakovou silou P, [17, 18]:

L

5, = 20"

2 T Emr?
(6.54)

Z rovnice (6.54) si vyjadiime silu P,:
b= s 2E,mr?

2= O™

(6.55)
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Napéti o, plUsobici na elementarni trojuhelnik si vyjadiime jako (analogicky s [11,

15]):

P

% = 5L sin 60°
(6.56)

Z Hookeova zakona, viz rovnice (4.19), si diky vztahu vyse vyjadfime Younglv

modul pruznosti pro trojuhelnikovou sit ve sméru osy x [17, 18]:

B = Ox P, + P,
* g, 2rLsin(60°) ¢,
(6.57)
Posuv &, ve sméru osy x bude stejny pro obé pricky:
Oy = O1x = 02y
(6.58)
Deformace ¢, ve sméru osy x bude také stejna pro obé pricky [17, 18]:
26,
Ex = E1x = Egp = ——
X 1x 2x L
(6.59)

Do rovnice (6.57) dosadime za sily P; a P, vztahy (6.53) a (6.55) a za deformaci ¢,
dosadime vztah (6.59):

E.mtr? 2E.mr?
51x 22 + 52x SL
AL (ﬁ + 1)
. r
Ex = 26
2rL sin(60°) T"

(6.60)

S vyuzitim vztahu (6.58) se posuvy v rovnici (6.60) vykrati a po Upravé dostavame

vysledny modul pruznosti celé konstrukce ve sméru osy x (analogicky s [11, 15]):
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Enr r?
1= +1
L3 |4(L% + 21?)

(6.61)
6.2.1.2 Zatizeni ve sméru osyy
Vztahy v této podkapitole budeme fesit stejnym zplsobem jako v prechozim
pfipadé. Sila W, kterd je vyvolana napétim o,, bude mit velikost (analogicky s [11, 15]):
W = o,bL
(6.62)

222222, a

= RS
T e W

Oy §sin60°

Obrdazek 20 Vlevo zatizeni trojuhelnikové sité podélné s osou vy, vpravo elementarni
nezdeformovany trojuhelnik ve srovnani se zdeformovanou verzi (Sedivé), analogicky s

[15]

Pro vypocet posuvu §, ktery je zndzornén na obr. 20 pouzijeme diferencialni

rovnici prihybové cary, viz rovnice (4.24).

Do rovnice (4.24) dosadime za moment (analogicky s [11, 15]):

M( y )_ Wcosp y
singp/ 2 sin g

A dostaneme vysledny posuv (analogicky s [11, 15]):
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5( y )_ W cos(¢) y°
sing/) 12 E,]sin3 ¢

Proy = L - sin ¢ dostdvdme posuv (analogicky s [11, 15]):

_ Wecos(p) L’
- 12E(]
(6.63)
Dale do této rovnice dosadime za W vztah (6.62) (analogicky s [11, 15]):
oybL* cos ¢
- 12E(J
(6.64)
Z odvozeného vztahu (6.64) dostaneme vztah pro deformaci ve sméru osy y
vyvolanou ohybem (analogicky s [11, 15]):
oybL* cos 60° 1
§cos60° ~ 12E.] 2
S = =
yo h \/§L
2
(6.65)

A po Upravé dostavame vysledny vztah pro deformaci ve sméru osy y vyvolanou
ohybem (analogicky s [11, 15]):
oybL?
Eyp = ——
Yo 24+/3Ey
(6.66)

Dale budeme vysetrovat deformaci zpisobenou tlakem. Z obr. 20 vyéteme vztah

pro svislou deformaci (analogicky s [11, 15]):

&yt = & sin60°

(6.67)

Do této rovnice dosadime za &; Hook(v zdkon (analogicky s [11, 15]):
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=i 60°
&y¢ = =Sin
= E
N

(6.68)

V této rovnici si napéti vyjadifime jako silu plsobici na plochu (analogicky s [11,
15]):
_ Wsin60° 3w

= §in60° =
=g, M 4AE,

(6.69)

Do této rovnice dosadime vztah (6.62) vyjadtujici silu W (analogicky s [11, 15]):

30y,bL
& t =
y 4AE
(6.70)
Celkovou deformaci ve sméru osy y zjistime sou¢tem deformace zpisobené
tlakem a deformace zpUsobené ohybem (analogicky s [11, 15]).
&y = Eyo + &yt
(6.71)

Do této rovnice dosadime deformace pro ohyb a tlak, viz rovnice (6.66) a (6.70), a

dostaneme relativni deformaci pro obecny prlifez prutu (analogicky s [11, 15]):

oybL? 30,bL
&y = +
Y 243Ej 4AE;

(6.72)

Do této rovnice dosadime hodnoty pro kruhovy prarez pro pozdéjsi srovnani a

dostaneme:

oy L? 30,L
&y = +
3\/§7‘[Esr3 27TEST'

(6.73)

Tuto rovnici si miZeme vyjadrit nasledovné pomoci ohybové a tlakové konstanty a

geometrie:
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(6.74)

Pficemz plati, Ze:

(6.75)

Z ¢ehoz vyplyva, Ze deformace zplsobenad tlakem je mnohem mensi nez

deformace vyvoland ohybem. Proto je mozné ji zanedbat. (Analogicky s [11, 15])

KdyZ uz mame vypoctenou deformaci, mizeme s vyuzitim Hookeova zdkona
spocitat i Younglv modul pruznosti ve sméru osy y pro trojuhelnikovou sit. Pro
prehlednost znacime modul pruznosti pro celou sit v hornim indexu hvézdi¢kou

(analogicky s [11, 15]):

24\/3E.] 4AE
E; — S] + S
b13 3bL

(6.76)

Tato rovnice je platna pro obecny prirez prutu. Pro pozdé;jsi srovnani spocteme i

Younglv modul pruznosti ve sméru osy y, vztazeny k celé siti, pro nas kruhovy prirez:

nEsr [3v3r? 2
E) = +2
L L? 3

(6.77)

6.3 Analytické FeSeni rovinné klouboveé spojené trojuhelnikové porézni

struktury

Toto fesSeni vzniklo na zakladé analyzy mechanickych vlastnosti cytoskeletu
cervenych krvinek, ktery si mGzeme predstavit jako strukturu ze siti biopolymerd.

Predpokladem je, Ze material je linedrné elasticky. [23]
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6.3.1 Zatizeni smykem
Méjme obecné kvadr, viz obr. 21. Ten je zatizeny smykovym napétim, coz se
projevi deformaci tohoto kvadru. [23]

Deformace kvadru vyvold zménu jeho deformacni energie AW. Vezmeme-li tuto
deformacni energii AW na jednotku nezdeformovaného objemu V, ziskdme hustotu

deformacni energie Aw,, [23]:

(6.78)

Hustotu deformacni energie mizeme také vyjadrit znamym vztahem [17, 18, 23]:

(6.79)
Kde G je modul pruznosti ve smyku a y je zkos. Obé tyto veli€iny jsou ve vztahu se

smykovym napétim, ktery je vyjadien Hookovym zdkonem pro smyk [17, 18, 23]:

T=0GaYy
(6.80)

Zkos, ktery mlizZeme interpretovat jako Uhel naklonu zdeformované (plvodné

vertikdIni) stény od plvodni nezdeformované, viz obr. 21, si vyjaddfime nasledovné [23]:

Yy = tany =

S| &

(6.81)

Toto vyjadreni plati jen pro malé hodnoty zkosu y.
Pokud vztah (6.79) dvakrat zderivujeme dle zkosu y, ziskdme modul pruznosti ve

smyku [23]:

1
0*aw, _0°5GY*
dy? dy?

(6.82)

Po vypoctu prvni derivace pravé strany rovnice dostavame [23]:
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0%Aw, Gy

ay2 oy
(6.83)
A po druhé integraci pravé strany dostavame vysledny vztah [23]:
2
aaf/l;v,, _c
(6.84)

S,
\
S
.

/

Obrazek 21 Nahote blok zatizeny smykovym napétim pred a po deformaci, dole tentyz

blok ve 2D [23]

Nyni uvazujme, ze kvadr, viz obr. 21, je tenky (jeho tloustka b je mala). U tenkych
struktur nas obvykle nezajima jak se napéti a deformace méni v zavislosti na tloustce.
Proto tyto struktury budeme povazovat jako dvojrozmérné, coz je z matematického
hlediska vyhodné. Jako dusledek této Uvahy si definujeme smykovou silu Ny, kterd bude

pUsobit na jednotkovou délku [23]:
(6.85)

Predpokladame, Zze smykové napéti je konstantni v pribéhu celé tloustky b. Do

této rovnice dosadime Hooklv zdkon pro smyk a dostaneme [23]:
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N; = Gyb
(6.86)

Kde soucin Gb odpovidd modulu pruznosti ve smyku K pro tenkosténné struktury,

kde jsme zanedbali vliv tloustky:

Gb = K;
(6.87)
Takze rovnici (6.86) upravime do tvaru [23]:
Ns = K5y
(6.88)

Stejnou analogii upravime vztahy rovnic (6.78), (6.79) a (6.84). Deformacni energie

na jednotkovou plochu bude [23]:

(6.89)

Tuto deformacni energii miZzeme také spocitat dle ndsledujiciho vztahu [23]:

1 2
Aw, = E sV
(6.90)
Derivovanim rovnice (6.90) obdrzime modul pruznosti ve smyku [23]:
02Aw
a — KS
dy?
(6.91)

Tyto vztahy byly navrZeny tak, aby ndm pomohly dostat se k vypoctu modulu
pruznosti ve smyku K. Strategii pro jeho finalni vypocet je najit celkovou zménu
deformacni energie AW pro dany zkos y. Tuto celkovou deformacni energii pak podélime
nezdeformovanou plochou, ¢imz ziskdame jednotkovou deformacni energii Aw,. A tim

v zavéru ziskame hledany modul pruznosti ve smyku K. [23]
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6.3.1.1 Modul pruznosti ve smyku pro trojuhelnikovou strukturu

Madame prutovou soustavu, ktera ma konstrukci ve tvaru sité z rovnostrannych

trojuhelnikd, viz obr. 22. Tato sit je namahana smykem. Upraveno dle [23].

g It ha

N AWANAW

Obrazek 22 Vlevo nezatizena trojuhelnikova sit, vpravo vyjmuty trojuhelnik, upraveno

dle [23]

Kazdy trojuhelnik je tvofen tfemi vlastnimi pruty, které si miZzeme predstavit jako
linedrni pruZiny o tuhosti kg, viz obr. 23. Na obrdzku 23 uprostted vidime, Ze diky tomu, Ze
kazdy trojuhelnik je tvofen vlastnimi pruty, je struktura tvorena vidy zdvojenymi pruty
vedle sebe. Za predpokladu, Ze jeden prut ma tuhost kg pak zdvojena struktura, kterou
v koneéném dusledku vnimame jako jeden prut o tloustce dvou plvodnich prutd ma
tuhost 2k,. CoZ je zndzornéno na obrazku 23 ¢erné. Chceme, aby vysledna struktura, viz
obr. 23 vpravo dole, méla tuhost zdvojeného prutu kg, proto budeme pocitat s tim, Ze

samostatny nezdvojeny prut ma tuhost kg /2, viz obr. 23 vpravo nahore. [23]
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Obrazek 23 Vlevo zakladni trojuhelnik o tuhosti prutu kg a jeho umisténi v strukture,
vpravo zakladni trojuhelnik o tuhosti prutu kg /2 a jeho umisténi v strukture, upraveno

dle [23]

Z obrazku 22 urc¢ime vysku elementarniho trojuhelniku h dle Pythagorovy

véty [23]:

(6.92)
Po deformaci smykem se horni kloub elementarniho trojuhelniku posune o

vzdalenost 8, viz obr. 24. O zdeformovaném trojuhelniku plati nasledujici vztah [23]:

é
tany =7

(6.93)
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Do tohoto trigonometrického vztahu dosadime vysku h vyjadienou rozméry prutu

z rovnice (6.92) [23]:

26
V3L

tany =

(6.94)

Obrazek 24 Vlevo trojuhelnikova sit zatizena smykovym napétim, vpravo deformace

elementarniho trojuhelniku s rozméry, upraveno dle [23]

Pro maly Uhel y platitany = y. To dosadime do rovnice (6.94) a vyjadfime si

posun vrcholu elementarniho trojuhelniku § [23]:

V3Ly
b=
(6.95)

Po deformaci se leva strana trojuhelniku prodlouzi a prava naopak zkrati, zatimco
spodni strana zUstdva nezménénd. Zdeformovanou délku levé strany trojuhelniku L si

odvodime z obrazku 24, vpravo [23]:

L 2

(6.96)
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Do této rovnice dosadime vztah pro vysku elementdrniho trojuhelniku h (6.92),

ktera je vyjadiena pomoci délky L [23]:

a3 4]

(6.97)

Tento vztah upravime [23]:

(6.98)
ProtozZe posuv vrcholu elementarniho trojuhelniku § je maly, zanedbdame v rovnici

(6.98) jeho druhou mocninu [23]:

L L |1+ 0
e L
(6.99)
Tento vztah Ize jesté vice zjednodusit pouzitim nasledujiciho vztahu [23]:
(1+2) =142 2
2L) L 4l2
(6.100)
V rovnici (6.100) na pravé strané opét zanedbame druhou mocninu § [23]:
(1+2) =142
2L L
(6.101)

Vztah (6.101) dosadime do rovnice (6.99) a ziskame zjednodusené vyjadreni délky

zdeformované levé strany elementarniho trojuhelniku L,, viz obr. 24 [23]:

L L+6
L 2

(6.102)
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Z ¢ehoz vyplyva, Ze levd strana elementdrniho trojuhelniku se po deformaci

prodlouZi o § /2. Stejnym zplsobem Ize dokdzat, Ze prava strana elementdrniho

trojuhelniku se zkrati o stejnou délku, o kterou se prava strana prodlouzila. [23]

Vime, Ze zména deformacni energie pro pruzinu o konstantni tuhosti k¢ /2,
puavodni délce L a délce po deformaci L, je [23, 24]:

1 (ks ,
an,=3(z) =D

(6.103)
Celkova zména deformacni energie je sou¢tem zmén deformacnich energii vSech
tii pruzit [23]:

AW = AVVSlevé + Ampravé + AI/Vsspodm’

(6.104)
Do pravé strany rovnice (6.104) dosadime rovnici (6.103), ktera vyjadfuje velikost

zmény deformacni energie pro konkrétni pruzinu [23].

1 /k,

o =3(5) 51 3 -5 o

(6.105)
Tuto rovnici upravime a dostaneme vysledny vztah pro celkovou zménu

deformacni energie [23]:

(6.106)
Tento vztah dosadime do rovnice (6.89) vyjadfujici hustotu deformacni energie a

za A dosadime plochu trojuhelnika, viz obr. 22 vpravo [23]:

(6.107)
Za h dosadime vztah (6.92) [23]:
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8
Aw, = lL@
27 2
(6.108)
Po Upravé dostaneme [23]:
Aw, = k52
2v/312
(6.109)

Pro dalSi zpracovani si tuto hustotu deformacni energie potrebujeme vyjadrit

v zavislosti na zkosu y. Proto za § dosadime vztah (6.95) [23]:

_ V3ksy?
8

Wqa

(6.110)
Ted, kdyZ jsme si konecné vyjadftili hustotu deformacni energie, miZeme spocitat i

modul pruznost ve smyku K, diky vztahu (6.91), ktery fika:

0%2Aw,
S — ayz

Do této rovnice dosadime za hustotu deformacni energie vztah (6.110):

2 (V3ksy?
()

KS = ayz

Tuto rovnici dvakrat zderivujeme dle zkosu [23]:

Ks = V3ks

5T 4

(6.111)

Nakonec do této rovnice dosadime vztah pro tuhost pruziny (6.7) a ziskdme finalni

rovnici pro vypocet modulu pruznosti ve smyku pro trojuhelnikovou sit se zanedbanim

tloustky sité:
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_V3EA
574l

(6.112)
Kde A je prirez prutu, E je Yangiv modul pruznosti prutu a L je délka prutu.
Tento vysly vztah dosadime do rovnice (6.87) a ziskdme modul pruznosti ve smyku pro
trojuhelnikovou strukturu G:
Ks 3EA

¢ ==

(6.113)

Pro nasi strukturu tvofenou pruty o kruhovém prlifezu A je tloustka b rovna
dvojnasobku poloméru r tohoto kruhového priifezu. Takze rovnici (6.113) upravime do

tvaru:

G = V3E mr
8L
(6.114)

6.3.1 Zatizeni tlakem ve sméru osy y
Toto feSeni provedeme analogicky jako v pfedchozim pripadé, kdy se jednalo o
zatizeni smykem. A vyuzijeme k tomu jiZz popsané vztahy v predchozi podkapitole.

Opét mame obecné kvadr. Ten je tentokrat zatiZzen tlakem, coZ se projevi jeho

deformaci. Hustotu jeho deformacni energie spocteme nasledujicim vztahem [17, 18]:

1
AW,, = EEEZ

(6.115)

Kde E je Younglv modul pruznosti v tahu/tlaku a € je relativni prodlouzeni, které

mulzZeme vyjadrit jako [17, 18]:

(6.116)

63



Kde AL je prodlouzeni prutu a L je pGvodni délka prutu. Dale si vyjadiime Hooklv

zadkon pro tah/tlak [17, 18]:
o=Ee¢
(6.117)

Pokud vztah (6.115) dvakrat zderivujeme dle relativniho prodlouzeni, ziskdme

Youngliv modul pruznosti v tahu/tlaku E (analogicky s [23]):

21

OZAWU d ZESZ
02 0e?
(6.118)
Po zderivovani dostadvame (analogicky s [23]):
62va — K
FE
(6.119)

Stejné jako v predchozi kapitole budeme od ted uvaZovat, Ze zkoumany objekt je
tenky (jeho tloustka b je mald). Jako dusledek si opét definujeme tlakovou silu, ktera bude

plsobit na jednotkovou délku (analogicky s [23]):
NT =ob
(6.120)
Kde b je tloustka zkoumaného objektu. Predpokladame, Ze napéti je v prabéhu
celé tloustky konstantni. Do (6.120) dosadime Hookuv zakon pro tah/tlak a dostaneme
(analogicky s [23]):
NT = Eeb
(6.121)

Kde soucin Eb odpovidd modulu pruznosti v tahu/tlaku K pro tenkosténné struktury,

kde se zanedbava vliv tloustky:

Eb == KT
(6.122)

Tuto rovnici tedy upravime do tvaru (analogicky s [23]):

64



NT = KTS
(6.123)

Dale si vyjadfime hustotu deformacni energie, ktera zanedbava vliv tloustky

materialu (upraveno dle [25]):
1 2
AWa = Z _KTgi
2
L
(6.124)
Kde index i vyjadfuje deformaci v konkrétnim sméru, takze i = x, y.

Tuto rovnici pro nas pripad elementdrniho trojuhelniku pfepiseme do tvaru

(upraveno dle [25]):

1
AWa = EKT(gxz + €y2)

(6.125)

Derivovanim této rovnice obdrzime modul pruznosti v tahu/tlaku K1 (analogicky

s [23]):

E)ZAwa

92 Ky

(6.126)
Pro ziskani findIniho vztahu pro modul pruznosti v tahu/tlaku pro trojuhelnikovou
sit pouZijeme stejnou strategii jako v predchozi podkapitole. [23]
6.3.1.1 Modul pruznosti v tlaku pro trojahelnikovou strukturu

Opét se zamérime na zkoumani sitové konstrukce sloZzené z rovnostrannych
trojuhelnikd, viz obr. 22. Pficemz na tuto sit bude pUsobit tlakové napéti ve sméru osy y.
Jednotlivé pruty této sité si opét predstavime jako linedrni pruZiny o tuhosti k. Re$eno

analogicky s [23].
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Obrdazek 25 Vlevo zatizeni trojuhelnikové sité, vpravo deformace elementarniho

trojuhelniku

Z obrazku 25 si odvodime délku zdeformované spodni strany trojuhelniku L,

(analogicky s [23]):
LZ =1L + 636
(6.127)

Do rovnice relativniho prodlouzeni (6.116) si dosadime nase rozméry, které
vycteme z obrdazku 25. Pro relativni prodlouzZeni ve sméru osy x dostaneme (analogicky s

[23]):

Ox
Ex = T
(6.128)
A pro relativni prodlouzeni ve sméru osy y dostaneme (analogicky s [23]):
8y
Sy —7
(6.129)

Znaménko minus na pravé strané rovnice znaci, Ze se jedna o zkraceni.
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Z rovnice (6.128) si vyjadiime &, (analogicky s [23]):

(6.130)
Do rovnice (6.129) dosadime vztah pro vysku trojihelnika h (6.92) a vyjédfime si 6,
(analogicky s [23]):

V3L

Oy =~85

y

(6.131)

Pro pozdéjsi pouziti si vyjadfime zdeformovanou délku zékladny trojihelnika L, pomoci
relativniho prodlouzZeni ¢, (analogicky s [23]):

L2 =L+ ExL
(6.132)

Dale si z obrazku 25 odvodime vztah pro délku odvésen po deformaci (analogicky s

[23]):

L+ 6,\°
L1=\/( . >+(h—5y)2
(6.133)

Do této rovnice si dosadime vztah pro vysku trojuhelniku h (6.92) (analogicky s [23]):
L+6,\° (V3L
L1 == ( ) + - 6}/
2 2

Tuto rovnici roznasobime a obdrzime (analogicky s [23]):

2

(6.134)

L 1
L = \/ﬂ +5 8 +15x2 —+/3L8, +6,°

(6.135)

67



ProtoZe posuvy &, a é'y jsou malé, jejich druhé mocniny v rovnici vyse zanedbame

(analogicky s [23]):

L

(6.136)

Do této rovnice dosadime za §, vztah (6.130) a za §,, vztah (6.131) (analogicky s [23]):

L= |L*+ %exL + ﬁLsyg
(6.137)
Po Upravé dostavame (analogicky s [23]):
Ly=1L |1+ 7" + 32&
(6.138)

Tento vztah lze jesté vice zjednodusit pouZitim nésledujiciho vztahu (analogicky s [23]):

2 2
(R PRTE FEL

4 4 213 8 16 = 16

(6.139)
Relativni prodlouZeni €, a €, jsou malé, proto na pravé strané rovnice zanedbame

¢leny obsahuijici jejich soucin (analogicky s [23]):

2

Ex 3£y) &  3&
1+—+—) =1+—=—+—
( +4+ 4 +2+ 2

(6.140)

Vztah (6.140) dosadime do rovnice (6.138) ziskdme zjednodu$ené vyjadieni

zdeformované délky odvésen trojuhelnika L, viz obr. 25 (analogicky s [23]):
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Ex 3€y>
Li=L|1+—+—
! (+4+ 4

(6.141)
Dale si pfipomeneme rovnici (6.103) vyjadfujici zménu deformacni energie pro
pruzinu o konstantni tuhosti k [23]:
1/k
aw, ==(2) - 17
Celkova zména deformacni energie bude sou¢tem zmén deformacnich energii
vsech tfi pruZit, viz rovnice (6.104) [23].

o =)+ 38 -

(6.142)

Do této rovnice dosadime vztahy (6.132) a (6.141) vyjadfujici délky stran po
deformaci L, a L, (analogicky s [23]):

(ks e 3g, 1 (kg ,
AW—(?)[L(“TT)‘L] +§(7>“+€x“”

(6.143)

Kde po Upravé dostavame vysledny vztah pro zménu deformaéni energie (analogicky s

[23]):

k L?

AW =
32

(9e,% + 9¢,% + 3e,¢))
(6.144)

Tento vztah dosadime do rovnice (6.89) a dostaneme hustotu deformacni energie

(analogicky s [23]):

2
AW kg—é (9e,% + 9¢,% + 3e,¢))
Awa = =
Z 1
27 2

(6.145)
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A po Upraveé dostaneme vysledny vztah pro hustotu deformacni energie:

B k(96,2 + 9,2 + 9¢,8)

Aw
a 8\/§

(6.146)

Nyni si maZeme vyjadFit modul pruznosti v tlaku K7, ve sméru osy y, ze vztahu

(6.126):
5 ks(9e,% + 9¢,% 4 9¢,€,)
Ko = OZAwa _ 8V3
VT e, T O¢,?2

(6.147)

Po zderivovani rovnice (6.147) dostaneme:

3vV3k,

Ty = 4

(6.148)

Do tohoto vztahu dosadime za k vztah (2.2) a ziskame rovnici pro vypocet modulu
pruznosti v tlaku pro nasi pravidelnou trojuhelnikovou sit pfi zanedbani tloustky, pro

zatizeni pUsobici ve sméru osy y:

_ 3V3E,A
AT
(6.149)
Tuto rovnici dosadime do rovnice (6.122), pficemz Younglv modul pruznosti
konstrukce si zde pro prehlednost oznacime hvézdi¢kou v hornim indexu:
3v3E,A
« _ 4L
E, = —
(6.150)

Kde za b opét dosadime dvojnasobek poloméru prirezu prutu 2r a za A dosadime
plochu kruhového priifezu mr? a dostaneme vysledny vztah pro modul pruznosti

trojuhelnikové struktury pfi zatiZzeni ve sméru osy y:
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B = 3vV3Enr
Yy ooogL
(6.151)

6.3.2 Zatizeni tlakem ve sméru osy x

V této podkapitole se budeme zabyvat zkoumdanim elementarniho trojuhelniku,
ktery je namdahan tlakem ve sméru osy x. Pro toto fesSeni pouzijeme vztahy, které jsme si

odvodili v predchozi podkapitole a které jsou pro toto reSeni totozné az na vyjimky, které

si zde popiSeme.

Oy

<
<

Ox Gx

L/ AN

Ox | |bx
2 2

2222222
rrrrerte

N NN /N

Obrdazek 26 Vlevo zatizeni trojuhelnikové sité, vpravo deformace elementarniho

trojuhelniku, analogicky s [23]

Z obrazku 26 si odvodime délku zdeformované spodni strany trojuhelniku R

(analogicky s [23]):

(6.152)

Do rovnice relativniho prodlouzeni (6.116) si opét dosadime nase rozméry, které

vycteme z obrdzku 26 (analogicky s [23]):

(6.153)

Znaménko minus na pravé strané rovnice nam zde znaci, Ze se jedna o zkraceni.
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Celkova zména deformacni energie bude opét soué¢tem zmén deformacnich

energii vSech tfi pruzin, dle rovnice (6.104) [23]:

w =5(5)e-vr+5(5) @m0t 5(5) g
(6.154)

Po Upravé dostavame vysledny vztah pro celkovou zménu deformacni energie

(analogicky s [23]):

(6.155)

Z rovnice (6.153) si vyjadfime &, a dosadime ho do této rovnice (analogicky s [23]):

1
AW = stngxz
(6.156)
Tento vztah dosadime do rovnice (6.89) a dostaneme hustotu deformacni energie

(analogicky s [23]):

1
_ AW _ stngxz

Aw, = =
T4 1438
27 2
(6.157)
Po Upravé dostavame (analogicky s [23]):
ksexz
Aw, =
MERYE]
(6.158)
Nyni si mGZeme vyjadrit modul pruznosti v tlaku K7, ve sméru osy x, ze
vztahu (6.126), (analogicky s [23]):
2 ksexz)
Ko = azAwa _ 9 ( V3
™7 "9e,2 T 0e,?
(6.159)
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Po zderivovani dostaneme (analogicky s [23]):

2V3k,
Tx = 3

(6.160)

Do této rovnice dosadime za k vztah (2.2) a ziskdme finalni rovnici pro vypocet

modulu pruznosti v tlaku ve sméru osy x pro trojuhelnikovou sit (analogicky s [23]):

_ 2V3E A
3L

KTx

(6.161)

Tuto rovnici dosadime do rovnice (6.122), pficemz Younglv modul pruznosti

konstrukce si zde opét pro prehlednost oznacime hvézdi¢kou v hornim indexu:

2V3E A
3L

By =—3k—

Kde za b opét dosadime dvojnasobek poloméru prirezu prutu 2r a za A dosadime
plochu kruhového priifezu mr? a dostaneme vysledny vztah pro modul pruznosti

trojuhelnikové struktury pfi zatizeni ve sméru osy x:
. 2V3EA
Ey =——

6rL

(6.162)

Srovname-li vztahy (6.148) a (6.162), vidime, Ze moduly pruznosti v tlaku pro nas

pravidelny trojuhelnikovy systém jsou vyssi pfi zatiZzeni ve sméru osy y.

6.4 Analytické reSeni kontrolnich uloh

Pro kontrolu a porovnani numericky ziskanych hodnot bylo provedeno analytické
feSeni jednoduchych uloh, které nasledné byly spocitany i numericky pomoci DSM
v prostfedi MatLab. Tim jsme si ovéfili, Ze metoda DSM byla pochopena a spravné
naprogramovana. Slozitéjsi ulohy jsme resili jiz jen numericky. Analyticky byla feSena jak

staticky urcita uloha, tak i staticky neurcita uloha.
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6.4.1 Staticky urcita (SU) uloha

6.4.1.1 ZadaniSU Ulohy

Nasim ukolem je vysetfit posuvy a sily ve styCnicich pfi znamych rozmérech prutd,

materialovych vlastnostech a silovém zatizeni, viz obr. 27.

60°
Vi

—

Obrazek 27 Model prutové konstrukce staticky urcité ulohy

6.4.1.2 ReSeni SU Ulohy

Nejdfive si prutovou soustavu uvolnime. To udélame tak, Ze vazby nahradime

reakcemi ve vazbach, viz obr. 28.

Obrazek 28 Uvolnéni staticky urc¢itého modelu
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Dale sestavime rovnice rovnovahy do sméru osy x a y pro uvolnény model

z obrazku 28.

Rovnice rovnovahy ve sméru osy x pro SU uvolnény model:

RAX = 0
(6.163)
Rovnice rovnovahy ve sméru osy y pro SU uvolnény model:
RAy + RBy - F = 0
(6.164)

Posledni rovnici rovnovahy bude momentova rovnice rovnovahy vztazena ke

kloubu A:

L
Rpy, L—F:==0

2
(6.165)
Po Upravé rovnice (6.165) dostavame:
F
RBy = E
(6.166)
Dosazenim vztahu (6.166) do rovnice (6.164) dostavame:
F
RAy = E
(6.167)

Dale je potfeba vypocitat normalové sily v prutech. To provedeme uvolnénim

jednotlivych stycnika.

75



Obrazek 29 Silové ucinky ve sty¢éniku A pro staticky urcitou ulohu

Pro styénik A vyéteme rovnice rovnovahy z obrazku 29. Rovnice rovnovahy ve

sméru osy x pro stycnik A staticky urcité ulohy bude mit nasledujici tvar:

Ry + N® + N - cos60° = 0

(6.168)
Rovnice rovnovahy ve sméru osy y pro styénik A staticky urcité ulohy:
Ray + N® -sin60° = 0
(6.169)
Dosazenim vztahu (6.167) do rovnice (6.169) dostavame normalovou silu
v prutu 1:
v - _F
V3
(6.170)

A dosazenim této normalové sily (6.170) spolu se vztahem (6.163) do rovnice

(6.168) dostavame normalovou silu v prutu 3:

NGB = L

2v/3
(6.171)

Dale si uvolnime sty¢nik B, viz obr. 30.
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Obrazek 30 Silové ucinky ve styéniku B pro staticky urcitou ulohu

Rovnice rovnovahy ve sméru osy x pro sty¢nik B staticky urcité ulohy:

N® . cos60°+N® =0
(6.172)

Do této rovnice rovnovahy (6.172) dosadime vztah (6.171), ¢imz dostaneme

normalovou silu v prutu 2:

vo = _ L

V3

Rovnice rovnovahy ve sméru osy y uz nemusime délat, jelikoz silu N® mame

vypocitanou z rovnic rovnovahy styéniku A.

Stejné tak je zbytecné pocitat rovnice rovnovahy pro sty¢nik C, jelikoz uz jsme

zvladli spocitat vSechny vnitini sily ve styCnicich.
6.4.1.2.1 Celkova deformacni energie

Celkovou deformacni energii popisuje vztah [17, 18]:

_1f N?%(x) - dx

2 ) E-A(x)
)
(6.173)

Tuto rovnici miZzeme vzhledem ke konstantnimu prirezu a normalovym silam

podél celého prutu upravit do tvaru [17, 18]:

1 ( N@) 'L
U=07 Ei

(6.174)
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Kde m je pocet prutl. V nasem pripadé je m = 3. K délce prutu L, prlifezu A4 a
Youngovu modulu pruznosti E nepfifazujume jiz index (e) oznacujici prut, protoZe jsou

tyto veli¢iny pro vSechny pruty stejné.

(6.175)
6.4.1.2.2 Vypocet posuv(

Svisly posuv v bodé C, u,, spoCteme pomoci Castiglianovy vety. Ta fika, Ze posuv
v bodé je roven parcialni derivaci celkové deformacni energie podle sily plsobici v tomto

bodé rovnobéiné s vySetfovanym posuvem. [17, 18]

oU 3FL

Y = 5F T 4EA
(6.176)

Tento posuv oviem neni zavére¢nym vysledkem. Byl by, pokud by sila F mifila
opacnym smérem, a to ve sméru osy Y. Sila v nasi uloze ovSem mifi proti sméru osy y, tak
je potfeba u posuvu jesté zohlednit znaménko. Z obrazku 27 je vidét, Ze sila i posuv budou
mit stejny smér, tedy proti sméru osy y, coz znacime zapornym znaménkem. Proto

vysledny svisly posuv v bodé C bude zdporny:

3FL
e = "3
(6.177)

Z deformacnich podminek vime, Ze horizontalni i vertikalni posuv v bodé A je

nulovy a dale, Ze vertikalni posuv v boté B je taktéz nulovy.
Uxs = uyA = uyB =0

O horizontalnim posuvu v bodé B, ug, vime, Ze je roven prodlouzeni prutu 3. Pro

vypocet prodlouzeni prutu budeme vychazet ze vztahu [17, 18]:
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L
_ [ N&x)
AL—bfm dx

(6.178)

Tento vztah si opét diky konstantnim priifezim a vnitfnim sildm po celé délce

jednotlivych prutl upravime do tvaru [17, 18]:

N@© .
Al©®) = ——
E@ . A
(6.179)
Kde e znaci Cislo prutu. TakZe horizontdlni posunuti v bodé B bude:
N®L  FL  +3FL
uxB = AL(3) = = = —
EA 2V/3EA 6 EA
(6.180)

Horizontalni posuv u, urc¢ime pomoci slepé sily S = 0.

Obrazek 31 Uvolnény staticky urcity model s plsobenim slepé sily S

Uréime si rovnice rovnovahy pro uvolnény model SU ulohy se zavedenou slepou

silou z obrazku 31. Rovnice rovnovahy ve sméru osy x bude mit tvar:

RAX + S=0
(6.181)

79



Dale sestavime rovnici rovnovahy ve sméru osy y uvolnéného modelu se

zavedenou slepou silou staticky urcité ulohy:

RAy+RBy_F=0

(6.182)

Nakonec sestavime momentovou rovnice rovnovahy ke kloubu A uvolnéného

modelu se zavedenou slepou silou staticky urcité ulohy:

L 3
Rgy L—F-2—S—L=0

(6.183)

Z rovnice rovnovahy (6.181) je patrné, Ze reakcni sila v kloubu A ve sméru osy x

bude:

(6.184)

Stejné tak z rovnice rovnovahy (6.183) Upravou dostavame, Ze reakce v kloubu A

ve sméru osy y bude:

F 3

(6.185)

Nakonec dosazenim vztahu (6.185) do rovnice (6.182) dostavame reakci v kloubu

A ve sméru osy y:

(6.186)

Dale ur¢ime rovnice rovnovahy pro jednotlivé styéniky staticky urcitého modelu se
zavedenim slepé sily. Sty¢nik A i B budou mit stejné rovnice rovnovahy jako model bez
zavedené slepé sily, které jsme jiz definovali, jelikoz slepa sila ptsobi v kloubu C.
Dosazenim vztahu (6.186) do rovnice rovnovahy (6.169) dostavame normalovou silu

v prutu 1 pro staticky urcity model se zavedenim slepé sily:
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N = Zpo- s
V3P 3

(6.187)

A dosazenim vztah( (6.184) a (6.187) do rovnice rovnovahy (6.168) obdrzime

normalovou silu v prutu 3 pro staticky urcity model se zavedenim slepé sily:

N®=§——=—+

N, F S
2 243 2

(6.188)

Nakonec dosazenim vztahu (6.188) do rovnice rovnovahy (6.172) dostaneme

normalovou silu pro prut 2 pro staticky urcity model se zavedenim slepé sily:

N@ = _2NB) = —i—S
V3
(6.189)

Pro vypocet horizontdlniho posuvu v bodé C, u,, je potfeba nejprve spocitat
celkovou deformacni energii pro model se zavedenou slepou silou. Tu spo¢teme dle

vztahu (6.174):

- 1 (N<e>) 'L
U=) 7 Fi
i=1

v=gzal(-55+) +(55) gt |

(6.190)

FS
+—=+ 352]

U=—|=F2
4EA [2 V3

(6.191)

Konecné horizontalni posuv v bodé C spo¢teme opét pomoci Castiglianovy véty:
oU +3FL

e =55 T12EA
(6.192)
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6.4.1.3 Vysledné posuvy:

Uyp ] 0
Uy 0
" V3FL
T _| 6EA
uyB 0
V3FL
Uyxc -
12EA
3FL
u —_—
Y| " 2E4)

Tyto posuvy budeme pozdéji porovndvat s numericky ziskanymi daty.
6.4.2 Staticky neurcita (SN) uloha

6.4.2.1 Zadani SN ulohy

Opét je potieba, stejné jako u staticky urcité ulohy, vysetfit posuvy a sily ve
styCnicich pfi znamych rozmérech prutd, materidlovych vlastnostech a silovém zatizeni,

viz obr. 32.

Obrazek 32 Model prutové konstrukce staticky neurcité dlohy
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6.4.2.2 ReSeni SN Ulohy

Staticky neurcitou ulohu budeme fesit obdobné jako jiz vyfeSenou staticky urcitou

Ulohu. Nejdfive si prutovou soustavu uvolnime, viz obr. 33.

F

Obrazek 33 Uvolnéni staticky neurcitého modelu
Dale sestavime rovnice rovnovahy pro uvolnény model z obrazku 33. Rovnice
rovnovahy ve sméru osy x bude mit tvar:
RAx + RBx =0
Tuto rovnici si upravime do tvaru:
Ry = —Rpy
(6.193)

Rovnice rovnovahy ve sméru osy y stejné tak jako momentova rovnice ke kloubu
A bude mit stejny tvar jako pro staticky urcity model, viz rovnice (6.164) a (6.165). Takze i
reakce, které z téchto rovnic vychazeji, budou mit stejny tvar jako pro staticky urcitou

ulohu, viz rovnice (6.166) a (6.167).

Pak vypocitame normalové sily v prutech z uvolnénych stycnikl. Rovnice
rovnovahy pro stycnik A bude opét shodna s rovnicemi rovnovahy ze staticky urcité ulohy,
viz rovnice (6.168) a (6.169). Stejné jako ve staticky urcité uloze dostavame pro rovnici

rovnovahy stejnou normalovou silu N pro prut 1, viz vztah (6.170).

Dale si uvolnime stycnik B, viz obr. 34.
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Rs,

Obrazek 34 Silové ucinky ve stycniku B pro staticky neurcitou ulohu
Z obrazku 34 vycteme rovnice rovnovahy. Rovnice rovnovahy ve sméru osy x pro

styCnik B staticky neurcité ulohy bude mit tvar:

—~N® - c0s60°— NGB +Rp,. =0
(6.194)

A rovnice rovnovahy ve sméru osy y pro stycnik B staticky neurcité ulohy bude mit

tvar:

Rgy + N@® - cos60° =0

(6.195)
Z pfedchozich vypoltl vime, Ze Rg,, = g, €0z ndm umozni spocitat z rovnice
(6.195) normalovou silu N®:
N - - F
V3
(6.196)

Z deformacéni podminky dopocteme zbylé sily a reakce. Vzhledem k vazbam vime,

Ze prodlouzeni prutu 3 musi byt nulové.

N®L
AL®) =0 =
EA
(6.197)
Z rovnice (6.197) vyplyva, Ze normalova sila v prutu 3 bude nulova:
N(3) = O
(6.198)

Do rovnice (6.168) uz miZeme dosadit ted uz znamou silu N a dopodéitat reakci
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R _F
Ax_Z\/§

A dosazenim Ry, do rovnice (6.193) dopocteme posledni dosud nezndmou reakci
RBX:
R — F
Bx 2\/§

Diky pevné rotacni vazbé v bodé A a B vime, Ze v téchto bodech nedojde
k posuvim, tedy Ze:

Uxa = Uyg = Uxp = Uyp = 0

Zbyva tedy dopocitat posuvy v bodé C. Vertikalni posuv v tomto bodé spocitame
opét pres Castiglianovu vétu.

ou

uyc = ﬁ
(6.199)

Nejdfive si pro tuto ulohu musime spocitat deformacni energii U, dosazenim

spoctenych normalovych sil do vztahu (6.174):

U=t fo(-L) 4o - E
~ 2EA V3 "~ 3EA
(6.200)
Dosazenim vztahu (6.200) do rovnice (6.199) dostaneme vysledny vertikalni posuv

v bodé C.

2FL

e = 3E4

Tento posuv oviem opét neni zavére€nym vysledkem stejné jako ve staticky urcité
uloze. Sila F v nasi uloze mifi proti sméru osy y takze je potfeba u posuvu zohlednit
znaménko. Z obrazku 32 je vidét, Ze sila i posuv budou mit stejny smér, tedy proti sméru
osy y, coz znacime zapornym znaménkem. TakZe vysledny vertikdlni posuv v bodé C bude

zaporny:
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2FL
“e =384

Pro vypocet horizontdlniho posuvu u, . zavedeme opét slepou silu S = 0, viz obr.

35.

Obrazek 35 Uvolnény staticky neurcity model s pisobenim slepé sily S
Z obrazku 35 vycteme rovnice rovnovahy pro uvolnény staticky neurcity model
s plsobenim slepé sily S. Rovnici rovnovahy ve sméru osy x zapiSeme ve tvaru:

Ryy +Rpe +S=0
(6.201)

Z této rovnice si vyjadfime reakci v kloubu A ve sméru osy x:

Ry = —Rpxy — S
(6.202)
Rovnice rovnovahy ve sméru osy y a momentova rovnice rovnovahy ke kloubu A
pro staticky neurcitou Ulohu se zavedenim slepé sily budou mit stejny tvar jako pro
staticky urcitou ulohu, viz rovnice (6.182) a (6.183). Stejny tvar budou mit i reakce z nich

vzeslé Ry, a Rp,y, viz vztahy (6.185) a (6.186).

Dale si definujeme rovnice rovnovahy uvolnénych sty¢nikd A a B staticky
neurcitého modelu se zavedenim slepé sily S. Rovnice rovnovahy pro uvolnény styénik A

zUstavaji stejné jak pro staticky urcitou ulohu, tak pro staticky neurcitou ulohu, se
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zavedenim slepé sily i bez jejiho zavedeni, viz rovnice (6.168) a (6.169). Z téchto rovnic
dostadvame opét stejnou hodnotu normalové sily pro prut 1, viz vztah (6.187). Pro
uvolnény styCnik B staticky neurcitého modelu se zavedenim slepé sily jsou rovnice
rovnovahy stejné jako pro staticky neurcity model bez zavedeni slepé sily, viz rovnice
(6.194) a (6.195). Z téchto rovnic dostavame stejnou hodnotu normalové sily pro prut 2

jako pro staticky urcitou ulohu se zavedenim slepé sily, viz vztah (6.189).

Dosazenim vztahu (6.189) a deformacni podminky (6.198) do rovnice (6.194)

dostaneme Reakci v kloubu B ve sméru osy x:

Vyslednou reakci Rg, dosadime do rovnice (6.201) a dostaneme reakci Ry, :

F S

R,. =
Ax 2\/§ 2

Horizontalni posuv spocitdme opét pres deformacni energii pomoci Castiglianovy

véty.
au
e = 35
(6.203)
Deformacni energii U spo¢teme opét dosazenim vypoctenych sil do vztahu
(6.174).

+ 1]

SoEYL (5o EYL ] 2
i w3 &3

sl
4
(6.204)

Dosazenim vysledné deformacni energie do vztahu (6.203) dostavame horizontalni

posuv v bodé C.

2SL
Uyc = ﬁ
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Do tohoto vztahu dosadime hodnotu slepé sily S = 0 a vyjde nam, Ze horizontalni

posuv v bodé C je nulovy.

Uy =10
6.4.2.3 Vysledné posuvy:
[ Ura 0 |
Uya 0
Uxp 0
Uyp B 0
Uxc 0
we | |2
i | | 3EA]

Tyto posuvy budeme opét porovndvat s numericky ziskanymi daty.
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7 Implementace pfimé metody tuhosti

Numericky budeme ulohy fesit pomoci metody pfimé tuhosti (DMS), kterd je
dlikladné popsana v kapitole 6. Pro feSeni Uloh pouZijeme program napsany v jazyce

MatLab ve verzi R2016a.

7.1 Kontrolni dlohy

Abychom se nejprve s pfimou metodou tuhosti seznamili a ovéfili si spravnost
pochopeni a aplikace budeme nejdfive fesit jednoduchou konstrukci, kterou jsme jiz

vyresili analyticky, viz kapitola 6. To nam poslouzZi pro kontrolu.
7.1.1 Vstupni hodnoty

Pro lepsi srovnani vysledk( analyticky a numericky ziskanych dat budeme kontrolni
konstrukci resit v symbolickych proménnych. Zavedeme si pro to symbolické hodnoty

Youngova modulu pruznosti E, plochy prifezu prutu 4, délky prutu L a zatiZeni F.

syms
syms
syms
syms

= e

~e Ne

Pro kazdy prut si zaloZime vlastni strukturu, z které je pak jednoduché zpétné

ziskat potrebnou hodnotu. Struktury pak pro snazsi zpracovani pomoci cykl uloZzime jako

vektor.

data = [
struct('E', E, 'A', A, 'L', L, 'phi', pi / 3, 'od', 1, 'do', 3),
struct('E', E, 'A', A, 'L', L, 'phi', 2 * pi / 3, 'od', 2, 'do', 3),
struct('E', E, 'A', A, 'L', L, 'phi', O, 'od', 1, 'do', 2)

1;
V této strukture jsou kromé fyzikalnich parametr( prutu také jeho otoceni oproti

globalnimu systému soufadnic phi a proménné od a do, kde od znamena pocatecni kloub

konkrétniho prutu a do jeho koncovy kloub.

Pro dalsi procesy je potfeba zjistit maximalni ¢islo kloubu. K tomu slouzi
samostatnd funkce zjisti_max_cislo_kloubu, ktera je uloZena v samostatném souboru.

Ta funguje tak, Ze postupné projde cely vektor data a postupné navysuje hodnotu
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max_kloub plvodné nastavenou na 0 tak, aby byla rovna nejvyssi nalezené hodnoté od

e

nebo do. Pfedpokladad se, Ze pfi Cislovani kloubll nebylo Zadné ¢islo vynechano.

function max _kloub = zjisti max cislo_kloubu(data)
max_kloub = 0;
for i = l:numel (data) % Pro kazde 1 od 1 do poctu prutu
prut = data(i); % Vezmeme si i-ty prut
if prut.od > max kloub % prut.od je kloub
max_kloub = prut.od; % nastavi aktualni max kloubu od
end;
if prut.do > max kloub % prut.do je kloub
max_kloub = prut.do; % nastavi aktualni max kloubu do
end;
end;
end

% Zjisteni maximalniho indexu kloubu
max_kloub = zjisti max cislo kloubu(data);

7.1.2 Okrajové podminky

Déle definujeme okrajové podminky. Do vektoru podpera si uloZzime vybrané
indexy radkd a sloupcl budouci globalni matice tuhosti. Ty odpovidaji nulovym posuvim
zpUsobenymi podpérami. Tyto fadky a sloupce budeme nulovat pfi aplikaci okrajovych

podminek.

)

ktere klouby jsou ukotvene (vuci matici K)
X = 2 * kloub - 1

y = 2 * kloub

podpera [1, 2, 4]; % Staticky urcita uloha
%podpera = [1, 2, 3, 4]; % Staticky neurcita uloha

o0 oo

7.1.3 Silové zatizeni

Aplikované sily budeme zapisovat do vektoru, ktery obsahuje silové slozky ve
sméru osy x a y pro kazdy kloub. Celkem mame 3 klouby, takZe vektor ma rozmér 6x1, viz

rovnice (6.1). Tedy 2 * hodnota max_kloub.

ProtoZe pocitdme se symbolickymi proménnymi, musi i tento vektor byt
symbolicky. ZaloZime si nejprve symbolickou proménnou f _aplikovana. Pak ji naplnime
Sesti nulami, tim se z ni stane symbolicky vektor 6x1. Do jeho posledni slozky vloZzime opét

symbolickou aplikovanou silu F.

syms f aplikovana;
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[

f aplikovana(l:(2 * max kloub),1l) = transpose((l:(2 * max kloub)) * 0); %
Nastavi na vektor samych nul

syms F;

f aplikovana(6) = -F; % nastavi zadane zatizeni (silove) na pozici 6
(fyC)

7.1.4 Globalni matice tuhosti soustavy

Teoreticky se nejprve pro kazdy prut sestavi lokalni matice tuhosti. Pak se opét pro
kazdy prut sestavi transformacni matice pro prevod z globalniho do lokdlniho
souradnicového systému. Ta se pouzije na prevod lokalnich matic tuhosti na globalni
matice tuhosti. Ty se pak vSechny rozsifi na rozsifené globalni matice tuhosti. Nakonec se
jednotlivé rozsirené matice tuhosti se¢tou na vyslednou matici tuhosti celé konstrukce a

vysledna soustava rovnic se vyresi.

V praxi je ale vyhodnéjsi postupovat jinak. Teoreticky postup je zbyte¢né naroény
na pamét pocitace a je i sloZitéjsi ho naprogramovat. Proto je vyhodnéjsi sestavovat
globalni matici celé konstrukce postupné. Zacit s globalni matici tuhosti celé konstrukce
sestavajici prozatim ze samych nul. Pro kazdy prut spocitat lokalni matici tuhosti ze
vztahu (6.13) a transformacni matici, viz rovnice (6.14). Z nich spocitat globalni matici

tuhosti prutu ze vztahu (6.21). Tu rozsifit a pricist ke globalni matici tuhosti celé

konstrukce.

K globalni = zeros (2 * max kloub); % K globalni je matice
(2*max_kloub)x (2*max kloub) poskladana z jednotlivych rozsirenych matic K

o\©

Postupne spocitame rozsirene K pro jednotlive pruty a pridame je do
K globalni. K globalni je pak jeste potreba vynulovat v mistech rovnic
odpovidajicich podperam

o\©

)

for 1 = 1:numel (data
prut = data(i);

% Pro kazde i od 1 do poctu prutu
Vezmeme si i-ty prut

)

lokalni K = (prut.E * prut.A / prut.L) * [1 0 -1 0; 00 0 0; -1 01
0; 00 0 0];

T = [cos(prut.phi) sin(prut.phi) 0 0; -sin(prut.phi) cos(prut.phi) O
0; 0 0 cos(prut.phi) sin(prut.phi); 0 0 -sin(prut.phi) cos(prut.phi)];
data(i).T = T; % Ulozime si T do struktury pro pozdejsi pouziti

global K prutu = T7-1 * lokalni K * T;

% Poskladani celkoveho globalniho K pro vsechny pruty
% prut.od a prut.do je znaceni kloubu
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syms rozsirena K prutu; % rozsirena K je matice nul, do ktere Jjsme
dali 1 malou 4x4

rozsirena K prutu(l:(2 * max kloub), 1:(2 * max kloub)) = zeros((2 *
max_kloub));

od = (2 * prut.od - 1):

do = (2 * prut.do - 1):

* prut.od);

(2

(2 * prut.do);
rozsirena K prutu(od, od) = global K prutu(l:2, 1:2); % od, od
rozsirena K prutu(od, do) = global K prutu(l:2, 3:4); % od, do
rozsirena K prutu(do, od) = global K prutu(3:4, 1:2); % do, od
rozsirena K prutu(do, do) = global K prutu(3:4, 3:4); % do, do

K globalni = K globalni + rozsirena K prutu;
end;

Dale sestavime rozsifenou globdlni matici tuhosti prutu. ProtoZe pracujeme se
symbolickymi proménnymi je potfeba si nejprve definovat rozsirena_K_prutu jako
symbolickou proménnou. Pak do ni pfifadime jednotlivé prvky nulové matice. Tim
vytvorime symbolickou matici, ktera obsahuje samé nulové prvky. Globalni matice tuhosti
prutu ma rozmér 4x4. V obecném pripadé je ji potfeba rozdélit na 4 matice 2x2 a ty
umistit do rozsifené matice na pozice odpovidajici poc¢ate¢nimu a koncovému kloubu
daného prutu. Cilové rozsahy index( radku a sloupcl v rozsifené matici si prepocitdme do
proménnych od a do podle Cisel pocatecniho a koncového kloubu prutu. Nasledné pak
provedeme zapsani 4 matic 2x2 puvodni globalni matice prutu do rozsitené matice prutu

na pozice uréené rozsahy indexud od a do.

7.1.5 Redeni

Pfi feseni globalni matice tuhosti soustavy je nejprve potfeba zbavit se rovnic
(Fadk( a sloupcli matice), které odpovidaji zadanym okrajovym podminkam, viz obrazek
27. Indexy radku a sloupcu, které je potreba eliminovat mame ulozené v proménné
podpora. Teoreticky bychom méli z matice tyto radky a sloupce odstranit, ale v praxi je
jednodussi je nahradit radky a sloupci jednotkové matice. Vysledny efekt je stejny a
uSettime si tak slozZité rozdélovani a spojovani matice.

Nasledné je uz mozné procisténou globalni matici tuhosti soustavy vyresit a ziskat
vektor posunuti a vektor sil. Reakéni sily ziskame odectenim vektoru aplikovanych sil od

vysledného vektoru vsech silovych ucinka.

% Procistovani K
procistena K = K globalni; % Zachovani matice K pro zpetne dosazeni
procistena f = f aplikovana; % Zachovani sil f pro zpetne dosazeni
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% Budeme nahrazovat radky a sloupce odpovidajici nulovym posunum
% odpovidajicimi castmi jednotkove matice

jednotkova matice = eye (2 * max kloub);
for i = podpera

o)

5 procisteni radku K

procistena K(i, :) = jednotkova matice(i, :);
% procisteni sloupce K
procistena K(:, 1) = jednotkova matice(:, 1i);
% procisteni £
procistena f(i) = 0;

end;

Resenf posuv(

Kompletni feseni posuvl dostavame ze vztahu (6.38).
u = procistena K*-1 * procistena f;

Postprocessing — obnoveni sil

Vektor sil spocitame pomoci vztahu (6.4).
f = K globalni * u;
Vektor reakcnich sil dostaneme ze vztahu (6.40).

f reakcni = £ - f aplikovana;

7.1.5.1 Vysledky

Pro staticky urcitou i neurcitou kontrolni Ulohu nam numericky i analyticky vysly

totozné hodnoty posuvu i silovych ucinkd.

Hodnoty posuvli SU ulohy: Hodnoty posuvl SN ulohy:
-uxAi [ 0 ] -uxA- [ 0 ]
Uyq 0 Uyg 0
Uyp @ Uxp 0
_| 6EA -
uyB 0 uyB 0
V3FL Uxc 0
Uxe e
12EA 2Fl
Uy ¢ —
3Fl 3EA
Uy = ! 11 |
| | | 4EA)
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7.2 Uloha &tvercové 2D sité s pritkami

Uloha 2D sité ma stejnou vypocetni ¢ast jako kontrolni Gloha. Budeme se zabyvat

pouze zadanim prutd, z kterych se sit sklada a okrajovych podminek.

Vrstvy ve sméru osy X

¥ ¥ (
122 73 28
4. yrstva \ \
w18 AT 120
3. vrstva \ \
172 A 1L A5
2. vrstva \ \
T T. (2 . |0
1. vrstva \ \

NN N NN

AT W WL ST

1. vrstva
2. vrstva
3. vrstva
a
4. vrstva

Vrstvy ve sméru osy y

Obrazek 36 Vysledna sit o vySce a Sifce 4 vrstev

b _C

A B
Obrazek 37 Zakladni ¢tverec: Kazdy ¢tverec obsahuje jeden diagonalni prut (modry nebo
cerveny). Teckovany prut se pridava jen pokud je ¢tverec v posledni vrstvé ve sméru osy

x, Carkovany prut se pridava pouze pokud je Ctverec v posledni vrstvé ve sméru osy y
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Pruty, z kterych se sit sklada, vygenerujeme pomoci dvou vnorenych cykli. Misto
trojuhelnika bude zakladni stavebni soucasti ¢tverec s pricnym prutem, viz obrazek 37.
Prvni cyklus je pro y od 1 do zadané hodnoty vyska_site — 1. Tento cyklus tedy
postupné projde vSechny vrstvy sité. Druhy cyklus je pro x od 1 do zadané hodnoty
sirka_site — 1. Druhy, vnoreny, cyklus projde v kazdé vrstvé jednotlivé sloupce.

Vyslednou sit vidime na obrazku 36.

Uvnitf vnitfniho cyklu postupné konstruujeme aktualni ¢tverec z prutl. Zaéneme
tim, Ze vypocitdme Cisla kloubl A, B, C a D v rozich ¢tverce z aktualnich hodnot x a y.
Umisténi kloubl 4, B, C a D je vidét na obrazku 37. Cisla kloubd, kterd maji vyjit pak na
obrazku 36. Nasledné umistime pruty A — B a A — D, které jsou v kazdém ¢tverci. Pricny
prut umistime jako A — C nebo B — D podle toho, jestli jsme v sudém nebo lichém
sloupci/radku. Pokud jsme na konci vrstvy tak umistime i pravy okraj sité, tedy prut B —

C. Pokud jsme v posledni vrstvé, tak umistime i prut tvofici horni okraj sité, tedy D — C.

data = [];
sirka site = 4;
vyska site = 4;

% Budeme stavet celkem vyska site * sirka site ctvercu
for y = l:vyska site % Pro kazde patro y = od 1 do poctu pater
for x = l:sirka site % Pro kazdy ctverec v patre x = od 1 do poctu
ctvercu na sirku
% Vypocet cisel kloubu v rozich ctverce
Z "Cislovani ctvercu" vypocitavame "Cisla kloubu"

)

levy dolni

A =x+ (y - 1) * (sirka site + 1);

% pravu dolni

B=x+1+ (y - 1) * (sirka site + 1);
$ levy horni

D=x+y * (sirka site + 1);

% pravy horni

C=x+1+y * (sirka_site + 1);

e

Umistujeme 4, ktere jsou v kazdem ctverci

$ prut A - B
data = [data, struct('E', E, 'A', A, 'L', L, 'phi', 0, 'od', A,
'do', B)I1;

$ prut A - D

data = [data, struct('E', E, 'A', A, 'L', L, 'phi', pi / 2, 'od',
A, 'do', D)I1;
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o)

$ stridani uhlopricek v siti, pro "x+y = sude cislo" mame

uhloricky o uhlu pi / 4, pro "x+y = liche cislo" méame uhlopricky
$ o uhlu 3 * pi / 4
if mod(x + y, 2) == 0
% prut A - C
data = [data, struct('E', E, 'A', A, 'L', sgrt(2 * L * L),
'phi', pi / 4, 'od', A, 'do', C)1;
else
% prut B - D
data = [data, struct('E', E, 'A', A, 'L', sgrt(2 * L * L),
'ohi', 3 * pi / 4, 'od', B, 'do', D)1;
end
% Umistujeme prut B - C - pouze pokud jsme na pravem okraji
vrstvy
if x == sirka site % Pokud jsme s x na konci
% prut B - C
data = [data, struct('E', E, 'A', A, 'L', L, 'phi', pi / 2,
'od', B, 'do', C)1;
end;
% Umistujeme prut D - C - pouze pokud jsme v posledni vrstve
if y == vyska site % Pokud jsme s y na konci
% prut D - C
data = [data, struct('E', E, 'A', A, 'L', L, 'phi', 0, 'od',
D, 'do', C)1;
end;
end;
end;

Dale pak zadame okrajové podminky. To uéinime opét tak, Ze do vektoru
podpera ulozime indexy fadk( a sloupct globalni matice tuhosti soustavy, které

odpovidaji nulovym posundm vynucenym podpérami.

Prvni 2 indexy jsou 1 a 2, stejné jako u kontrolni dlohy a ulohy 2D most je prvni
kloub (levy dolni okraj sité) ukotven jak svisle, tak vodorovné pevnou kloubovou
podporou. Dale chceme svisle ukotvit vSechny nasledujici klouby nachazejici se ve spodni

vrstvé posuvnou kloubovou podporou. Posledni index bude sirka_site * 2.

oe

ktere klouby jsou ukotvene (vuci matici K)
x = 2 * kloub - 1

y = 2 * kloub

podpera = [1,(2:2:(1 + sirka site)*2)];

e

e

Nakonec zadame pusobici sily. Ty zadame jako vektor, ve kterém jsou pro kazdy
kloub 2 hodnoty. Na lichych pozicich jsou sily ptisobici ve sméru osy x, na sudych pak sily
pusobici ve sméru osy y. Zadanou silu F chceme nechat pudsobit na cely horni okraj sité

proti sméru osy y.

% Zatizeni po cele horni hrane site ve svislem smeru
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for i = ((max kloub - sirka site) * 2 :2: (max kloub * 2))
f aplikovana (i) = -F;
end;

7.3 Uloha pravidelné trojihelnikové 2D sité&

Uloha pravidelné trojuhelnikové 2D sité je opét zaloZena na vypocétu pomoci DSM.

Od ostatnich uloh se lisi opét jen zplisobem rozmisténi prut(.

VAVAVAVAVAVA™SS
/ \/ \/ \/ \/ \/ \ > patro
\VAVAVAVAVAVES ..
VAVAVAVAVAVAS LS
\VAVAVAVAVAVEL
VAVAVAVAVAVA

AN RN AN AA

T & T & T T

Obrazek 38 Nezatizena pravidelna trojuhelnikova sit s oznacenim kloubl a pater

Pruty sité byly vytvoreny pomoci Delaunayovy triangulace tak, Ze nejprve bylo
vygenerovano umisténi kloub(, mezi které se potom umistily pruty. Pozice kloub( byly
vygenerovany postupné po patrech, viz obr. 38. Suda a licha patra se odliSuji poctem

kloub( v patfe a posunutim zacatku patra po ose x.

% Vytvoreni kloubu, ktere pak vyplni delaunay

x = [1;
y = [1;
for patro = 1:(vyska site+l)
if mod(patro, 2) ==
x = [x,L*(l:sirka site + 1)];
y = [y,ones(l, sirka site + 1) * patro * L * sqrt(3) / 2];
else
x = [x,L*((l:sirka_site) + 0.5)1];
y = [y,ones(l, sirka site) * patro * L * sqrt(3) / 2];
end
end;

Samotné umisténi prutl mezi jiz vytvorené body, které predstavuji klouby, bylo
provedeno pomoci funkce delaunayTriangulation. Tato funkce vytvofi triangulaci, z niz je

potieba ziskat jeji hrany, které reprezentuji jednotlivé pruty.
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% Triangulace
triangulace = delaunayTriangulation(x', y'); % vytvory to trojuhelniky
hrany = edges (triangulace);

Hrany triangulace byly ziskany jako matice 2 * pocet prutt, kde vZdy dvojice v
kazdém radku matice obsahovala Cisla kloubU, které jsou na krajich prutu. Takto zadané
pruty bylo potfeba prevést do formatu pro vypocet DSM, ve kterém je kromé Cisla
pocatecniho a koncového kloubu uloZena i jeho délka, uhel natoceni, modul pruznosti v

tahu a prirez.

% Prevod z triangulace do zadani pro DSM
data = [];
for hrana = hrany'

i = hrana(l);

J = hrana(2);

% Vyhozeni extra hran na krajich, ktere zbytecne pridala triangulace

if abs(i - j) > sirka site + 1
continue

end;

dx_ij = x(J)-x(1);

dy_ij = y(J)-y(1);

L ij = sqgrt(dx_ij*dx ij + dy ij*dy i3j);

phi ij = atan2(dy ij, dx_ij);

data = [data, struct('E', E, 'A', A, 'L', L ij, 'phi', phi ij, 'od',
i, 'do', j, 'o', 0)1;
end;

Tato uloha se bude srovnavat s analytickym resenim. Srovnani bylo provedeno pro
tfi typy namahani. A to pro jednoosou napjatost ve sméru osy x, dale pro jednoosou
napjatost ve sméru osy y a nakonec pro zatizeni smykovym napétim. Proto byla DSM
vypoctena pro tyto tfi druhy zatiZeni pravidelné trojuhelnikové 2D sité. Pro prehlednéjsi
zadavani podpér, aplikovanych sil a vyhodnoceni modulu pruznosti byly nejprve
vypocitany cisla kloubl na okrajich sité.

% Zjisteni maximalniho indexu kloubu
max_kloub = zjisti max cislo_ kloubu (data);

% Vypocet cisel kloubu
klouby dole = l:sirka_ site

klouby nahore = max kloub - sirka site + l:max kloub
klouby napravo = (l:vyska site / 2) * (sirka site + sirka site + 1)
klouby nalevo = (l:vyska site / 2) * (sirka site + sirka site + 1) -

sirka site
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7.3.1 Younglv modul pruznosti ve sméru osy y

Pro vypocet Youngova modulu pruznosti ve sméru osy y bylo potfeba podepfit sit
v kloubech, které jsou na spodnim okraji sité. Kloub ¢islo jedna byl podepfen pevnou
kloubovou vazbou, zatimco ostatni klouby ve spodni vrstvé byly podepfeny posuvnou

kloubovou vazbou.

% Podpery
podpera = [1,klouby dole*2];

F F\tF\LF\LF\LF\LF

A A A A A

TR T T ™ T W
Obrdazek 39 Model kloubové sité zatizené ve sméru osy x

Zatizeni bylo aplikovano na klouby v hornim okraji sité ve sméru osy y.

% Zatizeni
f aplikovana = zeros(max _kloub * 2, 1); % Nastavi na vektor samych nul

% Zatizeni po cele horni hrane site ve svislem smeru

indexy zatizeni = klouby nahore * 2;
for i = indexy zatizeni

f aplikovana (i) = -F y;
end;

Nasledné byla vypocitana DSM pro zadanou sit, podpéry a zatizeni.

% Vypocet DSM
[ u, £, £ reakcni ] = dsm(data, f aplikovana, podpera);

Pro vypocet Younguva modulu pruznosti je potfeba vypocitat délku sité ve sméru

osy x.

% Delka cele site ve smeru 0sy X
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1l x = sirka site * L + L;

Dale byla vypoctena myslend plocha, ktera je kolmym prirezem sité k ose y.

% Plocha, na kterou pusoby napeti ve smeru osy y
Ay =1x%* 2*%r;

Posun vrchni hrany sité, v dlisledku plsobeni zatéze, byl vypocten jako pramér

posunuti jednotlivych kloubl na horni hrané sité.

% Posunuti vrsku site ve smeru osy y, bereme prumer
vrchni u = u(indexy zatizeni)
u_y = mean(vrchni u);

Na zdkladé vyse uvedenych veli¢in byl spocten Younglv modul pruznosti ve sméru

osy y.

E y = abs(sigma y * 1 x / u_y)
7.3.2 Younglv modul pruznosti ve sméru osy x

Pro vypocet Youngova modulu pruznosti ve sméru osy x bylo potfeba podepfit sit
v kloubech, které jsou na levém okraji sité. Kloub &islo jedna byl podepren pevnou
kloubovou vazbou, zatimco ostatni klouby na levém okraji byly podepreny posuvnou

kloubovou vazbou.

% Podpery
podpera = [2*(sirka site + 1), klouby nalevo * 2 - 1];

Obrazek 40 Model kloubové sité zatizené ve sméru osy x
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Zatizeni bylo aplikovdno na klouby na pravém okraji sité ve sméru osy x.

% Zatizeni
f aplikovana = zeros(max kloub * 2, 1); % Nastavi na vektor samych nul

% Zatizeni po cele horni hrane site ve svislem smeru

indexy zatizeni = klouby napravo * 2 - 1
for i = indexy zatizeni

f aplikovana (i) = -F_x;
end;

Nasledné byla vypocitana DSM pro zadanou sit, podpéry a zatiZeni.

% Vypocet DSM
[ u, £, £ reakcni ] = dsm(data, f aplikovana, podpera);

Pro vypocet Younguva modulu pruznosti je potfeba vypocitat délku sité ve sméru

osy y.

% Delka cele site ve smeru osy Vy
1 y = vyska site * L * sqrt(3)/2;

Dale byla vypoctena myslena plocha, ktera je kolmym prifezem sité k ose x.

% Plocha, na kterou pusobi napeti ve smeru osy y
Ax =1y * 2*r;

7

Posun pravé hrany sité, v disledku plisobeni zatéze, byl vypocten jako pramér

posunuti jednotlivych kloubl na pravé hrané sité.

)

Posunuti vrsku site ve smeru osy y, bereme prumer

% Posunuti vrsku site ve smeru osy y, bereme prumer
prave u = u(indexy zatizeni);
u_ X = mean (prave u);

Na zakladé vyse uvedenych veli¢in byl spocten Youngtlv modul pruznosti ve sméru

osy X.

E x = abs(sigma x * 1 yv / u x);

7.3.3 Modul pruznosti ve smyku

Pro vypocet modulu pruznosti ve smyku bylo potfeba podepfit sit v kloubech,

které jsou na spodnim okraji sité pevnou kloubovou vazbou.
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s Podpery
podpera

[klouby dole*2 - 1,

klouby dole*2];

F_F F F _F_F

AANRANIRAIPAY
Obrdzek 41 Model kloubové sité zatizené smykem

°

Zatizeni

f aplikovana

Zatizeni bylo aplikovdno na klouby na hornim okraji sité ve sméru osy x.

zeros (max_kloub * 2, 1); % Nastavi na vektor samych nul
$ Zatizeni po cele horni hrane site ve svislem smeru
indexy zatizeni = klouby nahore * 2 - 1;
for i = indexy zatizeni
f aplikovana (i) =
end;

F smyk;

£, =

f reakcni ]

Nasledné byla vypocitana DSM pro zadanou sit, podpéry a zatiZeni.
% Vypocet DSM
[ u,

dsm (data,

f aplikovana, podpera);

Pro vypocet modulu pruZnosti je potfeba vypocitat délku sité ve sméru osy x.
s Delka cele site ve smeru osy y
1l vy =

vyska site * L * sqrt(3)/2;

o

Uhel zkoseni sit&, v diisledku plsobeni zatéze, bylo vypocteno z primérného
posunuti vrchni hrany sité ve sméru osy x.

vrchni u

Posunuti vrsku site ve smeru osy x,
u x =

u(indexy zatizeni);
mean (vrchni u);
gamma =

bereme prumer
atan(u x / 1 y);
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Na zakladé vySe uvedenych veli¢in byl spo¢ten modul pruznosti ve smyku.

G = sigma smyk/gamma;
7.4 Uloha nepravidelné trojuhelnikové sit&

Uloha nepravidelné trojuhelnikové sité byla Fedena podobné jako tloha pravidelné
trojuhelnikové sité a to pomoci DSM a Delaunayovy triangulace. Uloha se lisi od Glohy

pravidelné sité pouze zadanim vstupni sité a jinym vypoctem cisel kloub( na okrajich sité.

Sit byla zkonstruovana tak, Ze byl nejprve vygenerovan zadany pocet ndhodné
umisténych klouba. Urcity pocet kloubl byl umistén zcela ndhodné uvnitf sité a ostatni
klouby byly umistény na okraje sité. Poloha kloub( na okrajich sité je tedy ndhodnd jen v
jedné souradnici. Tak bylo docileno toho, Ze ndhodna sit vyplriuje alespon pfiblizné uréeny
prostor. Klouby byly propojeny pruty za pomoci Delaunayovy triangulace. Vysledna sit

byla zpracovdna obdobné jako pravidelna trojuhelnikova sit.

Soutadnice uzll byly generovany postupné. Nejprve byly vygenerovdny souradnice
uzll uvnitf sité:

$ rand = vygenerovani nahodnych bodu, chci vektor proto "1" v "rand

vnitrek x rand(1l, vnitrek pocet bodu) * sirka site;
vnitrek y = rand(l, vnitrek pocet bodu) * vyska site;

Nasledné byly vygenerovany souradnice uzll na bocich sité:

% vektor bodu po leve strane site
leva x = rand(l, pocet bodu svisle) * 0;
leva y = rand(l, pocet bodu svisle) * vyska site;

$ vektor bodu po prave strane site
prava x = (rand(l, pocet bodu svisle) * 0 + 1) * sirka site;
prava y = rand(l, pocet bodu svisle) * vyska site;

Pak byly vygenerovany soutadnice kloub(i na hornim a spodnim okraji sité:

% vektor bodu na horni strane site
horni x = sort(rand(l, pocet bodu vodorovne) * sirka site);
horni y = (rand(l, pocet bodu vodorovne) * 0 + 1) * vyska site;

% vektor bodu na dolni strane site
dolni x = sort(rand(l, pocet bodu vodorovne) * sirka site);
dolni y = rand(l, pocet bodu vodorovne) * 0;
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Nakonec byly vSechny souradnice spojeny do spole¢nych vektord x a y:

vektor vsech bodu (okrajove 1 vnitrni body)

x = [horni x, dolni x, leva x, prava X, vnitrek x];
y = [horni y, dolni y, leva y, prava_ y, vnitrek yl;

Z vektoru se soufadnicemi uzll byla vytvorena sit pomoci Delaunayovy
triangulace:
% Triangulace
triangulace = delaunayTriangulation(x', y'); % vytvory to trojuhelniky
hrany = edges (triangulace);

Za ucelem vypoctu modull pruznosti byly obdobné jako u pravidelné

trojuhelnikové sité vypocteny Cisla kloubtl na hranach sité:

% Zjisteni maximalniho indexu kloubu]
max_kloub = zjisti max cislo kloubu(data);

% Vypocet cisel kloubu

klouby dole = pocet bodu vodorovne+l: (2*pocet bodu vodorovne)

klouby nahore = l:pocet bodu vodorovne

klouby napravo =

(2*pocet bodu vodorovnet+pocet bodu svisle+l): (2*pocet bodu vodorovne+2*po

cet bodu svisle)
klouby nalevo =
(2*pocet bodu vodorovne+l) : (2*pocet bodu vodorovnet+pocet bodu svisle)

7.4.1 Optimalizace nepravidelné trojdhelnikové sité

U nepravidelné sité se Casto stava, Ze nékteré z jejich prutli nevydrzi danou zatéz.
Prasknuti prutu je pro nas z vypocetniho hlediska nevhodny stav. Metoda DSM, ktera byla
aplikovana v numerickém vypoctu, nezohlednuje, zda doslo k pretrzeni prutu, proto by
takovyto vysledek byl nerealny. Proto byla snaha se tomuto stavu vyhnout pomoci
optimalizace. Predpokladame, Ze pfi odstranéni téchto prutl se napéti roznese do
ostatnich, méné napjatych prut(. Proto byla provedena na ndhodné nepravidelné siti
optimalizace na principu postupného odstraniovani prutu, které jsou natolik napjaté, ze by

doslo k jejich preruseni.

Optimalizace ndhodné sité byla provedena pfi zatiZeni sité ve sméru osy y za

pomoci funkce optimalizuj popsané nize:
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% Optimalizace struktury
f aplikovana = zeros (max_kloub * 2, 1);

indexy zatizeni = klouby nahore * 2;
for i = indexy zatizeni
f aplikovana(i) = -sigma y * A y / length(indexy zatizeni);
end;
podpera = [1,klouby dole*2];

data = optimalizuj(data, f aplikovana, podpera, mez pevnosti, 30);

Funkce optimalizuj pracuje s daty sité, aplikovanymi silami, zadanim podpér, mezi
pevnosti materialu, ze kterého jsou vyrobeny pruty, a po¢tem iteraci. Jednotlivé iterace

optimalizace se skladaji ze ¢tyr kroku:
Prvnim krokem je pouZiti DSM k nalezeni napétich v prutech:
% Vypocet DSM
[ u, £, £ reakcni ] = dsm(data, f aplikovana, podpera);
data = vypocet napeti(data, u);
Druhym krokem je nalezeni nejnapjatéjsiho prutu sité:
% Nalezeni prutu s nejvetsim napetim, ktery jsme jeste nevyhodili
nejvyssi napeti = 0;
for i = 1l:length(data)

if data(i).o > nejvyssi napeti && data(i).E ~=1

nejvyssi napeti = data(i).o;
nejnapjatejsi prut = 1i;
end;

end;

Ttetim krokem je podminecné ukonéeni optimalizace, pokud Zadny prut uz neni

napnut pres mez pevnosti:

% Ukonceni optimalizace pri ziskani zadneho ruzoveho/zhrouceneho

% prutu v cele siti
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if nejvyssi napeti < mez pevnosti
break;

end;

Poslednim krokem iterace je pak nastaveni modulu pruznosti nejnapjatéjsiho

prutu na zanedbatelné malou hodnotu. Timto je dany prut efektivné vyrazen ze sité:

% Eliminace nejnapjatejsiho prutu, nastaveni skoro nuloveho modulu

pruznosti

data (nejnapjatejsi prut).E = 1;

vyhazov_od data(nejnapjatejsi prut) .od

vyhazov _do = data(nejnapjatejsi prut) .do

Dale byly vypocteny moduly pruznosti ve sméru osy x, osy y a modul pruznosti ve

smyku stejnym zpUsobem jako v pfipadé pravidelné trojuhelnikové sité.
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8 Vysledky

Nejdrive byl proveden analyticky a numericky vypocet kontrolnich uloh, pro

ovéreni spravnosti implementace pfimé metody tuhosti. Vysledky posuv( ziskané

numerickou metodou pti pouziti hodnost z tabulky 4 jsou zapsany v tabulce 5. Hodnoty
z tabulky 4 byly dosazeny do analytickych vzorcl pro vypocet posuvl kontrolnich tloh a
jejich ciselné vysledky jsou pro prehledné srovnani také zaznamenany v tabulce 5. Dale

jsme analyticky i numericky resili slozZitéjsi 2D struktury.

Tabulka 4 Hodnoty dosazené do analytickych vzorc( pro vypocet kontrolnich tGloh

F [N] 150

L [m] 0,1
E[Pa] | 1,14 E+11
A[m?] 0,005

Vysledky kontrolnich tloh
Staticky urcita uloha Staticky neurcita uloha
Vysledné posuvy
kloubi Analyticky | Numericky | Analyticky | Numericky
Uxa [M] 0 0 0 0
Uya [m] 0 0 0 0
Uxe [m] 7,60 E-09 7,60 E-09 0 0
uys [m] 0 0 0 0
Uxc [m] 3,80 E-09 3,80 E-09 0 0
Uyc [m] -1,97 E-08 -1,97 E-08 | -1,75E-08 | -1,75E-08

Tabulka 5 Srovnani hodnot posuvd kontrolnich dloh analytickym a numerickym vypoctem

V tabulce 6 se nachazi prehled analyticky ziskanych vzorcu, které byly pouzity pro

vypocet modulll pruznosti pravidelné trojuhelnikové struktury. Prvni tfi radky jsou pro

kloubové spojenou strukturu. Zbylé pro pevné spojenou strukturu.
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E; E, G*
=] V3E mr
Kloubové Zatizeni g, . [S, )
spojena
pravidelnd | zatizeni o, 3v3Esnr ]
trojuhelnikova 8L
sit — analyticky,
dle [23] ZatiZeni T = 3 V3Emr
8L
Pevné spojena | Zatizeni Egmr r? N 1]
atizeni o
pravidelna | V3[4 +212)
trojuhelnikova e BN
sit - analyticky, | ZatiZenio, S [ —— §]
analogicky s
[11, 15] Zatizeni T .

Tabulka 6 Prehled analytickych vzorc( pouZitych pro vypocet modulll pruznosti

Do této tabulky byly dosazeny nasledujici hodnoty vstupnich parametr(:

E = 1.14*%10"11; %
r = 0.3*10%-3; $ m
A = pi*r*r; $ m"2

L = 3*10"-3; S m

Pa

Vysledné hodnoty modull pruznosti, po dosazeni do vzorci z tabulky 6, jsou

prehledné zaznamenano v tabulce 7, do které byly zaznamendny i hodnoty ziskané

numerickym vypoctem pravidelné trojuhelnikové sité.

E; [MPa] E; [MPa] G" [MPa]
Kloubové Spojena' Zatizeni O, 20677 =
pravidelna Zatizeni g, 23 262 -
trojuhelnikova sit —
analyticky, dle [23] Zatizenit - - 3877
Pevné spojena Zatizeni g, 20728 - -
pravidelna Zatizent ey
trojuhelnikova sit - atizeni gy ) )
analyticky, analogicky Zatizeni T _ _ _
s [11, 15]
Kloubové spojend Zatizeni o, 20218
pravidelna Zatizeni o, 20719
trojuhelnikova sit -
numericky Zatizeni T 2 831

Tabulka 7 Prehled vypoctenych modull pruznosti
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Numerické vysledky modull pruznosti z tabulky 7 jsou platné pro nasledujici pocty

pater sité:

sirka site 40;
vyska site = 46;

Kde sirka_site odpovida poctu pater ve sméru osy x a vyska_site odpovida

poctu pater ve sméru osy y.

V tabulce 8 je srovnani moduld pruznosti pro pravidelnou a nepravidelnou sit o
stejné vysce a $ifce sité. Konkrétné pro vysku sité 31,2 mm a $itku sité 33 mm. Cemuz u
pravidelné sité odpovida vyska_site = 12 a sirka_site = 10. Aby srovnani bylo
smysluplné, nastavoval se i co nejpodobnéjsi celkovy objem prutl v siti. Pro pravidelnou
sit byl celkovy objem prutd 3,08 - 10~7 m?3 a pro nepravidelnou sit byl celkovy objem

prutd 3,53 - 1077 m3. Nepravidelna sit z této tabulky je zndzorné&na na obrazku 45.

E; [MPa] E}, [MPa] G" [MPa]
Kloubové Zatizeni o, 19 537
spojena
> .l . Zatizeni o 19 677
pravidelna y
trojihelnikova Zatizeni T 2433
sit - numericky
Kloubové Zatizeni o, 15 021
spojena Zatizeni 15114
nahodn atizent oy
trojlihelnl'kové Zatizeni T 1723
sit - numericky

Tabulka 8 Srovnani modulll pruznosti pravidelné a nepravidelné sité o stejné vysce a Sifce
sité
Srovname-li numerické vysledky pravidelné trojuhelnikové sité z tabulky 7 a 8
vidime, Ze s poCtem pfibyvajicich pater sité moduly pruznosti stoupaji. CozZ je zndzornéno i
v grafu 1. Kde oranZové je vyznacena analyticky spo¢tena hodnota kloubové sité

z tabulky 7 a modfe jsou vyznaceny numericky spoctené hodnoty.
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Zavislost Youngova modulu pruznosti na poctu pater

21,0

20,5 > —

20,0

Ex [GPa]

19,5

19,0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Pocet pater ve sméru osy x

—@— Numericky Ex [GPa]

Analyticky Ex [GPa]

Graf 1 Graf zavislosti Youngova modulu pruznosti ve sméru osy x celé sité na poctu pater,

i navysovani ,,Ctv vy“ tvar sité
fi navySovani pater pro ,Ctvercovy” tvar sité

NavySovani pater probihalo nasledovné. Chtéli jsme vidy mit sit ve tvaru ¢tverce.
To samoziejmé s rovnoramennymi trojuhelniky nejde. Proto jsme vzdy volili takovou
kombinaci pater na vysku a na Sitku, abychom se ¢tvercovému tvaru co nejvice blizili.

Proto je v popisku u grafu 1 dén vyraz ¢tvercovy do uvozovek.

8.1 Grafické vysledky 2D siti

V této sekci si ukdzeme rozloZeni napéti pravidelné a nepravidelné trojuhelnikové
sité pri tfech typech zatizeni. PFi zatizeni napétim ve sméru osy y dale pfi zatiZzeni napétim
ve sméru osy x a nakonec pfi zatizeni smykem. Nejdfive si ukaZzeme rozloZeni napéti pfi

zatizeni pravidelné trojuhelnikové sité.
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8.1.1 Pravidelna trojuhelnikova sit

2D sit

TAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
NZNLNLNLNLNLNLNLNL N,
o TAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
NZNZNINLNLNLNLNLNLNL,
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
N NLNLNLNLNLNLNLNLNL,
TAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
NN/ NINLNLNLNLNLNLNL
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVY,

INZNZNZ NN NN NN .
NN/ N/NININLNLNLNLNL
INLNLNLNLNLNLNLNLNLN,
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVY,

0.07

0.04 -

0.03 -

0.02 -

0.01

Obrazek 42 Vizualizace rozloZeni napéti pravidelné trojuhelnikové sité pfi zatizeni ve
smeéru osy y
Vizualizace zatizeni napétim ve sméru osy y viz obr. 42, je platna pro nasledujici
sadu parametr(:
sirka site = 10;

vyska site = 16;
E =1.14*10"11; % Pa

r = 0. 3 1O -3; % m

A = pi % m"2

L = 3% lO 3 % m

sigma y = 12*10707; % Pa
mez pevnosti = 1079; % Pa
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2D sit
JAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAV
TAVAVAVAVAVAVAVAVAVA
\WVAVAVAVAVAVAVAVAVAY
JAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY
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AVAVAVAVAY, v‘v \VAVAN

/\

Obrazek 43 Vizualizace rozloZeni napéti pravidelné trojuhelnikové sité pti zatizeni ve

sméru osy x

Vizualizace zatizeni napétim ve sméru osy x, viz obr. 43, je platna pro nasledujici

sadu parametr(:

sirka site = 10;
ka site = 16;
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Obrazek 44 Vizualizace rozloZeni napéti pravidelné trojuhelnikové sité pfi zatizeni

smykem

Vizualizace zatizeni smykem, viz obr. 44, je platnd pro ndsledujici sadu parametr(:

10;
16;

sirka site
vyska site

E = 1.14*10"11; % Pa
r = 0.3*10%-3; % m
A = pi*r*r; $ m"2

L = 3*10"-3; % m

sigma smyk = 8*10706; % Pa
mez pevnosti = 1079; % Pa

Pro vizualizaci smykem bylo pouzZito mensi zatézné napéti, nez v predchozich
pfipadech, protoze sit nevydrzela tak vysoké hodnoty napéti ve smyku.

8.1.2 Nepravidelna trojuhelnikova sit

U nepravidelné sité jsme provedli optimalizaci struktury, ktera se zakladala na
iteracnim procesu postupného odbouravani nejnapjatéjsich prutd. Tim se napéti rozlozilo
do ostatnich méné napjatych prutd. Dokud se nedosahlo vysledku, kdy vSechny pruty
snesly zadanou zatéz. Tento proces si v této podkapitole ukdzeme graficky. Optimalizace
probéhla pfi zatézi napétim ve sméru osy y. Na obrazku 45 vidime 1. iteraci a jeji graficky
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vysledek. Doslo k prasknuti jednoho prutu, viz detail obrazku. Praskly prut je znacen

riZzovou barvou.

iterace: 0

-0.005 [

0015

-0.02 -

0.025

O-m ax

Obrazek 45 Zjisténi stavu napjatosti nepravidelné sité pfi zatizeni napétim ve sméru osy y

(0. iterace), rlizové znazornén praskly prut

ProtozZe pfi nulté iteraci (nultou iteraci nazyvame nultou iteraci, protoze
k iteraénimu procesu ve skutecnosti jesté nedoslo, zatim se jen vyhodnocuje napjatostni

stav dané nepravidelné sité) doslo k preruseni prutu, pokracujeme s iteranim procesem.
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om ax

-0.005 -

0015

-0.02 -

-0.025

-0.03

0035 I I I I I I I
-0.005 0 0.005 0.01 0,015 0.02 0.025 0.03 0.035

Obrazek 46 Zjisténi stavu napjatosti nepravidelné sité pfi zatizeni napétim ve sméru osy y

(1. iterace), rliZové praskly prut

Prut z nulté iterace byl vyhozen ze sité. Znovu se nechal prepocitat napjatostni
stav nové sité pomoci pfimé metody tuhosti. CoZ je zndzornéno na obrdazku 46, kde
vidime, Ze doslo k preruseni dalSiho prutu. Tento prut bude v iteraénim procesu opét
vyhozen, coz mizZzeme vidét na obrazku 47, kde je tento jiz vyhozeny prut zndzornén

¢ernou barvou.
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-0.005

Obrazek 47 Zzjisténi stavu napjatosti nepravidelné sité pfi zatiZzeni napétim ve sméru osy y

(2./posledni iterace), ¢erné vyfazené pruty

V druhé iteraci jiz k pferuseni zddného prutu nedoslo, proto byla optimalizace
ukoncena. Tuto zoptimalizovanou sit jsme déle vysetfili pfi zatizeni napétim ve sméru osy

X a pri zatizeni smykovym napétim, coz znazornuji obrazky 48 a 49.

116



Obrazek 48 Vizualizace napjatosti zoptimalizované sité pfi zatizeni ve sméru osy x
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-0.005 -

Obrazek 49 Vizualizace napjatosti zoptimalizované sité pfi zatizeni smykovym napétim
Sité z obrazk( 45 az 49 vznikly pfi volbé parametra:

sirka site = 0.0330; % m

vyska site = 0.0312; % m
vnitrek pocet bodu = 100;
pocet bodu svisle = 8;

pocet bodu vodorovne = 8;
E = 1.14*10"11; % Pa

r = 0.3*10"-3; % m

A = pi*r*r; $ m"2

sigma x = 2*10707; % Pa
sigma y = 2*10707; % Pa
sigma smyk = 5*10706; % Pa
mez pevnosti = 1079; % Pa
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9 Diskuse

V této préci jsme se zabyvali navrhem numerického reseni na zakladé primé
metody tuhosti. Abychom si ovéfili, Ze v naSem navrhu byla pouZita tato metoda spravné,
provedli jsme analyticky vypocet jednoduché kontrolni ulohy, viz str. 73. Jednalo se o
vypocet trojuhelnikové prutové konstrukce se zapoctenim okrajovych podminek. Tato
kontrolni Uloha byla spoctena i ndmi navrzenou metodou a vysledky se naprosto

shodovaly. Proto jsme pouZili tento navrh vypoctu na slozité;jsi struktury.

Vytvorili jsme tedy pravidelnou prutovou trojuhelnikovou konstrukci a zjistovali
jsme jeji modul pruznosti. Tyto vysledky jsme porovnaly i s analyticky ziskanymi
hodnotami, viz tabulka 7. Hodnoty analytického vypoctu kloubové pravidelné sité zjisténé
pres energeticky stav struktury ndm vysly mirné vyssi nez numericky ziskané hodnoty nasi
metodou. Coz je pravdépodobné zplsobeno tim, Ze tato analytickd metoda neuvazuje
okrajové podminky oproti nasi numerické metodé, kterd je uvazuje. V grafu 1 vidime, zZe
s pridavanim poctu pater (zvétSovanim sité pti zachovani velikosti elementarni
jednotky/trojuhelniku) se blizime analytické hodnoté modulu pruznosti. To je zplsobeno
tim, Ze se zvétSovanim sité se zmensuje vliv okrajovych podminek, které jsou
v analytickém vypoctu Uplné zanedbany. Numericka metoda vypoctu je znaéné ovlivnéna

zadanim uchyceni sité (podpor). A to predevsim pfi nizkém poctu pater.

Shodu ¢i neshodu mezi analytickym a numerickym vypoctem dale ovliviiuje kromé
velikosti sité i jeji tvar. Konkrétné vyska a Sitka sité. Nejlepsi shody s analytickymi vypocty
dosahuje numericka metoda zaloZzena na pfimé metodé tuhosti pfi co nejvyssim poctu
pater sité a zaroven, kdyz se vyska a Sirka sité co nejvice shoduiji. Tedy pfi ,,Ctvercovém*
tvaru sité. Pfi nizkych poctech pater sité je tézké dosahnout dokonale ¢tvercového tvaru
sité. PFi nizkych poctech pater je vidy Sifka nebo vyska trochu vyssi, protoze je sit tvofena
rovnoramennymi trojuhelniky. Abychom s nar(stajicim poctem pater dosahovali v grafu 1
vypovidajicich hodnot, dali jsme si par podminek. Pocet pater jsme vidy zachovavali sudy,
aby konce sité méli vidy stejny tvar, protoze jak jiz bylo fe¢eno, na tvaru pfi vypoctu
numerickou metodou zalezZi. Dale vime, Ze sit dosahne dokonale ¢tvercového tvaru az pfi
Fadové hodnoté pater 10*1. To znamen4, Ze viechny sité tvofeny niz$im poctem pater

jsou vzdy SirSi nebo vyssi. Do grafu jsme vynaseli jen hodnoty, které mély tvar velice blizky
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Ctvercovému a zaroven mély vzdy nepatrné vyssi jen Sitku sité. Tim jsme dosahli blizeni se
shodé analyticky a numericky ziskanych hodnot modulu pruznosti sité. Se jmenovanymi
omezenimi jsme ziskali pomérné maly pocet kombinaci, které jsme vynesli do grafu 1.
Nékteré kombinace poctu pater na vysku a na Sifku se ¢tvercovému tvaru bliZi o trochu

vice nez jiné, proto jsou v grafu 1 vidét nedokonalosti stoupani krivky.

Vypocet nasi numerické metody jsme srovndvali také s analytickym rfeSenim pevné
spojené, nekloubové trojuhelnikové struktury. Hodnoty modull pruznosti pevné spojené
struktury ndm analyticky vysly mirné vyssi ve srovnani s hodnotami modultd pruznosti
ziskané numerickou metodou vypoctu kloubové struktury, viz tabulka 7 v kapitole
s vysledky. To, Ze pevné spojena struktura ma vyssi hodnoty modulli pruznosti nez
kloubova struktura, je o¢ekdvatelny vysledek. Tento vysledek nam fika, Ze pfi vypoctu
redlné trabekuldrni struktury, pomoci ndmi navrzené numerické metody vyuZivajici pfimé
metody tuhosti dosdhneme o néco nizsich hodnot modull pruznosti, nez jsou realné
hodnoty. Tyto hodnoty jsou sice odlisné, ale fadové se shoduiji, viz tabulka 7. S rostoucim

poctem pater se rozdilnost vysledkd modulll pruznosti snizuje.

Déle jsme vytvorili nepravidelnou sit. Pficemz jsme zjistovali, ktera ze struktur, zda
pravidelna ¢i nepravidelna, je odolnéjsi. Ve snaze o co nejobjektivnéjsi srovnani byla
vybrana nepravidelnd trojahelnikova sit o stejné vysce a Sifce sité jako pravidelna
struktura a dale s co nejpodobné;jsim objemem prut(, viz obr. 45. Pravidelnou i
nepravidelnou sit jsme vystavili tfem druhlim namdhani. Jednoosou napjatosti ve sméru
osy x, dale jednoosou napjatosti ve sméru osy y a nakonec jsme je zatiZili smykem. Nase
numerickd metoda vypocitala, Ze nepravidelna sit ma mensi hodnoty modulll pruznosti
nez pravidelna sit. Proto je nevyhodné pouZivat ji tam, kde je potfeba snaset vyssi zatéze.

Nasledné byla provedena optimalizace nepravidelné sité, aby snesla vyssi zatiZeni.
Optimalizace probihala iterativnim procesem, kdy byl vidy zjistén stav napjatosti aktualni
sité. Byl vyhodnocen nejnapjaté;jsi prut. Pokud napéti v nejnapjatéjsim prutu presahlo
mez pevnosti, byl tento prut ze sité vyhozen a iterativni proces pokrocoval opét
vyhodnocenim stavu napjatosti sité po vyhozeni tohoto prutu ze sité. To se opakovalo do
doby, dokud nedoslo k prekroc¢eni meze pevnosti u Zzadného prutu. U této metody

optimalizace byl predpoklad, Ze pfi vyhozeni prutd napjatych nad mez pevnosti ze sité
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dojde k rozloZzeni napéti do ostatnich méné napjatych prutd. Nazorna ukazka optimalizace
nepravidelné sité je predvedena v predchozi kapitole. Umyslné je zde vybrana sit, jejiz

iterativni proces netrva moc dlouho. Pro nazornou ukazku takova sit staci.

Navrzena optimalizace je vhodna jen pro nepravidelné struktury. Pfi aplikaci této
optimalizace na pravidelnou strukturu, ktera je zatizena nad mez pevnosti, dochazi vidy

ke zhrouceni celé struktury.

Pro navrzenou optimalizaci existuje par uskali i v rdmci nepravidelnych siti. P¥i
nevhodné zvolenych pocatecnich parametrech a zaroven pfilis velkému poctu iteraci
muzZe dojit k eliminaci pfilis velkého poctu prutd. MlZe se také stat, Ze algoritmus

z

eliminuje pruty na krajich sité, které pripojuji zatéz. Proto nékteré sité nelze pti dané

Ve

zatéZi touto metodou zoptimalizovat.
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10 Zavér

V této préci jsme vytvofili numerickou metodu pro vypocet deformaci
pravidelnych i nepravidelnych trabekularnich struktur, zaloZzenou na pfimé metodé
tuhosti. Porovnanim s analytickym vypoctem jsme ukdzali, Ze tato metoda dava fadové
shodné vysledky. Vzhledem k tomu, Ze analyticka a numericka metoda prfedpoklada
rozdilné okrajové podminky a vlastnosti spojd, miZeme povaZzovat dosazené vysledky za
dostacujici. Vyhodou ndmi navrzené numerické metody zaloZzené na pfimé metodé
tuhosti je, Ze se s ni daji lehko a rychle pocitat nepravidelné porézni struktury. S vyuZzitim
této metody mizeme provadét rychlou optimalizaci struktury. Touto metodou jsme
zjistili, Ze pravidelnd trojuhelnikova struktura vykazuje vétsi pevnost nez nepravidelna

trojuhelnikova struktura.
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Prilohy

Priloha A: Uloha 2D mostu

Uloha 2D mostu ma stejnou vypodetni €ast jako kontrolni Gloha. Lisi se jen

vstupnim popisem prutd a vektorem podpér.

Obrazek 50 Most o délce 3 Cervené a jeho obecné prodlouzeni ¢arkované o délce k

i+2 i+3

— — 0

i i+1
Obrazek 51 Trojuhelnikovy segment mostu s volitelnou spojkou

Popis prutd generujeme podle zadané délky mostu postupné pomoci cyklu po
jednotlivych trojuhelnicich s volitelnou spojkou na dalsi trojuhelnik, viz obrazek 51. Cyklus
postupné probiha pro hodnoty i = 1, 3,5, ... tedy Cisla kloubt levého dolniho vrcholu
trojuhelnika. V kazdém pribéhu cyklu se postupné pfidaji 3 pruty tvorici trojuhelnik tak,
Ze spojuji klouby i, i + 1 a i + 2. Pokud jesté nejsme na konci mostu, tak se pfida i prut
spojujici klouby i + 1 a i + 3, ktery tvofi horni spojku s nasledujicim trojuhelnikem. Po
skonceni cyklu je most sestaven a parametry jeho prutl jsou uloZzeny v proménné data.
Pro délku mostu rovnou 3 ziskdme most, ktery je zndzornén na obrazku 50 éervené. Cisla

kloubl mostu s obecnou délkou k jsou na obrazku zndzornény ¢arkované.

data = [];
delka mostu = 3;

% Pro kazde i z indexu dolnich kloubu mostu (1,3,5,7,...)
% Pridavame pruty, popisky jsou vuci prvnimu trojuhelniku (1,2,3, (4))
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% generujeme posloupnost i = od:krok:do
for i = 1:2:((delka mostu - 1) * 2 + 1)

% prut 1 - 2

data = [data, struct('E', E, 'A', A, 'L', L, 'phi', pi / 3, 'od', i,
'do', 1 + 1)1;

% prut 1 - 3
data = [data, struct('E', E, 'A', A, 'L', L, 'phi', 0, 'od', i, 'do',
i+ 2)1;

% prut 3 - 2
data = [data, struct('E', E, 'A', A, 'L', L, 'phi', 2 * pi / 3, 'od',
i+ 2, 'do', i+ 1)1,

% Spojku 2 - 4 pridame jen pokud nejsme na konci mostu (uz neni co
pripojit)
if 1 ~= ((delka mostu - 1) * 2 + 1)
% prut 2 - 4
data = [data, struct('E', E, 'A', A, 'L', L, 'phi', 0, 'od', 1 +
1, 'do', 1 + 3)1;
end;

end;

Kromé zadani prutl mostu je potreba zadat i okrajové podminky. Ty zadavame
opét jako indexy radkd a sloupc(, které budou nakonec eliminovany z globdalni matice
tuhosti soustavy. Tyto indexy uloZime do vektoru podpera. Most bude ukotven ve
vodorovném i svislém sméru na jeho levém okraji pevnou kloubovou podporou a ve
svislém sméru na jeho pravém okraji posuvnou kloubovou podporou. Na levém okraji je
vzdy kloub ¢&islo 1, tomu odpovidaji indexy 1 ve vodorovném a 2 ve svislém sméru. Cislo
kloubu na pravém okraji zalezi na délce mostu a spocitame jejjako 1 + 2 *
delka_mostu. Odpovidajici index pro svislé posunuti na dolnim pravém konci mostu je

tedy: (1 + delka_mostu * 2) * 2.

)
~

e klouby jsou ukotvene (vuci matici K)
X 2 * kloub - 1

y = 2 * kloub

podpera = [1, 2, (1 + delka mostu * 2) * 2];

ter

)

e

Nakonec zaddme pusobici sily. Ty zadame jako vektor, ve kterém jsou pro kazdy
kloub 2 hodnoty. Na lichych pozicich jsou sily pdsobici ve sméru osy x, na sudych pak sily
pusobici ve sméru osy y. Zadanou silu F chceme nechat pdsobit na cely horni okraj mostu

v zaporném smeru osy y.

f aplikovana = transpose((l:(2 * max kloub)) * 0); % Nastavi na vektor
samych nul
for 1 = 2:2:delka mostu * 2
f aplikovana (i) = -F;
end;
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