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Abstrakt

Bakalérské price se zabyva numerickou simulaci nestlacitelného proudéni a transportu
pasivnich piimési. Soucdsti této prace je odvozeni zdkladnich rovnic popisujicich proudéni
nestlaCitelné tekutiny. V této praci se fesi numericka simulace dvou dvojrozmérnych piipadi
— proudéni mezi dvéma pevnymi deskami a proudéni kolem vélce — u kterych se uvazuje
advekce a difuze. K numerickému feSeni téchto uloh se vyuziva metody konecnych diferenci

s vyuzitim rdznych variant prostorové diskretizace.

Klicova slova : numericka simulace, nestlacitelné proudéni, transport pasivni piimési,
advekce, difuze, metoda konecnych diferenci, diskretizace, modifikovana rovnice, metoda

vnorené hranice

Abstract

This bachelor work deals with numerical simulations of incompressible flows including
transport of passive pollutants. Part of this work is derivation of basic equations describing
flow of incompressible fluid. In this work we solve the numerical simulation of two
two-dimensional cases - the flow between two parallel plates and the flow around cylinder -
in which advection and diffusion is considered. Numerical solution of these cases is based

on finite difference method using different variants of spatial discretization.

Keywords : numerical simulations, incompressible flows, transport of passive
pollutants, advection, diffusion, finite diference method, discretization, modified equation,

immersed boundary method
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1 Uvod

1.1 Cil a motivace prace

Ucelem této prace bylo vytvofit numerické simulace proudéni na zékladn& zdkladnich
znalosti nabytych béhem tfiletého bakaldfského studia teoretického zdkladu strojniho
inZenyrstvi a pfipravit se na pldnované ndsledujici magisterské studium na oboru
Matematické modelovdni v technice. Zékladni znalosti byli ziskany napfiklad z predméta
Numerickd matematika, Mechanika tekutin, Termomechanika ¢i naptiklad Prenos hybnosti,
tepla a hmoty. Hlavnim cilem bylo vyzkousSet si vytvofeni vlastniho feSi¢e na problémy
proudéni, aniZ by bylo nutné vyuZivat existujicich externich programt. Na zakladé
bakalarského studia byla béhem par tydnt naprogramovéna zakladni struktura fesice, ktery
se s dostudovanymi znalostmi a konzultacemi ddle ménil. Dal$im cilem bakaldfské prace
bylo vytvofeni numerické simulace nestlacitelného proudéni a transportu pasivnich pfimési

pro dva pripady, u kterych se uvazovala advekce a difuze. Mezi dil¢i dkoly patii :
— odvozeni zdkladnich rovnic popisujicich proudéni nestlacitelné tekutiny
— formulace dvojrozmérné dlohy s advekci a difuzi
— popis numerického feseni ilohy metodou konec¢nych diferenci
— naprogramovani metody, jeji odladéni a provedeni ovérovacich vypoctl

— modifikace numerické metody s vyuzitim riznych variant prostorové diskretizace

grafické zpracovani a zhodnoceni vysledki.

1.2 Struktura prace

Préce je rozc¢lenéna do tii vétSich logickych ¢4sti nazvanych Matematické modelovani,
Numerické metody a Numerické experimenty.

Matematické modelovani je sekce, kde je priblizen pojem matematické modelovani.
Je zde zminéno jakym zpisobem se obvykle postupuje pfi modelaci vérohodného modelu.
V této sekci je kladen diraz predevsim na odvozeni vychozich rovnic a zavedeni potfebnych
veli¢in a pojm, které budou pozd¢ji v praci vyuzity. K prislusné soustavé rovnic je pripojena
omezend oblast s okrajovymi podminkami, které jsou nejdiive uvedeny obecné a nasledné
jsou vztaZzeny na dva feSené numerické experimenty - proudéni mezi dvéma deskami a
obtékani vélce. Pro tyto dva piipady se zde nachézi zdkladni formulace ulohy, kterd bude

v dalSich ¢astech feSena.

7 1 UVOD



FS CVUT v Praze - Ustav technické matematiky

Obsahem druhé Casti, Numerické metody, je numerické feseni diferencidlnich rovnic
pomoci metody konecnych diferenci. Je zde pfibliZen princip metody a jsou zde rozvinuty
zdkladni schémata. Ddle se zde kromé chyb aproximace nachdzi napiiklad nutnd CFL
podminka ke stabilizaci schématu a zdkladni rozdé€leni siti dle strukturovanosti. Na zavér
jsou rozsifeny predchozi tvahy na I, a pro snadnéjsi zdpis v dalSich Castech bakalarské
prace jsou zavedeny pomocné operatory.

Treti ¢ast pojmenovana Numerické experimenty se zabyvd dvéma numerickymi
pfipady - proudéni mezi dvéma rovinnymi, paralelnimi deskami a obtékani vélce. V této
Casti se nachdzi zdkladni nastaveni, které se pouZiva pro vSechny zde feSené numerické
experimetny.
Je zde navédzano na druhou cast, z které jsou zde podrobnéji rozepsany pouZité varianty
diskretizace. Odvozené numerické feSeni je ndsledné naprogramovéno a reSeno v Matlabu.
Po odladéni jsou provedeny kontrolni vypocty. Pro porovnani analytického a numerického
feSeni pro proudéni mezi dvéma deskami je odvozeno analytické feSeni. Srovndvanou
veli¢inou je zde pak gradient tlaku. Numericky gradient tlaku je porovnavan v rtznych
variaci v zavislosti na volbé prostorové diskretizace a riizného nastaveni hodnot volitelnych
veli¢in. Jsou zde rozebrany jednotlivé schémata, rizna Reynoldsova ¢isla Re a z volitelnych
parametrd koeficienty (, «, 3, které ovliviiuji linearni kombinaci schémat a koeficient umélé
stlaCitelnosti B. Z volitelnych parametrii je dale rozberan napiiklad vliv volby casového
a prostorového kroku ¢i zjemnéni sité. U obtékani vélce je simulace spusténa pro rizna
Reynoldsova ¢isla a vysledky jsou porovnany s vybranymi laboratornimi experimenty z [4].
Kromé porovnani vysledki jsou zde dédle zobrazena pole velicin.

Pro prehlednéjsi ovéreni, zda bylo dosaZeno diléich cili préce, je na str. 61 uvedeno

shrnuti vysledkd dosazenych v jednotlivych ¢astech prace.

1 UVOD 8
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Cast |
Matematické modelovani

Matematické modelovani hraje v dne$ni dobé vyznamnou roli ve vyvoji mnoha odvétvi.
Setkdvame se s nim v fadé vyznamnych oblasti, mezi které patii napiiklad strojirenstvi,
letectvi, mechanika, stavebni technika, fyzika, chemie, fyziologie a medicina [35]. Tato
prace bude déle zaméfena na matematické modelovani nestlacitelného proudéni a transportu
pasivnich pfimési.

Pri feSeni urcitého problému se opirdme o zjednoduSeny model, ktery je vytvoren na
miru naseho problému. Vybudovat idedlni model je obtizna zdleZitost, proto je vhodné
se drZet zdkladnich krokd, které uvedl napiiklad Rudolf Dvordk a Karel Kozel v knize

Matematické modelovani v aerodynamice (3] v téchto bodech :
— Formulace problému
— Sestaveni matematického modelu
— Reseni okrajové, & pocateéni dlohy
— Analyza a interpretace vysledku

Pfi formulaci problému je potieba vytvorit co nejuplnéjsi fyzikdlni model. K jeho
vytvoreni je Zadouci, aby popis obsahoval formulaci pocatecnich podminek, geometricka,
konstrukéni, technologickd a jind omezeni, aproximace, které Ize z fyzikdlniho hlediska
provést, didle termodynamické vztahy definujici tekutinu, materidlové vztahy a nakonec
vymezeni rozsahu pouZitelnosti a platnosti vSech vySe uvedenych vztahd. V dalSich bodech
je nutno sestavit soustavy rovnic, které popisuji fyzikalni model na zdkladé predchazejiciho
popisu jevu, analyticky ¢i numericky feSit dlohu a na zavér analyzovat a interpretovat
vysledky feseni. Jev je feSen pouze v rozsahu predpokladi a parametrt na zdkladé kterych
byl formulovan model. Aby bylo dosaZeno co nejvétsi presnosti je tieba vysoka preciznost
pfi zpracovavani vSech pozadavkl na model. Kazda odchylka od skutecného stavu, ktery by
jinak nastal, je pouze diisledek nasi nepresnosti v minimélné v jednom z vyctenych bodd.
Nedosahnuti predpokldadaného spravného vysledki byva vétSinou zplisobena nevhodné
zvolenym modelem, Spatnou zavéreCnou interpretaci vysledkl ¢i nedostateCnou znalosti
modelovaného jevu. Abychom se témto odchylkdm vyhnuli je vhodné vyuzivat experimentu,
ktery se v rdmci matematického modelovani vyskytuje vétSinou ve dvou fazich - v dvodni
a v zaveérecné. Experiment v uvodni fazi slouzi k vytvoreni presnéjSiho fyzikalniho modelu.
Zadany systém je zkoumadn, jsou sbirdna data a na zdkladé nasledujici analyzy modelu je
experiment pfizplsoben tak, aby byly ziskdny co nejptresnéjsi data k feSené problematice a

aby bylo moZno vytvofit co nejrealisti¢téjsi model. Naopak experiment v zavérecné fazi jiz
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neni ve formé kvalitativnitho vyzkumu, ale kvantitativniho. Zde je pozornost zaméfena na
to zda byl sprdvné zvolen model, s jakou pfesnosti byla popsdna fyzikdlni struktura a jak
vysledky numerické simulace vystihuji skutecnost.[S], [2]

Pii modelovani procesi atmosféry se vyuzivd matematickych modelti a jejich
numerického feSeni. Mimo to se pouZzivd i1 fyzikdlni modelovani, které je realizovdno
napiiklad pomoci tunelovych méfeni. Fyzikalni modely se vyuzivaji hlavné pro modelovani
rozmérové malych oblasti a ttvart jako jsou napiiklad bloky domu ¢i jednotlivé ulice. Tedy
objekty u kterych nedochézi ve zmenSeném méfitku k problému se zachovanim dynamické
podobnosti. Abychom mohli hovofit o dynamické podobnosti mezi modelem a skute¢nosti

musime splnit dle [S]] tyto dva hlavni body :
1. Zachovat geometrickou podobnost pouZzitého modelu se skutecnosti

2. Zachovat geometricky podobné pole proudnic pfi obtékani modelu poli proudnic ve

skutecCnosti

Pokud jsme schopni tyto body splnit je vyhodné pro nds vyuZzit fyzikdlni model a vyhnout
se zahrnuti sloZitych detailnich popisi fyzikalnich procesi do matematickych modeld.
Numerické modely se naopak vyuZivaji hlavné pro modelovani proudéni nad rozsdhlejsimi
oblastmi, kde kvili velkému zmenseni modelu viiéi skute¢nosti nelze dosdhnout dynamické
podobnosti. [3], [2]

10
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2 Matematicky popis proudeni

Proudéni tekutin 1ze popsat napiiklad parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi. V této
kapitole si definujeme vychozi rovnice, které se nejcastéji pouzivaji jako vychozi rovnice
pro aerodynamické tlohy. Budeme vychdzet z ptipadu vazkého, nestlacitelného proudént,
z kterého ziskdme soustavy rovnic. Zarovein si také zavedeme veliiny a pojmy, které se

v ramci modelovéni proudéni vyuZivaji.

2.1 Zakladni rovnice a pojmy

Za vychozi rovnice se Casto vyuZzivd soustava zdkladnich zdkont zachovani -
hlavné zdkon zachovidni hmoty, hybnosti a energie. Tuto soustavu je nutné doplnit
dalSimi konstitu¢nimi vztahy, které byly stanoveny pii formulaci problému v rdmci
termodynamickych a materidlovych vztahl. Soustava zakladnich zdkonl zachovani totiz
obsahuje vice nezndmych nez obsahuje rovnic. Nezndmé reprezentuji pole veliin -
vektorové pole rychlosti a skaldrni pole tlaku, teploty a koncentrace. Ddle bude vyuZit pouze
zakon zachovani hmoty a hybnosti. V této praci se pii modelovani povazuje chovani tekutiny
za adiabatické, takZe rovnice energie nebude uvazovana, jeji podrobné odvozeni lze vSak

nalézt napft. v [7].

11 2  MATEMATICKY POPIS PROUDENI
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2.1.1 Bilance hmoty

Zakon zachovani hmotnosti vyjadfuje rovnice kontinuity, kterd mize byt dle [2]
odvozena napiiklad pomoci pevného kontrolnitho objemu. Z tohoto zdroje bude pfi

odvozovani vychdzeno. Budeme-li uvaZovat elementdrni objem, ktery je zndzornén na

obr. [T] (str.[12),

i dz
Z e dy
Y
dx
X
Obr. 1: Elementarni objem
miZeme tento pevné zvoleny elementarni objem zapsat ve tvaru dV = dxdydz.

V souladu se zachovanim hmoty miZe byt zména hmotnosti tekutiny uvnitf elementarniho
objemu zapsdna jako rozdil mezi vtokem a vytokem tekutiny. St€énou ve sméru osy x
vtékd do kontrolniho objemu za jednotku casu mnoZstvi tekutiny o hmotnosti pu dydz,
naopak protilehlou sténou vytékd za jednotku casu mnozstvi tekutiny o hmotnosti
[pu + Z(pu) dz] dydz. Zménu hmotnosti tekutiny v objemu dV zplsobenou proudénim

ve sméru osy x lze matematicky vyjadrit jako

0 0 0
pu dydz — {pu + %(pu )dx] dydz = %(pu Ydxdydz = —%(pu)d‘/_ (1)
Pro proudéni ve sméru osy y a osy z vzniknou podobné vyrazy.

0 0
— a—y(pv)dV resp. - &(pw)dv ()

Celkova zména hmotnosti v pevné zvoleném kontrolnim objemu za jednotku casu je ddna

souctem slozek zmén hmotnosti ve sméru osy z, y, z.

op .. (0 0 9
ootV == (50 + 5l0) + 3 pw) ) av ®

2  MATEMATICKY POPIS PROUDENI 12
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CoZz musi platit pro libovolny kontrolni objem, takZe mlizeme celou rovnost vydélit dV .

0

o= (5utem + olo0) + 5-tow) @

Rozderivovanim pravé strany a pfevedenim parcidlnich derivaci hustoty na stranu levou

ziskame rovnici ve tvaru

dp dp dp 8p__ @ @ a_w
8t+uax+vay+wﬁz_ P 8x+8y+8z ©®)

respektive ve vektorovém zdpisu

0
5w Vo=—p(V-u), ©)

kde operétor nabla je definovan (v kartézském soufadném systému) jako

o o o\
V_(G_x’ﬁ_y’a) : (N

Zavedenim Eulerova vztahu mezi materidlovou a lokdlni casovou zménou veliiny

dp _dp

E + u- Vp = % (8)
1ze prepsat rovnici 6]/ str. [I4) do tvaru

dp

e (V-u). 9

7 p(V-u) ©)

V prici se ddle budeme uvaZovat nestlacitelny model. V dlsledku nestlacitelnosti
(izochori€nosti) pohybu se zdkon zachovéani hmoty v podstaté rozStépi na zdkon zachovani
objemu a zdkon zachovani hustoty. Rovnice kontinuity se zredukuje na tzv. nestlacitelnou

rovnici kontinuity

Vou=0 (10)
a transportni rovnici pro hustotu
dp dp
— =0, . — -Vp =0, 11
7 resp BN +u-Vp (11
ktera v pripadé dodatecného poZadavku konstantni hustoty p = konst. je splnéna

automaticky (a neni soucasti modelu).

13 2  MATEMATICKY POPIS PROUDENI
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2.1.2 Bilance hybnosti

Bilanci hybnosti vyjadfuje Cauchyova rovnice, kterd je zobecnénim 2. Newtonova
pohybového zakonu pro libovolny kontrolni objem V' . Jeji odvozeni lze nalézt naptiklad

v [15]]. Z tohoto dila bude déle vychdzeno. Oznacime-li hranici objemu V' jako S = 9V

/ 9w / pu(un)ds = F. (12)
v ot S

kde F je vyslednici vSech vnéjsich sil pisobicich na kontrolni objem. Tyto sily jsou dvojiho

typu - sily objemové a povrchové .
F=F4+Fy (13)

Sily objemové F 4 1ze zapsat ve tvaru

Fo= [ ofav. (14)
:

kde f je hustota objemovych sil. Sily povrchové F ,, mohou byt vyjadfeny pomoci tenzoru
napéti jako

Fp= /(cr-n)dS. (15)
s

Pro Newtonovskou tekutinu Ize tenzor napéti vyjadrit jako
o=-—-pl+T, (16)

kde 1 je tenzor identity a p je normalova slozka napéti. Pro Newtonovské tekutiny plati vztah

aui 8Uj ’
i = V-u ]l, 17
kde p znaéi dynamickou viskozitu vyjadiujici vazka napéti vznikla smykovou deformaci
a /1’ je druhy koeficient viskozity, ktery reprezentuje vazké napéti vzniklé pfi zméné objemu.

Kinematickd v a dynamicka viskozita ;. je vdzéna vztahem
v="E (18)
p

V [4] se uvadi, Ze pii béZném proudeni je druhd vazkost velmi mald a nenfi tfeba ji uvaZovat.
V této préci se ddle zaméfime na modelovéni nestlacitelného proudéni a transportu pasivnich

piimési. Pro nestlacitelné proudéni bylo uvedeno, ze plati V- u = 0, proto bude posledni clen
rovnice (17 nulovy.
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V rovnici (15]/ str. [T4) 1ze symetricky tenzor druhého fadu rozloZit na sférickou (kulovou)
a deviatorickou &ést viz (16)).

Fp:/a.nd5:/<_pn+f.n)ds (19)
S S

Transformaci integralu lze ziskat

Fo= [ ~pav+ [ verav (20)
%4 1%

Vrétime-li se k vychozi rovnici (12]/ str.[I4) a transformujeme plo$ny integral ptes kontroln{
povrch na objemovy integral ptes kontrolni objem, dosadime ziskané vztahy pro sily ptisobici
na kontrolni objem a budeme predpokléddat, Ze funkce v integrdlech jsou dostatecné hladké,

pak ziskdme bilanci hybnosti ve tvaru

d(pu)

T—l—(pu-V)u:—Vp—l—V-T—l—pf. (21)

Pti predpokladu konstantni hustoty p 1ze vytknutim a vydélenim zjednodusit rovnici do tvaru

1 1
M V= -2yt v f (22)
ot p p

respektive ve vektorovém zdpisu do tvaru

du 1 1
— =——Vp+-V-7+ f. (23)
dt p p
Dosazenim do pohybové rovnice (22)) vztah (I7]/ str. [14) ziskdme nestlaCitelné Navierovy

Stokesovy rovnice ve tvaru

%_1; T (e V) = _%vp +vAu+ f. (24)

2.1.3 Stavova rovnice

Mezi zdkladni rovnice déle patfi stavova rovnice, kterd v naSem piipadé kvuli
predpokladu nestlacitelného proudéni nebude pozdéji uvazovéina. Ve stlacitelném proudéni
stavovd rovnice vyjadiuje zdvislost mezi stavovymi veli¢inami pro idedlni plyn. Pro plyn

o jednotkovém objemu miiZe byt vyjadiena napiiklad jako
p = pRT, (25)

kde p je absolutni tlak, p hustota, 7" absolutni teplota a R mérnd plynova konstanta, jejiz
hodnota pro idedlni plyn je R = 287Jkg 1 K .
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Pii modelovani atmosféry miZou byt procesy dle [2] povaZovany, zv1asté ty kratkodobé,
za termodynamické déje, pfi kterych nedochédzi k vyméné tepla mezi zvolenou soustavou
a okolim. Pro adiabatické dé€je plati p% = konst. Kde s je Poissonova konstanta, ktera je
definovdna pomoci mérnych tepelnych kapacit za konstantniho tlaku ¢, a objemu c,.

=251 (26)

Co

Po zavedeni pocatecni teploty 7} a pocatecniho tlaku p; ziskdme rovnici

T p\”~
S 27
—=(2) e

kterd ndm umoZni definovat tzv. potencidlni teplotu 6, kterd je interpretovana jako teplota,
kterou by mél uvazovany plyn po adiabatické expanzi (kompresi) na referencni tlak, jehoz

hodnota je stanovena p, ~ 10° Pa.

o7 (72)/ (28)
p

V numerickych simulacich prezentovanych v této praci nebyla potencidlni teploty 6 vyuZita.
Jeji zadefinovani by bylo vyuzito napiiklad pii rozsiteni prace pro stratifikované proudéni

v atmosfére.

2.1.4 Transportni rovnice pasivni primési

Pasivni pifimési rozumime latku, kterd béhem transportu neovliviiuje proudéni svou
reakci s tekutinou ¢i jinymi ldtkami. Povazujeme ji za zcela nereagujici. Budeme-li uvazovat
pasivni pifimés, kterd je undSena proudovym polem, lze odvodit transportni rovnici pasivni
piimési napriklad z rovnice kontinuity.

Vyjdeme-li z rovnice kontinuity (9]/ str.[13)), kterd ndm vyjadiuje zachovani hmotnosti,
miiZeme stanovit zménu hmotnosti pfimési jako soucet hmotnostni produkce m,, a toku

hmotnosti 1m,p.

d
Emp = My + Mok 29)

Hmotnostni produkce je dana vyskytem zdroje piimési, jehoZ intenzita miZe byt vyjadiena

pomoci zdrojové funkce f-. Hmotnostni produkci mizZeme zapsat napiiklad ve tvaru

My = / ppfcdV, (30)
|4

kde p, vyjadfuje hustotu pasivni piimési. Tok hmotnosti uvaZzujeme pies hranici kontrolniho

objemu. Oznacime-li hustotu hmotnostniho toku jako 3,,, vnéjs$i normalovy vektor k hranici
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kontrolniho objemu 0V jako n, miZeme zapsat tok hmotnosti ve tvaru

P — — / G dS, 31)
oV

kde OV vyjadfuje hranici oblasti v prostoru. Dosazenim rovnic (30]/ str.[16) a (31]/ str.
do (29]/ str.[16)) dostaneme

d

— pp-CdV:/ppf(;dV—/ Jm-ndS. (32)
dt v \ oV

Aplikovanim Reynoldsovy transportni véty na levou Cast rovnice a Gaussovy véty na

vyjadieni my,, ziskdme

/ [0<pp0) + div (ppCU)l dv = / ppfedV — / div j,dV. (33)
v ot v v

Za predpokladu, Ze funkce v integralech jsou dostatecné hladké, miZzeme napsat diferencidlni

tvar rovnice pasivni piimési ve tvaru

d(p,C)

ot + div(p,Cu) = ppfo — div . (34)

Hustota hmotnostniho toku j,, miZe byt vyjadiena jako

Jm = —pp(KcogradC), (35)

kde K¢ je molekuldrni difuze. V naSem pfipadé budeme uvazovat pouze molekuladrni difuzi

a transportni rovnici pasivni pfimési dostaneme ve tvaru

3(ppC)
ot

+ div(p,Cu) = div (p, KcgradC) + p, fc. (36)

Pokud budeme povazovat p, za konstantni mlZeme rovnici timto parametrem vydélit

a napsat

%—f + u- gradC' = div(K¢ gradC) + fc. (37)

V piipadé, Ze K« je konstantni dostaneme

dC
— = KcAC + fe. (38)

Tato transportni rovnice (advekce-difuze) doplni nd$§ systém pohybovych rovnic pii

vypoctech §ifeni pasivni pfimési.
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2.2 Shrnuti rovnic

Shrneme-li si tyto rovnice, ziskdme systém rovnic, pomoci kterych miiZeme fesit

simulaci nestlacitelného proudéni a transportu pasivnich piimési.

Déle budeme vychéazet z piipadu vazkého, nestlaCitelného proudéni Newtonovské
tekutiny s adiabatickym chovanim. Transportovanou piimési bude latka nereagujici s okolim
a s konstantni hustotou. U transportu budeme uvazovat advekci a molekuldrni difuzi. Pro

tyto predpoklady dostaneme systém rovnic ve tvaru

— Bilance hmotnosti
V-u=0 (39)

— Bilance hybnosti

d 1 1
B SVp+ VTt f (40)
dt p p

— Rovnice transportu pasivnich primési

ac
— = KcAC + fo 41)

dt
Pro vyfeSeni téchto rovnic je potieba pfipojit dal$i konstituéni vztah, z kterého lze
ziskat hodnotu tlaku. Je mozné vyuzit metodu umélé stlacitelnosti (artificial compressibility
method), kterou v roce 1967 publikoval A. J. Chorin v [3]]. Uvadi se, Ze lze pro numerické

vypocty rozsifit rovnici kontinuity (9)/ str.[I3)) do tvaru

@%8@811}

ot " ax Tay "oz 0 (2
kde 5 L 8
p_10p

ot B2ot 43)

kde B je koeficient umélé stlacitelnosti, ktery ma rozmér rychlosti (B je tzv. uméla
rychlost zvuku). 6], [3]]
Zkombinovanim rovnice a vztahu je mozné vyjadfit hodnotu tlaku ve tvaru
dp
— = -B*(V-u). 44
o = —B(V-u) @
Tuto rovnici pouZijeme v naSem numerickém modelu misto rovnice (39) k vypoctu tlaku ze

znamé rychlosti pfedem urcené z hybnostnich rovnic (40).

2  MATEMATICKY POPIS PROUDENI 18



FS CVUT v Praze - Ustav technické matematiky

3 Formulace uloh v I,

Mezi nejuzivanéjsi matematické modely proudéni pro stlacitelné a nestlacitelné tekutiny
patii systém Navierovych-Stokesovych rovnic a systém Eulerovych rovnic. Pro feSeni
nestladitelného proudéni budu déle vyuZzivat systém Navierovych-Stokesovych rovnic.
Rovnici kontinuity budeme uvazovat v rozsifeném tvaru - viz rovnice 2]/ str. [I8)), kde
se promitne ¢len umélé stlacitelnosti.

V této praci se dédle budu pti numerické simulaci zabyvat dvéma situacemi, které budou
podrobnéji rozebrany v casti II a III. Pro porovnani vysledkti numerického a analytického
reSeni je zvoleno proudéni mezi dvéma pevnymi deskami. Na tomto pripadé bude také
ukdzana modifikace numerické metody s vyuZzitim rtiznych variant prostorové diskretizace
a jeji vliv na vysledek. Pro dalsi ovéfeni spravnych vypocti je zvoleno proudéni kolem vélce.
Tato simulace prob¢hne pro riiznd Reynoldsova Cisla, kterd budou porovnédna s obtékanim

publikovaném v [4]].

3.1 Okrajové podminky

Aby v rdmci matematického modelovani mohla byt feSena prislusnd soustava rovnic,
musi byt zvolena omezend oblast, kterd je doplnéna o okrajové podminky, které definuji

chovani na hranicich zvolené oblasti. Charakter hranic je dan zadanou fyzikalni situaci.

lz

________________

Ix

Obr. 2: Schéma vypoctové oblasti

K zékladnimu pfiblizeni okrajovych podminek uvazujme st poloprostoru v IEg
v kterém uvazujme omezenou oblast ve tvaru boxu se 6 st€énami viz obr. @ Hranicim, které
predstavuji stény boxu, jsou zaddvany hodnoty rychlosti, tlaku a koncentrace pasivni pfimési.
Ve smérech os x, y, 2 se nachdzeji u uvazovaného elementu dvé stény - prvni ozna¢me jako

vstupni, druhou jako vystupni.
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Podminky pro vystupni hranici v ose xz, vstupni, vystupni hranici v ose y a vystupni
v ose z mohou byt predepsany napriklad jako Neumannovy nebo Dirichletovy okrajové

podminky. V této praci jsou dale predepsany Neumannovy homogenni podminky ve tvaru

ou ov ow oC
o Yan  Yan T Yan

kde n je normdlovy vektor k dané sténé.

=0, (45)

Pro vstupni hranici v ose x jsou pfedepsdny vstupni hodnoty veli¢in. Tlak je zde
predepsdan pomoci Neummanovy podminky.

Stejné tak mohou byt pfedepsdny podminky pro vstupni hranici v osy z . Napiiklad
pro proudéni v mezni vrstvé atmosféry byva tato hranice povazovdna za zemsky povrch,
ktery muZe byt vyjadfen jako funkce z = h(x,y), kterd vyjadfuje tvar zemského
povrchu v zdvislosti na nerovnostech a pripadnych prekazkach. Pro vazkou tekutinu zde
predpokladdme tzv. no-slip condition, coz je podminka ulpivani proudu, kterd predepisuje

u =0,v=0,w=0.

V této praci se budu dédle zabyvat dvéma numerickymi experimenty, které budou
podrobnéji rozebrany v ¢asti III . V obou pfipadech se bude jednat o proudéni ve sméru z, z,
které bude feSeno v I£,. Numerickym experimentem bude proudéni mezi dvéma rovinnymi
paralelnimi deskami (kapitola 6) a obtékani vélce (kapitola 7). Provede-li se podélny fez
uvazovanym 3D boxem vznikne jedna sténa. Pro ni zde budou dale predepsdny okrajové
podminky pro oba feSené numerické experimenty. Okrajové podminky pro proudéni mezi

dvéma deskami jsou zndzornény na obr. [3] (str. 21]), pro obtékani piekdzky ve tvaru vélce na
obr. @] (str. 21).

Na obr. [] je kromé okrajovych podminek vyobrazen i modry kruh, ktery reprezentuje
prekazku. Jednd se o kruh na soufadnicich [%”, %Z} s polomérem 0.2 [z. Misto okrajovych
podminek pro prekdzku se zde vyuzivd metody vnorené hranice, o které se v [14] uvadi,
Ze byla poprvé publikovédna v [12] Charlesem S. Peskinem. V ciz{ literatufe je tato metoda
dohledatelnd pod zkratkou IBM (immersed boundary method). Dle ni je v oblasti tekutiny
vytvorena sit’ bodu, kterd reprezentuje prekdzku - v naSem pripadé valec. V této definované
oblasti dochdzi k nulovani hodnot rychlosti, koncentrace, koeficientu tlumeni ¢ a koeficientu

molekulérni difuze pasivni pfimési K.
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u="U(z)
w=~0
dp
%—0
aC
%—O

aa_.0C _Op
U—U,u—(},%—ﬂ,%—()
Jdu
%—U
Jw ~
o= T
oC
. oC  dp
U—U.U—U,%—U.%—O

[x

Obr. 3: Okrajové podminky pro proudéni mezi dvéma deskami

u=U(z)
w=~0
op
%—0
ocC
%—0

ou_, ou__ 0C_ o
on  Oon  On " On

=05 =0

ou

I 0

ow ~N
om0
oC

Obr. 4: Okrajové podminky pro obtékani valce
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Cast I
Numerické metody

4 Numerické freseni ulohy metodou konecénych
diferenci

4.1 Princip metody siti’konec¢nych diferenci

K numerickému feSeni diferencidlnich rovnic se miZe vyuZit napiiklad metoda
konecnych diferenci ( FDM - Finite diference method). V [10] se o diferenc¢nich metodach

uvadi :

Jde o metody, které aproximuji piivodni diferencidlni iilohu samotou. Vysledkem
diskretizace je soustava algebraickych rovnic pro hodnoty priblizného reseni

v konecné siti bodu xy, x1, - - - T,

Do diferencni metody, obCas nazyvané metodou siti, nespadd pouze metoda konecnych
diferenci, ale i metoda integralnich identit o které se lze vice docist naptiklad v [10]. Metoda
kone¢nych diferenci nahrazuje derivace v diferencidlni rovnici diferencemi v uzlovych

bodech. Diskretizaci pomoci této metody 1ze dle [10] popsat tfemi kroky :
— nahrazenfi oblasti spojité zmény argumentu siti uzli
— nahrazenf funkci v diferencialni rovnici sit' ovymi funkcemi

— nahrazeni derivaci v uzlech sit¢ pomérnymi diferencemi a sestaveni soustavy

diferencnich rovnic

Metoda konecnych diferenci vychdzi z Taylorova rozvoje pomoci néjZz jsou nahrazeny
derivace pomoci diferenci na rozdil od jinych metod (napf. metoda konecnych objemi nebo
konecnych prvki), které vyuZivaji jinou formulaci dloh a odliSny princip diskretizace. Pri
metodé konecnych diferenci vychdzime z diferencidlni formulace, pfi metodé konecnych

objemt z integralni formulace a v pripadé metody konecnych prvka ze slabé formulace.
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Pro aproximaci derivaci v diferencidlni rovnici diferencemi bude v této praci ddle vyuZivana
aproximace derivaci diferen¢nimi podily. Mezi tfi zdkladni schémata diference patii :

doprednd, zpétna a centrdlni. Derivace je pro 1D pro libovolnou veli¢inu ¢ definovana jako

dg . ¢(x+ Azr) — ¢(x)
dr A, Az ' (46)
Pomoci Taylorova rozvoje v (x + Ax) ve tvaru
do(x) d’¢(x) Ax?  d3¢(x) Az?
Azx) = ——A e 4
o(x + Az) = ¢(x) + T e e e TS (47)
ziskdme derivaci v kone¢né presnosti
d Ax) —
9(z) _ ¢(x + Ax) — ¢(z) +O(Aw), (48)

dzx Az

kde O(Az) symbolizuje chybu diskretizace zavislou na volbé kroku. Pokud budeme
zmenSovat prostorovy krok Az — 0, pak se bude zmenSovat i diskretizacni chyba
O(Az) — 0 a numerické feSeni se bude bliZit k pfesnému feSeni. Oznacime-li dva uzly
sité s dolnimi indexy ¢, resp. ¢ + 1 majici x-ové soufadnice x;, resp. ;.1 = x; + Ax lze

derivaci aproximovat dle vztahu

P(Tig1) — ¢(=’13i)‘

¢ (x;) ~ AL (49)

Vyraz je nazyvan 1. dopiedna diference. Dalii typy diference mizeme dle [11]] a
[16] vyjadrit ve tvarech

1. zpétna diference

¢ (v) = Ar + O(Ax) (50)

¢ () ~ —— (51)
1. centralni diference

o(r + Ax) — p(x — Ax)
2Ax

P(iv1) — P(Ti1)
2Azx

¢'(x) = + O(Az?) (52)

¢'(r;) ~

(53)
2. centralni diference

o) = A SN RS0 L o) (54)
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P(Tiv1) — 20(xi) + (xi1)
Ax?

U simulaci pouzitych v této praci vychdzime z diskretizace funkci v prostoru a case.

¢/(33i) ~ (55)

Pro diskretizaci v prostoru vyuZijeme riizné varianty, které si porovndme v dalsi kapitole.
V ptipadé diskretizace v Case vyuZivdme v této praci pouze Eulerova explicitniho schématu.
Zavedeme-li dile oznaceni dvou uzlli s hornimi indexy n, respektive n 4+ 1 majici Casové

soufadnice t,,, respektive t,, .1 = t,, + At lze derivaci vyjadrit dle vztahu

Op(x,t)  ¢(z,t + At) — ¢(z,t)
= N +O(AY) (56)

aproximovaného jako

a ~ (b(x“ tn+1) - ¢($z> tn)
E¢(xz> tn) ~ .

At
Pouzitim této aproximace vnasime do feSeni chybu o které se Ize ddle docist naptiklad v [10],

(57)

kde 1ze nalézt i odhad chyby pro rizné aproximace. Tato chyba je v pfipadé staciondrnich
piipadu, které budou déle v této praci feSeny, dana hlavné prostorovou diskretizaci. Pfi zméné
casového kroku je vnesend chyba oproti prostorové diskretizaci mald, protoze numericky
vypocet je ukoncen az poté, kdy Casovd derivace vymizi. Dal§i chybou vnesenou pouZitim
diskretizace miZze byt napriklad vneseni numerické difuze/disperze dle volby prostorové
diskretizace, kterd bude rozebrana v dalsi kapitole.

Pii volbé velkého Casového a prostorového kroku muze dojit k destabilizaci schématu.
Nutnou podminkou k zajiSténi stability zvolené metody je zvolit vhodny Casovy a prostorovy
krok. Stabilitu miZeme zajistit napiiklad pomoci CFL podminky pojmenované podle
Courant, Friedrichs, Lewy

CFL
T R (b))

kde CFL je Courantovo ¢islo, a rychlost ve sméru osy x, b rychlost ve sméru osy z . [13]], [1]

(58)

V publikacich [13], [1] se uvadi limitni hodnota Courantova Cisla pro explicitni schémata,

kterd je rovna 1. Jedna se o hodnotu na hrané stability, doporucuje se volit mensi hodnotu.

Pro numerické tesSeni je dale dilezity vybér vhodné sité. Sité dle strukturovanosti
mohou byt rozdéleny do tii kategorii : strukturovand, nestrukturovand a hybridni. Pro
metodu konecnych diferenci se vyuzivaji vétSinou ortogondlni kartézské sité. Tato sit’ je
dédle s rovnomérnym délenim vyuZita i v této préci. Pro zachyceni pfesné geometrie tlohy je
Casto vhodné pouzit kombinaci siti. Pti pfedpokladu, Ze lokdlni chyba v feSeni bude imérné
klesat se zmenSujici se velikosti buriky Ize ziskat odhad lokalni chyby v burnikdch. Na zdkladé

N 24

tlohu. O dal§im moZzném déleni siti je mozné se docist napiiklad v knize [13]] ¢i [1].
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Rozsifenim predchozich tvah do E; aproximujeme hodnotu funkce ¢ v bod¢ [z;, 2;, t,]

sit ovou hodnotou ¢}';. V této bakalarské praci budou déle feSeny numerické experimenty

v [E, proto je vhodné si pro snadnéjsi zdpis schémat v IE; definovat operatory dopfednych,

zpétnych a dalSich diferenci. Toto zavedené znaceni bude ddle pouZzito napiiklad v nésledujici

kapitole ¢i v kapitole 6.2, v které bude detailn€ji rozebrano numerické feSeni experimentu.

Dopredna
5o~ Pirg %y Ton = P~ iy
x Pi,j Ax ’ Y Az
Zpétna
y n Ory — Oy y n i~ P
x¢i’j - T> z¢i7j = A—z
1. centralni .
0z} 5( e+ g) v = m( 1y — ?—1,;‘)
0,07 5(52 + Z) ij = E(Qbi,jﬁrl - qbi,jfl)
2. centralni
—> n
st = 2 (5 K)ot = (o2, 0.

b0, *A(z Yo = sz (90 — 200+ 01,01

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)
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4.2 Vybrana schémata pro rovnici advekce

Modifikace numerické metody s vyuZitim riznych variant prostorové diskretizace bude

ukdzana na rovnici advekce. 5 5
U u
- —~ =0 65
ot i “Ox (65)
Mezi zédkladni explicitni metody prostorové diskretizace patfi napiiklad schéma
Up-wind [U], Down-wind [D], Centralni [C] a Lax-Friedrichs [LF]. Pod pojmem Up-wind
(protiproudové) byva Casto zahrnuto schéma [U] a [D], respektive dopfednd a zpétnd
diference dle znaménka advekéni rychlosti. Toto souhrné oznaceni I1ze nalézt naptiklad v [4].
Samostatné schéma Down-wind [D] se diky své nestabilité nevyuZziva.
Budeme-li pro jednodus$si zdpis uvaZovat 1D situaci, 1ze numerické feSeni rovnice
advekce (76]/ str.[29)) zapsat pro jednotlivd schémata dle [4] a [9] jako

U] : gu? +a (EU?) =0

at —w fw—ur,)
A N\ TAar )T (66)
AN
gt = = T ()
— —
D] : dul +a <6xu2"> =0
uftt — wl,—ul
i T il T i) g
o M @
" . aAt
uit = E(“z‘ﬂ_uz)
%
[C] : dui’ + a(6uf) =0
uﬂ"‘l—un un_’_l—unl
KA 1 K 11— — O
Al “‘( 27z (68)
ui+1 = U, _E<ui+1_ui—l)'

Schéma Lax-Friedrichs [LF] je velmi podobné centralnimu schématu [C], 1i§i se hlavné

tim, Ze u [LF'] je hodnota u" nahrazena jako pramér okolnich hodnot.

n 1, ., " aAt
[LF] s uft! = 5 (ui—l + ui+1) T OAr

(o — ) (69)
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Ve 2D situacich Ize pro rovnici advekce u; + au, + bu, = 0 zapsat numerické feSeni pro

schéma [LF|,, které vyuZzivd priméru pies vice okolnich hodnot.

aAt
n n n n n n
(Uit + Wy + uiyor + i) = AL (i) —uitey)

bAt , "
T 9N (ui,j-H —u i,j—l)

[LF], cui*! =

A

(70)

Na obr. [3 je ukdzédno jak lze v pfipadé 1D schémat zobrazit pouZité vypoctové body.
Cemuz se v cizi literatufe ¥kd computational stencils. Je zde vidét které body jsou pfi
vypoctech pouzity a z jakych jsou Casovych vrstev. V piipadé téchto schémat se vyuziva
pouze jednoho bodu z n + 1 vrstvy, jednd se proto o tzv. explicitni tfidu schémat. Pokud by
bodli z n 4 1 vrstvy bylo vyuzito vice jednalo by se o schémata implicitni.

Z 1D schémat jsou zde ukédzédna tfi schémata : Centralni [C], Down-wind [D] a Up-wind
[U]. Centrdlni schéma [C'] lze ziskat kombinaci schémat Up-wind [U] a Down-wind [D].
Toto schéma vyuzivé stejné vypoctové okoli jako schéma [LF|, které také patii do rodiny

centréalnich schémat, ale 1isi se od centrdlniho schématu [C] vyuZitim jiné aproximace.

n—+1 n+1
t n t n
1 —1 7 7+ 1 71— 1 7 7+ 1
T T
(@) [U] (b) [D]
n+1
t n
1—1 7 1+ 1
T
(c) [C] , [LF]

Obr. 5: Vypoctové body (okoli)(Computational stencils) pro rlizna schémata v 1D
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V této priaci se ddle vyuziva tfidy explicitnich schémat vychdzejicich z linedrni

kombinace schémat Up-wind [U] a Down-wind [D] ve tvaru

utt —
;4—@{@[1)]—1—(1—04) [U]} = 0. (71)
At
resp. po rozpisu
uttl — un_’_l —um? ul —ul
] 7 K K 1 _ 7 1— — 2
;@ a<—A:c )—l—( a)<—Ax ) 0 (72)

Specifickym nastavenim parametru « v rovnici (71)) 1ze vyjadfit vSechna zde zminéna
schémata. Odpovidajici hodnoty « jsou vypsany v tab. [T} Kazdé z téchto schémat vndsi do
numerického vypoctu numerickou vazkost pi,, kterou lze definovat pomoci modifikované

rovnice.

U +au, =0 = up + auy, = flpUzy (73)

pavodni rovnice advekce modifikovana rovnice

Koeficienty numerické viskozity pro jednotlivd schéma je mozné ziskat z modifikované
rovnice, kterd bude ndsledné pro tfidu explicitnich schémat obecné odvozena. Koeficienty
numerické viskozity a modifikované rovnice pro vybrané schémata jsou vypsané v tab. [I]
Vysledné modifikované rovnice odpovidaji modifikovanym rovnicim uvedenych napiiklad
v [9]].

Schéma Koeficient o Modifikovana rovnice Koeficient /i,
[U] Up-wind 0 U+ auy = SE(1 — ) ugy 922 (1 — )
[D] Down-wind | U+ auy = =251 +7) ugy | —25%(147)
[C] Centralni : g+ auy = — 282y 4y, e
[LF] Lax-Friedrichs 12 U + au, = “%“(% — ) Usz “g—“(% —7)

Tab. 1: Schémata, jejich koeficienty a modifikované rovnice
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4.3 0Odvozeni modifikované rovnice

Pfi odvozeni obecné modifikované rovnice pro zminénd schémata vyjdeme z rovnice
advekce.
up + au, =0 (74)

Konvektivni ¢len (prostorovou derivaci) lze diskretizovat uZitim linedrni kombinace

dopfedné a zpétné diference resp. Up-wind [U] a Down-wind [D] schématu.

ntl oy —r n_
S +a la (—u”lm “) +(1-a) (—u As”ﬂ —0 (75)

Vratime-li se k pdvodnimu (spojitému) znaceni u]" = u(x;, t,) lze psit

(@i ) = u@ita) | [a (u(xm, tn) — u(aﬁi,tﬁ)

At Az
(76)
w(wi, tn) — w(Ti-1,)
- = = 0.
(1 -a) ( Ax
Pro dostate¢né hladkou funkci u(z;, t,,) 1ze zapsat jeji Taylortiv rozvoj jako
2 3
u(;];i7 tn+1) = u(l’i, tn> -+ Ut(]}i, tn)At + utt(xi, tn)? + uttt(xi, tn)y + O(At4)
Ax? Az
(i1, tn) = (i tn) = (@, 00 AT+ U (w5, 60) S = o (i, ) S + O(Aa)

22 23

respektive

2

(i, tar) — i, 1) S OTIN S ICE)

At
= (T4, tn) + up (@i, tn) — + wpe (i, ty)

At 2! 3!
u(, ty) — u(wioy,tn) T x? 3
(g1, tn) — u(xi, tn) Ax 2 5
Dosazenim vztaht (77), (78), do Ize ziskat
At At?
ut(mi, tn) -+ Utt(ﬂﬁi, tn)7 -+ uttt(gji; tn)? + O(Atg)
Az Az? 5
+a|a (ux(a:“ tn) + Uge (4, t")T + Ugaa (T4 t")T + O(Ax )) (80)
A Ax?
+ (1 — a) (ux(:ci,tn) — um(xi,tn)Tm + U (T4, tn)Tx + O(Ax3)> =0.
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Po menSich upravach

w(@i, ) +

o+ (1 — a)] Ug (T4, 1) =

At At?

— uy (2, tn)7 — upy (i, tn)T
A Ax?

— ax (um(xl, tn)Tx + Ug (X4, tn)Tx + O(Ax?’))

+ O(A) &

2

A A
B a(l B Ol) (_um(zz} tn)_x + u:cm(xiv tn) a

5 —- (’)(Aa:3)) :

Na pravé strané se nachdzeji prostorové i Casové derivace. K jejich eliminaci bude vyuZito
puvodni rovnice advekce (74]/ str. 29)), kterou 1ze ptepsat do tvaru

Uy = —QAUyg. (82)
Jejim uzitim pak lze vyjadrit 1 vySsi Casové derivace pomoci prostorovych.
= a’ = —a’ 83
Uy = A Ugy Ut = — @ Uggg (83)

Aplikovanim vztaht (82)), do dostavame

2
(i t) + i (T4, tn) = —tige (i, tn)aTAt +O(AR)
A
—ax (+um(xi, tn)Tx + O(Ax3)) (84)
—Cl(l - Oé) (_ua:a:(x% tn)% + O(AI?’)) :

Po vytknuti 1ze (84) upravit do tvaru

INt A
Uy + au, = — a4 a2 o - (1 — a) Ugy + O(AL; Az?) (85)
2 2 \e—_—_— 2
2a—1
a déle zjednodusit
alAx alt
=2 0a— 1)+ 50w,
Uy + auy 5 [( a—1)+ Ax} Ugy (86)
Zavedenim substituce At
a
et 87
7= A (87)
lze piepsat do findlniho tvaru
A
uH—auag:—%[(Qa—l)—l—’y Uy - (88)

4 NUMERICKE RESENI ULOHY METODOU KONECNYCH DIFERENCI 30



FS CVUT v Praze - Ustav technické matematiky

Z ptvodni rovnice advekce tedy vznikne aplikaci numerického schématu modifikovana
rovnice, kterd je typové rovnici advekce-difuze. To znamend, Ze numerické feSeni dosazené
danym schématem bude bliZ k pfesnému feSeni modifikované rovnice advekce-difuze.
alAx
ut+aux:0:>ut—|—aux:—7 (2a—1)+7] Uy (89)

Numerickd viskozita py,

J/

Vnesenim numerické vazkosti se obvykle zlepsi stabilita numerické metody, zaroven
vSak do feSeni vnasime chybu, kterou lze ovlivnit vhodnou modifikaci daného schématu
[8l]. Numerickou diskretizaci dle zvoleného schématu v podstat€¢ pozménime rovnici, kterou
reSime. Vnesenou numerickou difuzi/disperzi modifikujeme feSeny piipad a k tomu je tieba
prihlédnout pfi interpretaci numerickych vysledk.

Pii konzistenci numerické metody s diferencidlni rovnici by mélo byt mozné se dostat
blizko k feseni ptivodni rovnice. Konzistence je zjednodusené feCeno vlastnost zajist ujici pri
dostatecném zjemnéni sité (jak v prostoru, tak i v ¢ase) schopnost dostat se libovolné blizko

k pGivodni rovnici.
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4.4 Stabilita a chovani vybranych schémat

U schémat prvniho fddu je dominantnim Clenem difuze, kterd se v feSeni projevi
podobné jako v obr. [6b] tzn. tlumenim jednotlivych komponent feSeni. U schémat druhého
fadu je dominantnim ¢lenem disperze, kterd se v feSeni projevi podobné jako v obr. [6a] tzn.
numerickou oscilaci v blizkosti velkych gradienti feSeni.[9] Stru¢nd charakteristika stability
a chovdni je u vybranych schémat uvedena v tab.

Schéma || Stabilita | Chovani

U] Stabilni | Difuzni

[D] Nestabilni | Disperzni

[C] Nestabilni | Disperzn{

[LF] Stabilni | Difuzni

Tab. 2: Stabilita a chovani schémat

1] o

(a) Disperzni [9]

(b) Difuzni [9]
Obr. 6: Priklad disperzniho a difuzniho charakteru schémat pro rovnici advekce (pfevzato z [9]).
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Cast Il
Numericke experimenty

V této kapitole budou podrobnéji rozebrany dva numerické piipady - proudéni mezi
dvéma rovinnymi, paralelnimi deskami a obtékani védlce. K numerickému feSeni zminénych
uloh bylo vyuzito metody konecnych diferenci s vyuZitim rliznych variant prostorové
diskretizace, které byly rozebrany v pfedchozich kapitoldch a jejichZz pouZiti bude dile
specifikovano v této kapitole. Zvolena numerickd metoda je feSena v Matlabu. Nejdiive je
provedeno odladéni zvolené metody na zdkladé zndmého feSeni a provedeni ovéfovacich
vypocti. U proudéni mezi dvéma deskami je porovndno numerické a analytické feSent,

u proudéni kolem vélce je simulace porovnana s experimentem z [4].

5 Zakladni nastaveni uloh

V této praci byla dspésné€ provedena numerickd simulace nestlacitelného proudéni a
transportu pasivnich pfimési. Na rozvinutych znalostech bakaldiského studia Teoretického
zdkladu strojniho inZenyrstvi byl vytvoren fesic, ktery poskytuje relativné presné vysledky.
Nejdiive byla naprogramovana metoda po jejimz odladéni byly provedeny ovéfovaci
vypocty. Program byl vytvofen v Matlabu. Je napsdn tak, Ze staci zadefinovat pouze

geometrické a parametrické nastaveni.

5.1 Geometrické nastaveni

Pro oba feSené ptipady je geometrické nastaveni stejné.

Pii formulaci vychdzime ze soufadného systému z — 2 a

v obou pripadech je pouZita kartézska sit' s poctem buniek

nx,nz a oblast o rozmérech [z, [ 2.

— soufadny systému z — 2

— kartézska sit’ 80 x 40
nz = 80;lz = 2.0; Az = £: 27 =0.0 :
nz =40;lz = 1.0; Az = %; 20 = 0.0 Obr. 7: Sit

5.2 Parametrické nastaveni

Program je napsan tak, Ze v rdmci parametrického nastaveni stac¢i zadefinovat pouze
vstupni hodnoty veli€in jako jsou pocatecni rychlosti ug, wg, umisténi a velikost vstupni
koncentrace a jeji poc¢dtecni hodnota Cj, hustota p, funkce pomoci které je definovdna
prekdzka a volitelné hodnoty parametrd jako je Courantovo Cislo CFL, koeficient umélé

stlacitelnosti B3 a koeficienty rozhodujici o linearni kombinaci schémat (, o, 5.
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_pzl
—ug =1
—?,U(]:0.0
— Cy=1.0
—le.OUO
- CFL=09

— ¢ =0.001 (¢, = 0.001, ¢, = 0.001, ¢, = 0.001, (¢ = 0.001)
— a = 0.5; 8 = 0.5 - coZ odpovidd tzv. centrdlnimu schématu prostorové diskretizace

Matlab si ddle sdm spocitd kinematickou viskozitu v na zakladé vztahu (I8§]/ str. mezi
kinematickou v, dynamickou p viskozitou a Reynoldsové Cisle Re. Automaticky vypocet
je nastaven také pro volbu vhodného ¢asového kroku v souladu s CFL podminkou zv1ast
pro kazdou iteraci dle rovnice (58] / str. 24). Ve snaze sniZit Casovou ndrocnost vypoctu
byl zapsany kéd zjednoduSen a byla zavedena dalsi volitelnd veli¢ina nim ktera udava
pocet vykreslenych iteraci. Ukonceni vypoctu lze nastavit bud’ volbou poctu iteraci nit nebo
volbou casového tseku (cas = 100), kterého se md sumou casovych krokii dosdhnout.

Dile bézi vypocet jiz bez nutnosti zdsahu dle uvedenych podminek a rovnic v této
praci. Pro ¢asovou diskretizaci bylo pouzito Eulerovo explicitni schéma. Pro prostorovou
diskretizaci je pro difuzni Cleny pouZito pouze centrdlni diference, pro konvektivni Cleny
je vyuzito modifikovaného Lax-Friedrichsova schématu, centrdlniho schéma a kombinace
dopfedné a zpétné diference. Tato kombinace takzvaného protiproudého schématu je
ovladéana koeficienty «, 5. V programu dochazi k jejich automatické zméné, podle velikosti

rychlosti ve sméru osy = (v = «) a z (w = f3).
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6 Proudeni mezi dvema deskami

Proudéni v potrubi, které ve 2D predstavuje proudéni mezi dvéma rovinnymi,
paralelnimi, deskami, je v literatufe dohledatelné jako =zvlastni pripad rovinného
Poiseuilleova (Hagen-Poiseuilleova) proudént. Pro toto proudéni je znamé analytické fesent,
které bude v nésledujici sekci odvozeno ze systému Navierovych-Stokesovych rovnic a
pomoci tohoto ziskaného presného feSeni bude nasledné provedeno ovéreni vyvinutého
resice. Porovnani numerického a analytického feSeni v zavislosti na volb¢é parametri bude

podrobnéji rozebrano v kapitole 6.3 .

6.1 Analytické reseni proudéni mezi dvéma deskami

\V~<

Obr. 8: Schéma dvou desek

Analytické feSeni miZeme odvodit vyjdeme-li z odvozené rovnice bilance hmotnosti
(39)/ str.[18) a bilance hybnosti (40]/ str. [I8) pro nestladitelné tekutiny.

V-u=0 (90)

0 1 1
—u—l—(u-V)u: ——Vp+-V-T+ f 1)
ot p p
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respektive ve sloZkovém zdpisu

ou Jv Ow
e T T 2
ox + oy + 0z 0 ©2)

ou ou ou ou 1 Op N % <87‘m N 0Tz N 8%) LT 93)

o Mor Ty T e T Lo oz "oy | o:

(9v+ v v v _1@_’_1
ot ox U@y Yoz poy p

OTpy Oy  OTy
(ax for ) T 09

ow ow ow ow 1 op 1 (01, Oy, 0T
ot 8_+ oy Yoz T p 0z p(@x * dy +8z)+fz ©3)
Pii predpokladech

— Casove ustdlené proudéni

u(t,z) = u(x)

— nestlacitelnd Newtonovska kapalina (s konst. hustotou p = konst.).

T =2uD
L=YVu= % [Vu + (Vu)"] —|—% [Vu — (Vu)"] (96)
3 B

kde D resp. VW predstavuje symetrickou, resp. antisymetrickou Cést gradientu
rychlosti £ . Tzn.

D= % [Vu +(Vu)"|, resp. W = % [Vu — (Vu)"|. 97)

— jednorozmérné proudéni
u0,0=0w=0

— plné€ vyvinuté proudéni

u (x,2) = u(z), Vp(z,z) = Vp(z)

— proudéni v gravitaénim poli
f=9=(09)
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dostaneme
0 oy
+ + =
Yy z
1
D, =—
= (37)
1
1/1 5
1 /o
sz =z
2 (% * &z)

0 Oy Ou 18p 1 ()/ ()/ OT.q
Eé—i_u +(Z§+w32_ p Ox p(/)r Oy 0z

Soustava rovnic se zredukuje na

ap _ aTz:p - Pout — Pin

or 0z L
_ Ou
n u@z
aQU _ Pout — Pin
MazQ B L '

Zavedenim konstanty A
82“’ _ Pout — Pin 1

022 L ,u:A

a néslednou integraci 1ze ziskat

ou
aZ =Az —|—Cl

2

u(z) = A%+Clz + Cs.

Z okrajovych podminek

z=0=u=0 z2=H=u=0

ziskame integracni konstanty

)+ s

(98)

99)

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)
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Profil rychlosti ve sméru x po dosazeni ziskame ve tvaru

— 1
u(z) = E pmﬂ(f — > H), (111)

ze které lze vyjadrit gradient tlaku G,,.

Pout — Pin U(Z) 2 H
Ganal = = 112
: L 22— zH (112)

Rychlostni profil proudéni mezi dvéma deskami je parabolicky (maximalni rychlost u,,,. je

uprostied mezi deskami). Za pouziti podminek

u(0) =0 u(H)=0 u<£> = Umagx (113)

1ze rychlostni profil zapsat do tvaru

_4 Umaz

u(z) = T(ZQ — zH) (114)

Dosazenim rychlostniho profilu z rovnice (I14) do rovnice (112)) 1ze vyjadfit gradient tlaku

ve tvaru 3
- uma:c,u
G, = — (115)
Pro zvolené zdkladni nastaveni, které bylo uvedeno v kapitole 5, 1ze dosazenim
Upnaz = Uo = 1.0 H=1z=1.0 (116)

do odvozené rovnice (115]) vyjadfit presnou hodnotu analytického (pro Re = 10.0 dle
definice (123]/ str.47))) fesen{ jako

G, = —1.0400. (117)

Vyjadiend hodnota analytického feSeni bude v kapitole 6.3 porovndna s numerickym

feSenim.
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6.2 Numerické reseni proudéni mezi dvéma deskami

Pfi numerické simulaci proudéni mezi dvéma deskami vychdzime ze zakladniho
nastaveni, které je uvedeno v kapitole 5.
V ptipadé Casové diskretizace volim Eulerovo explicitni schéma. V piipadé diskretizace
prostoru vyuzivdm pro konvektivni ¢leny modifikované Lax-Friedrichsovo schéma, centrdln{
schéma a kombinaci dopredné a zpétné diference. Pro difuzni ¢leny pouzivam vyhradné
centralni diference. Casovy krok je volen v souladu s CFL podminkou zvl4$t pro kazdou
iteraci. Simulace je ukonéena v ptipadé, Ze soucet Casovych kroki (tzn. celkovy iteracni cas)

o

prekroci hodnotu 100. Pokud do té doby nedojde k ustéleni, tak se hodnota navysi.
V priloZzenych vystupech se nachdzi numerické feSeni dvourozmérného tlakového

proudéni nestlacitelné Newtonovské kapaliny mezi dvéma pevnymi deskami pro odliSnd
Reynoldsova Cisla. Vstupni rychlostni profil ve sméru x je dle odvozeného numerického

reSeni parabolicky, ve sméru 2z je uvazovana nulova rychlost.
Okrajové podminky jsou rozebrany v kapilole 3.1 . Pfesna specifikace podminek pro

proudéni mezi dvéma deskami je zndzornéna na obr. [3| (str. 21)). Pro numerickou simulaci
proudéni mezi dvéma deskami je mozné pouzit dvé varianty piedpist. Jednou z variant je
predepsany tlak na vstupu i na vystupu, kde dojde k vyvinuti proudéni. Druhou variantou,

kterd je déle v praci pouZita, je predepsani rychlosti na vstupu a tlaku na vystupu.
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Pfi numerickém feSeni se vychdzi ze soustavy rovnic z kapitoly 2.2 . Nasledné rovnice,
které zde budou vypsany, jsou pouZity pifi vypoctech v Matlabu.
Pfi vypoctu tlaku se vyuzivd metody umélé stlaCitelnosti. Vychazi se z rovnice (44]/ str.[18)
zavislé na koeficientu umélé stlacitelnosti 5.
op

o B(V-u)

Pti vyuziti explicitniho schématu Casové diskretizace a modifikovaného Lax-Friedrichsova

schématu [LF'], 1ze rovnici pfepsat pomoci diskretnich hodnot tlaku a rychlosti

Pi1j P TP+ P
4

= 0=l + 6 ) - 8B (g + by
(118)
kde (, predstavuje koeficient tlumeni. Jeho nastavenim je umoZnéno piepinat mezi
centralnim schématem [C] ({, = 0), Lax-Friedrichsovym schématem [LF] (¢, = 1)
a jejich kombinaci (¢, € (0; 1)). Modifikované Lax-Friedrichsovo schéma bylo vyuZito kvili
eliminaci numerickych oscilaci v poli tlaku a kviili sniZeni poctu nutnych iteraci k dosazeni

ustdleného stavu. Obdobné je koeficient ¢ vyuzit i u rychlosti (,, (,,) a koncentrace((¢).
Z odvozenych Navierovych-Stokesovych rovnic (24]/ str.[I5]) ve tvaru

ou 1

— +(uV)u=—-Vp+rvAu +

5 T (wV) VP f

lze pfi vyuziti explicitniho Eulerova schématu casové diskretizace a vyuZitim
modifikovaného Lax-Friedrichsova schématu, resp. Up-wind schémata, 1. a 2. centralni

diference pfi prostorové diskretizaci vyjadfit pomoci diskrétnich hodnot jako

n+1l __ n
ui,j - (1 - Cu) uz‘,j"_gu <

n n n n
U g5+ Uy j+ U g+ Uy
4

1
—At | ——0up;; + Vi (59695“33‘ + 5%“23‘)

p

o (119)
(a3t 4 (1= a5 )

Z’.] 27-]

n n —> n n n
+wz‘,j< i, d. U; ; + (1— zg)g uz])]
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n+l _ i—1,7 i+1,5 t,j—1 t,j+1
w,‘] (1_Cw) w@j"i_Cw ( 4

1
_;5229?’]- + VZ]- <5mw2] + 6zzwzj

—i—uz’-fj(a 0y W, + 1—a yw )
—l—wzj("éw + ( "yw >]

—At

(120)

kde a,/ jsou koeficienty (upwindingu) zavislé na poloze a lokdlni rychlosti. Jejich
nastavenim lze vytvofit jakoukoliv linedrni kombinaci dopfednych a zpétnych diferenci.
Specifickym nastavenim lze dosdhnout 1 zdkladnich schémat, kterd v této praci byla zminéna.
Volbou o« = = 0.5 ziskdme napiiklad schéma centrdlni [C], « = f = 0.0 schéma
up-wind [U] prou,v > 0 aa = § = 1.0 schéma down-wind [D)].

Vysledky provedené numerické simulace jsou zobrazeny pomoci poli tlaku, sloZek
jednotlivych rychlosti a celkové rychlosti, kde celkova rychlost je poCitdna jako
(121)

gijlla = \/ui; +w};.

(c) Vertikalni slozka rychlosti m (d) Celkova rychlost

Obr. 9: Pole veli¢in pro Re = 10.0
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Transportni rovnici pasivni pfimési, kterd mad konstantni hustotu a nereaguje s okolim,

lze pti uvazovani advekce a molekuldrni difuze zapsat jako

ac
— = KcAC + ..

Zdroj koncentrace je kruh o poloméru 0.09 nachdzejici se na soufadnicich

[0.2; 0.5]. Pfi vyuZiti explicitniho schématu ¢asové diskretizace a vyuZitim modifikovaného

Lax-Friedrichsova schématu, up-wind schématu a 2. centrdlni diference pii prostorové

diskretizaci lze vyjadfit ve tvaru

Cr o+ Cy
O;z]—f—l — (1 . CC) OZJ_I_CC ( 1,5 +1,5

0.9

0.8

0.7

04—

0.3

0.2

0.1

+ Gy + C'{fjﬂ)
4

—At

n n % n n n

Z‘7‘j

n n —> n n n

I =
W] B—————
N

-

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obr. 10: Koncentrace pasivni pfimési, Re = 10.0

(122)
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V pfilozeném grafickém vystupu je zaznamendn priibeh staciondrnich rezidui

jednotlivych veli¢in. Reziduum'

je v pripadé této prace pocitano jako Frobeniova
(Euklidovskd) norma rozdilu veli€in vztazend na velikost sité (pocet bun€k). Na reziduu lze
lehce pozorovat pribéh ustalovani vypoctenych velicin v zavislosti na iteraci. K ustdlenému

stavu dojde, pokud reziduum dosdhne nuly (alesponi numerické).

n+l _ 4n
rezgn = 197 ="l (123)

nr nz
Na reziduu obr. [ITa] Ize vidét konvergenci k ustdlenému stavu. Po prvnich iteracich

hodnota rezidua pro tlak vzroste, coz neodpovida klasickému pribéhu rezidua, které za
normalnich okolnosti ma klesajici tendenci. Je to zde zplsobeno tim, Ze na zacatku vypoctu
je tlak vSude nastaven jako konstantni (nulovy). Po prvni iteraci proto dojde k velkému
rozdilu nulté a prvni iterace. Po dalSich iteracich jiz velikost rezidua klesa s poctem iteraci.
Hodnota rezidua tlaku klesne na numerickou nulu, u horizontalni a vertikalni sloZky rychlosti

tomu tak neni.

——urez ——numericky
wrez ——analyticky

- - -prez

iterace %10° 10°

(a) Reziduum (b) Gradient

Obr. 11: Pribéh veli€in v zavislosti na poctu iteraci pro Re = 10.0

Vykreslenim rezidui rychlosti, 1ze zjistit, Ze v urCitych mistech se feSeni stile méni,
tzn. reziduum je nenulové - viz obr. Tyto drobné odchylky jsou nejspise disledkem
zaokrouhlovaci chyby.

‘l>

06

06

* 05 00 M IOOOI © I0Od D DDODedme I,
04

(a) un+1 —um (b) wn+1 —wm (C) pn+1 o pn

Obr. 12: Pole rozdilu dvou iteraci veli¢in pro Re = 10.0

Rezidua vynasime naddle v logaritmickém méfitku (3kéle)
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6.3 Porovnani numerického a analytického reseni

K porovnani numerického a analytického feSeni je vyuZito gradientu tlaku, coZ je
jednoduse srovnatelnd veli¢ina. Gradient tlaku byl analyticky odvozen v kapitole 6.1 a jeho
pfesnd hodnota pro Re = 10.0 byla uvedena v rovnici (IT17]/ str. 38)) a ted’ je mozné ho
odelist pfimo z numerického feSeni. Ziskany jednociselny parametr je posléze porovnan
v tabulce pro oba pfistupy. Zaroven je v této kapitole rozebran vliv na numericky vysledek

v zavislosti na volbé rizné prostorové diskretizace a rizného nastaveni hodnot volitelnych

veliCin.
s Reseni Chyba
Reynoldsovo Eislo analytické | numerické | absolutni | relativni?
10 -1.0400 -1.0342 -0.0058 | 0.005577

Tab. 3: Vysledek gradientu tlaku pro Re = 10.0;{ = 0.0

Wl ——urez ——numericky
wrez sl ——analyticky

20 - - -prez

itera 108 108

(a) Reziduum (b) Gradient

Obr. 13: Pribéh veligin v zavislosti na pocCtu iteraci pro nastaveni: [C], (¢ = 0.0), Re = 10.0

V prilozeném grafickém vystupu obr. je zaznamendm pribeh rezidui a zména
velikosti gradientu v zdvislosti na poctu iteraci. Jak jiz bylo dfive zminéno, tlak je na
zacatku vypoctu vSude nastaven jako nulovy, proto se gradient tlaku nejvyraznéji méni
v prvnich iteracich a reziduum tlaku ze stejného diivodu zprvu vzroste. S dal§imi iteracemi
se priblizujeme ustdlenému stavu a vysledny gradient tlaku konverguje k presnému reSent.
Reziduum pro horizontalni slozku rychlosti, vertikdlni sloZku rychlosti a tlak mé rozdilny
vyvoj. Velmi odliSny prubéh rezidui rychlosti a tlaku je zapfi¢inén odliSnym charakterem
rovnic, z nichZ se tyto veli¢iny vypocitavaji. U slozek rychlosti, oproti tlaku, v rovnicich
pribyva jesté druha centralni diference (vazky Clen), kterd zapiicini odlisny prubéh rezidua.
Na obr. [13] 1ze zpozorovat, Ze ani po Casovém useku 100, odpovidajici v tomto piipadé
necelym 7 miliontim iteraci, nebylo dosaZeno nulovych rezidui. Proto na obr. |17| (str.
neni dosaZeno na vystupni hranici pfedepsané hodnoty tlaku. Na obr. |14 (str.|45) je vykreslen

2yzhledem k pfesnému feseni
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rozdil 2 po sobé jdoucich iteraci. Hodnoty rozdilu se pohybuji ve velmi malych hodnotach.

- ||-
aDO dfﬂ

p 2
(a) un-‘rl un (b) w™ wn (C) pn-i-l pn

Obr. 14: Pole rozdilu dvou iteraci velicin pro [C], (¢ = 0.0), Re = 10.0

v

u(”

Pouzitim schémat [U] ¢i [C] se vnd$i mensi chyba neZ pii vyuziti [LF]. Nevyhodou
schémat [U] ¢i [C] vSak je, ze konvergence k ustdlenému stavu je oproti schématu [LF]
znatelné pomalejsi. Pfi jejich vyuZivéani bude tieba mnohondsobné vétSiho poctu iteraci nez
by tomu bylo v pfipadé schématu [LF]. Pfi pouZiti modifikovaného schématu [LF] bude

potfeba mensi pocet iteraci k ziskédni zkonvergovaného FeSeni - viz obr.[15|a[16].

——numericky
0ol —analyticky

L
0 2 4 6 8 10 12 14

(a) Reziduum (b) Gradient

Obr. 15: Pribéh veli¢in v zavislosti na poctu iteraci pro nastaveni: [LF],, ¢ = 0.01, Re =10.0

——urez
wrez
- -prez

——numericky
—analyticky

12 0 2 4 6 8 10 12 14

(a) Reziduum (b) Gradient

Obr. 16: Pribéh veli¢in v zavislosti na poctu iteraci pro nastaveni:[LF],, { = 0.001, Re = 10.0
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Pokud pro prostorovou diskretizaci pouZijeme schéma s tlumenim, zvyS$ime tim
numerickou viskozitu a zvysi se tedy i odpovidajici absolutni hodnota gradientu tlaku
v numerickém feSeni. U schématu [LF] je vhodné volit velmi malé hodnoty ¢, aby nedoslo
k vneseni velké numerické viskozity. V tab. [ je vidét, Ze opravdu plati, Ze ¢im mensi je

zvolena ¢, tim mensi je vnesend numerickd viskozita. V tab.[d]je zanesend relativni odchylka.

Reseni Chyba
¢ analytické | numerické | absolutni | relativni
0.01 -1.0400 -1.1119 0.0719 | -0.069130
0.001 | -1.0400 -1.0353 -0.0047 | 0.004519

Tab. 4: Vysledek gradientu tlaku v zavislosti na volbé delta pro Re = 10.0

_:__:__:_

@@ ¢ =0000 (b) ¢ =0.001 (c) ¢ = 0.010

Obr. 17: Rozdil numerického a analytického feSeni v zavislosti na poloze, Re = 10.0

Vv,

Na obr. [I7] je vidét, Ze pfi niz8i hodnoté ¢ dojde k mensimu rozdilu analytického
= 0.001.

Rozdil numerického a analytické feSeni je ve vSech vynesenych piipadech témér linedrni

a numerického feSeni. Proto je v zdkladnim nastaveni dloh zvolena ¢ jako ¢

a odpovida tlaku. Pridanym tlumenim dojde k piidani numerické viskozity v disledku
které dojde k navySeni absolutni hodnoty gradientu tlaku v feSeni. Zasluhou vnesené extra
viskozity pak vysledek odpovida niZ§imu Reynoldsové Cislu. Proto je nutné volit koeficient
¢ opatrné. VysSim tlumenim sice odstranime oscilace a konvergence bude rychlejsi, ale
pokud tlumeni bude moc vysoké, tak dojde k velice rychlé konvergenci, avSak ke Spatnému
feSeni. Proto neni v praci vyuzito schéma [LF, ale je zde pouZita jeho modifikovand verze,
kterd umoziiuje vytvorit linedrni kombinaci centrdlniho schématu [C] a Lax-Friedrichsova
schématu [LF].

Na obr. [I84) (str. 7)) je vidét, Ze pobliz vstupni stény se objevuje vétsi odchylka od
numerického feSeni. Je to zplisobeno tim, Ze u analytického odvozeni se predpokladalo
jednorozmérné proudéni. Na vykresleni vertikdlni sloZky rychlosti je vSak vidét, Ze pole
nulové neni, misty dosahuje vertikalni slozka rychlosti nenulovych hodnot, které jsou sice
v fadech 107, ale i tak hraji nezanedbatelnou roli. K nejvétsimu rozdilu numerického
a analytického feseni tedy dochédzi na vstupni hranici, kde jsou uZitim okrajové podminky

pfepisovany hodnotu tlaku po kazdé iteraci.
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Vysledek by bylo mozné ovlivnit napiiklad prepisem podminky pro tlak na vstupni

sténé uzitim linedrni extrapolace do tvaru

Py =2p5,—p;  j=1---(nz+1). (124)

(a) Neumannova homogenni podminka (b) Linearné extrapolovana podminka

Obr. 18: Rozdil numerického a analytického feSeni v zavislosti na podmince pro tlak, Re = 10.0

Relativni chyba se bude pro riiznd Reynoldsova Cisla liSit. Reynoldsovo kritérium
podobnosti je d4no jako pomér setrva¢nych a vazkych sil. Cim v&t§i je Reynoldsovo &islo,
tim mensi roli hraje vnitini tfeni. V pifipadé horizontdlniho proudéni mezi dvéma deskami
Ize Reynoldsovo cislo vyjadrit jako

. Usdh

Re ) dh—desky =2H (125)

v

kde ug predstavuje stfedni hodnotu rychlosti proudéni a d, hydraulicky primér. Déle
je zde ukdzdno feSeni pro 3 rGznd Reynoldsova Cisla. Na grafickém vyjadfeni rezidui
obr. |19 (str. 1ze vidét odlisny pribéh ustalovani, které se s vy$$im Reynoldsovym ¢islem
zhor$uje. Dle tab. [5|s vy$§im Reynoldsovym &islem roste relativni chyba.

Reynoldsovo cislo ReSeni Chyba
analytické | numerické | absolutni | relativni
10 -1.0400 -1.0353 0.0047 | 0.004519
25 -0.4160 -0.4179 -0.0019 | 0.004570
50 -0.2080 -0.2095 -0.0015 | 0.007210
100 -0.1040 -0.1049 -0.0009 | 0.00865

Tab. 5: Vysledek gradientu tlaku v zavislosti na Reynoldsové &isle
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reziduum

reziduum

reziduum

iterace x10° iterace %10°

(a) Re=10.0 (b) Re =25.0

reziduum

iterace %10° iterace <10

(c) Re =50.0 (d) Re =100.0

Obr. 19: Reziduum v zavislosti na Reynoldsove Cisle
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Zptesnéni numerického vysledku by bylo mozné dosdhnout napriklad vhodnéjsi volbou
velikosti volitelnych parametrt ¢i vhodnéjsi volbou prostorové diskretizace.

Jednim z volitelnych parametrii ovliviiujicich presnost numerického vysledku je
soucinitel o a (. Na zdkladé jejich volby se méni schéma prostorové diskretizace viz
tab. |1} kterd vnasi numerickou viskozitu jejiZ koeficient je vyjadfen v tézZe tabulce. Volbou
centrdlniho schématu [C] dojde obvykle k vneseni nejmensi chyby. Zménou velikosti
parametrd «, 8 v rozmezi 0 — 1 dochazi k vneseni dodate¢né numerické difuze/disperze,
kterd ovliviiuje konvergenci a presnost numerického feSeni v zdvislosti na volbé «, 3. Tato

zdvislost je vyjadiena v tab. [0]

0. B ReSent Chyba

’ analytické | numerické | absolutni | relativni
1.00 | -1.0400 -1.0357 -0.0043 | 0.004135
0.75 | -1.0400 -1.0355 -0.0045 | 0.004327
0.50 | -1.0400 -1.0353 -0.0047 | 0.004519
0.25 | -1.0400 -1.0352 -0.0048 | 0.004615
0.00 | -1.0400 -1.0350 -0.0050 | 0.004808

Tab. 6: Vysledek gradientu tlaku v zavislosti na volbé «, 5 pro Re = 10.0

Piesnost vysledku je ovlivnéna i volbou asového kroku. Casovy krok je v této praci
dle rovnice (58] / str. 24) automaticky prepocitdvan pro kazdou iteraci dle Courantova
¢isla. ZmenSenim CFL dojde k zmenSeni ¢asového kroku a v naSem pripadé€ i k zpfesnéni
numerického vysledku. SniZeni relativni chyby lze vidét v tab. [/} Touto zménou vsak také

zvySime ¢asovou narocnost vypoctu.

CFI Reseni Chyba
analytické | numerické | absolutni | relativni
0.9 -1.0400 -1.0353 -0.0047 | 0.004519
0.8 -1.0400 -1.0362 -0.0038 | 0.003654
0.7 -1.0400 -1.0374 -0.0026 | 0.002500

Tab. 7: Vysledek gradientu tlaku v zavislosti na volbé CFL pro Re = 10.0

Dal$im volitelnym parametrem je koeficient umélé stlacitelnosti 3. Jeho zvySenim se
zpravidla rychleji pribliZime k presnému feSeni, zaroven vSak dojde k ovlivnéni velikosti
relativni chyby, viz tab. [§] Na obrézcich [20] (str. [50), [21] (str. [50)), [22] (str. [50) 1ze porovnat
rychlost konvergence gradientu tlaku. Pro B = 3 je patrnd oscilace pobliZ presného fesent,
jejiz amplituda se s pocCtem iteraci zmenSuje. Pro B = 2 nelze pozorovat oscilaci, po par
iteracich vSak dojde k pfekmitnuti pod konecnou ustdlenou hodnotu. Nastavenim B = 1

naopak dochdzi pozvolné konvergenci.
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B Reseni Chyba
analytické | numerické | absolutni | relativni
1.0 | -1.0400 -1.0353 -0.0047 | 0.004519
20| -1.0400 -1.0436 -0.0036 | 0.003460
3.0 | -1.0400 -1.0460 -0.0060 | 0.005770

Tab. 8: Vysledek gradientu tlaku v zavislosti na volbé B pro Re = 10.0

(a) gradient tlaku

(b) detail gradientu tlaku

(c) reziduum

Obr. 20: Pribéh veliCin v zavislosti na poétu iteraci pro ptipad B = 1.0

(a) gradient tlaku

FTINAONS,

(b) detail gradientu tlaku

(c) reZiduum

Obr. 21: Pribeh veliCin v zavislosti na poctu iteraci pro pfipad B = 2.0

(a) gradient tlaku

(b) detail gradientu tlaku

(c) reziduum

Obr. 22: Pribeh veliCin v zavislosti na pocCtu iteraci pro pfipad B = 3.0

e
MRS
Ty Wi
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Volba prostorové diskretizace ma zdsadni vliv na ptesnost vysledku. Jak bylo odvozeno
v kapitole 4 prostorové diskretizace vnaseji do feSeni napf. numerickou viskozitu. V tab. [

a tab. [9]1ze sledovat vliv vnesené numerické viskozity na vysledek.

Schéma ReSeni Chyba
analytické | numerické | absolutni | relativni
U] -1.0400 -1.0350 -0.0050 | 0.004808
[C] -1.0400 -1.0353 -0.0047 | 0.004519
(D] -1.0400 -1.0357 -0.0043 | 0.004135

Tab. 9: Vysledek gradientu tlaku v zavislosti na volbé prostorové diskretizace Re = 10.0

Pouziti nestabilni Down-wind diskretizace pro konvektivni ¢len bylo umoznéno diky
zdkladnimu nastaveni simulace. To, Ze schéma dodalo zkonvergované feSeni a chovalo
se stabilné je zpisobeno dostatené velkou fyzikalni viskozitou a dostatecné velkou
numerickou viskozitou, pochézejici z modifikovaného schématu Laxe-Friedrichse.

Dalsiho zpresnéni 1ze dosdhnout napiiklad zjemnénim sité. Tlak mezi dvéma deskami
ma linedrni priibéh zdvisly pouze na poloze x, nestaci v§ak zjemnovat sit’ pouze v x-ovém
sméru, jelikoz hodnota tlaku je stanovena numerickym vypoctem z rychlosti, které jsou
zavislé na z, je tfeba zjemtiovat i v z-tovém sméru. V tab.[10]je viditelné, Ze zména hustoty

sité¢ ve sméru x ma na presnéjsi vysledek vétsi vliv neZ zména ve sméru z.

Reseni Chyba
Sit’ analytické | numerické | absolutni | relativni
40x20 -1.0400 -0.9982 -0.0418 | -0.04019
40x40 -1.0400 -1.0136 -0.0264 | -0.02538
80x20 -1.0400 -1.0190 -0.0210 | -0.02019
80x40 -1.0400 -1.0353 -0.0047 | 0.00452

Tab. 10: Porovnani vysledk(ll gradient( tlaku v zavislosti na jemnosti sité, Re = 10.0

Numericky vysledek je silné zavisly na volbé prostorové diskretizace a na nastaveni
hodnot volitelnych veli¢in. Zjemnénim sit€¢ ¢i zmensenim casového kroku lze dosdhnout
nezanedbatelného zpresnéni numerického vysledku, zaroven se ale zvysi casovd ndrocnost
vypoctu. Proto je pfi simulacich vhodné vyuZivat nerovnomérné sité, které by byly zjemnény
v oblasti, kde se hodnoty vyrazné meéni. ZvySeni rychlosti konvergence lze dosdhnout
napiiklad pomoci schématu [LF] ¢i zvySenim parametru umélé stlacitelnosti 5. Nesmi se

vSak opomenout vliv jednotlivych voleb na konecny vysledek.
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7 Obtékani valce

Dal$im feSenym pfipadem v této prici bude simulace obtékdni vidlce pro riznd
Reynoldsova ¢isla. V pripadé obtékdni vélce 1ze Reynoldsovo €islo vyjadrit jako
sd
Re="" d yree =D (126)

v

kde dj, je hydraulicky prumér, ktery se v piipade obtékani valce rovnd priméru valce D.
Jednd se o klasicky testovaci pfipad ke kterému bylo v piipadé¢ zjednodusSeného
nevazkého proudéni vypracovano analytické feSeni potencionédlniho proudéni. Vypracovani
analytického feSeni je v pripad¢ obtékani vélce slozitéjsi zdlezitost nez u proudéni mezi
dvéma deskami. Proto je v této C4sti pro ovérovaci vypocty zvoleno porovnani simulaci

s experimentdlnimi daty z [4].

7.1 Vysledky numerickych simulaci

Pro simulaci obtékéni valce plati primarni nastaveni. Casovou a prostorovou diskretizaci
volim stejnou jako v kapitole 5 s tim rozdilem, Ze je volena (¢ = 0.0. Simulace probéhne
pro rizna Reynoldsova Cisla a vysledky budou porovndny s laboratornimi experimenty
publikovanymi v [4]. Pro kazdé Reynoldsovo Cislo bude vykreslena horizontdlni sloZka
rychlosti, vertikalni slozka rychlosti, celkova rychlost, tlak a izocary hodnot koncentrace
pasivni piimési.

Pokud by bylo Reynoldsovo ¢islo zvoleno vyrazné mensi nez jedna tak by prevazoval
vliv viskdznich sil a proudéni kolem valce ve sméru proudu by bylo zcela symetrické. Kdyz
Reynoldsovo &islo presdhne hodnotu jedna za¢ne ve sméru proudu dochazet k asymetrizaci
proudéni v zavislosti na roustoucim Reynoldsové Cisle. Za valcem dojde k zpomaleni, které

se projevi protazenéjSimi proudnicemi. (4]

Na obr. 24 (str. [53)) 1ze pozorovat, Ze tekutina neni v okoli pfekazky tolik ubrzd’ovana
vnitinim tfenim a oblasti vysSiho tlaku. Na izoCaréach tlaku je vidét, Ze oblast vyssiho tlaku
neni po celé oblasti. Za prekdzkou je oblast s niz§im tlakem, kterd zpomalené proudéni bude
lehce urychlovat. Vertikdlni sloZzka rychlosti je zde nenulovd, proto se viditelné projevi na

celkové rychlosti.
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(a) Simulace , Re = 2.0 (b) Experiment [4] , Re > 1
Obr. 23: Proudnice Re = 2.0

L L L
0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0 0.1 02 03 04

(a) Horizontalni sloZzka rychlosti (b) Vertikalni sloZzka rychlosti

N 05|

L L
15 2

(c) Celkova rychlost (d) Tlak

Obr. 24: Pole veli€in pro Re = 2.0
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V [4] se uvadi, Ze bylo experimentdlné zjisténo, Ze prfiblizné od Re ~ 6 se zacnou
za valcem symetricky k podélné ose vytvaret dvé oblasti s uzavienymi proudnicemi. V mé
numerické simulaci vSak k tvorbé symetrickych uzavienych proudnic, projevujicich se jako
viry, zacne dochdzet az s vy$§im Reynoldsovym Cislem (viz obr. 25] a [27] (str. [53)). Tato
odlisSnost mizZe byt zpisobena nedostateCnou jemnosti sité. Vliv hustoty sit€ na simulaci
bude rozebran na zavér této kapitoly. SpiSe se ale bude jednat o chybu vnesenou diky
zptisobu jakym je definovdna prekdzka béhem simulaci. Pro prekdzku je predepsdna funkce
na zakladé které je vynulovana rychlost a koncentrace. Béhem vypoctd neni prekazka jiz
vice oSetfena. Béhem vypoctu tak dochdzi v tésné blizkosti prekazky k nepresnému pocitani
s nulovymi hodnotami.

1r

0.9

0.8

0.7

0.6

N 05

(a) Simulace ,Re = 7.0 (b) Experiment [4] ,Re > 6
Obr. 25: Proudnice Re = 7.0

N 05 [

0 05 1 15

(a) Horizontalni sloZzka rychlosti (b) Vertikalni slozka rychlosti

(c) Celkova rychlost

Obr. 26: Pole veli¢in pro Re = 7.0

7 OBTEKANI VALCE 54



FS CVUT v Praze - Ustav technické matematiky

S vys$§im Reynoldsovym ¢islem dochazi k vzniku vyraznéjSich virt a v [4] je uvadéno,
Zze az piiblizné do Re = 40 si drzi svou symetrii - viz obr. 27) a 29 (str. [56). V piipadé
obr. 27] je viditelny rozdil mezi simulaci a experimentem. Tato odchylka je pravdépodobné

zptisobena malym poctem bunék sité. Tato teorie bude ovéfena na zavér této kapitoly.
Na obr. [26] (str. [54) a[28]je mozné pozorovat vliv zmen3ujiciho se vnitfniho tfeni oproti
obr. 24] (str. [53). Spole¢né s vyssim tlakem pred prekdZzkou stdle zplisobuje zpomaleni Edstic,

A 7 Yz

v okoli kde je nizsi tlak dochdzi naopak k urychleni Castic.

1r
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0.7

0.6

N 0.5

(b) Experiment [4],
Re(6 < Re < 30)

(a) Simulace, Re = 20.0

Obr. 27: Proudnice Re = 20.0

02 04

(a) Horizontalni sloZzka rychlosti (b) Vertikalni slozka rychlosti
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(c) Celkova rychlost (d) Tlak
Obr. 28: Pole veliCin pro Re = 20.0
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Pokud se Reynoldsovo ¢islo dostane do rozmezi 30 < Re < 60 zacne dochdazet

k asymetrii ve virech za vdlcem. V [4] se uvadi pfibliznd hodnota Re = 40.0

X

=
N
—

(b) Experiment [4],
Re ~ 40 (30 < Re < 60)

Obr. 29: Proudnice Re = 40

(a) Simulace , Re = 40

06 0.4 02

(b) Vertikalni sloZzka rychlosti

02 04 06

L
05 15 06 04 02 0 02 04 06 08 1

(c) Celkova rychlost (d) Tlak

°

Obr. 30: Pole veliCin pro Re = 40.0
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Pii dal$im zvySovani Reynoldsova ¢isla ( Re > 60 ) dojde ke ztraté stacionarity a
ke vzniku pravidelnych (v Case) oscilaci v oblasti za valcem, kde se viry stfidavé zvétSuji
a odplouvaji. Simulace je provedena i pro pripad vyssiho Reynoldsova Cisla (Re > 60 ). Tyto
nestaciondrni vysledky nelze vSak brét jako smérodatné jelikoZ metoda umélé stlacitelnosti
je koncipovdna pouze pro staciondrni proudéni. Zaroven neni v [4] uvedena detailn&jsi
specifikace experimentu, takze nelze zarucit, Ze byla simulace ukoncena ve stejny moment

jako experiment.

(a) Simulace , Re = 80 (b) Experiment [4], Re > 60
Obr. 31: Proudnice Re = 80.0

0 05 1 15 0.6 04 0.2 02 04 06

(a) Horizontalni slozka rychlosti (b) Vertikalni slozka rychlosti

(c) Celkova rychlost (d) Tlak
Obr. 32: Pole veli¢in pro Re = 80.0
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0 o1 02 03 0. 08 08 09 1 0 01 02 03 04 0s 06 08 09 1

(b) Re =7.0

0 ot 02 03 04 05 05 07 08 09 1 0 ot 02 03 04 06 08 09

(c) Re =20.0 (d) Re =40.0

(€) Re = 80.0

Obr. 33: Koncentrace pasivni pfimési pro riizna Reynoldsova Cisla

S zvySujicim Reynoldsovym cislem je moZné pozorovat zménu v poli koncentrace.
Diky advekci je koncentrace Sifena ve sméru proudu, diky difuzi se koncentrace mtize dostat
i proti sméru proudu. Z tohoto diivodu je nutné volit vstupni koncentraci (zdroj) v dostatecné
vzdélenosti od vstupni hranice nebo zvolit vhodnéjsi (realisti¢téjsi) okrajovou podminku.
Pokud bychom se dostali moc blizko a méli bychom definovano, Ze koncentrace je na vstupni
hranici nulovd, tak by mohlo dojit ke konfliktu s fyzikou. V naSem piipadé k tomu diky
¢istému Up-wind schématu nedoslo.

Ve vSech polich veli¢in je viditelné, Ze charakter izoCar v blizkosti hranic odpovidd
okrajovym podminkdm. V misté kde je predepsdna homogenni Neummanova podminka
vstupuji izocary kolmo do hranice, v misté kde je pfedepsand hodnota dochézi k jeji udrzeni
- to je viditelné napfiklad na tlaku na vystupni hranici, kde je tlak pfedepsdn jako nulovy.
V blizkosti pevné prekazky je obvykle normélova derivace tlaku nulova. Izocary tlaku
by mély tedy vstupovat do prekdazky kolmo. Na jednotlivych vykreslenych polich tlaku
je viditelné, Ze izoCary opravdu vstupuji do prekazky kolmo, prestoze tato prekdzka byla

definovdna uméle a na jejim povrchu nejsou predepsany Zadné okrajové podminky.
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7.2 Vliv hustoty sité na proudnici pro obtékani vaice

Jemnost sité mé zdsadni vliv na vysledek simulace. Cim vy3ii je po¢et bundk, tim
presn&jsi je vymodelovany vilec, jak je mozné vidét na obr. 35 Toto zpfesnéni mé velky
vliv na velikost tvofenych virti za valcem. Simulace pro rizné hustoty sité (obr. lze
porovnat s experimentem (obr[23b] (str. 53) resp. [34) z [4]]. Je patrné, Ze se zvySujicim se
poctem bunék se pribliZujeme experimentdlnimu vysledku. Sit'" o poctu bunék 40x20 se
jevi jako nedostateCnd, tvar vadlce se silné odchyluje od reality, avSak simulace dosdhne
ustdleného stavu velmi brzo (pfed dosahnutim 250 000 iteraci). Po zvySeni poctu bunék
(80x40) dojde k vyraznému zpresnéni tvaru vélce. Zaroven dojde k razantnimu zvySeni
nutného poctu iteraci pro dosdhnuti ustaleného stavu (pfiblizn€ ¢tyinasobku oproti pfedchozi
situaci). Pro sit’ o po¢tu bunék 120x60 ziskdme jiZ vyrazné presnéjsi tvar vdlce nez tomu
bylo v predchozich situacich pro sit’ s poctem bunék 40x20 a 80x40. Zaroven opét dojde
k navySeni nutného poctu iteraci pro dosazeni ustdleného stavu. Oproti siti 80x40 doslo
k navySeni o necelou polovinu iteraci. Pokud bychom vSak chtéli porovnat vypoctovou
naro¢nost na dané siti museli bychom pocet iteraci vyndsobit priblizné Ctytikrat pti kazdém
zdvojndsobeni rozliSeni sité. S dalSim zjemiiovanim sité se vytraci vliv zvySujiciho se poctu
bunék. Proudnice pro sit’ 120x60 a 160x80 jsou si velmi podobné, proto by bylo dalsi
zjemnovani sité¢ nedcelné. Vypoctova ndrocnost by déle rostla a ve vysledcich by dochéazelo

Jiz k zanedbatelnych zménam.

Obr. 34: Proudnice uvedené v experimentu z [4]
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L
0 0 1 1 2

(a) Proudnice pro sit 40x20 (b) Detalil rezid“lej; pro sit 40x20mﬁ

0 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(c) Proudnice pro sit 80x40 (d) Detail rezidﬁ; pro sit 80x4(5wn

(g) Proudnice pro sit 160x80 (h) Detall rezidjgepro sit 160x860

Obr. 35: Vliv oka sité na proudnice a historii konvergence
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8 Zaver

V této praci byla feSena numerickd simulace nestlacitelného proudéni a transportu
pasivnich pifimési. Pro prehlednéjsi ovéfeni zda bylo dosazeno hlavnich cili price je zde
ndsledné uvedeno shrnuti vSech casti, do kterych byla tato prace roz¢lenéna.
I Na zédkladé zdkonu zachovani byly odvozeny Navierovy-Stokesovy rovnice pro
nestlacitelnou tekutinu spolu s transportni rovnici pasivni piimési. Pro tyto rovnice byly
zformulovany dvojrozmérné tlohy s advekci a difuzi. Kromé uvedeni okrajovych podminek
byla objasnéna pouzivand metoda vnorené hranice (immersed boundary method) a byly

definovany dva zdkladni testovaci ptipady, které byly dale feSeny.

I V této casti byl vysvétlen princip metody konecnych diferenci. Déle byla
popsdna zdkladni schémata pro rovnici advekce a pro tuto rovnici byla obecné odvozena

modifikovand rovnice, kterd umoznila vysvétlit nékteré vlastnosti schémat.

III Ve vypoctové Casti jsem naprogramovala tato schémata do vlastniho kédu v Matlabu.
Naprogramovani bylo provedeno obecné, aby bylo mozné pomoci parametri prepinat mezi
jednotlivymi verzemi diskretizace. CoZ umoziuje vyuziti zakladnich schémat Up-wind [U],
Down-wind [D], centrdlni [C], Lax-Friedrichs [LF] a pfipadné vytvofit jejich libovolnou
linedrni kombinaci. V ramci této sekce byly provedeny ovérovaci vypocty ke kterym bylo
vyuzito analytického feSeni (pro proudéni mezi dvéma deskami) a experimentalnich dat (pro
obtékani valce). Na pripadé proudéni mezi dvéma deskami byla provedena diskuze riiznych
variant prostorové diskretizace, kde jsem se pokousela ovéfit chovani numerického feSeni ve
vztahu k odvozenému analytickému fesSeni. K vlastnimu posouzeni a zhodnoceni vysledki

slouzily grafické vystupy z Matlabu.

Z vySe uvedeného shrnuti vyplyva, Ze byly splnény vSechny cile prace. V rdamci
naprogramovaného kédu bylo provedeno vice simulaci, které se jiZ v ucelené formé do préice
nevesly. Naptiklad :

— dalsi verze diskrezitace (napt. konzervativni diskretizace konvektivnich ¢lentl)
dalsi verze prekazek s riznou variaci umisténi (hranol, kopecek, obdelnikova dutina)
rotace valce
rizné varianty zdroje v rovnici pro transport piimési (zdrojovy Clen)
nerovnomeérné déleni sité

Tato prace by se dala ddle rozvinout napiiklad v rdmci téchto bodu :
— vylepSeni diskretizace v blizkosti prekaZky pomoci pouziti jednostrannych diferenci v

misté, kde by vypoctové body zasahovaly do definované prekazky
— rozSiteni do 3D
— rozSiteni pro stratifikované proudéni, ke kterému by doslo pomoci doplnéni systému

rovnic o transportni rovnici pro potencidlni teplotu, kterd byla zminéna v kapitole 2
— prepsat do jiného programovaciho jazyka mimo Matlab a zefektivnit vypocet napriklad

pomoci paralelniho vypoctu
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Seznam pouzitého znaceni, symbolu a zkratek

Seznam pouzitého znaceni

u = (u,v,w)
umax

Ug = (UO, Vo, ’LUO)
g

rychlost ve sméru osy x
rychlost ve sméru osy 2
koncentrace pasivni piimeési
integracni konstanty

meérnd tepelnd kapacita za konstantniho tlaku
mérna tepelnd kapacita za konstantniho objemu
prumér vélce

hydraulicky pramér

hustota objemovych sil
zdrojové funkce koncentrace
tthové zrychleni

vyska

hustota hmotnostniho toku
koeficient molekuldrni difuze pasivni pfimési
délka

hmotnost

hmotnost produkce

hmotnost toku

hmotnost pfimési

normalovy vektor

pocet dilu sité ve sméru osyx,z
tlak

referen¢ni tlak

pocatecni tlak

celkova rychlost

mérnd plynova konstanta
Reynoldsovo ¢islo

hranice objemu V'

absolutni teplota

cas

pocétecni teplota

rychlost

maximaln{ rychlost

pocatecni rychlost

stiedni rychlost

objem
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Seznam pouzitych zkratek

immersed boundary method

Courantovo ¢islo (Courant,Friedrichs,Lewy)
schéma Up-wind

schéma Down-wind

schéma Centralni

schéma Lax-Friedrichs

pocet vykreslenych iteraci

pocet iteraci

Seznam pouzitych symboli

hS]

Eaul

>

~

= x

=
3

BEY S S WG S AL T

g &
3

vyslednice vSech vnéjsich sil
objemové sily

povrchové sily

hustota

hustota pasivni pfimési

dynamicka viskozita

druhy koeficient viskozity

numerickd viskozita

kinematickd viskozita

Laplacetiv operator, v kapitole 5 velikost kroku
Hamiltontiv operator

potencidlni teplota

tenzor celkovych napéti

chyba diskretizace

koeficient umélé stlacitelnosti
Poissonova konstanta

tenzor indentity

libovoln4 veli¢ina

koeficient Lax-Friedrichova schématu
symetrickd ¢ast gradientu rychlosti
antisymetrickd cast gradientu rychlosti
gradient rychlosti

diferencni operator

Euklidovsky prostor dimenze n
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Seznam pouzitého softwaru

— Texmaker, MiKTeX (IKTEX)
— Matlab - verze: R2017a, March 2017
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