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Abstrakt

Cilem préce je seznamit ¢tenate se dvéma
metodami analyzy Sifeni jednorozmérnych
vln v periodickém prostredi: metodou ma-
tice prenosu a zejména pak Floquetovou
teorii. Text je zaméren primarné na ma-
tematické odvozeni obou pristupt. Déle
je cast vénovana nalezeni modelovych rov-
nic pro siteni elektromagnetickych vin s
TE a TM polarizaci. Na tyto rovnice je
pak aplikovana Floquetova teorie, s jejiz
pomoci jsou nalezeny konkrétni tvary vl-
novych feseni, které nazyvame Blochovy
funkce, a koeficient transmise pro lokalné
periodickou dielektrickou strukturu nazy-
vanou bindrni fotonicky krystal. Soucasti
préace je i modelovani a vykresleni realnych
pribéhti Blochovych funkei a koeficientu
transmise pro konkrétné zvoleny krystal.

Klicova slova: Floquetova teorie,
matice prenosu, lokdlné periodicka
struktura, Blochova funkce, koeficient
transmise, bindrn{ fotonicky krystal

Vedouci: doc. Dr. Ing. Michal Bednarik
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Abstract

The aim of this work is to acquaint read-
ers with two methods of analysis of the
propagation of one-dimensional waves in
a periodic media: the method of transfer
matrix and especially the Floquet theory.
The text focuses primarily on the mathe-
matical derivation of both the approaches.
Next part is devoted to finding model
equations for the propagation of electro-
magnetic waves with the TE and TM po-
larization. Then, the Floquet theory is
applied to these equations to find the spe-
cific waveform shapes we call the Bloch
functions, and the coefficient of transmis-
sion for a local periodic dielectric struc-
ture called Binary Photonic Crystal. A
part of the thesis is also the modeling and
plotting of the real Bloch functions and
the transmission coefficient for the specific
crystal.

Keywords: Floquet-Bloch theory,
transfer matrix, locally periodic
structure, Bloch function, transmission
coefficient, binary photonic crystal
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Kapitola 1

Uvod

V této praci se budeme zabyvat studiem sitfeni jednorozmérnych vin skrze
lokalné periodické struktury, pricemz konkrétné se zamérime na dvé metody,
a to sice metodu prenosové matice a zejména pak na Floquetovu teorii. Na
zacatku textu bude predmétem naseho zajmu prvni z nich, tedy metoda
prenosové matice. Ukazeme, Ze lze najit takovou matici, kterda popisuje pri-
chod vlny danou lokalné periodickou strukturou. Z této matice lze pak velmi
snadno urcit koeficient transmise pro danou strukturu. Dale ukazeme zpusob
nalezeni této matice pro rizné typy fyzikalnich vin, pficemz se omezime pouze
na binarni periodické struktury. V dalsi ¢asti textu se podrobnéji podivime
na Floquetovu teorii, kterd umoznuje nalezeni velmi elegantniho feSeni dife-
rencidlnich rovnic druhého rddu s periodickymi koeficienty, které nazyvame
Blochovy funkce (Blochovy viny). Hlavni vyhoda této teorie je, ze umoziuje
velmi snadné nalezeni priabéhu viny v celé strukture, coz napriklad drive
zminéna metoda prenosové matice umoznuje pouze relativné komplikovanym
zpusobem. Nejprve provedeme odvozeni matematického tvaru onéch Blocho-
vych funkci. Poté tuto teorii budeme aplikovat na konkrétni problematiku
tykajici se sifeni elektromagnetickych vin bindrnimi fotonickymi krystaly, coz
je lokalné periodicka struktura tvorend opakujicimi se vrstvami materiala
s ruznymi hodnotami permitivity a permeability. Sestavime modelové rov-
nice jednak pro TE (transverzdlné elektrické) polarizované vlny, jednak pro
TM (transverzalné magnetické) polarizované viny. Ukazeme, Ze tyto rovnice
jsou vzajemné izomorfni, pricemz tento izomorfismus neni omezen pouze na
elektromagnetické viny, nybrz ho lze nalézt mezi vSemi fyzikalnimi p¥ipady
jednorozmérnych vin. Nasledné odvodime konkrétni tvar Blochovych funkci
pro tyto modelové rovnice, pricemz se i detailnéji podivime na rtzné matema-
tické problémy téchto Teseni, které mohou nastat, avsak jsou casto prehlizeny.
V posledni ¢asti textu provedeme aplikaci obou zminénych teorii na jeden
konkrétni binarni fotonicky krystal s definovanymi parametry. Ponejprv po-



1. Uvod

rovname obé metody pri nalezeni koeficientu transmise tohoto krystalu, a
déle vykreslime pribéhy Blochovych funkci a celkovych elektrickych poli v
krystalu pro vybrané hodnoty vlnovych ¢isel. Na zavér pak velmi strucné
shrneme diilezité informace, porovndme obé dvé metody, jejich vyhody a
nevyhody pri raznych konkrétnich vypoctech a provedeme celkové zhodnoceni
préce.



Kapitola 2

Metoda prenosové matice

V této Casti textu se zamérime na modelovani siteni vin skrze lokalné neho-
mogenni prostiedi pomoci metody prenosové matice. Nejprve odvodime tvar
této matice v kontextu kvantové mechaniky, a poté ukazeme, Ze tento pristup
je mozné zobecnit na obecnou vlnu, nezavisle na jejim charakteru.

. 2.1 Kvantova teorie

Bl 2.1.1 Pravdépodobnostni viny

Je vseobecné znamo, ze pohyb ¢ééstice z hlediska kvantové teorie je mozné
popisovat pomoci Schrodingerovy rovnice. V této préaci se budeme zabyvat
pouze jednorozmérnym piipadem, kdy se ¢astice (respektive obecnd vlna)
pohybuje ve sméru osy z, pricemz tato rovnice pak nabude tvaru

0 n? 92

g ¥zt = =5 55

viz napiiklad [I], kde ¥(z,t) predstavuje danou pravdépodobnostni vinu
Castice, U(z) je potencial, m symbolizuje konstantni hmosnost ¢astice a h znaci
redukovanou Planckovu konstantu. Pomoci metody separace proménnych,
kdy si tuto vlnovou funkci rozepiseme jako

U(z,t)+U(2)¥(z,t), (2.1)

Wz, t) = 0() expl—jut) = vl exp (7 1) (2.2

3



2. Metoda prenosové matice

a déle ji dosadime do (2.1)), dostaneme takzvany bezcasovy tvar Schrodinge-
rovy rovnice

2 2
o L) +UE() = (), (2.3

kde separa¢ni konstanta E znaci energii ¢astice. Obdrzeli jsme tvar Hillovy
rovnice, coz je diferencialni rovnice typu

d2
32 f(2) +alx)f(z) =0, (2.4)

kterd mé za predpokladu a(z) = const. TeSeni
y(z) = Crexp(jAz) + Coexp(—jrz), (2.5)

kde 4+ predstavuji koreny charakteristického polynomu oné diferencidlni
Hillovy rovnice.

B 2.1.2 Pravdépodobnostni tok

Pro budouci nalezeni prenosové matice musime nyni odvodit rovnici kontinuity
pro pravdépodobnostni tok. Nejprve vezmeme rovnici (2.1) a vynasobime ji
U*(z,t). Nasledné vezmeme tutéz rovnici, tu komplexné sdruzime a poté ji
vynasobime ¥(z,t). Dostaneme tak nasledujici dvé rovnice

P B2 92
i Lo = -y Ly U e
ot 2m 022 (2.6)
el = P 9 U (2) 0T
M55 T Tom 022 '

Tyto rovnice od sebe odecteme, a za pomoci jednoduchych tprav prevedeme
do tvaru

0 K2 9 0 0

ih— (V") = —— — (U — U — U — U~ OU*[U(z) —U*(2)] . (2.7
iy (U0) =~ (00— W) 0 U(:) - U] (2
V nasem pripadé bude potencidl U(z) nabyvat ryze redlnych hodnot, diky
¢emuz nam vypadne posledni ¢len ve vztahu (2.7). Dale vyuzijeme faktu, ze
vyraz WW* predstavuje hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astice, kterou
oznac¢ime p(z,t). Nakonec vyuzijeme substituci

=2 (2 a )
j(z,t)—Qm <\IJ 82'\1/ \I/az\I/ , (2.8)

pricemz veli¢inu j(z,t) budeme nazyvat pravé hustotou pravdépodobnostniho
toku, viz napriklad [I]. Pomoci zminénych dprav muzeme nakonec prevést
rovnici (2.7) do vysledného tvaru

0 0 .
ap(zat) + &](zat) =0. (29)

4



2.2. Matice prenosu

Vztah (2.9) predstavuje rovnici kontinuity pro pravdépodobnostni viny, ktera
by v pripadé trirozmérnych vln nabyla standardniho tvaru

Lo 1)+ V- (r 1) =0, (2.10)

kde r znaci polohovy vektor.

B 2.2 Matice prenosu

B 2.2.1 Potencial na koneéném intervalu

Nyni se budeme zabyvat nalezenim prenosové matice pro nehomogenitu,
kterou bude predstavovat potencial, jenz nabyva nenulovych hodnot pouze
na konec¢ném intervalu (a, b), viz obrazek 2.1.

U(z)

z

a b

Obrazek 2.1: Potencial na kone¢ném intervalu

Pro tento typ potencidlu tedy miZzeme psat

U(s) = {Uab(z) , a<z<b (2.11)

0, jinde .

Je dillezité podotknout, zZe nyni se zabyvame bezc¢asovou variantou Schrodinge-
rovy rovnice. Mimo interval (a, b) bude Teseni nabyvat tvaru (2.5)). Rozepisme
tedy toto reseni podle jednotlivych intervala jako

Aexp(jkz) + Bexp(—jkz), z<a

P(z) = { Yab(2) a<z<b (2.12)
Cexp(jkz) + Dexp(—jkz), z>b,

kde k = ¥ 2;;“5 symbolizuje vlnové ¢islo. Uvédomme si, ze jednotlivé c¢asti

feseni s kladnym znaménkem v exponentu predstavuji viny sitici se v kladném



2. Metoda prenosové matice

sméru osy z (tedy doprava), zatimco zadporné znaménko zna¢i pohyb v zapor-
ném sméru této osy (doleva). V tuto chvili muzeme (za pomoci okrajovych
podminek) najit obecny linedrni vztah mezi koeficienty vlny na levé a pravé
strané potencialu. Tento vztah zapiSeme ve vektorové podobé jako

A C mi1 Mmi2 C
(B) =2 o)- () (o) e

kde M predstavuje pravé onu prenosovou matici.

B 2.2.2 Vlastnosti pfenosové matice

Zaméime se nyni na nalezeni zdkladnich vlastnosti prenosové matice. Za-
¢neme tim, ze vezmeme rovnici (2.1), kterou komplexné sdruzime a nasledné
provedeme ¢asovou inverzi. Tim obdrzime tvar

0 h? 02

Tato rovnice vSak nabyva stejného tvaru, jako ptuvodni rovnice (2.1). Po
separaci proménnych proto dojdeme opét k Hillové diferencialni rovnici typu
(2.3), tedy

- () + U () = B (2) (2.15)

Jeji feseni bude tim padem vypadat nasledujicim zptsobem

A*exp(—jkz) + B*exp(jkz), x<a
(z) = { (=), a<z<b. (2.16)
C*exp(—jkz) + D xexp(jkz), z>b
Povsimnéme si, ze se zménila znaménka v exponentech, tudiz se v tomto pri-
padé Sifi vpravo viny s koeficienty B*, D*, a naopak vlny s koeficienty A*, C*
sméfuji vlevo. Chceme-li tedy zapsat vztah mezi témito koeficienty, musime si
dat pozor na jejich umisténi ve vektoru. Dojdeme tak k nasledujicimu tvaru

B* D*
(A*> =M <C> . (2.17)

Rozepisme si tuto rovnost jako
B* = m1D* + m2C*
A* = mo1 D* + mopC*
Nyni provedeme tri velice jednoduché upravy v této soustavé. Prohodime

mezi sebou radky, pak sloupce, a na zavér celou soustavu komplexné sdruzime.
Vysledna soustava tedy bude vypadat takto

(2.18)

A = m;QC + mle

2 . (2.19)

6



2.2. Matice prenosu

Tuto soustavu nyni zapiSeme opét v maticové podobé

A\ [(m3y myy C
I

Porovnanim vztahua (2.13) a (2.20) dojdeme k nasledujicimu zjisténi

mir miz\ _ (may My (2.21)
* * . .
ma1 M2 Mo My
Z toho plynou dva dulezité poznatky, a to sice

ML= may (2.22)
miz = My

Odted tedy mtzeme matici prenosu zapisovat vzdy ve tvaru

ALY
M = (T* A*> : (2.23)

kde v = mi1 a v = my 2. Dale ndm zbyva odvodit jesté jednu dilezitou
vlastnost prenosové matice. K tomu vyuzijeme vztahu pro rovnici kontinuity
(2.9), kterd se ndm velmi zjednodusi, nebot se zabyvame pouze bezcasovou
variantou Schrédingerovy rovnice. Clen vlevo niam tedy zcela vypadne a
dostaneme tak jednoduchou rovnici

d
—j(z)=0. 2.24
i) =0 (224)
Po integraci dospéjeme k vysledku, ze
, jh L d d *)
52 = g (V= b0 ) = comst., (2.25)
kteryzto fakt dale vyuzijeme. Prepisme vysledné tvrzeni v nasledujici formé
J(z1) = j(22) (2.26)

pfidemz 21 — a~ a 29 — b'. Za pomoci vztahu mezi koeficienty A, B a C, D,
ktery nam udéava matice M, mizeme do levé strany rovnice (2.26]) dosadit
feseni ve tvaru

Yi(z) = (AC + YD) exp(jkz) + (Y*C + A*D) exp(—jkz) , (2.27)
a do pravé strany dosadime
Yr(2) = Cexp(jkz) + D exp(—jkz) . (2.28)
Po tpravach dospéjeme k nasledujicimu vysledku
A2 —|TP2=1. (2.29)

Podivame-li se vsak na matici M, zjistime, ze vztah (2.29) predstavuje definici
determinantu této matice. Tudiz jsme dosli k dalsi vlastnosti prfenosové matice
pro ndmi uvazovany potencial (2.11), a to sice

det(M) =1. (2.30)

Vztahy (2.22) a (2.30) ndm udavaji dvé zakladni charakteristiky pfenosové
matice M.



2. Metoda prenosové matice

B 2.2.3 Koeficient transmise

Zamérme se nyni na nalezeni koeficientu transmise pro dany potencial, repre-
zentovany matici prenosu (2.23)). Predstavme si ¢astici, ktera se $ifi pouze v
kladném sméru osy z (smérem zleva doprava) skrze potencidl. Vzhledem k
tomu, ze zaddna Castice neprichazi k potencidlu zleva, pak pro koeficient D
bude platit

D=0. (2.31)

Dle vztahu (2.13) pak muzeme psat
A=AC. (2.32)

Definujme nyni koeficient transmise ¢ jako

_C 1
A A
Pro kvadrat modulu koeficientu transmise, ktery je definovan jako pravdépo-
dobnost pruchodu ¢astice skrze potencial, pak bude platit

t (2.33)

cPP 1
T=tf=|= =—3- 2.34
=13 = mp (234
S vyuzitim rovnosti (2.29) mizeme vztah (2.34) upravit na tvar
A (2.35)
1+ Y)R '

B 2.2.4 Lokalné periodicky potencial

Nyni se podivame na situaci, kdy potencial bude predstavovat lokalné pe-
riodickou funkci. Jeho definici provedeme nésledujicim zpusobem. Nejprve
definujeme jednu zakladni bunku tohoto potencidlu jako

Uz), —a<z<a

2.36
0, jinde ( )

Up(z) = {

Zamérné jsme zvolili interval symetricky podle poc¢atku (viz obrazek [2.2)).
Dale predpokladejme, Ze pro tento potencial existuje matice prenosu M.
Zvolme nyni vzdalenost d takovym zptisobem, ze d > 2a, a déale libovolny
koneény pocet bunék N. Vysledny lokalné periodicky potencial poté zapiseme

ve formé
N-1

Up(2) = Y Up(z —id) . (2.37)
=0

8



2.2. Matice prenosu

Up(2)

—a 0 a

Obrazek 2.2: Zakladni buiika potencidlu

Tim jsme poskladali N zakladnich bunék Uy, (z) za sebe (viz obréazek 2.3).
Uvédomme si, ze pro N bunék budeme potiebovat N + 1 feseni. ZapiSme
tato Teseni ve tvaru

Yi(z) = A;expljk(z — id)] + Biexp[—jk(z —id)], (i—1)d+a < z<id—a,

(2.38)
pro 0 < i < N. Tim jsme definovali feseni uvnitt periodické struktury. Povsim-
néme si, ze nas zajimaji pouze mista uvnitt této struktury, kde je potencidl
nulovy. Déle musime navic dodefinovat feSeni nalevo od této struktury jako

Yo(z) = Apexp(jkz) + Boexp(—jkz), z < —a, (2.39)
a nakonec feseni vpravo od této struktury
YN (z) = Anexpljk(z — Nd)] + By exp|—jk(z — Nd)] , z > a . (2.40)

Uvédomme si, ze kazdé jednotlivé feseni jsme posunuli takovym zplisobem, ze
jeho pocatek se nachazi uprostied prvni sousedici potencidlové bunky napravo.

Up(2)

Obrazek 2.3: Periodicky potencidl



2. Metoda prenosové matice

B 2.2.5 Pienosova matice pro lokalné periodicky potencial

V této casti textu se zamérime na nalezeni prenosové matice M y pro pripad
periodické struktury potencialu, kterou jsme definovali v predchozi sekci.
Ponejprv odvodime vztah mezi koeficienty sousedicich dvou teseni. Je dilezité
si uvédomit, ze v ndmi definované periodické strukture je FeSeni 1;11(z) oproti
feSeni 1;(z) posunuté o d. Vztah mezi koeficienty sousedicich feseni bude tedy
vypadat nasledujicim zptisobem

A A1 exp(—jkd)
(Bz) -M ( B exp(jkd) > : (2.41)

Vztah (2.41) mzeme upravit na tvar

Ai . ex (*kd) 0 Az
(BZ) -M ( o exp(jkd)) (Bi) ' (242)

Definujme posunutou prenosovou matici P zptusobem

— exp(—jkd) 0 [ uexp(=jkd) vexp(jkd)
P = M( 0 eXp(Jkid)> - (’U* exp(_j]{;d) w* eXp(Jk)d)) . (243)

Matice P nam tedy udava vztah mezi sousednimi koeficienty v ndmi definované
periodické struktufe. V tuto chvili jiz pomérné snadno nalezneme prenosovou
matici M n pro celou strukturu

My = PV <exp(jé€Nd) exp(—%kNd)) _ (2.44)

Vsimnéme si, ze obdobné jako ve vztahu (2.42)), tak i ve vztahu (2.44)) musime
fesit vzajemny posun feSeni ¢o(z) a ¥ (z). Tento posun predstavuje matice
vpravo. Nyni se cely problém redukoval na nalezeni N-té mocniny matice P.
K tomu lze vyuzit velmi mnoho postupt. Vhodné je kupiikladu vyuzit vétu
Cayley-Hamiltonovu, viz naptiklad [2], podle které kazda matice je kofenem
svého charakteristického polynomu, tedy

pA(P) =0, (2.45)

kde p) je pravé onen charakteristicky polynom matice P. Detailnim odvozenim
se v tomto textu nebudeme zabyvat, pouze zapiseme vysledny vztah pro M p,
ke kterému za pomoci této véty dojdeme

Ay Ty
My —
AN = [Aexp(—jkd)Un—1(C) — Un—2(¢)] exp(jENd) ,
Ty =TUn-1(¢) exp[—=jk(N —1)d],

(2.46)
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2.3. Konkrétni priklady prenosové matice

kde Un(¢) pfedstavuje Chebycheviv polynom fadu N ve tvaru

_sin[(V + 1)9]
Un(¢) = ~em(y) (2.47)
kde v = arccos((), a pro ¢ plati
¢= %TI‘(P)
= %[A exp(—jkd) + A" exp(jkd)] (2.48)

= Re(A) cos(kd) + Im(A) sin(kd) .

Pro kvadrat modulu koeficientu transmise skrze tuto periodickou strukturu
ve sméru zleva doprava muzeme s ohledem na vztah (2.35) psat

1
LY UN-1 (O

Ty (2.49)

Zminme fakt, ze k celkové prenosové matici pro periodickou strukturu se mu-
zeme dobrat i pouhym nésobenim jednotlivych matic mezi sebou, avsak vyuziti
Cayley-Hamiltonovy véty nam poskytuje mnohem jednodussi a elegantnéjsi
nastroj, zejména pak pri vypoctu koeficientu transmise oné struktury.

B 2.3 Konkrétni priklady prenosové matice

V této casti prace se budeme vénovat odvozeni konkrétniho tvaru prenosové
matice pro rizné typy fyzikdlnich vin v lokalné periodickych strukturach typu
0(z), a dale ve strukturach, které nabyvaji po ¢astech spojitého charakteru.
Jak jiz bylo ukazano v predchozi ¢éasti, stanoveni prenosové matice celé
struktury pouze znamend nalezeni N-té mocniny prenosové matice pro jednu
zékladni bunku, takze kuptikladu vyuziti vztahu . Rovnéz je tcelem
demonstrovat izomorfizmus modelovych rovnic pro rozdilné typy fyzikalnich
vin.

B 2.3.1 Pravdépodobnostni viny - delta potencial

V tomto piipadé bude periodickou strukturu predstavovat N za sebou jdoucich
Diracovych funkci. Zapisme tedy zdkladni potencidlovou burku jako

Up(z) = cd(2), (2.50)

11



2. Metoda prenosové matice

co(z)

0

Obrazek 2.4: Zikladni burika delta potencialu

kde ¢ je konstanta, viz obrazek 2.4. Tomuto potencidlu odpovida ptislusna
rovnice (2.3)) ve tvaru

_nd
2m dz?2

(2) + cd(2)Y(2) = EY(z) . (2.51)

Pozadované reseni bude nabyvat tvaru

W) = {Aexp(jkz) + Bexp(—jkz), z2<0 (2.52)

Cexp(jkz) + Dexp(—jkz), z>0.

Abychom mohli zkonstruovat prenosovou matici pro tento pripad, budeme
potiebovat dvé podminky. Prvni z nich bude podminka spojitosti funkce
¥(z) v bodé z = 0. Vzhledem k charakteru potenciadlu bude nespojita prvni
derivace funkce ¥ (z). Tuto nespojitost mizeme analyzovat integraci rovnice
(2.51) pTes nekone¢né maly interval v okoli bodu 0. Dostaneme nésledujici
rovnici

2 ¢ € e
_ 2%1 /1///(2) dz + 0/6(2)1/1(,2) dz = E/I/J(Z) dz,e—0 (2.53)

Clen na pravé strané bude diky spojitosti funkece v(z) nabyvat nulové hodnoty.
Vyuzijeme-li vzorkovaci vlastnosti funkce 0(z), zjednodusi se vztah (2.53)) na
tvar

h? _
— o [(07) = (07)] + e (0) = 0, (2.54)
z ¢ehoz obdrzime druhou podminku. Z obou podminek sestavime soustavu

rovnic ve tvaru

A+B=C+D

12 (2.55)

Po vyteseni této soustavy ziskdme prenosovou matici ve tvaru

1 +j@ Jm
M = ( Y L I (2.56)
.]kh? .]kh2

coz je presné tvar prenosové matice (2.23)), ktery jsme odvodili d¥ive pro
obecny potencialu typu (2.36). Nyni mizeme definovat lokalné periodickou

12



2.3. Konkrétni priklady prenosové matice

co(z) cd(z—d) cd [z — (N —1)d]

z
0 d (N —1)d

Obrazek 2.5: Periodické struktura delta potencidlu

strukturu potencidlu jako N za sebou jsoucich zékladnich bunék Uy(z), viz
obréazek 2.5. Pak dle rovnosti (2.49) muzeme urc¢it kvadrat modulu koeficientu
transmise této struktury jako

1
Ty = : (2.57)

1+ [ Un-a(0)]

kde pro proménnou ¢ bude platit

¢ = cos(kd) + % sin(kd) . (2.58)

B 2.3.2 Pravdépodobnostni viny - skokova funkce

Tato situace zahrnuje potencial, jehoz zakladni bunku tvori konstanta Uy na
intervalu (—a, a), viz obrazek [2.6. Muzeme tedy psat

U —a<z<
y(z)=¢ 00 0550 (2.59)
0, jinde
pri¢emz tomuto potencidlu odpovida tvar rovnice (2.3)
25+ U e)() = B(e) (2:60)
2m dz? b N ) ’

Reseni rovnice (2.60) pro takovy typ potencidlu poté nabyvé tvaru

Aexp(jkz) + Bexp(—jkz), z<-—a
Y(z) = § Eexp(jk'z) + Fexp(—jk'z), —-a<z<a, (2.61)
Cexp(jkz) + Dexp(—jkz), z>a
kde §/ = V2mE=Uo)

= ~—————. Pfenosovou matici ur¢ime z podminek spojitosti funkce
¥ (z) a jeji derivace ¢'(z) v bodech 21 = —a a z3 = a. Dostaneme ndsledujici

13



2. Metoda prenosové matice

Up(2)

U

—a 0 a

Obrazek 2.6: Zakladni buiika skokového potencidlu

soustavu rovnic

Aexp(—jka) + Bexp(jka) = Fexp(—jk'a) + F exp(jk'a) ,

(
Eexpgjk,a) + Fexp(—jka) = Cexp(jka) + Dexp(—jka), ) o
(

—jka) — Bexp(jka) = Eexp(—jk'a) — F exp(jk'a) ,
Eexp(jk’'a) — F exp(—jk'a) = Cexp(jka) — D exp(—jka) .

Aexp

Po eliminaci koeficientd E a F dojdeme k vysledné prenosové matici tvaru
(2.23), pticemz plati

(k + k)% exp[j2a(k — k)] — (k — k')? explj2a(k + k)]
4kk! ’

(k? — k%) sin(2k’a) (2.63)
2kE/

A=

T =]

V periodické struktute, kterou tvoii NV za sebou jdoucich potencialovych bunék
Up(z) (viz obrézek 2.7), vypocteme kvadrat modulu koeficientu transmise dle
vztahu (2.49), kde pro ¢ v tomto piipadé plati

(k + k)% cos[kd — 2a(k — K')] — (k — k') sin[kd — 2a(k + &')]
4kk' '

¢ = (2.64)

0 d (N

Obrazek 2.7: Periodicky skokovy potencidl
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2.3. Konkrétni priklady prenosové matice

B 2.3.3 Mechanické viny na zatizené struné

Presunime se nyni od vln pravdépodobnostnich k vlndm mechanickym. Kon-
krétné se budeme zabyvat pripadem nekonecné dlouhé struny natazené ve
sméru osy z, na kterou v misté z = 0 umistime zavazi o hmotnosti m se zane-
dbatelnymi rozmeéry, viz obrazek 2.8. Zapisme nyni jednorozmérnou vlnovou
rovnici pro tuto situaci

d? 1 02

5 ¥(zt) = vo)

= V(2 1), (2.65)

viz napiiklad [2], kde ¥(z,t) prfedstavuje okamzitou vychylku a v znaci
rychlost mechanické viny. Postupujme v tuto chvili obdobné jako u pravdépo-
dobnostnich vin. Nejprve separujme reseni na tvar

U(z,t) = ¥(z) exp(—jwt) . (2.66)

Dosazenim vztahu (2.66) do rovnice (2.65) obdrzime diferencidlni Hillovu
rovnici

d? 9
@w(z) +Ek*Y(2) =0, (2.67)

kterd méa formalné stejny tvar jako rovnice (2.3), a kde k = % je vlnové cislo.
Reseni rovnice (2.67) pak nabyvé tvaru

P(z) = Aexp(jkz) + Bexp(—jkz) . (2.68)

Toto feseni nyni opét zkombinujeme i s jeho ¢asovou slozkou a rozdélime na
dva pripady, kdy z < 0a z >0

[Aexp(jkz) + Bexp(—jkz)] exp(—jwt), 2z<0

[C exp(jkz) + D exp(—jkz)] exp(—jwt), z>0 (2.69)

U(z,t) = {

Abychom mohli ziskat prenosovou matici, budeme potfebovat dvé podminky.
Nejprve pozadujme spojitost funkce ¥(z,t) v bodé z = 0. Druhou podminku

U(z,t)

0

Obrazek 2.8: Struna se zavazim v pocatku
ziskdme z nasledujici tvahy. Na zavazi v kolmém sméru na osu z pusobi sila o

15



2. Metoda prenosové matice

velikosti F'| = T'[sin(f2) — sin(6;)]. Pokud budeme uvazovat pouze malé thly,
pak muzeme psat

F| = F[sin(6;)—sin(0;)] ~ F LS;I;((Z)) — (S:Z;((Z;))} =F {\I//(O-i-,t) — \I//(O_,t)} .
(2.70)

Zapisme nyni pohybovou rovnici pro zavazi

2

FW(0%,1) - ¥'(07,1)] :7né%§W(@t). (2.71)

Zkombinujeme-li vztah (2.71) s podminkou spojitosti funkce ¥(z,t), dosta-
neme nasledujici soustavu rovnic

A+B=C+D,

) (2.72)
jkF(C—D — A+ B) =—mw“(A+ B),

po jejimz vyreseni dospéjeme k vysledné matici prenosu M pro tento pripad

1 —imw?smw?
M= lyr Thur ) (2.73)
Jarr 1HinF

Povsimnéme si, ze matice M nabyva tplné stejného tvaru, jako prenosova
matice pravdépodobnostnich vin, pohybujicich se skrze potencial typu d(z).
Uvazujme nyni N téchto zédvazi nasklddanych rovnomérné za sebou na struné,
viz obréazek 2.9. Pak s ohledem na vztah (2.49) mtzeme pro kvadrat modulu
koeficientu transmise této struktury psét

1

mw? 2
L+ 3 Un-a Q)] (2.74)
2

Ty =

d sin(kd) .

m
¢ = cos(kd) — ShF

Obrazek 2.9: Struna s N zdvazimi
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2.3. Konkrétni priklady prenosové matice

B 2.3.4 Akustické viny ve vinovodu vyplnéném tekutinou

V této ¢asti textu se zamérime na akustické viny sitici se ve vlnovodu vypl-
néném tekutinou, ktery ma po ¢astech konstantni prirez. Za¢neme situaci,
kdy mame vlnovod s konstantnim prurezem Sy, pouze na intervalu (—a,a)
nabyva prufezu Si. Tak definujeme zékladni bunku (viz obrazek [2.10) pro
periodické potrubi o N téchto skokovych zménach rovnomérné rozmisténych
za sebou. Zapisme nyni obecnou rovnici pro Siteni rovinnych akustickych vin
ve vlnovodu o prifezu S(z)

02 , (02T 1dS 0

viz naptiklad [2], kde ¥(z,t) je akusticky tlak a v je rychlost zvuku. Pov§im-
néme si, ze pri konstantnim prufezu ndm z rovnice (2.75) vypadne posledni
¢len a my tak obdrzime standardni tvar vlnové rovnice. Uvazime-li navic
pouze monochromatické viny ve tvaru W(z,t) = ¢(z) exp(—jwt), dospéjeme
pak opét ke standardni podobé diferencialni Hillovy rovnice ve tvaru

d2
v+ k2)(2) =0, (2.76)
kde k = % je vlnové ¢islo. Zapisme nynf feseni pro vSechny tfi oblasti jako

S(z)

Sa
S1 | | Si

—a 0 a

Obrazek 2.10: Zakladni bunka periodického vinovodu

Aexp(jkz) + Bexp(—jkz), proz< —a,
Y(z) = Eexp(jkz) + Fexp(—jkz), proz € (—a;a), (2.77)
Cexp(jkz) + Dexp(—jkz), proz> —a.

Pro nalezeni prenosové matice budeme opét potirebovat stanovit okrajové
podminky pro tento systém. Prvni podminku obdrzime pozadovanim spoji-
tosti funkce 1 (z). Déle z rovnice kontinuity dostaneme pozadavek spojitosti
objemové rychlosti, v nasem piipadé Swva, kde va je akustickd rychlost.
Vyuzijeme-li jednorozmérnou linearizovanou Eulerovu rovnici ve tvaru

ov ova

T = 2 2.
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2. Metoda prenosové matice

viz naptiklad [2], prejde podminka spojitosti Svs na podminku spojitosti
S %. Pozadovana soustava rovnic pak bude

Y(—a”) =¥(=a"),
P(a”) =1(a’),
dy

S1 (—a7) = Sy~ (=a”),

dy
So—(a") = S1—(a™t).

> dz (a7) Ydz (a™)
Po jejim vyteseni dospéjeme k prenosové matici tvaru (2.23), kde
(S1+ 52)? — (81 — S2)? exp(4jka)

4515, ’
T _ _sin[2ka](S? — S3)
2515,

Nyni si predstavme, jak jiz bylo drive zminéno, N takovychto nehomogenit
ve vlnovodu rozmisténych rovnomeérné za sebou, viz obrazek 2.11]. Kvadrat

(2.79)

A=

(2.80)

S(z)

SQ SQ

~
|
|
|
|
|
|
|
!

S I | S I | S S I | S

—a 0 a d (N —-1)d
Obrazek 2.11: Periodicky vlnovod

modulu koeficientu transmise pro tuto strukturu pak muizeme dle vztahu
(2.49) vyjadrit jako

1
Ty = , (2.81)
sin(2ka) (5% —52 2
L+ [ =2y (¢)]
pricemz bude v tomto pripadé platit
~(S1+52)% — (St — S2)? cos(4ka) (S1 — S2)?sin(4ka) |

&= 15,5, cos(kd) 15,5, sin(kd) .
(2.82)

B 2.3.5 Elektromagnetické viny - vrstvené dielektrikum

Posledni priklad, ktery v tomto textu uvedeme, se bude tykat sifeni elektro-
magnetickych vin skrze lokalné periodické prostredi. Budeme uvazovat mo-
nochromatickou elektromagnetickou vlnu, sitici se ve sméru osy z v prostiedi s

18



2.3. Konkrétni priklady prenosové matice

hodnotami permitivity a permeability £; a p; na intervalu (—oo; —a) U (a; 00).
Interval (—a;a) bude predstavovat skokovou nehomogenitu s parametry €3 a
o, viz obrazek 2.12. Uvazujme vektor intenzity elektrického pole polarizovany

€1, M1 €2, U2

—a

|
|
!
!
|
|
|
|
|
T
|
|
|
!
!
|
|
|
|

Obrazek 2.12: Skokova nehomogenita v optickém médiu
ve sméru & v prvnim intervalu (—oo; —a). MiZeme pro néj psat
E = [Aexp(jkz) + Bexp(—jkz)] exp(—jwt)& . (2.83)
Vztah (2.83) muzeme déle prepsat jako
E = ¢(z) exp(—jwt)& , (2.84)

pficemz v jednotlivych intervalech bude ¢ (z) nabyvat Gplné stejného tvaru
jako v pripadé skokového potencidlu u pravdépodobnostnich vin (2.61)). Pro ur-
¢eni vektoru magnetické indukce vyuzijeme Faradayiv zakon v diferencialnim
tvaru

0B
VX E= 5 (2.85)

Dosadime-li nyni do rovnosti (2.85) vztah (2.83), mizeme za pomoci jedno-
duchych operaci vyjadrit vektor magnetické indukce na intervalu (—oo, —a)
jako
1
B = —[Aexp(jkz) — Bexp(—jkz)] exp(—jwt)F , (2.86)
v

kde v = ¢ (a stejné tak i v ostatnich intervalech, pouze s konstantami C, D,

respektive F, F'). PovSimnéme si, ze vztah (2.86) lze s ohledem na rovnost
(2.84) vyjadrit i ve tvaru

j oy R

B =———exp(—jwt)y . 2.87

S5, ep(=iet)g (2.87)
Pro nalezeni prenosové matice musime najit okrajové podminky tohoto sys-
tému. Uvédomme si, ze v nasem pripadé oba vektory (jak elektrické intenzity,
tak magnetické indukce) tvori pouze tecné slozky vzhledem k rozhrani. Déle
vyuzijeme faktu, ze tecné slozky vektoru elektrické intenzity se zachovavaji,
a totéz plati i pro vektor magnetické intenzity za predpokladu nulového
plosného proudu na rozhrani. Vyuzijeme-li rovnosti

B=uH, (2.88)
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2. Metoda prenosové matice

ziskdme nésledujici soustavu rovnic

Y(—a”) =1(=a’),
Y(a”) =),
1 9y 1 0y

) (2.89)

(—CL s

E@z(_a) @82
RN

+
p2 0z _M132(a)'

Po jejim vyteseni dojdeme k prenosové matici ve tvaru (2.23)) s prvky

(kpz + K p1)? exp[2ja(k — k)] — (kpa — k' i11)* exp[2ja(k + &)

A= k7 o |
v jsin(Qk’a)(k/m + K 1) (kg — K )
2K puy pio ’
(2.90)
pricemz plati disperzni relace ¥ = w,/ep . Kvadrat modulu koeficientu

transmise pro N takovychto dielektrickych vrstev za sebou pak nabude
tvaru

1
In= in(2K'a) (kpia k' 1) (hpia K 1) 27 (291)
1+ [ TR UNA(C)}
kde
= (kpo + k'111)? cos[k(d — 2a) + 2ak'] — (kug — k' uy)? cos|k(d — 2a) — 2ak’]

ARK' pa pog
(2.92)

. 2.4 Shrnuti

Dospéli jsme k zavéru, ze pii siteni vin v lokdlné periodickych strukturach
nezélezi na fyzikalnim typu vin. K podobnym vysledktiim bychom dospéli
i pro pripad popisu sifeni elastickych vln izotropnimi ty¢emi proménného
prurezu, ¢i akustickych vin siticich se teplotné nehomogennimi strukturami.
Vsechny tyto typy lze totiz popsat stejnym zptisobem, a to sice pomoci
prenosové matice tvaru (2.23)), kterd ma v nasem piipadé komplexné sdruzend
¢isla na obou diagonalach (2.22) a jednotkovy determinant, viz vztah (2.30).
Pokud vyjadiime tuto matici pro jednu nehomogenitu, pak pro N takovychto
nehomogenit rozmisténych rovnomérné za sebou se celkovy problém zredukuje
na nalezeni N-té mocniny matice M, k ¢emuz muzeme vyuzit napriklad
metodu vyuzivajici Cayley-Hamiltonovy véty. Kvadrat modulu koeficientu
transmise pro celou strukturu pak mizeme uré¢it dle vztahu (2.49)).
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Kapitola 3

Floquetova teorie

V predchozi kapitole jsme se zabyvali metodou prenosové matice pri studiu
sireni vln v lokalné periodickych strukturach. Tato metoda ndm prinasi
velmi silny néstroj pro vypocet koeficienti transmise, respektive reflexe.
Avsak pokud bychom chtéli sledovat pfimo prubéhy vin v téchto strukturach,
ke kterym bychom se s vyuzitim maticové metody dobrali pouze relativné
komplikovanym zptisobem, pak se jevi jako velmi vyhodné pouzit prave
Floquetovu teorii, kterou se budeme v nasledujici kapitole zabyvat.

. 3.1 Normalizované reseni

Na zacatku odvodime takzvané normalizované reSeni diferencidlni rovnice,
které budeme v této kapitole hojné vyuzivat. Méjme obycejnou diferencialni
rovnici druhého radu

f'(2) + 9(2)f'(2) + a(2) f(2) = 0. (3.1)
Obecné teseni takovéto rovnice nabyva tvaru
f(z) = fi(z) + cafolz), (3.2)

kde f1(2) a f2(2) jsou linedrné nezdvislé funkce. Zabyvejme se nyni nalezenim
normalizovaného feSeni rovnice (3.1) v bodé zp, coz je dvojice linedrné
nezavislych funkei u(z), v(z), spliujici podminky

u(zp) =1, v(z0) =0,

u'(20) =0, v'(20) = 1. (3.3)
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3. Floquetova teorie

Diky faktu, ze funkce u(z) fesi rovnici (3.1), pak muzeme psat
u(z) = Afi(z) + Bfa(z) . (3.4)
Uvéazime-li nyni vlastnost (3.3]), dostaneme soustavu
1=Af1(0) + Bf2(0),
0= Afi(0) + Bf3(0),

kterou muzeme prepsat do maticové podoby

(A0 RO [(4) (1
Am‘b‘*Qﬂm éwQ(B)‘<J' (3:6)

Pomoci Cramerova pravidla snadno dopocitdme koeficienty A, B

B0, )
det(A)’ det(A)

(3.7)

Povsimnéme si, ze det(A) = W (f1, f2)(0). Vyslednou funkei u(z) pak muzeme
zapsat ve tvaru

B RO,
u(z) = W(f1,f2)(0)fl( )+ W(fl,fQ)(o)f2< ) - (3-8)
Analogicky pak v(z) mizeme vyjadiit jako
B o AO)
v(z) = W(fl,fQ)(O)ﬁ( )+ W(fl,fz)(())f2( ) - (3.9)

Vyhoda pouziti normalizovaného Feseni rovnice (3.1) tkvi v tom, Ze pro
libovolnou pocateéni podminku

20) = Gpp ,
f,( 0) = app (3.10)
f(20) = bpp ,
miuzeme feSeni bez dalSich vypoctu urcit jako
f(2) = appu(z) + bppv(2) - (3.11)

. 3.2 Liouvilliv vztah

P1i odvozovani Floquetovy teorie budeme potifebovat Liouvilliv tvar pro
Wronskian, proto zde uvedeme jeho odvozeni. Nechf mame diferencialni
rovnici druhého radu (3.1) a jeji dvé linedrné nezéavisla feseni fi(z), fa(z) .
Pak Wronskian definujeme jako

[ BEY _ e e
W(fhf?)(z) = det (f{(z) f’(z)) *fl(z)fQ(z) fl( )fQ( ) (3'12)

2
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3.3. Floquetova teorie

Vzhledem k tomu, Ze fi(z) i fo(z) Tesi rovnici (3.1), pak plati
{'(2) +p(2) fi(2) +a(2) f1(z) =0,
2 (2) +p(2) f3(2) +q(2) f2(2) = 0.

Pokud nyni vynésobime prvni rovnici — f2(z), druhou rovnici fi(z) a nasledné
obé rovnice secteme, dostaneme rovnost

() f2(2) = f(2)f2(2) + p(2) [[1(2) fo(2) = fi(2) fa(2)] =0, (3.14)

kterou lze prepsat do tvaru

(3.13)

W'(2) +p(z)W(z) =0. (3.15)

Dostali jsme tak diferencialni rovnici prvniho fadu, kterou nejprve prevedeme
do tvaru

— —p(2), (3.16)

z
a nésledné na obé dvé strany aplikujeme operaci integrace podle z, tj. [ edz.
20

In (X//(:))) = —jp(z) dz . (3.17)

Po tpravé dospéjeme k Liouvillovu vztahu pro Wronskian

Dostaneme tak

W(z) = W(z0) exp (- / p(2) dz) , (3.18)

20

viz napriklad [3].

B 33 Floquetova teorie

Nyni se budeme zabyvat diferencidlni rovnici typu

f"(2) +p(2) f'(2) + a(2) f(2) = 0, (3.19)
pricemz koeficienty p(z), ¢(z) budou periodické s periodou d . Bude pro né
tedy platit

p(z +d) =p(z),
q(z+d) =q(z) .
Dale uvazujme dvojici funkei u(z), v(z), kterd predstavuje normalizované
feSeni rovnice (3.19) v bodé zp = 0, tudiz jsou splnény podminky
u(0) =1, v(0) =0,
u'(0) =0, 0'(0)=1.

(3.20)

(3.21)
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3. Floquetova teorie

Kazdé teseni rovnice (3.19) lze tedy napsat ve tvaru

F(2) = F(0)u(z) + £ (0)0(=). (3.22)

Budeme se nyni snazit najit takové feseni F'(z) rovnice (3.19)), pro které bude
platit
F(z+d) = pF(z). (3.23)

Diky periodicité funkei p(z), ¢(z) plati, Ze pro libovolné feseni f(z) rovnice
(3.19) je i f(z+ d) feSenim této rovnice. S vyuzitim tohoto faktu mizeme pro
normalizované feSeni psat

uw(z +d) = u(d)u(z) +u'(d)v(z) ,

v(z +d) = v(d)u(z) + V' (d)v(2) . (3:24)
ZapisSme nyni feseni F'(z) ve tvaru
F(z) = ciu(z) + cav(2) . (3.25)

Zkombinovanim vztahu (3.23), (3.24) a (3.25) muzeme sestavit rovnici
pleru(z)+cav(2)] = afu(d)u(z)+u' (d)v(2)]+eav(d)u(z)+0v' (d)v(2)], (3.26)
kterou nasledné upravime do tvaru
w(2)[(u(d) — p)er + v(d)ea] + v(2)[u/(d)er + (V'(d) — p)e2] = 0. (3.27)
Vzhledem k tomu, ze u(z), v(z) jsou linearné nezavislé funkce, musi platit

u(d) — p)er +v(d)ca =0,

W(d)er + (W (d) — p)ea = 0. (3.28)

Tuto soustavu muzeme zapsat v maticové podobé jako

(A—plc= (u(ud/)(d—) p v/(il()d)— p) (2) =0. (3.29)

Povsimnéme si, ze problém nalezeni reSeni rovnice (3.19)) s vlastnosti (3.23
M
predstavuje pouze nalezeni vlastnich ¢isel matice

A= (“(d) ”(d)> . (3.30)

Aby soustava (3.29) méla netrividlni reseni, musi byt splnéna podminka
det(A —pI) =0, (3.31)
neboli hleddme kofeny charakteristického polynomu matice A ve tvaru
p* = [u(d) +v'(d)]p + det(A) = 0. (3.32)
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3.3. Floquetova teorie

Poukazme na fakt, Ze
det(A) = W(u,v)(d), (3.33)

tudiz muzeme rovnici (3.32)) prepsat do tvaru
o2 — [u(d) + o/ (d)]p + W (u, 0)(d) = 0, (3.34)

ktery pozdéji vyuzijeme. Rovnice (3.34)) je rovnici kvadratickou, kterd mé dva
obecné komplexni kotfeny p1, p2, pro které musi platit

p1+ p2 = u(d) +v'(d),

ooz = W(u,0)(d) (3.35)

Vzhledem k tomu, Ze pro normalizované feseni plati W (u,v)(0) = 1, mizeme
druhou z vlastnosti (3.35)) zapsat ve tvaru

d
p1p2 = €Xp (— /p(z) dz) . (3.36)

0

Nyni rozdélme dalsi postup na dvé ¢asti podle povahy korenu charakteristické
rovnice.

B 3.3.1 Dva riizné koteny charakteristického polynomu

Necht rovnice (3.32) ma dva ruzné kofeny pi, p2 . Pak k témto kofentim
(vlastnim ¢islim matice A) muzeme najit dva vlastni vektory ¢, ¢o, pricemz
existuji dvé linedrné nezavislé funkce Fi(z), F(z) spliujici vlastnost (3.23) a

nabyvajici tvaru
u
(3.37)
T [ulz
FQ(Z) - 62 ( Z)) .

Zabyvejme se nyni obecnym tvarem funkce Fj(z) . Vzhledem k tomu, Ze p;
predstavuje obecné komplexni ¢islo, mizeme ho vzdy zapsat ve tvaru

pi = exp(jud) - (3.38)

Fl(z) E
(
(

<

Déle definujme funkci
Pi(z) = exp(—juiz)Fi(2) . (3.39)
Tato funkce je zfejmé periodicka s periodou d, neb po dosazeni z+d dostaneme

Pi(z + d) = exp[—jui(z + d)] exp(juid) Fi(2) = exp(—juiz) Fi(2) = Pi(z) .
(3.40)
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3. Floquetova teorie

Z tohoto faktu muzeme usoudit, ze funkci F;(z) lze vzdy zapsat jako
Fi(z) = ®i(2) Fi(z) = exp(juiz) Pi(2) , (3.41)

kde P;(z) je funkce periodickd s periodou d . Tento zdpis lze chapat tak,
Ze funkce Fj(z) je jednodimenziondlni postupnd vina ®;(z) = exp(juiz) o
kmitoc¢tu p;, modulovana v amplitudé a fazi pomoci periodické modula¢ni
funkce P;(z), viz napriklad [4].

Bl 3.3.2 Jeden dvojnasobny kofen charakteristického polynomu

Uvazujme nyni pripad, kdy rovnice (3.32) mé pouze jeden dvojnisobny koten
(jedno dvojnéasobné vlastni ¢islo matice A)

p=-exp(jud) € R. (3.42)

Tomu prislusi jeden vlastni vektor ¢. Diky tomuto tvrzeni pak existuje pouze
jedna funkce

Uy(z) = T (58) , (3.43)
splnujici podminku
Uyi(z+d)=p¥i(z2). (3.44)

Zabyvejme se nyni nalezenim obecného tvaru druhého linedrné nezavislého
feSeni Wo(z) . Vzhledem k tomu, ze W1(z), Ua(z) jsou linedrné nezavislé, pak
pro ¥a(z 4 d), které (jak jiz bylo ukdzano drive) je také reSenim, musi platit

\1’2(2 + d) = dl\I’l(Z) + dg‘l’g(z) . (345)

Vyjédifme-li nyn{ za pomoci vztahi (3.44) a (3.45) W(¥q, ¥2)(z+d), dojdeme
k rovnosti

W (U1, Us)(z + d) = pdoW (¥, ¥g) . (3.46)
Za pouziti Liouvillova vztahu mizeme nyni psat
z+d z
W (U, Ws)(z0) exp (— / p(z) dz) = pdoaW (U1, ¥s)(20) exp (—/p(z) dz) :
20 20

(3.47)
Po tpravach dojdeme ke vztahu

z4+d d
pds = exp (— / p(z) dz) = exp (— /p(z) dz) , (3.48)

z 0

kde v poslednim kroku jsme vyuzili periodi¢nosti funkce p(z) . Za pravou
stranu v rovnosti (3.48) muzeme nyni dosadit (3.36)), ¢imz dojdeme k vysledku

pdy = p? = dy =p. (3.49)

26



3.4. Blochovy funkce pro elektromagnetické pole

Za pouziti vztahu (3.45) muzeme tedy funkci Wy(z) vyjadrit ve tvaru
\1/2(2 + d) = dl\lll(z) + p\IIQ(Z) . (350)
Definujme nyni dvé funkce

p1(2) = exp(—juz)¥i(2)
| 0 (3.51)
p2(z) = exp(—juz)¥a(z) — d—szl(z) .
O periodi¢nosti funkce typu pi(z) jsme se jiz presvédcili diive. Zabyvejme se
nyni proto funkei pa(z) v bodé z + d

p2(z + d) = exp[—ju(z + )](d1V1(z) + p¥2(2)) - 3;

= Cllglpl(z) + exp(—juz)Wa(z) — Z;(z +d)pi(z),

(z+d)p1(2) ,

(3.52)
= exp(—juz)¥a(z) — Z;zpl(z) ,
= pa(2),

funkce pa(z) je tudiz také periodickou funkei s periodou d. Za pouziti substituci
F(z) =V(z) a G(z) = j—’;\llg(z) dojdeme k vyslednému tvaru obou funkci, a

to sice

(3.53)

kde Pi(z) = pi(z) a Py(z) = g—fpg(z) jsou periodické funkce s periodou d.
Obdobné jako v predchozi situaci mame funkce F'(z), G(z) vyjadieny jakozto
jednodimenzionalni postupné viny ®(z) = exp(juz) o kmitoc¢tu p, pficemz
modula¢nimi funkcemi jsou nyni funkce P;(z) pro F(z) a zPi(z) + P»(z) pro
G(z).

B 34 Blochovy funkce pro elektromagnetické pole

Bl 3.4.1 Binarni fotonicky krystal

V této casti se budeme zabyvat aplikaci Floquetovy teorie na elektromagne-
tické vlny sifici se skrze bindrni fotonické krystaly (BPC), coz jsou struktury
tvorené stridanim dvou tenkych vrstev materidla s rtiznymi hodnotami in-
dext lomu n; a ng ve sméru osy z, viz napiiklad [5]. Téchto jednotlivych
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3. Floquetova teorie

vrstev bude za sebou 2N, ptficemz tloustka kazdé vrstvy s indexem lomu n;
bude d; a tloustka kazdé vrstvy s indexem lomu ng bude do. Oznac¢me dale
tloustku jedné zakladni bunky krystalu (kterou predstavuji dvé vrstvy za
sebou) d = dy + dy. Celkovy krystal mé tedy délku Nd. Z levé strany krystalu
budeme uvazovat material s indexem lomu ni, a z pravé strany material s
indexem lomu neyt. Celkova struktura je zobrazena na obrazku [3.1l

Z4kladni burika

] I ] I ] ] I

I | I | | I | I

| | | | | | | |

| | | | | | | |

Nin } ni } n2 } ni } na } } ni } n2 }next

| | | | | | | |

| | | | | | | |

] | I ] I ] ] I

T T T T 1 r T T Z
0, | d o 2d] | . Nd

] | I | | ] | I

lg \lg \lg \lg \| lg \lg ||

) L) L) L)) 4| ) L) 4}

o d o d2 y di o dy Codi o da

| | | | | | | |

| | | | | | | |

Obrazek 3.1: Binarni fotonicky krystal

B 3.4.2 Modelové rovnice

Nyni provedeme odvozeni modelovych rovnic pro siteni elektromagnetickych
vin pifi TE a TM polarizaci a ukdzeme, ze jsou obé tyto rovnice vzdjemné
izomorfni. Budeme déle predpokladat, ze BPC je tvofen z nemagnetickych
materidla (u, = 0) a permitivita je periodickou funkci € = &(2) = go&,(2) s
periodou d, neboli bude platit

e(z+d)=¢€(z2). (3.54)

B TE polarizace

TE, neboli transverzalni elektricka polarizace je pripad, pii kterém je vektor
elektrické intenzity E kolmy na rovinu dopadu. V nasem piipadé budeme za
rovinu dopadu uvazovat rovinu zz, tudiz vektor E bude mit slozky pouze do
9. Situace je zobrazena na obrazku |3.2. Vektor elektrické intenzity v tomto
pripadé muzeme zapsat ve tvaru

E(r,t) = e(z) explj(kzz — wt)]|g , (3.55)
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I N BPC

|
|
|
|
|
|
!
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T
|
!

Obrazek 3.2: TE polarizace

kde k; je x-ova slozka vinového vektoru k. Maxwellovy rovnice budou pro
nemagnetické dielektrikum nabyvat tvaru

VxH= a(z)a({f )
0H
VxE=—j-, (3.56)
V. [e(2)E] =0,

V-H=0.
S vyuzitim vztahu (3.55) a identity V - (Ff) = F -V f+ f(V - F) se tfeti
rovnice zjednodusi na tvar V - E = 0. Nyni na druhou rovnici aplikujeme
operaci rotace, tj. V x . S vyuzitim identity V x (V x F) = V(V - F) - V*F
tak dostaneme

oV xH
V(V-E)-V’E = _“O(axt) : (3.57)
kterou za pomoci ostatnich rovnic upravime do podoby
2
E
V2E = ,u,ogoesr(z)aa752 . (3.58)
Dosadime-li do rovnice (3.58) vztah (3.55), dostaneme Hillovu rovnici
d2
di(f) +a*(2)e(z) =0, (3.59)

kde a?(z) = k*n%(z) — k2 a k = & je vlnové ¢islo ve vakuu. V nasi préci se
budeme zabyvat pouze jednorozmérnymi vlnami, tudiz polozime k, = 0 a
rovnice (3.59) nabude findlniho tvaru

d%e(z)
dz?

+ E*n?(2)e(z) = 0. (3.60)

B TM polarizace

TM, neboli transverzalni magnetickd polarizace je pripad, pfi kterém je
naopak vektor magnetické intenzity H kolmy na rovinu dopadu. Situace je
zobrazena na obrazku [3.3] Pro vektor magnetické intenzity mizeme tedy psét
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E x
H |
k BPC
l 2
Obrazek 3.3: TE polarizace
H(r,t) = h(z)explj(kzz — wt)]yq - (3.61)

Nyni budeme postupovat velmi podobné jako v odvozeni rovnice pro TE
viny. Budeme pfi tom opét vychizet z Maxwellovych rovnic ve tvaru (3.56]).
Nejprve vezmeme prvni rovnici, vynasobime ji le) a nasledné provedeme
operaci rotace (Vx). Za pomoci identity V x (Ff) =V f x F+ fV x F
dostaneme rovnici

1 de(z) 1 9 o(V x E)
- H)t+—— H)-V2H)=2Y 22 (369
(-t a0 ) v+ v(v-m vt = D
kterou néasledné upravime do tvaru
1 de(z) 0*H
- TS TRACe S
V°H + (2 d zo | X (V x H) — poeoer(2) 52 0 (3.63)
Po dosazeni (3.61) obdrzime rovnici
dh 1 de(2)dh
(2) =) dh) | e =0, (3.64)

dz2 e(z) dz  dz

kde opét plati a?(z) = k*n?(z) — k2. Tuto rovnici mizeme dale piepsat do

tvaru
d 1 dh(z) 9 k2 B
dz <€r(2’) dz ) * (k B nQ(z)> h(z) =0. (3.65)

Aplikujeme-li nyni na obé strany operaci derivace podle z, tj. %, dostaneme

d> /1 dh(x)\ , d 2
dz? <er<z> di )> T KkQ - nz(”;)> h<z)] =0. (3.66)

§tejné jako v predchozim pripadé polozme k, = 0 a navic uvazujme substituci
h(z) = %h(z). Dostaneme tak vyslednou podobu Hillovy rovnice

d2h(z)
dz?2

+ k2n%(2)h(z) =0, (3.67)
kterd ma uplné stejny tvar jako rovnice (3.60). Uvazime-li navic nékteré
priklady z predchozi kapitoly, zjistime, ze i vSechny ostatni rovnice pro

odlisné typy fyzikalnich vin nabyvaji presné tohoto tvaru, viz naptiklad vinéni
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3.4. Blochovy funkce pro elektromagnetické pole

na struné (2.67)), akustické viny (2.76) nebo uz jenom samotné bezcasova
Schrodingerova rovnice (2.3). VSechny tyto rovnice jsou vzéjemné izomorfni
a celou Floquetovu-Blochovu teorii, kterou v nasem piipadé aplikujeme na
elektromagnetické viny, bychom mohli uplné stejnym zptsobem aplikovat i
na jiny typ fyzikalnich vin. V dalsi ¢asti prace se omezime jen na ptipad
elektromagnetické viny s TE polarizaci dopadajici kolmo na uvazovany BPC.

B 3.4.3 Floquetova teorie pro elektromagnetické pole

Zabyvejme se nyni aplikaci Floquetovy teorie na elektromagnetické viny uvnitr
BPC. Budeme tedy hledat feseni rovnice (3.60), nebo pripadné (3.67), ktera
maji tzv. transla¢ni vlastnost

F(z+d) = pF(z). (3.68)

Tato feseni budeme déle nazyvat Blochovy funkce, piipadné Blochovy viny.
Prislusnym vlastnim ¢islim p pak budeme tikat Floquetovy multiplikdtory.
Oznac¢me dvojici funkei u(z), v(z) jako normalizované feseni rovnice (3.60)) v
bodé zg = 0, pricemz v disledku redlnych koeficientt v oné rovnici jsou i tato
feSeni ryze realna. Je vhodné v tuto chvili zdiraznit, ze se bavime pouze o
intervalu z € (0; Nd), neboli nachdzime se uvnitt BPC. Z porovnéni rovnice
(3.60)) s rovnici (3.1) plyne g(z) = 0, a tudiz muzeme dle Liouvillova vztahu
pro Wronskidn psat

W (u,v)(z) = W(0) exp (/O dz) =exp(0) =1, (3.69)
0

neboli Wronskidn je konstantni funkce s hodnotou 1. Pti hledani vlastnich

Cisel matice
_ (u(d) wv(d)
A= (u’(d) v’(d)) (3.70)

se nam potom charakteristicky polynom (3.32)) zjednodusi na tvar
p? — [u(d) +o'(d)] +1=0. (3.71)
Pro kofeny tohoto polynomu musi platit

p1+ p2 = u(d) +v'(d),

i1 (3.72)

S ohledem na tyto vlastnosti a vztah (3.38) muzeme oba kofeny zapsat ve
tvaru

p1 = explip(k)d], p2 = exp[—ju(k)d], (3.73)
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3. Floquetova teorie

neboli
U= —p2 . (3.74)
PfepiSme déle rovnici (3.71) do tvaru
P’ —hk)p+1=0, (3.75)
kde
B(k) = u(d) +v/(d) = pr + pa = 2cos[u(k)d] (3.76)

pricemz vyraz p(k)d nazyvame Blochova faze. Pro koreny polynomu (3.75))

hk) £ VR (k) =4 -

P1,2 = 5

muzeme psat

Podle Floquetovy teorie pak jednotlivé Blochovy funkce ziskdme jako

T u\z
Fia(z) =ciy (UEZD ; (3.78)
kde c¢12 jsou vlastni vektory matice A prislusici k vlastnim ¢éislim py 9.

Zabyvejme se nyni tfemi moznymi situacemi:

1. |h(k)| > 2 (ptipad pasmové zadrze)
V tomto pfipadé jsou obé vlastni éisla redlnd, pricemz z vlastnosti (3.72)

vyplyva
<1
ol <1, (3.79)
lp2| > 1.
Hledani konkrétniho tvaru Blochovych funkei rozdélime na ¢tyti mozné
pripady:

(a) v'(d), v(d) # 0

_u(d) +v'(d) + Vu(d) + V([T -4
P1,2 5 )

1
u’(d) ) 3.80
<ﬂ1,2—v’(d)> ( )

_ u(z)\ _ p1.2 — u(d)
Fia(z) = C1T,2 ( . ) = u(z) + WU(Z) .

9]

l—‘

o

I
VR

s

=
e [
= =
&l

=

&
N~

Il

3.81
) (), (3.81)



3.4. Blochovy funkce pro elektromagnetické pole

Z praktického hlediska nas vsak zajima predné varianta (a), jelikoz
nastava pro spojité intervaly hodnot k. Naproti tomu ostatni pripady
mohou nastat pouze pro diskrétni hodnoty &, kterych zpravidla nemuzeme
pri konkrétnim vy¢isleni zcela presné dosdhnout. Intervaly vinovych ¢isel
k, pro ktera je h(k) > 2, nazyvame pasmové zadrze.

|h(k)| < 2 (pfipad pasmové propusti)
Na rozdil od predchozi situace jsou v tomto pripadé obé vlastni cisla
p1, p2 komplexni, navic plati

p1=p3- (3.84)

S vyuzitim rovnosti (3.74)) pak muzeme snadno ukézat, ze pro tuto situaci

musi platit
1 =—p2 €R. (3.85)

Blochovy funkce F(z), Fa(z) nabyvaji tiplné stejného tvaru jako v pred-
chozim pripadé. Diky (3.84) pro né navic mizeme psat
RIF1(2)] = R[F2(2)] ,

S[Fy(2)] = —S[Fa(2)] . (3.86)

Intervaly vlnovych ¢isel k , pro ktera plati h(k) < 2, budeme oznacovat
jako pasmové propusti.

|h(k)| = 2 (pripad rozhrani mezi pdsmovou zadrzi a pdsmovou propusti)
V této situaci mé polynom (3.75) pouze jeden dvojndsobny kotfen

— 1. (3.87)



3. Floquetova teorie

Diky tomu existuje jenom jedno feseni F'(z) spliujici podminku (3.68]).
Druhé linearné nezavislé reSeni bude dle Floquetovy teorie (3.53) ve
tvaru

G(2) = exp(juz)[zp1(2) + pa2(2)] , (3.88)
pricemz diky vztahu (3.87) bude mit toto feSeni divergentni charakter.
Dosadime-li potom do funkce G(z) bod z + d, dojdeme k néasledujici
vlastnosti

G(z + d) = exp(juz) exp(jud)[zp1(2) + dp1(z) + p2(2)]
exp(jud) exp(juz)[zp1(z) + p2(2)] + exp(jud) exp(juz)p1(2)
= pG(2) + pdF(z) .

(3.89)
Pro hybridni Blochovu funkci tedy bude platit

G(z+d) = pG(z) + pdF(z) . (3.90)

Nalezeni Blochovy a hybridni Blochovy funkce opét rozdélime na Ctyri
mozné pripady:

(a) v'(d), v(d) # 0

C = —u(d = u'(d )
pv(d() : p—v(’()d) (3.91)
u

Vyjadiime-li u(z), respektive v(z) jako

_ud) —p
u(z) = (@)

v(z) = W[F(Z) — u(z)]

v(z)+ F(z),
(3.92)

a dosadime do (3.24]), dostaneme
u(z+d) = pu(z) + [p — V' (@) F(2).
v(z+d) = pv(z) +v(d)F(z) .
S ohledem na vztah (3.90)) pak pro hybridni Blochovu funkei v tomto

pripadé muzeme psat

G(z) = ———u(z) = @v(z) : (3.94)

(3.93)

(1
“=\o)- (3.95)
F(z)=ct <5E3> = u(z)



3.4. Blochovy funkce pro elektromagnetické pole

Pro funkci v(z) v tomto ptipadé plati

v(z+d) = pv(z) +v(d)F(z), (3.96)
tudiz p
p
G(2) v(d)v(z) . (3.97)

1) (3.98)

Pro funkei u(z) v tomto pripadé plati

u(z +d) = pu(z) + v (d)F(z), (3.99)
tudiz p
= P2 ). :
6(2) =~ sutz) (3.100)

1 (o
“= o) 27 1) (3.101)

Fi(z)=cf (2‘8) = u(2), Fy(2) = cF (;‘8) = v(z) .

Toto je vyjimeény pripad, pri kterém jednomu dvojnédsobnému vlast-
nimu ¢islu prislusi dva rizné vlastni vektory. Narozdil od predchozich
pripadi zde mame dvé linedrné nezavislé Blochovy funkce, tudiz
nehovorime o hybridni Blochové funkci.

Je nutno podotknout, ze situace, pri které je nutné pouziti hybridni Blo-
chovy funkce, muze nastat pouze pro diskrétni hodnoty vlnového cisla ve
vakuu k, kterych zpravidla pfi vlastnim vycisleni nemtzeme dosdhnout.
Proto pfi konkrétnich vypoctech (naptiklad koeficientu transmise) vétsi-
nou neni nutné brat toto reSeni v ivahu. PovSimnéme si déale faktu, ze
Blochovy funkce jsou diky vlastnosti (3.68) v tomto piipadé periodickymi
funkcemi s periodou d, pro p = 1, nebo 2d, pro p = —1.

V tuto chvili je vhodné zminit, v ¢em tkvi vyhoda pouziti Blochovych funkci
oproti normalizovanému feseni rovnice (3.60). Pro zjisténi feSeni v celém
BPC pomoci normalizovaného feseni bychom museli fesit 2V — 1 podminek
spojitosti na vSech vnitfnich rozhranich. Naproti tomu pti pouziti Floquetovy
teorie staci reseni ziskat v prvni periodé krystalu, pribéhy Blochovych funkeci
v celém krystalu jsou pak trividlni diky translac¢ni vlastnosti (3.68]).
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3. Floquetova teorie

. 3.5 Koeficient transmise

V této casti odvodime koeficient transmise pro cely BPC. V pfedchozi ¢asti
textu jsme odvodili pribéh feseni uvniti krystalu. Vné tohoto krystalu pak
povazujeme prostiedi za homogenni s konstantnimi indexy lomu ny,, respektive
Next - PTedstavme si elektromagnetickou vinu sitici se smérem ke krystalu
zleva a zapiSme jeji obecny tvar

e(z) = {A’ exp(jninkz) + B' exp(—jninkz), proz <0, (3.102)

C’ exp(jnextkz), pro z> Nd,

kde k je vlnové cislo ve vakuu. Povsimnéme si, ze napravo od krystalu se
nachézi pouze vlna postupujici smérem vpravo (prichozi vina skrze krystal),
tudiz koeficient D’ = 0. Pozadujme nyni spojitost elektrického pole a jeho
derivace na rozhrani z =0 a z = Nd . Dostaneme soustavu
A'+ B' = C1F1(0) + C4F»(0)
CiFi(Nd) + C{Fy(Nd) = C’" exp(jknexyNd) ,
jknin (A" = B') = C1F{(0) + C3F3(0)
CiF|(Nd) 4+ C4F5(Nd) = jknextC’ exp(jknext Nd) .

(3.103)

Vynasobime-li prvni a tfeti rovnici ¢lenem % a zbylé dvé rovnice ¢lenem

m , prejde soustava (3.103|) do tvaru

1+7=C1F1(0) + C2F3(0),
C1pY " Fi(d) + Cap) ' Fa(d) =t
jk‘nin(l — 7“) = ClF{(O) + CQFé(O) s
CipY ' F{(d) + Capy ' Fy(d) = jknexit -

(3.104)

7 této soustavy lze jiz snadno dopocitat kvadrat modulu koeficientu transmise

T =T(k) = [t(k)|*. (3.105)
Zminme fakt, Ze pfi vypoctu koeficientu transmise pro takové k', pro které
je |h(K")] = 2, musime formalné funkce Fj(z) a Fy(z) nahradit funkcemi
F(z), G(z).

. 3.6 Shrnuti

Pri studiu priuchodu vin skrze lokalné periodické struktury se jako velmi
vhodné jevi vyuziti Floquetovy teorie, podle které nejenze umime stanovit

36
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koeficient transmise, respektive reflexe, ale zname i celkovy pribéh viny v
této strukture. Hlavni vyhoda této metody spociva ve faktu, ze obé reseni
maji transla¢ni vlastnost

F(z+4d) = pF(z), (3.106)

toto feseni pak nazyvame Blochova funkce. Diky faktu (3.106) ndm postacuje
nalézt reseni pouze uvnit prvni periody a v kazdé dalsi toto reSeni pouze
vynasobit p. V neposledni fadé je dulezité poukazat na fakt, ze v nékterych
pripadech spliuje podminku (3.106) pouze jedno z Feseni. Druhé linedrné
nezavislé reseni pak hledame ve tvaru

G(z+d) = pG(2) + pdF'(z), (3.107)

a to pak nazyvame hybridni Blochova funkce. Nicméné toto feseni neni z
praktického hlediska vyznamné, jelikoz pro vypocty s konecnou presnosti
tento pripad zpravidla nenastane. Hybridni Blochova funkce mé tedy spiSe
teoreticky vyznam.
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Kapitola 4

Binarni fotonické krystaly

V této kapitole ukazeme pouzitelnost Floquetovy teorie na konkrétnim foto-
nickém krystalu, ktery je tvoren z dvojvrstvy Telluru (n; = 4.6) a Polystyrenu
(ng = 1.6). Tloustky jednotlivych vrstev jsou di = 900 nm, dy = 1650 nm, viz
napriklad [5]. Timto zptsobem budeme také demonstrovat nékteré specifické
vlastnosti Blochovych funkci a ukazeme soucasné i pouziti metody prenosové
matice.

B a1 Aplikace metody prenosové matice

Metoda prenosové matice nam sice poskytuje velmi jednoduchy nastroj, jak
spocitat koeficient transmise takovéto struktury, avsak jejim predpokladem
pro moznost vyuziti vztahu (2.49) je, ze cely krystal obklopuje materidl
s hodnotami indext lomu nj, = next = no. Pokud bychom méli krystal
umistény ve vakuu, je vhodnéjsi vyuzit pravé Floquetovu teorii. Kvadrat
modulu koeficientu transmise budeme pocitat dle vztahu , ktery pro
tento pripad nabude tvaru

1
1+ [sin(lea) (% — %) UN_l(C)}Q ‘

Ty = (4.1)

Pro nami zvoleny krystal budeme pocitat s hodnotami a = %1, d = 2a+
da, k1 = kny, ke = kno. Oba materidly jsou nemagnetické, tudiz plati u; =
po = pig = 4m - 107 "H - m. Vysledny kvadrat modulu koeficientu transmise
pro ¢tyti vrstvy BPC (neboli N = 4) je zobrazen na obrazku .
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4. Binarni fotonické krystaly

1.5} N

Transmise

| | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Vlnové éislo ve vakuu k [In_l] -10°

Obrazek 4.1: Kvadrat modulu koeficientu transmise maticovou metodou, N = 4

B a2 Aplikace Floquetovy teorie

B 4.2.1 Koeficient transmise

Nyni se zaméifime na stejny BPC jako v predchozi c¢asti, pficemz na néj
budeme aplikovat Floquetovu teorii. Nejprve uvedeme normalizované feSeni
pro tento krystal v prvni periodé

cos(kniz), pro z € (0;dy)
u(z) = { cos(knidy) cos[kna(dy — 2)] )
+% sin(knidy) sinfkna(dy — 2)], pro z € (dy;ds)

sin(kni2)

Fny pro z € (0;dy)

v(z) = % cos[kng(dy — z)]

_% sin[kna(dy — 2)], pro z € (dy;dz)

(4.2)

Dtive jsme ukézali, Ze oblasti padsmovych propusti (respektive zadrzi) lze urcit
podle hodnot funkce h(k), viz vztah (3.76)). Pro tento konkrétni krystal bude
tato funkce nabyvat tvaru

h(k) = u(d) + v'(d)

n no (4.3)

= 2cos(knidy) cos(knads) — <nz + 711) sin(knydy) sin(knads) .
Nejprve (kvuli porovnani s metodou prenosové matice) vykreslime kvadrat
modulu koeficientu transmise spolu s funkei h(k) pro niy, = next = N2 a
N = 4, viz obrazek pricemz jsme pfi jeho vypoctu vyuzili soustavu
. Dostaneme skute¢né stejny prubéh, jako na obrazku Floquetova
teorie nam nyni umoznuje uréit onen kvadrat modulu koeficientu transmise i
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Transmise

h(k)
2
7(k)
_2 | | | | I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Vlnové &islo ve vakuu k [m_l] -10°

Obrazek 4.2: Kvadrat modulu koeficientu transmise pomoci Floquetovy teorie,
Nin = Next = N2

Pro nin = Next = 1, neboli krystal umistény ve vakuu (pripadné mizeme za nyy,
respektive ney dosadit libovolné jiné hodnoty). Tento novy kvadrat modulu
koeficientu transmise (opét pro N = 4) spolu s funkei h(k) je vykreslen
na obrazku 4.3al k jeho vypoc¢tu jsme opét vyuzili soustavu (3.104). Na
grafu velmi dobre vidime, ze oblasti pasmovych zadrzi se vyskytuji presné v
mistech splitujicich podminku ]@] > 1. Pokud bychom dile navysili pocet
vrstev BPC na N = 10, byly by hrany téchto pasmovych zadrzi vice strmé,
viz obrazek 4.3bl. Povsimnéme si, Ze nehledé na hodnoty ni,, mext, neboli
nehledé na okolni prostfedi BPC, bude mit krystal vzdy stejné intervaly
pasmovych zadrzi, nebot funkce h(k) nezavisi na téchto hodnotach. Pokud
bychom nyni chtéli vypocitat hranice pasmovych zadrzi tohoto konkrétniho
krystalu, budeme k tomuto tcelu muset vyuzit numerické metody pro hledani
feseni rovnice

h(k)

‘2

= 1. (4.4)

Po jejim vyteseni dojdeme k nésledujicim hodnotam:

1. Prvni pasmova zadrz
ke <kl,left; kl,right) >
K1 1ot A 3,39975 - 10° m ™! | (4.5)
K1 yight ~ 6,47186 - 10° m ™!

2. Druhé pasmova zadrz

k€ (k2jett; k2 right) »
ko ety ~ 9,22877-10° m ™t (4.6)
k2 right =~ 1,076398 - 10° m ™"
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?
;
g
£
=
_2 | | | | I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Vlnové &slo ve vakuu k [m ] 10
(b) : N=10
T T T T T
1
2
20
2
£
=
-1
— h(k)
2
—T(k)
_2 | | | | I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Vlnové &slo ve vakuu k [m ] 10

Obrazek 4.3: Kvadrat modulu koeficientu transmise pomoci Floquetovy teorie,
Nin = Next = 1

B 4.2.2 Blochovy funkce

V této ¢asti se zaméfime na nalezeni pribéhti Blochovych funkei, hybridnich
Blochovych funkeci a elektrického pole uvnitt nami uvazovaného krystalu pro
ruzné konkrétni hodnoty k. Ve vSech ptipadech budeme uvazovat vzdy N = 4.
Jako prvni zvolime hodnotu k = 0,603 - 10° m™!, kterdzto lez{ v intervalu
prvni pasmové zadrze krystalu. Obé Blochovy funkce jsou vykresleny na
obrazku a elektrické pole na obrazku 4.4b. Floquetiv multiplikdtor prvni
Blochovy funkce Fj(z) nabyva hodnoty p; ~ —0,49, naproti tomu funkci
F5(z), ktera diverguje do nekoneéna, odpovidd multiplikdtor py =~ —2, 06.
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4.2. Aplikace Floquetovy teorie

(a) : Blochovy funkce
10 x T T T

(b) : Elektrické pole

T T T T

— |E()P

0.4

Obrazek 4.4: Pribéhy funkei Fy(z), Fa(2), |E(2)|? pro k = 0,603 - 10° m~!

Povsimnéme si, ze skutecné plati

lp1l <1,

4.7
lp2| > 1. &0

Vzhledem k tomu, zZe se nachazime uvniti oblasti pasmové zadrze, je vidét,
ze elektrické pole je v krystalu silné zatlumeno. Kvadrat modulu koeficientu
transmise je v tomto ptipadé roven 7'(0,603 - 105 m~1) ~ 0,01. Utlum by byl
jesteé silnéjsi pTi pouziti vice vrstev v BPC.

(a) : Periodickd funkce P;(2)

(b) : Periodickd funkce Ps(z)

4 T T T T 2 T T T T
—RA(),—SIAG)] — R, — )
ol 11
0
0
1L .
_2 | | | | | | | |
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
z [m] 10-6 z [m] 1076
Obrazek 4.5: Pribéhy funkei Py(z), Py(z) pro k = 0,603 - 10° m~!
Dle vztahu (3.41) mizeme obé Blochovy funkce zapsat ve tvaru
Fi(2) = 0.(2)Pi(z) = expliuiz) P(2) (48)
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4. Binarni fotonické krystaly

kde P;(z) = ®; *(2)Fi(z) = exp(—juiz)Fi(2) jsou periodické funkce s periodou
d. Funkce Pj(z) je vykreslena na obrazku |4.5a a funkce P»(z) na obrazku
4.5b.

Jako dalsi vybereme k = ki ;jgnt ~ 6,47186 - 10° m~!, neboli vezmeme
takové k, které lezi na hranici mezi oblasti pAsmové zadrze a pdsmové propusti.
Zdtraznéme, ze se jedna pouze o pribliznou hodnotu, ve skutecnosti se tedy
nenachazime presné na hranici a stejné jako v predchozim pripadé bychom
jako TeSeni nalezli dvé Blochovy funkce, které by byly témér totozné. Nasim
cilem je ale ukazat orientacni pribéh hybridni Blochovy funkce, tudiz nam
postaci fakt, ze se k okraji pasmové zadrze alespon blizime. Pribéhy Blochovy
a hybridni Blochovy funkce jsou vykresleny na obrazku |4.6a) elektrické pole
pak na obrazku |4.6b.

(a) : Blochova a hybridni funkce
10 \ T T T

(b) : Elektrické pole
T T

—IEG)P |

Obrazek 4.6: Pribéhy funkci F(z), Fo(z2), |E(2)|? pro k = ki right ~ 6,47186 -
10° m~1

Zduraznéme, ze hybridni funkce zde neni zobrazena ve spravném meéritku.
Floquettiv multiplikdtor v tomto piipadé nabyva hodnoty p ~ —1, diky
tomu je Blochova funkce F'(z) periodickd s periodou 2d, coz vidime na
obrazku. Podle ocekdvani ma hybridni Blochova funkce divergentni charakter.
Elektrické pole je v krystalu opét velmi silné zatlumeno, jelikoz se stéle
nachazime v oblasti pasmové zadrze. Periodické funkce jsou tentokrate ve

tvaru
Pi(z) = B (2) F(2) = exp(—juz) F(2) o
Py(z) = @ 1(2)G(2) — 2P1(2) = exp(—juz)G(2) — zPy(2), .

viz vztah (3.53), a jsou zobrazeny na obrazcich 4.7aa 4.7b, funkce P(z) neni
vykreslena ve spravném méritku.

V tuto chvili se na rozdil od predchozich dvou prikladu presunime do oblasti
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(a) : Periodickd funkce P;(z)

(b) : Periodickd funkce P(z)
I I

3 T T T T T T
— R[Pi(2)], — S[P(2)] 2| [—RIP(), —S[P(2)] |
2 - |
1 0
0
_1 | | | | _2 | | | |
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
z [m] 1076 z [m] 1076

Obrazek 4.7: Pribéhy funkel Pi(z), Py(2) pro k = ki yignt ~ 6,47186 - 10° m~!

pasmové propusti. Zvolme hodnotu k = 0, 785-10% m~!. Priibéhy Blochovych
funkci jsou vykresleny na obrazku 4.8al, pribéh elektrického pole pak na
obrazku |4.8bl Hned na prvni pohled vidime, Ze v oblasti pasmové propusti
jsou obé hledané Blochovy funkce komplexni, a jak jiz bylo odvozeno diive,
plati pro né

RIF1(2)] = R[F2(2)],

SIF(:)] = ~SR(). (4.10)

neboli obé Blochovy funkce jsou vzajemné komplexné sdruzenymi funkcemi.
Tuto vlastnost mizeme vy¢ist i z Floquetovych multiplikatort, které nabyvaji

(a) : Blochovy funkce

2 T T T T
- R[Fi2(2), - S[Fi(2)], - S[Fa(2)

(b) : Elektrické pole
T T

Obrazek 4.8: Pritbéhy funkei Fy(z), Fa(2), |E(2)|? pro k =0,785-10° m~!

hodnot p12 ~ 0,112 £ 0,994j. Pti pohledu na prubéh elektrického pole v
krystalu vidime, Ze oproti predchozim dvéma pripadim zde neni pole utlumeno
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4. Binarni fotonické krystaly

k nule. Kvadrat modulu koeficientu transmise je pro tuto hodnotu k roven
T(0,785-10° m~!) ~ 0,9. Periodické funkece jsou déle vykresleny na obrazcich
4.9al a 14.9b.

(a) : Periodickd funkce P;(2) (b) : Periodickd funkce P(z)
2 [— R, —oPe)]] | 2f  [—RReL—sine)]
0 0
_2 l l | | _2 | | | |
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
z [m] 1076 z [m] 107°

Obrazek 4.9: Pritbéhy funkei Py(2), Py(z) pro k= 0,785-105 m~!

Vzhledem ke vztahu (3.85) pak lze snadno ukézat, ze i pro tyto periodické
funkce musi platit

(4.11)

Presunime se nyni k levému okraji druhého intervalu pasmové zadrze, tudiz
budeme pocitat s hodnotou k = kg jef; ~ 9, 22877 - 10° m~1.

(a) : Blochova a hybridni funkce

10 T T T
— F(z),—G(?)

(b) : Elektrické pole
T I I

1q — |E(2)? ||

)
0 0.5
-5
| | | |
0 2 4 6 8 00

Obrazek 4.10: Pritbéhy funkef Fy(2), Fa(2), |E(2)|? pro k = ko jef, ~ 9, 22877 -
10° m™!
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4.2. Aplikace Floquetovy teorie

Stejné jako diive se jedna pouze o pribliznou hodnotu spoc¢itanou numericky;,
tudiz vysledky nejsou zcela presné. Prubéhy F'(z), G(z) jsou zobrazeny na ob-
razku 4.10a, |E(z)|? pak na obrdzku |4.10b. Funkce G(z) opét nenf vykreslena
ve spravném meéritku. Oproti pravému okraji prvni pasmové zddrze mame
zde Floquetuv multiplikdtor roven p ~ 1, tudiz funkce F'(z) je v tuto chvili
funkei periodickou s periodou d, coz lze snadno vycist z obrazku. Déale vidime,
ze hybridni Blochova funkce opét diverguje. Prubéh elektrického pole se na
prvni pohled muze jevit jako nesmyslny, jelikoz zde neni pole zatlumeno,
ackoliv se nachazime v oblasti pasmové zadrze. Odpovéd na tuto nesrov-
nalost ndm prinasi obrazek 4.3a. Diky malému po¢tu N = 4 nejsou hrany
této pasmové zadrze prilis strmé. Koeficient transmise zde nabyva hodnoty
T(9,22877 - 10° m~1) =~ 0,53. K silnému ttlumu by zde doslo, kdybychom
pouzili vice vrstev. Zde podotknéme, ze hodnotu N = 4 pouzivame pouze z
divodu prehlednosti vykreslovanych grafii. V realnych aplikacich by se ovsem
objevily hodnoty N mnohem vyssi. Periodické funkce, tentokrate opét ve
formé (4.9), jsou zobrazeny na obrézcich 4.11al, 4.11b. Vzhledem k faktu, ze

(a) : Periodicka funkce P;(z) (b) : Periodickd funkce Py (z)
\ T T T r T T .
2 |[— Pi(2), { 0 — Py(2),
41 i
0f 12
0
-9 | | | | -2 | | | | |
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
z [m] 1076 z [m] 1076

Obrazek 4.11: Pribéhy funkei Py(2), Pa(2) pro k = ko e ~ 9,22877 - 105 m~!

p =1, pak musi byt © = 0 a tudiz funkce ¥ (z) = 1. Diky tomu jsou jednak
obé modula¢ni funkce ryze redlné, a navic plati P;(z) = F(z).

Jako posledni vybereme hodnotu k& = 0,962, nachazime se tedy uvnitt
druhého intervalu pasmové zadrze. Vysledné pribéhy jsou zobrazeny na
obrézcich 4.12a) (Blochovy funkce) a 4.12b| (elektrické pole). Stejné jako v
pripadé prvni pasmové zidrze, i zde se objevuji dvé Blochovy funkce, z
nichz F(z) diverguje do nekone¢na (p; =~ 1,6) a Fy(z) je naopak zatlumena
(p2 =~ 0,62). Pfi pohledu na prubéh elektrického pole opét vidime, ze pole
je pri pruchodu krystalem silné zatlumeno. Koeficient transmise nabyva pro
tento pifpad hodnoty 7'(0,962 - 105 m~1) ~ 0,08. Periodické funkce piislusné
obéma Blochovym funkcim jsou vykresleny na obrazcich |4.13al a |4.13b. S
ohledem na fakt, ze p; > 0, maji kmitoc¢ty p; pouze imagindrni ¢ast a funkce
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4. Binarni fotonické krystaly

®;(2) jsou tedy ryze redlné. Diky tomu pak i pro obé periodické funkce musi
platit P;(z) € R.

(b) : Elektrické pole

— |E@)P

(a) : Blochovy funkce
I T T
bl — Fi(2)

0.8

— I5(2) 0.6
0 0.4
0.2
_5 | | | | 0 |
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
—1 .10—6 pe [m]fl .10_6

Obrazek 4.12: Priibéhy funkei Fy(2), Fx(z), |E(2)]? pro k = 0,962 - 105 m~!

(a) : Periodickd funkce P;(2) (b) : Periodickd funkce P(z)
I T T T T T f
2 H—Pi(2), . — B(2),
2 [ -
1
0 1 0r g
_1 | | | | _2 L | | | | )
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
z [m] 10-6 z [m] 10-6

Obrazek 4.13: Pribéhy funkei Py(2), Py(z) pro k= 0,962 - 105 m~!
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Kapitola 5

Zavér

V préci jsme ukdzali dvé mozné (a velmi ¢asto vyuzivané) metody analyzy
prichodu vin skrze lokalné periodické struktury. Jako prvni byla predmétem
naseho zdjmu metoda matice prenosu, pricemz jsme nejprve odvodili tvar
této matice pro jednu nehomogenitu uvnitf jinak homogenniho prostredi,
a déle nalezli tvar pro pruchod skrze N takovychto nehomogenit rozmis-
ténych periodicky za sebou. Z této findlni prenosové matice jsme posléze
odvodili vztah pro modul kvadratu koeficientu transmise téchto struktur.
Za pouziti vsech teoretickych poznatkt jsme poté nalezli konkrétni tvary
prenosovych matic pro ruzné typy fyzikalnich vin a jim odpovidajici lokalné
periodické nehomogenni struktury. V dalsi ¢asti prace jsme se zabyvali takzva-
nou Floquetovou teorii, ktera nam poskytuje alternativni moznost pohledu
na tuto problematiku. Provedli jsme nejprve teoreticky matematicky tvod,
pii kterém jsme hledali obecné feSeni diferencialnich rovnic s periodickymi
koeficienty, které nazyvame Blochovy funkce, procez jsme tyto vysledky poz-
déji aplikovali na konkrétni pripad, a to sice sifeni elektromagnetickych vin
bindrnimi fotonickymi krystaly. Podobné jako u predchozi metody jsme nalezli
zpusob vypoctu modulu kvadratu koeficientu transmise, ktery jsme vyuzili k
hleddni takzvanych pasmovych zadrzi (respektive pasmovych propusti), coz
jsou intervaly vlnovych ¢isel, pro ktera vlna skrze krystal témér neprojde
(respektive projde alespon jeji ¢ast). Vyhoda Floquetovy teorie tkvi v tom,
ze nam nabizi extrémné jednoduchy néstroj k nalezeni konkrétniho prabéhu
viny v dané lokalné periodické strukture, coz sice metoda matice prenosu
nabizi také, nicméné pomérné komplikovanym zptisobem. V posledni ¢asti
prace jsme obé dvé teorie aplikovali na konkrétné zvoleném binarnim foto-
nickém krystalu, kdy jsme za pomoci softwaru MAPLE vykreslili moduly
kvadratt koeficient transmise tohoto krystalu s vyuzitim obou metod a dale
zobrazili prubéhy danych Blochovych funkci v krystalu pro nékteré vybrané

49



5. Zavér

hodnoty vlnovych éisel. Velkou pozornost jsme vénovali i takzvanym hybrid-
nim Blochovym funkcim, které sice v praxi vyuziti prilis nenachazeji, avsak z
hlediska matematické korektnosti jsou nezbytné a je na né ¢asto zapominéano.
7 graft moduli kvadrati koeficient transmise jsme potvrdili, Zze obé metody
nakonec vedou ke stejnym vysledktim. Z pribéht Blochovych funkci jsme
dale potvrdili diive odvozené teoretické vlastnosti a provedli jejich rozbor. V
praci jsme demonstrovali univerzalni pouzitelnost prezentovanych metod pro
ruzné typy fyzikalnich vin, coz ndm je umoznéno diky izomorfismu ptislusnych
modelovych rovnic, ktery jsme v praci ukazali na mnoha prikladech. VSechny
body zadani bakalarské prace byly splnény.
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