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Abstrakt

Tato bakalarska prace vylepsuje implementaci grafi a grafovych algoritmi
v knihovné algoritmti ALib vyvijené na Katedre teoretické informatiky
FIT CVUT v Praze. Hlavni diraz je kladen na univerzalitu navrhu,
ktery vede ke snadnému pouzivani a jednoduchému rozsiteni. Prace dale
pridava do této knihovny nové doposud nenaimplementované algoritmy
pro prohledavani grafi a hledani cest v nich. Préce také obsahuje
meéreni puvodnich i nové pridanych algoritmii a porovnava experimentalné
namétené hodnoty s teoretickymi poznatky:.

Klicova slova graf, grafové algoritmy, rozsiteni knihovny, ALib, hledani
cest, datové struktury, C++






Abstract

The bachelor thesis improves the implementation of the graphs and graph
algorithms in the library ALib. This library has been developed at the
Department of Computer Science FIT CTU in Prague. A great deal of
emphasis has been placed on the universality of the implementation design
which leads to intuitive usage and easy future extension of the library.
The thesis also extends the library with new graph traverse and graph
pathfinding algorithms and makes experiments with the original ones as
well as the new ones.

Keywords graph, graph algorithms, library extension, ALib, pathfinding,
data structures, C++
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Uvod

Dnesni dobu c¢asto oznacujeme jako digitdlni vék. Lidé zacali brat moderni
digitalni technologie jako naptiklad internet, GPS navigace nebo mobilni
telefony za samoziejmost. Malokdo si pak ale uvédomuje rozsdhlost
teoretického aparatu stojicitho na pozadi, z néhoz vystupuji tyto technologie
jen jako pomyslna sSpicka ledovce. A proto je i dnes stale aktualni studium
a rozvoj téchto teoretickych zdklad.

Tato prace je uréena predevsim pro studenty a pedagogy na FIT CVUT
v Praze. Studentiim usnadni pochopeni nékterych pojmi a algoritmi
z teorie grafii, kdezto pedagogové vyuziji vysledky této prace pro generovani

testil a k jejich automatické kontrole.

Jak jiz bylo Teceno, prace se zabyva oblasti tzce spjatou s teoretickou
informatikou, a sice grafy a grafovymi algoritmy. Konkrétné se prace
specializuje na skupinu algoritm® pro prohledavani grafii a hledani cesty
v nich a jejich naslednou implementaci do Algoritmové knihovny ALib, kterd
vznikd na FIT CVUT v Praze. Prace je rozdélena do tif hlavnich ¢asti
teoretické, implementacni a meérici.

Toto téma jsem si zvolil, nebot problém prohledavani grafii a hledani
nejkratsi cesty v grafech ma sSiroké uplatnéni napti¢ védnimi disciplinami.
Miuzeme jej najit naptiklad v dnes tak casto diskutované umelé inteligenci.
Dikazem diulezitosti tohoto tématu muze byt i fakt, ze i pres pomérné
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UvoDp

dlouhou historii védeckého badani prichazeji matematici a informatici se

stéle lepsimi a efektivnéjsimi algoritmy:.

Prace navazuje na piedchozi bakalaiské a diplomové prace z FIT CVUT,
které se podilely na rozsiteni vyse zminéné Algoritmové knihovny. Konkrét-
né na bakalarkou praci [l Jana Broze z roku 2017, ktera byla zaméfend na
hledani kostry, maximalniho toku a minimalniho fezu v grafech, a na pra-
ci [2] Davida Roscy z roku 2015 zabyvajici se isomorfismem na plandrnich

grafem.
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KAPITOLA ].

Cil prace

Jak jiz bylo v uvodu Teceno, tato bakalarskd prace se skladd ze tii casti.
Prvni teoretickad c¢ast zahrnuje kapitoly E, B, @ a ma za cil navrhnout a popsat
vhodné grafové algoritmy zameétené na prohledavani grafii a hledani cest
v nich pro rozsiteni knihovny ALib. V popisu kazdého algoritmu bude vycet

jeho vlastnosti a seznam jeho moznych optimalizaci.

Druhé implementacni ¢ast ma dva hlavni cile. Prvnim z nich je navrh vylep-
seni datovych struktur reprezentujici grafy v knihovné ALib a jeho nasledna
implementace. Diiraz by mél byt kladen na univerzalitu ndvrhu a dodrzeni
knihovnich standardt. Detailnéjsim popisem provedenych zmén se zabyva
kapitola B Druhym cilem je pak implementace navrzenych a popsanych
algoritmi.

Posledni mérici ¢ast ma za cil stanoveni porovnavacich kritérii pro
popisované algoritmy a naslednou realizaci méreni. Seznam stanovenych

kritérii spolu s vysledky méteni je pak v kapitole B

27






KAPITOLA 2

Notace a terminologie

Pro zachovani spolecné terminologie jsou nasledujici definice castecné
piejaty z vybranych predméti FIT CVUT v Praze. Na zacatku sekce vidy
budou vypsany predméty, ze kterych bylo ¢erpano.

2.1 Zakladni pojmy z teorie grafii

Nasledujici definice jsou prejaty z predméti BI-AG1, BI-AG2 a BI-ZUM
cerpajicich z [3], [4], [b], [6]-

Zékladnim stavebnim kamenem pro nas bude zavedeni pojmu graf. Existuje
vice zpusobu jak tento pojem definovat. Napiiklad pomoci usporadané
dvojice mnoziny vrcholit a mnoziny hran, tak jako v predmétu BI-AGI.

My se ovsem priklonime k obecnéjsi definici.

Definice 2.1. Neorientovany graf je usporadand trojice G = (V, E,e€)
takova, ze

o V, E jsou néjaké disjunktni mnoziny a

I A (‘2/) je prosté zobrazeni, které kazdé hrané priradi

neusporddanou dvojici vrcholi.

Zobrazeni € nazyvame incidence.

29



2. NOTACE A TERMINOLOGIE

Definice 2.2. Orientovany graf je usporadana trojice G = (V, E, €) takova,
ze

o V E jsou néjaké disjunktni mnoziny a

I A (‘2/) je prosté zobrazeni, které kazdé hrané priradi

usporddanou dvojici vrchola.

Budeme zde také pouzivat znamou terminologii soused, naslednik a pred-

chidce vrcholu.

Definice 2.3. Necht ¢(e) = {u,v} kde e € E je hrana v neorientovaném
grafu G = (V| E, €). Pak fekneme, 7e

e vrcholy v a u jsou koncové vrcholy hrany e,
e u je sousedem v v G (a naopak),

« mnozinu vSech sousedu vrcholu v budeme oznacovat Neigh(v) (popf.

Succ(v) nebo Pred(v)),
e u a v je incidentni s hranou e.

Definice 2.4. Necht €(e) = (u,v) kde e € E je hrana v orientovaném grafu
G = (V, E,€). Pak fekneme, Ze

e u predchidcem v a v ndslednikem u,

e mnozinu vsSech pfredchidci (resp. nasledniki) vrcholu v budeme
oznacovat Succ(v) (resp. Pred(v)).

Pro zjednoduseni budeme ve zbytku této kapitoly pouzivat obecny pojem
graf. Nize uvedené definice pak bude mozné analogicky zavést jak pro

orientované tak neorientované grafy.

Pri studiu umélé inteligence se Casto pro graf pouziva oznaceni stavovy

prostor.
Definice 2.5. Stavovy prostor je graf, kde
o vrcholy grafu reprezentuji stavy (tj. popis stavu feseného problému)

 a hrany grafu reprezentuji akce (tj. zména stavu).
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2.1. Zakladni pojmy z teorie grafti

Pokud néas zajima pouze vybrana cast grafu, mluvime o takzvaném

podgrafu.

Definice 2.6. Graf H = (Viy, Ey, ey) je podgrafem grafu G = (Vig, Eg, €c)
prave tehdy, kdyz

Tuto skuteénost znacime H C G.

Pro zavedeni pojmu cesta v grafu si nejprve definujeme obecnéjsi pojem

sled.

Definice 2.7. Posloupnost S = (vg, e1,v1, €a, . . ., €5, V) S€ NAZyVa v, -sled
v grafu G = (V, E, €), pokud

e Vie{0,....n}:v, €V
4 aViG{1,...,n}:e(ei):{Ui,l,vi}eE.

Sled, pro ktery plati i # 0 (tedy obsahuje alespon jednu hranu) a zdrover
Vo = Up, Nazyvame uzavrenym, ostatni sledy nazyvame otevrengymi. Délkou

len (S) sledu S rozumime pocet jeho hran, tedy len (S) = n.
Pridanim podminky pak dostavame pro nas tak dulezity pojem cesta.
Definice 2.8. Cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy.

Definice 2.9. Kruznici grafu G nazyvame uzavieny sled, ve kterém se
neopakuji vrcholy s vyjimkou prvniho a posledniho vrcholu sledu.

Ackoliv jesté nemame zavedeny pojem ohodnoceny graf, diky vyse uvedené
definici sledu muzeme zavést dalsi klicovy pojem wzddlenosti mezi dvéma

vrcholy v grafu.

Definice 2.10. Pro libovolné dva vrcholy u,v € G, vzddlenost g(u,v) je
minimum z délek vsech uwv-cest, popripadé +oo, pokud zadna takova cesta

neexistuje.

V nékterych pripadech je vhodné zamérit svoji pozornost pouze na specialni
typy grafi. Do této kategorie jisté patii stromy.
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2. NOTACE A TERMINOLOGIE

Definice 2.11. Graf G = (V| E | €) je souvisly, pokud pro Yu,v € V existuje
uv-cesta. Jinak je G nesouvisly.

Definice 2.12. Graf G = (V, E,¢€) nazveme stromem, pokud je souvis-

Iy a neobsahuje zadnou kruznici.

o Uspordadanou dvojici (G, k), kde G je strom a k € V nazveme
zakorenénym stromem a k korenem stromu G.

o Lezi-liu € V na cesté z v do kotene k, pak u je predek v a v je potomek

u.
« Pokud je navic {u,v} € ¢(FE), rikdme, ze u je otec v a v je syn u.

e Vrcholy rozdélime podle vzdalenosti od kotene do hladin: v nulté lezi
koren, v prvni jeho synové, atd.

o Hloubka vrcholu je jeho vzdélenost od korene (tedy ¢islo hladiny).

Definice 2.13. Prohleddvaci strom je zakorenény strom, ktery odpovida
néjakému procesu prohledavani grafu. Strom je zakofenén v pocatecnim
vrcholu prohledavani a kazdy vrchol grafu se vyskytuje v prohledédvacim

stromé pravé jednou.

Pro urceni asymptotické slozitosti nékterych prohledavacich algoritmii je

uzitecny pojem wvetvici faktor.

Definice 2.14. Vétvici faktor b je primérny pocet synti vSech vrcholi

v prohledavacim stromé.

Pridanim dalsiho zobrazeni do definice grafu ziskavame jiz jednou zminény

ohodnoceny graf.

Definice 2.15. Ohodnoceny graf je ¢tvetice (V, E, €, w), kde trojice (V, E, ¢€)
je graf a w : E — R zobrazeni, které prifrazuje hrandm jejich ohodnoceni.
Délkou len (S) sledu S v ohodnoceném grafu rozumime soucet ohodnoceni
hran, které sled S obsahuje, tedy len (S) = Y yecs w(e).

Pro nés zajimavou skupinou grafii budou takzvané mrizkové grafy (anglicky
lattice graph). Do této kategorie patii napiiklad ctvercovd nebo Sestihran-
novd mrizka. Pro obecnou definici celé této skupiny bychom pottebovali
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2.2.  Asymptoticka slozitost

nemalo matematickych pojmi, které by byly nad rdmec této prace. Spo-
kojime se tedy alespon s konkrétni definici kazdé mrizky, kterou budeme
v textu pouzivat a pro obecnou definici se odkazeme na prislusnou literatu-
ru [, [§]-

Definice 2.16. (Ctyrsmérnd) ctvercovd mrizka je neorientovany graf

takovy, ze
o mnozina vrcholu V' C {(4,7) | i,7 € No}

« a mnozina hran e(E) = {{(i1, 1), (i2,j2)} | (i1,71), (i2,J2) € V Ali1 —
io| + |71 — Jo| = 1}

Definice 2.17. Osmismeérnd ctvercovd mrizka je neorientovany graf takovy,

ze
o mnozina vrcholu V- C {(4,7) | 4,7 € No}

« amnozina hran ¢(E) = {{(i1, 1), (i2, j2)} | (i1, J1), (i2, j2) € V A (Jir -
B2 =1V [j1 —j2| = D}

Pokud pracuje s ohodnocenym grafem, pak ohodnoceni hran je rovna

euklidovskym vzdalenostem mezi vrcholy (tedy 1 nebo v/2).

Priklad osmismeérné ¢tvercové miizky je potom na obrazku @

2.2 Asymptoticka slozitost
Nésledujici definice jsou prejaty z predmétu BI-ZDM cerpajici z [5].

Pro potteby porovnani slozitosti jednotlivych algoritmii se pouziva takzvana
asymtoticka slozitost.

Definice 2.18. Jsou-li ddny funkce f(n) a g(n), pak fekneme, ze f(n) je
nejuyse radu g(n), psano f(n) = O(g(n)), jestlize

(Fc € RY)(Ing € NT)(VYn > ng) : f(n) < c-g(n).
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2. NOTACE A TERMINOLOGIE
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Obrazek 2.1: Priklad osmismérné Ctvercové mrizky

Definice 2.19. Jsou-li ddny funkce f(n) a g(n), pak fekneme, ze f(n) je
téhoz radu jako g(n), psano f(n) = ©(g(n)), jestlize

(Jer, e € RY)(Ing € NT)(Vn > ng) e - g(n) < f(n) < co-g(n).

Definice 2.20. Jsou-li ddny funkce f(n) a g(n), pak fekneme, ze f(n) je
nejméné ridu g(n), psano f(n) = Q(g(n)), jestlize

(Fc € RY)(Ing € NT)(VYn > ng) : ¢+ g(n) < f(n).
Poznamenejme, Ze tato notace zanedbava multiplikativni konstanty a po-
rovnava pouze rad funkci. To miize byt casto omezujici. Pokud budeme

chtit porovnavat algoritmy, jejichz rad je stejny, budeme se muset odkazat
na empiricky namérené hodnoty viz kapitola B

2.3 Datové struktury

Nésledujici definice jsou ¢astecné prejaty z [9]. Stejné definice jsou vyuzity
také v predmétu BI-PA2.
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2.3. Datové struktury

Nékteré algoritmy vyzaduji specialni datové typy pro uchovavani mezivy-

sledkti. Pro sjednoceni terminologie zde uvedeme definici a rozhrani jednot-

livych ndmi vyuzivanych abstraktnich datovich typ1i.

Definice 2.21. Abstraktni datovy typ (déle jen jako ADT) je typ dat, jehoz

chovani nezavisi na vlastni implementaci.

Definice 2.22. Fronta je ADT, jehoz operace vybéru vrati vzdy prvek,
ktery byl do vloZen jako prvni (anglicky first in, first out ve zkratce FIFO).

Fronta ma nasledujici rozhrani:

create — vytvor a inicializuj frontu,
enqueue — vloz polozku na konec fronty,

dequeue — odeber polozku ze zacatku fronty, pokud je fronta prazdna,

nedélej nic,

front — vrat polozku ze zacatku fronty, pokud je fronta prazdna,

nedélej nic,

empty — vrat true pokud je fronta prazdna, jinak false (¢asto budeme

pouzivat zkraceny zapis @ = 0).

Definice 2.23. Zdsobnik je ADT, jehoz operace vybéru vrati vzdy prvek,
ktery byl vloZzen naposledy (anglicky last in, first out, ve zkratce LIFO).

Zasobnik ma nasledujici rozhrani:

create — vytvor a inicializuj zasobnik,
push — vloz polozku na vrchol zasobniku,

pop — odeber polozku z vrcholu zasobniku, pokud je zasobnik prazdny,

nedélej nic,

top — vrat polozku z vrcholu zésobniku, pokud je zasobnik prazdny,

nedélej nic,

empty — vrat true pokud je fronta prazdna, jinak false (¢asto budeme

pouzivat zkraceny zapis Q = 0).
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2. NOTACE A TERMINOLOGIE

2.4 Heuristické funkce
Nésledujici definice jsou pfejaty z predmétu BI-ZUM cerpajici z [6].

Pti hledani nejkratsich cest v grafech budeme casto vyuzivat néjakou externi
informaci o vyhodnosti expandovani jednotlivych vrchol.

Definice 2.24. Necht G = (V, E, ¢, w) je ohodnoceny graf a g cilovy hledany
vrchol. Heuristickd funkce je libovolna funkce

h:V — RS
takovd, ze Yo € V : h(v) udavd odhad délky cesty mezi vrcholem
vagah(g)=0.

Navrh spravné heuristické funkce silné zavisi na podstaté zadaného
problému a je vétsinou velmi slozity. My si zde alespon ukézeme ty

nejzakladnéjsi a nejcastéji pouzivané.

Definice 2.25. Necht p a ¢ jsou dva vektory v R". Manhattanskou

vzdalenosti téchto dvou vektoru nazveme
n
dy(p,q) = Y |pi — il
i=1

Definice 2.26. Necht p a ¢ jsou dva vektory z R". Fuklidovskou vzddlenosti
téchto dvou vektorii nazveme

dg(p,q) = A zi: (@i — pi)*.

Definice 2.27. Necht p a ¢ jsou dva vektory z R™. Chebyshevovou
vzddlenosti téchto dvou vektorii nazveme

den(p, q) = iel{lll?ﬁ} \¢i — pil-

Definice 2.28. Necht p a ¢ jsou dva vektory z R2. Diagondlni vzddlenosti

téchto dvou vektort nazveme

dD(Py Q) = (|Q1 _pl‘ + |‘12 —p2|) + (\/__ 2) ) min(|q1 —p1|> |QQ —pQD-
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2.5. Ostatni

2.5 Ostatni

Na zavér této kapitoly poznamenejme, ze bude-li nékde v textu potieba
formulovat dalsi pojem, objevi se jeho definice v prislusné kapitole. Zvysi

to tak citelnost textu a odstrani zbytecné listovani.
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KAPITOLA 3

Algoritmy pro prohledavani grafu

Jednou ze zakladnich kategorii algoritmii v teorii grafii je prohledavani.
Cilem téchto algoritmt je systematicky prochazet vrcholy a hrany grafu.
Ackoliv se to na prvni pohled nemusi jevit dulezité, maji tyto algoritmy
nepreberné mnozstvi praktickych i teoretickych vyuziti. Uvedme tedy
alespon nékteré z nich:

« mnavigovani robota v prostoru (napriklad v bludisti),
o hledani souvislych komponent v grafech,

e pohyb postavy v pocitacové hie

e a hledani mosti a artikulaci v grafech.

Mnoho problémi, u kterych bychom na prvni pohled nehledali souvislost
s grafovymi algoritmy, lze redukovat (tzn. prevést) pravé na prohledavani
v grafu.

Krasnym piikladem muze byt klasickd hra 15 (téZ zndma jako Loydova
15, popripadé Lisdk). Hlavolam sestavéa z krabicky, do které se vejde 4 x 4
oc¢islovanych c¢tvercovych kament a kde misto pro jeden kamen je volné.
Na zacatku jsou kameny ndhodné zamichany. Cilem hrace je pomoci posuni
kament vzdy na volné misto nalézt sérii po sobé jdoucich presunt tak, aby
na konci byly kameny serazené a volné misto se nachazelo v pravém dolnim
rohu krabicky:.
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3. ALGORITMY PRO PROHLEDAVANI GRAFU

9 1101112

1314 | 15

NN
Obrazek 3.1: Loydova 15, zdroj [10]

Tuto hru lze redukovat na grafovy problém nasledovné:
» vrcholy grafu budou tvoreny vzdy validnim stavem hry

e a hrana v grafu bude mezi dvéma stavy hry, které lze jednim posunem

kamene na sebe vzajemné prevést.

V takto zavedeném stavovém prostoru se snazime z nami zadaného
pocatecniho stavu najit libovolnou cestu do stavu koncového (tzn. stav,

ve kterém jsou kameny serazeny).

Vyse uvedeny postup lze s mensi ¢i vétsi modifikaci aplikovat i na jiné
problémy. Ve velké mire je toho vyuzivano pii studiu a vyvoji umélé
inteligence. Ta je z velké ¢asti postavena pravé na prohledavani stavového
prostoru. Zminme napftiklad v dnesni dobé velmi diskutovany pokrok
umeélé inteligence Alpha Go, kterd jiz porazi velmistry této hry. Ackoliv
se mélo dlouhou dobu za to, ze diky slozitosti hry Go (okolo 10%310'7
moznych stavil) nebude vykon dnesnich pocitacu stacit pro porazeni
lidského hrace.

V nasledujicich sekcich si detailné popiseme nékteré tyto algoritmy a u kaz-
dého se zamyslime nad jeho vlastnostmi a pripadnou optimalizaci.

Jelikoz podstatnou ¢ast této prace tvorl implementace téchto algoritmi,
u kazdého algoritmu uvedeme kod, ktery jej spusti. Abychom vzdy nemuseli
znovu deklarovat graf, na kterém algoritmus poustime, zavedeme si ho
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3.1. Prohledavani do sitky

v kédu El] a v ukdzkach se na néj budeme pouze odvoldvat. Jednd
se o osmismeéernou ctvercovou mrizku, jejiz vizualizaci miuzeme vidét

na obrazku @

Pozndmka. Ctvercova mifzka ma dvé zakladni moznosti vizualizace. Prvni
jsme pouzili v pripadé vizualizace El!, kde vrcholy i hrany jsou explicitné
znazornéné. Druhou moznosti je znazornit pouze mrizku, tak jak je tomu na
obrazku @ Vrchol v takové vizualizaci je potom celé policko v této mrizce
a hrany jsou implicitné mezi vsemi sousedicimi vrcholy. Pokud je policko
cerné, znamena to, ze vrchol, ktery by byl v grafu na tomto misté, chybi
a tudiz chybi i hrany incidentni s timto vrcholem.

Obrazek 3.2: Vizualizace vychoziho grafu @

3.1 Prohledavani do Sirky

Prvni algoritmus, ktery si predstavime, se jmenuje prohledavini do Sirky
(anglicky Breadth-first search, ve zkratce pak BFS). Za objevitele tohoto
algoritmu je povazovan E. F. Moore, ktery jej jako prvni popsal ve svém
¢lanku [11] z roku 1959. Nezévisle na ném priSel se stejnym algoritmem
v roce 1961 také C. Y. Lee [12] pti zkoumdni elektrickych obvodt.

BFS pracuje na neohodnoceném grafu. Algoritmus dostane na vstupu graf
a pocatecni vrchol a postupné prohledava vrcholy smérem od vstupniho
vrcholu. Tento zptsob priichodu je oznacovan casto jako zdplavové prohle-
ddvani. Toto oznacCeni prameni v jisté podobnosti s predstavou, kdy do

41



3. ALGORITMY PRO PROHLEDAVANI GRAFU

L

(a) Zaplavové prohledavani (b) Prohledavaci BFS strom

Obrazek 3.3: Vizualizace BFS algoritmu

vstupniho vrcholu pritéka voda a ta se stejné jako BFS sifi skrze hrany
do dalsich vrchold. Dilezité je, ze algoritmus prohledava graf rovnomérné
v kazdém sméru, nebo-li Ze se §iti ve vlnach viz vizualizace @ Na obrazku
také mizeme vidét priklad prohledavaciho BFS stromu, kde ¢isla oznacuji

poradi prohledavani jednotlivych vrcholi.

BES vyuziva ve své implementaci ADT fronta. Na poc¢atku vlozi do fronty
pocatecéni vrchol. Poté v kazdé iteraci odebere vrchol ze zacatku fronty
a provede jeho expanzi. Expanzi se zde rozumi proces, kdy do fronty
pridavame vsechny doposud nenavstivené nasledniky vrcholu, které se v ni
doposud nevyskytuji. Pro detailnéjsi popis se odkazeme na pseudokdd @
Ukazka kodu @ pak spousti prohledavani na BFS s minimalni moznou
konfiguraci.

3.1.1 Asymptoticka slozitost

Casovou slozitost BFS mtizeme vyjadfit jako soucet mohutnosti mnoziny
vrcholit a mnoziny hran tak, jak je uvedeno v tabulce @ Tento vztah
vyplyva z faktu, ze pti prohledavani grafu musime v nejhorsim ptipadé
navstivit vSechny vrcholy a projit pres vSsechny hrany. Pamétova slozitost
je pak rovna pouze mohutnosti mnoziny vrcholi, a to z divodu existence
fronty ) a mnoziny Visited, které v nejhorsim pripadé obsahuji vSechny
vrcholy grafu.

V umélé inteligenci se casto pouzivaji grafy s nekoneénym mnozstvim
vrcholl, takzvané nekonecné grafy. U nich je vysSe zminéna formulace
casové a prostorové slozitosti neprakticka. V téchto pripadech se odvozuje
casova slozitost na zakladé vetvicitho faktoru b. d pak oznacuje vzdéalenost
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3.1. Prohledavani do sitky

Input: G = (V, E,€) graf ; s pocatecni vrchol

1 Function BFS(G, s):

2 Visited < Visited U {s}

3 Q := fronta

4 Q.enqueu(s)

5 while Q # () do

6 v < Q.dequeuel()

7 forall w € Succ(v) do
8 if w ¢ Visited then
9 Visited < Visited U {w}
10 Q.enqueue(w)

11 end

12 end

13 end

Algoritmus 3.1: BFS algoritmus

mezi poc¢atecnim vrcholem a vrcholem, kdy je algoritmus ukoncen. Jelikoz
si algoritmus ukldda vsechny nésledniky vrcholi do fronty a mnoziny
navstivenych vrcholii, je paméfovd narocnost v tomto zpiisobu zépisu

exponencialni.

Casova slozitost: O(|V] + |E|) = O(b%)
Prostorova slozitost: O(|V|) = O(b?)

Tabulka 3.1: Asymptoticka slozitost BFS algoritmu

3.1.2 Hledani cesty mezi dvéma vrcholy

BFS lze pouzit nejenom k systematickému prichodu grafem. Jednoduchou
modifikaci ptivodniho algoritmu @ lze ziskat cestu mezi zadanym poca-
teénim a cilovym vrcholem, nebo rozhodnout, ze takova cesta neexistuje.
Jediné, co je nutné si navic pamatovat, je predek kazdého vrcholu, ktery
byl expandovan. Poté, co algoritmus dobéhne, lze postupné rekonstruovat
cestu z cilového vrcholu do pocatecniho. Pokud cilovy vrchol nema zadné-
ho predka, znamena to, ze v grafu neexistuje takova cesta. VSimnéme si,
ze nalezena cesta bude nutné nejkratsi diky poradi, ve kterém jsou vrcholy
prochazeny.
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3. ALGORITMY PRO PROHLEDAVANI GRAFU

Ptiméa optimalizace vyplyvajici z podstaty problému hledani cesty mezi dveé-
ma vrcholy je zastaveni algoritmu v momenté, kdy nalezneme cilovy vrchol.
Jelikoz pracujeme na neohodnoceném grafu, bude doposud nalezena cesta
nutné nejkratsi. Tato optimalizace je v implementaci obsazena, nicméné

nam v nejhorsim pripadé nezméni ¢asovou ani pamétovou slozitost.
Dilezitou vlastnosti BFS pri vyuziti v umélé inteligenci je uplnost.

Definice. Algoritmus nazveme uplngm pravé tehdy, kdyz vzdy nalezne
cestu mezi dvéma zadanymi vrcholy, jestlize takova cesta existuje.

Poznamenejme, ze pravée diky zpusobu prochazeni vrcholi v grafu je
zarucené, ze algoritmus danou cestu najde i v grafu s nekoneé¢nym poctem
vrcholi. Na rozdil od DFS, ktery si popiseme v dalsi sekci a ktery tuto

vlastnost nema.

3.1.3 Obousmérné prohledavani

Zustanme u problému hledani cesty mezi vrcholy. Dalsi moznost optimali-
zace je zacCit prohledavat graf z obou dvou zadanych vrcholti, z poc¢atecniho
i koncového zaroven. Oznacme prohledavani grafu z poc¢atecniho vrcholu ja-
ko dopredné a z koncového jako zpéetné. Postupné budeme stridat dopredné
a zpétné prohledavani a proces zastavime v momenté, kdy nalezneme vrchol
v, jenz byl navstiven jak doprednym tak zpétnym prohledavanim. Poté zre-
konstruujeme cestu mezi po¢atecnim (resp. cilovym) vrcholem a vrcholem
v. Vyslednou cestu ziskdme spojenim téchto dvou cest. Pfesny popis lze na-
jit v pseudokddu . Tento algoritmus byl poprvé predstaven v ¢lanku [13]
z roku 1970.

Poznamka. Jestlize se jedna o orientovany graf, je zpétné prohledavani
provadéno proti sméru orientaci hran. Jinak feceno, pro kazdy vrchol se

z mnoziny predchidcti stava mnozina naslednikit a naopak.

Obousmeérné prohledavani je typickou optimalizaci, se kterou se setkame
i v dalsich algoritmech. Vyhodou zde ovSem je fakt, Ze pracujeme
s neohodnocenym grafem. Je tak zarucené, ze v momenté, kdy objevime
prvni spoleény vrchol, je tento vrchol soucasti nékteré nejkratsi cesty
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3.2. Prohledavani do hloubky

mezi pocatecnim a cilovym vrcholem. Tato optimalizace jiz zlepsi ¢asovou

a prostorovou slozitost na O(b%?).

3.2 Prohledavani do hloubky

Prohleddvani do hloubky (anglicky Depth-first search, ve zkratce DFS) je
opét algoritmus pro prohledavani neohodnoceného grafu. Historie tohoto
algoritmu se datuje do 19. stoleti a je pripisovana francouzskému matema-
tikovi Pierre Trémaux, ktery studoval strategie pro feseni hlavolam.

Hlavni rozdil oproti BFS je ve zptsobu prochéazeni jednotlivych vrcholi
v grafu. Jak jiz bylo feceno, BFS prochézi graf po vlnach, oproti tomu DFS
se snazi co nejrychleji vzdalit od pocatecniho vrcholu. Vhodna vizualizace,
tak jako tomu bylo u BFS, bohuzel neexistuje, avsak dobrou predstavu si

muzeme udélat z prohledavacitho DFS stromu @, kde opét ¢isla oznacuji

Obrazek 3.5: Prohledavaci DFS strom

poradi prohledavani vrcholi.

Hlavnim vyuzivanym ADT je v tomto pripadé zdsobnik. Ten je mozny reali-
zovat dvéma zakladnimi zpusoby, a to bud explicitné vyuzitim néjaké imple-
mentované struktury, nebo systémovym zasobnikem pomoci rekurzivniho
volani. Castéji se voli druhy zminény zpiisob z divod vétsi prehlednosti

kédu a snazsi implementace. Deitalni popis opét nalezneme v pseudoko-

du @

3.2.1 Asymtoticka slozitost

Casova slozitost je u koneénych grafi stejnd jako u BFS a vychézi opét
z faktu, Ze v nejhorsim ptipadé prochazime cely graf viz tabulka @ Jelikoz
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3. ALGORITMY PRO PROHLEDAVANI GRAFU

Input: G = (V, E,€) graf ; s pocateéni vrchol ; g cilovy vrchol
Output: P cesta mezi s a g

1 Function BFSBidirectional(G, s, g):
2 Visitedp < {s}
3 Visitedp < {g}
4 Qr = Qp = fronta
5 Qr.enqueue(s)
6 Qp-enqueue(g)
7 | predecessorp(s) = s
8 predecessorg(g) = g
9 while Qr #0AQp # 0 do
// Doptedné prohledavani
10 v+ Qp.dequeue()
11 forall w € Succ(v) do
12 if w ¢ Visitedr then
13 Visited < Visitedp U {w}
14 predecessorp(w) = v
15 Qr.enqueue(w)
16 end
17 end
// Analogicky pro zpétné prohledévani
18 e
19 if Visitedr N Visitedg # () then
20 | return reconstructPath()
21 end
22 end
23 return noPathExists()

Algoritmus 3.2: BFS algoritmus s obousmérnym prohledédvanim
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3.2. Prohledavani do hloubky

Input: G = (V, E,€) graf ; s pocatecni vrchol
Function DFS(G, s):
Visited < ()
DFSRun(s)
Function DFSRun(v):
if v € Visited then
‘ return
end
Visited <— Visited U {v}
forall w € Succ(v) do
| DFSRun(w)
end

© W N O oA W N =

-
= o

Algoritmus 3.3: DFS algoritmus

si i zde udrzujeme mnozinu vsech navstivenych vrcholi je i prostorova

slozitost totozna.

Pokud budeme chtit vyjadrit prostorovou slozitost v zavislosti na vetvicim
faktoru b, musime si uvédomit, co vSechno je ukldadano. Uvazme implemen-
taci s rekurzivnim volanim. V hloubce d se na zasobniku nachazi presné d
vrchol, které cekaji, az se vynofime z rekurze. Pro kazdy tento vrchol si
musime pamatovat b nasledniki, které jsme jiz navstivili. To nam dava pro-
storovou slozitost O(b-d). VSimnéme si, Ze v tomto piipadé je jiz prostorové

slozitost vyrazné lepsi nez u BF'S.

Casova slozitost: O([V|+ |E|) = O(b%)
Prostorova slozitost: O(|V]) = O(b- d)

Tabulka 3.2: Asymptoticka slozitost DFS algoritmu

3.2.2 Hledani cesty mezi dvéma vrcholy

Podobné jak tomu bylo u BFS, i zde lze algoritmus upravit na hledani
cesty mezi dvéma vrcholy. Modifikace je naprosto totozna, staci si tedy
opét pamatovat predchudce jednotlivych vrcholi. Avsak na rozdil od BFS
nalezend cesta nemusi byt optimalni (tzn. nejkratsi). Tento fakt plyne opét
z poradi, ve kterém jsou vrcholy v grafu prochazeny.
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3. ALGORITMY PRO PROHLEDAVANI GRAFU

Jak jsme jiz diive uvedli, algoritmus DFS neni iplny. V pripadé nekonecného
grafu se muze stat, ze DFS zac¢ne prohledavat Spatnym smérem a nemusi se
ke koncovému vrcholu nikdy ani priblizit. V néasledujici sekci si predstavime
moznou modifikaci, ktera tyto nedostatky odstrani.

-7

3.3 Iteracné se prohlubujici prohledavani do

hloubky

Predstavme si, ze bychom chtéli mit algoritmus, ktery ma prostorovou
slozitost stejnou nebo lepsi nez DFS, ale spliuje definici iplnosti a navic
je zarucCeno, ze pri pripadné modifikaci pro hledani cesty mezi dvéma
vrcholy nalezne cestu nejkratsi. Jako prvni se touto myslenkou zaobiral
Richard E. Korf ve svém ¢lanku [14] z roku 1985. Potfebujeme upravit
poradi prochézenych vrcholi v grafu tak, aby bylo shodné s prochazenim
algoritmem BFS. Zaroven vsak nesmime uklddat priliS mnoho informaci,
abychom nezhorsili pamétovou slozitost algoritmu. Tohoto lze docilit
opakovanym spousténim DFS s postupnym zvysSovanim maximalni hloubky,
do které se muze zanotit, tak jak je uvedeno v pseudokdédu @ Takto
modifikovany algoritmus nazveme IDDFS z anglickych slov iterative
deepening.

Input: G = (V| E,¢) graf ; s pocatecni vrchol ; max_ depth
maximalni hloubka zanoreni

1 Function IDDFS(G, s, max__depth):
2 forall n € {1,... ,max_depth} do
3 | DLS(root, n)

4 end

5 Function DLS(v, max__depth):

6 if max_depth = 0 then

7 ‘ return

8 end

9 forall w € Succ(v) do

10 ‘ DFSRun(w, maz__depth — 1)
11 end

Algoritmus 3.4: IDDFS algoritmus
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3.3. ITteracné se prohlubujici prohleddvani do hloubky

3.3.1 Asymptoticka slozitost

Abychom zachovali paméfovou slozitost, nesmime si uklddat jiz jednou
navstivené vrcholy. Tato skuteénost méa za nasledek, ze nékteré vrcholy
budeme prochézet vicekrat. To se miize zdat jako velmi neefektivni, avsak
pro vyvdazené stromy si dokazeme, ze se tim nikterak nezméni casova slozitost

algoritmu.

Lemma 3.1. Algoritmus IDDFS spustény na vyvazeném stromu ma
¢asovou slozitost O(b?) a prostorovou slozitost O(d).

Diikaz. Pti béhu algoritmu jsou vrcholy v hloubce d expandovany ptresné
jednou, d — 1 pak dvakrat, a tak dal az nakonec je kofen prohledavaciho
stromu expandovan d + 1. Zajimé nas tedy chovani této rady

d
b+ 20"+ 30+ (A= D) db+ (d+ 1) =D (d+1—d)b.
=0
MiZzeme vytknout b?

VI +207 430724 (d— D)V db ™+ (d 4 1)b 7).

Provedeme substituci z := % =p!
V1422 4322 + -+ (d — Da® % 4 da® 4 (d + 1)z%).

Jelikoz b > 0 a d > 0, jisté plati
b (1+22" +32° + -+ (d— D)z + da®™ " + (d + 1)2) <> na™™).
n=1

Tato fada konverguje pro |z| < 1 k

1
bd 1 — -2 _ bd

( :’C) (1 N I'>27
pro |z| < 1 dostavame tedy vztah

b1+ 22" + 322 + -+ (d— Da®? +da® + (d + 1)b%) < b¥(1 — )2,
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3. ALGORITMY PRO PROHLEDAVANI GRAFU

A jelikoz (1 —z)% = (1—3)~? je pouze multiplikativni konstanta nezavisla
na hloubce zanoreni d, pak pokud b > 1 je vysledna asymptoticka slozitost
O(b?). Jelikoz si v pribéhu prohleddvani pamatujeme pouze cestu do
aktualné prohledavaného vrcholu, bude vysledna prostorova slozitost rovna

O(d). Dukaz je ptejat z ¢lanku [14]. O

Casova slozitost: O(|V] + |E]) = O(b9)
Prostorova slozitost: O(|V|) = O(d)

Tabulka 3.3: Asymptoticka slozZitost IDDFS algoritmu

3.3.2 Hledani cesty mezi dvéma vrcholy

Pro nalezeni cesty mezi dvéma vrcholy si musime opét pamatovat pred-
chiidce jednotlivych vrcholii. Abychom vsak nezhorsili prostorovou slozitost,
budeme si misto ukladani vsech predchudct pamatovat pouze cestu do ak-
tualné prohledavaného vrcholu. Vzdy pred expanzi pridame vrchol na konec
cesty a po nasledném vynoreni z rekurzivniho volani vrchol odebereme. Na
zaver konstatujme, ze jelikoz je poradi prochazenych vrchola stejné jako
u BFS, algoritmus nalezene nejkratsi cestu mezi zadanymi vrcholy.

3.3.3 Obousmérné prohledavani

Budeme-li chtit spustit tento algoritmus v obousmérné varianté, bude nutné
si ukladat navstivené vrcholy z posledni hladiny dopredného prohleddvani.
Presnéji feceno v kazdé iteraci smycky s maximalni hloubkou zanoreni k
spustime dopredné prohledavani a ulozime si vSechny vrcholy lezici v hladiné
k. Nasledné spustime dvakrat zpétné prohleddvani s povolenou maximalni
hloubkou k a k + 1, kde misto ukladani navstivenych vrcholi kontrolujeme,
zda nebyly nalezeny predchozim doprednym prohledavanim. Dvodem, proc
spoustime dvakrat zpétné prohledavani, je snaha vyvarovat se zbytecnému
doptednému prohledavani s vyssi maximalni hloubkou zanoreni (tzn.
osetfeni sudé a liché délky cesty). Jelikoz je nutné si pamatovat vrcholy
navstivené dopfednym prohledavanim na posledni hladiné, je vysledné
asymptotickd pamétova slozitost O(b - d).
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KAPITOLA 4

Algoritmy pro hledani cest v grafu

Doposud jsme hledali cesty pouze na neohodnocenych grafech. To muze
byt v nékterych pripadech prilis limitujici. Jako priklad si uvedme hledani
nejkratsi cesty na realné mapé. Mame zadany dvé mésta A a B a chceme
najit nejkratsi cestu mezi nimi. Pokud vyuzijeme jeden z algoritmi
BFS/IDDFS dostaneme nejkrat$i cestu ve smyslu, Ze cesta obsahuje
nejmensi pocet mést, kterymi musime projet na cesté z mésta A do mésta
B. To ovsem nemusi byt nejkratsi cesta, co se tyce kilometrové vzdalenosti,
o kterou nam jde v tomto pripadé predevsim. Proto si v této kapitole
predstavime algoritmy pro nejkratsich hledani cest na ohodnocenych
grafech.

Zamysleme se ovsem, pro jaky ohodnocenych graf méa smysl hledat nejkratsi
cestu. Napriklad na obrazku El! se nachazi tzv. zdpornd smycka. Ta
zapricinuje, ze pokazdé, kdyz prejdeme po jejich hranach, klesne nam délka
cesty. Nedava tedy smysl se ptat na nejkratsi cestu mezi vrcholy A a B.
V redlnych problémech se zridka setkame s grafy, které zaporné smycky
obsahuji, a tak se zde omezime pouze na grafy, jenz je neobsahuji.

Za Ttucelem zkraceni nékterych pseudokédtt si zde zavedeme specidlni

znaceni:
e Open: mnozina vrchol otevienych vrcholi.

o ('lose: mnozina vrcholl uzavienych vrcholt.
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4. ALGORITMY PRO HLEDANI CEST V GRAFU

e ¢(v): délka doposud nejkratsi nalezené cesty z poc¢atecniho vrcholu do

vrcholu v.
e gmin: minimalni hodnota g(v) pro Vv € Open.

Pokud to bude nutné, budeme pouzivat dolni index g (resp. p) pro dopredné
(resp. zpétné) prohleddvani. Zaroven vynechdme z pseudokodu radky, kde
si ukladdame predchiidce jednotlivych vrcholi. Pozorny ¢tenar si jisté sam
rozmysli, kde by se tyto operace pripadné vyskytovaly.

4.1 Bellman-Fordiv algoritmus

Jeden z prvnich algoritmii pro hledani nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu
predstavil Alfonso Shimble v roce 1955 ve svém clanku [15]. Nezavisle na
ném publikoval v roce 1956 Richard Bellman ve spolupréaci s Lester Ford
juniorem ¢lanek [16], kde popisuje tentyz algoritmus. Algoritmus hledd
nejkratsi cesty z pocatecniho vrcholu do vSech ostatnich vrcholi a sklada
se ze 3 casti

e inicializacni,

o relaxacni

e a kontrolni.

Pripadny vyskyt zaporné smycky grafu je detekovan v kontrolni ¢asti. Pro
detailnéjsi popis se opét odkazeme na pseudokdd El]

Zde je namisté zadefinovat si pojem, ktery nas bude provazet po zbytek této

kapitoly, a sice relaxace.

Definice 4.1. Proces prepocitavani doposud nejkratsich nalezenych cest

do naslednik w vrcholu v nazyvame relazaci vrcholu v.

Obrazek 4.1: Priklad zaporné smycky v grafu
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4.1. Bellman-Forduv algoritmus

Input: G = (V, E, €, w) ohodnoceny graf ; s pocatecni vrchol
1 Function BellmanFord(G, s):
// Inicializa¢ni ¢ést

2 forall v € V do
3 | g(v) = o0
4 end
5 g(s)=0
// Relaxacni ¢ast
6 forall i € {1,...,|V| -1} do
7 forall (v,w) € E do
8 if g(w) > g(v) + w((v,w)) then
0 | g(w) = g(v) + wl(v,w))
10 end
11 end
12 end

// Kontrolni ¢ast
13 forall (v,w) € E do

14 if g(w) > g(v) + w((v,w)) then
15 | return negativeCycle()

16 end

17 end

Algoritmus 4.1: Bellman-Fordiv algoritmus

4.1.1 Asymptoticka slozitost

Casovou slozitost lze snadno odvodit diky piftomnosti dvou smycek, kdy
jedna iteruje pres mnozinu vrchol a druha pres mnozinu hran. Pro ulozeni
mnoziny predchidcti a doposud nejkratsich cest potfebujeme linearni

mnozstvi paméti vicéi mohutnosti mnoziny vrcholii viz tabulka [1!

Casova slozitost: o(V|-|E|)
Prostorova slozitost: ©O(|V])

Tabulka 4.1: Asymptoticka sloZitost Bellman-Fordova algoritmu

4.1.2 Optimalizace

Existuje velké mnozstvi optimalizaci Belman-Fordova algoritmu. My si zde

predstavime pouze nejznameéjsi z nich.
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4. ALGORITMY PRO HLEDANI CEST V GRAFU

4.1.2.1 V¢Easné zastaveni

Muzeme vypozorovat, Ze pokud v jedné iteraci hlavni smycky (tzn.
smycka pres mnozinu vrcholi) neprobéhne zadné relaxace, neprobéhne uz
v zadné dalsi. Tohoto faktu mizeme vyuzit a pripadné predc¢asné ukoncit
béh algoritmu. Této optimalizaci fikame wvcasné zastaveni a je obsazena

v implementaci algoritmu.

4.1.2.2 Yen optimalizace

V roce 1970 publikoval Jin Y. Yen ve svém ¢ldnku [17] mozné optimaliza-
ce Bellman-Fordova algoritmu. Jedna z nich je velice podobné vcéasnému
zastaveni. Jestlize se ohodnoceni vrcholu v od posledni iterace nezménilo,
pak se relaxaci vrcholu v nezméni ani ohodnoceni jeho néaslednikti. Mzeme
tedy okamzité preskocit tento vrchol. Tato optimalizace nezméni asymto-
tickou slozitost v nejhorsim pripadé. Opét je tato optimalizace obsazena

v implementaci algoritmu.

4.1.2.3 SPFA optimalizace

Posledni optimalizace nam poslouzi jako pomyslny osli mustek mezi Bellman-
Fordovym algoritmem a skupinou algoritmt nazvanych Usporddané prohle-
davdani. Jihokorejsky informatik Fanding Duan v roce 1994 publikoval ¢la-
nek [[18], ve kterém predstavuje vylepseni Bellman-Fordova algoritmu ptida-
nim ADT fronta. Nazval ho Shortest Path Faster Algorithm (odtud vznikla
zkratka SPFA), v prekladu rychlejsi algoritmus pro hleddni nejkratsi ces-
ty. Navzdory tomuto jménu je asymptoticka slozitost v nejhorsim pripadé
stejna jako u puvodniho algoritmu. Pro strucnost preskoc¢ime slovni popis

algoritmu a pro jeho pochopeni se pouze odkazeme na pseudokod @

Pro detekci zaporného cyklu vyuzijeme stejné pozorovani jako u ptivodni
varianty. V grafu bez zdpornych smycek nemuze po |V| iteracich byt jiz
zadny vrchol relaxovan. Proto si pro kazdy vrchol budeme pamatovat,
kolikrat byl vytazen z fronty, a pokud tento pocet prevysi mohutnost

mnoziny vrcholli, ukon¢ime béh algoritmu.
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4.2. Usporadané prohledavani
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(tedy grafy s nezapornym ohodnocenim), ziskame dalsi dulezitou skupinu
algoritmi pro hledani cest v grafech. Samotné usporddané prohleddvani je
pouze koncept algoritmii zalozeny na zakladé prohledavani vrcholi v poradi,
které uréi néjaka prioritni funkce 7 : V' — R, Tato funkce slouzi jako jakysi
ukazatel, ktery vrchol je nejlepsi (odtud anglicky ndzev Best-first search)
pro dalsi expandovani. Vlastnosti vysledného algoritmu jsou tzce spjaty

Input: G = (V, E, €, w) ohodnoceny graf ; s pocatecni vrchol

Function SPFA(G, s):

end

end

Q = fronta
forall v € V do
g(v) =00

visits(v) =0
end
g(s) =0

Q.enqueu(s)
while @ # 0 do
v < Q.dequeue()
visits(v) = visits(v) + 1
if wisits(v) > |V| then
| return negativeCycle()
end
forall w € Succ(v) do
if g(w) < g(v) + w((v,w)) then

g(w) = g(v) + w((v,w))
if w ¢ @ then

| Q.enqueu(w)
end

end

Algoritmus 4.2: SPFA algoritmus

4.2 Usporadané prohledavani

Omezime-li se pouze na ohodnocené grafy G = (V, E, e, w), kde w : E — R{

s volbou této prioritni funkce.



4. ALGORITMY PRO HLEDANI CEST V GRAFU

Algoritmy zalozené na tomto konceptu si udrzuji dvé mnoziny vrcholu
otevrené a uzavrené. V kazdé iteraci se z mnoziny otevienych vrcholt vybere
vrchol, jehoz priorita je nejvyssi, a ten se nasledné relaxuje. Jeho doposud
neuzavieni naslednici jsou pak pridani do mnoziny otevienych vrcholi. Po
relaxaci je vrchol vlozen do mnoziny uzavienych vrcholt. Pro presny popis

algoritmu se opét odkazeme na pseudokdd @

Pozndmka. Pro dodrzeni standardniho znaceni budeme uvazovat, ze nejvyssi

prioritu mé vrchol, pro ktery plati 7(v) = 0, nejnizsi pak m(v) = oc.

Prevazna vétsina implementaci téchto algoritmu je zaloZena na prioritni
fronté. Jedna se o ADT podobny normalni fronté s tim rozdilem, ze zde jsou
prvky sefazeny podle néjakého klice (v nasem piipadé podle priority). Jinak
tomu neni ani v nasi implementaci. Toto Teseni je vyhodné pro nahodné
grafy, specialné pak pro tidké. Na druhou stranu pro grafy uplné bude
prioritni fronta zvysovat asymtotickou slozitost v nejhorsim pripadé a je

nutné na to pamatovat.

4.3 Dijkstriv algoritmus

V roce 1959 predstavil dansky védec Edsger W. Dijkstra ve svém ¢lanku [[19]
algoritmus pro hledani nejkratsich cest v nezaporné ohodnocenych grafech.
Algoritmus dostane na vstupu graf a pocatecni vrchol s, jeho vystupem
jsou pak nejkratsi cesty z tohoto vrcholu do vsech ostatnich dosazitelnych
vrcholi. Pokud pozadujeme nalezeni konkrétni cesty mezi vrcholy s a v,
pak muZeme vyuzit, za predpokladu, Ze zobrazeni w je prosté (kazdd
hrana mé unikdtni ohodnoceni), stejné modifikace jako u algoritmu BFS.
Zastavime prohledavani v momenté, kdy nalezeny vrchol odpovida cilovému
vrcholu v.

Dijkstrav algoritmus je specidlni pripad Usporddaného prohleddvdini pro
prioritni funkci:

m(v) = g(v),

kde g(v) je délka cesty mezi vrcholem v a po¢ateénim vrcholem s.
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4.3. Dijkstriav algoritmus
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prioritni funkce

Function Best-First Search(G, s, 7):

Open «+ {s}
Close + )
forall v € V do
g(v) =00
pr(v) = oo
end
g(s) =0
pr(s) =m(s)
while Open # () do
v < deleteBest(Open)
Close < Close U {v}
forall w € Succ(v) do
if w € Close then
‘ Continue
end
new__pr < w(w)

pr(w) = new_pr
if w ¢ Open then

end
end

end
end

if g(w) > g(v) + w((v,w)) then
g9(w) = g(v) + w((v,w))

| Open < Open U {w}

Input: G = (V| E, ¢,w) ohodnoceny graf ; s pocatecni vrchol ; 7

Algoritmus 4.3: Usporadané prohledavani
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4. ALGORITMY PRO HLEDANI CEST V GRAFU

Obrazek 4.2: Vizualizace Dijkstrova algoritmu

Prochézeni grafu Dijkstrovym algoritmem lze vizualizovat podobné jako
u BFS viz obrazek @ Algoritmus se také siti ve vlnach, avsak nékterymi
sméry vina postupuje rychleji.

4.3.1 Asymtoticka slozitost

Casova slozitost je pifmo zévisld na implementaci. Pii vyuziti haldy
jako prioritni fronty nas zajima cas potiebny pro provedeni operace sniz
klic Tpr (anglicky deacrease key) a odstran minimum Tgy (anglicky
extract minimum). Konkrétni slozitosti pfi riznych implementacich jsou

nasledujici:
 naivni feSeni bez haldy: O(|V|* + |E|),
o binarni/binomialni halda: O((|V| + |E|) - log |V]),
« fibonacciho halda: O(|E| + |V] - log |[V]).

Je diilezité si uvédomit, ze pokud |E| ~ |V|?, potom je feSeni s vyuzitim bi-

narni/binomialni haldy asymtoticky horsi nez naivni feseni bez haldy:
O(IVI* +|E]) ~ O(IVI*) £ O((IV| + |E]) - log [V]) ~ O([V[* - log [V]).

Pokud v implementaci dodrzime pravidlo, Zze se prvek v haldé smi
vyskytovat nejvyse jedenkrat, je prostorova slozitost linearni k mohutnosti
mnoziny vrcholi viz tabulka {.2. Stejné jako u BFS lze odvodit casové

a prostorové slozitosti na zakladé vétviciho faktoru.

Nase implementace vyuziva mnozinu z STL knihovny, ktera je postavena
na cerveno-cerném stromé. Asymtoticka slozitost popsanych operaci tedy
odpovida bindrni/binomialni haldé.
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4.3. Dijkstrtv algoritmus

Casova slozitost: O(|V] - Tpk + |E| - Tgur) = O(b9)
Prostorova slozitost: O(|V]) = O(b?)

Tabulka 4.2: Asymptoticka slozitost Dijkstrova algoritmu

4.3.2 Obousmérné prohledavani

Algoritmy Dijkstra a BF'S maji jak je vidét mnoho spole¢ného. Proto nikoho
neprekvapi, ze i zde mizeme pro hledani cesty mezi vrcholy s a g vyuzit
obousmeérného prohledavani. Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze je situace
zcela totoznd a stac¢i pouze najit prvni vrchol v, ktery lezi v priniku
dopredného a zpétného prohleddvani. Nasledné pak najit cestuz sdovazg
do v a tyto cesty spojit. Zdani zde ovSsem klame, jak ukazuje obrazek @
Vyse uvedeny postup najde suboptimélni cestu s délkou 10, optimalni cesta
ovsem vrchol v neobsahuje a ma délku 9.

3

Obrazek 4.3: Chyba pfi Spatné implementaci Dijkstrova algoritmu s obousmérnym
prohledavanim

Existuje nékolik zptisobii, jak osetfit tuto situaci. Nejdrive si vsak vyslovime

lemma, na kterém bude nas algoritmus postaven (lemma je prejato
z [20]).

Lemma 4.1. Necht G je graf, s pocatecni vrchol a g cilovy vrchol. Necht
dist[u] je vzdélenost ziskand dopfednym prohleddvanim z vrcholu s v G
a distf[u] je vzdélenost ziskand zpétnym prohledavanim z vrcholu g v G.
Oznacme vrchol v takovy, ktery byl nalezen jak doprednym tak zpétnym
prohledavanim. Potom existuje néjaka nejkratsi cesta mezi s a t, kterd
obsahuje néjaky vrchol u takovy, Ze byl nalezen dopfednym nebo zpétnym

prohleddvanim (popt. obéma) a pro délku této cesty plati:

I(s,g) = dist[u] + dist"[u].

Diikaz. Pro rozsahlost diikaz pfeskocime a odkazeme se pouze na [20]. [
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4. ALGORITMY PRO HLEDANI CEST V GRAFU

Spustime tedy prohleddvani z obou dvou zadanych vrcholi. Jakmile
nalezneme prinik téchto prohledavani, oznac¢me vrchol v tomto priniku
v, mame i cestu mezi zadanymi vrcholy. Oznac¢me jeji délku p. Tato cesta
muze byt suboptimalni, proto pokracujeme v prohledavani a v pripadé
nalezeni dalsich prinikt zkontrolujeme, zda nové nalezena cesta neni lepsi
nez puvodni (pokud ano, upravime p). Algoritmus ukonc¢ime tehdy, kdyz je

splnéna nasledujici podminka:
gr(u) + gp(u) + a = p,

kde hodnota « je nejmensi ohodnoceni hrany v grafu GG. Timto je zaruceno,
ze na konci béhu algoritmus vrati optimalni nejkratsi cestu.

Jesté je nutné rozmyslet, jakym zptsobem budeme stiidat dopredné
a zpétné prohledavani. Nabizi se dvé moznosti. Bud budeme sttidat tyto
dvé prohledavani symetricky (jednou dobredné a jednou zpétné), nebo
provedeme vzdy relaxaci pouze vyhodnéjsiho prohledéavani. V implementaci
je zvolena druhd z téchto variant.

Casova slozitost se nAm touto optimalizaci snizi na O(b%2).

7 ré

4.4 Hladové usporadané prohledavani

Do této chvile vSsechny nase algoritmy pracovaly pouze se vstupni grafem
a jeho ohodnocenim. Predstavme si nyni, Ze bychom navic méli funkci, kterd
riké, jak vyhodné je expandovat dany vrchol. Algoritmus, ktery vyuziva
tuto externi funkci k nalezeni nejkratsi cesty budeme nazyvat informovang
a funkci samotnou heuristickou funkci, znacime h.

Hladové uspordadané prohledavani je dalsim specidlni prfipadem usporadané-

ho prohledavani, kde prioritni funkce je rovna

Takto zadefinované prohledavani postupuje rychle k cilovému vrcholu
a zbytecné neexpanduje vrcholy ve Spatném smeéru. Bohuzel optimalita
nalezené cesty neni zarucena, jak ukazuje obrazek Q Pokud totiz
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Input: G = (V, E, €,w) ohodnoceny graf ; s pocatecni vrchol ; goal
cilovy vrchol
Function DijkstraBidirectional(G, s, goal):
Openg <+ {s}
Openg < {g}
Closer = Closeg + ()
P 4 00
a < min({w(e)|Ve € E})
forall v € V do
| ge(0) = ga(v) = o0
end
gr(s) = gp(g) =0
while Openp # 0 A Openp # 0 do
if prming 4+ prming + o > p then
| return reconstructPath(p)
end
if prming < prming then
v < deleteBest(Openr)
Closep < Closep U {v}
forall w € Succ(v) do
if w € Closer then
‘ Continue
end
if gp(w) > gr(v) + w((v,w)) then
gr(w) = gr(v) +w((v,w))
if w ¢ Openp then
| Openp < Openp U {w}
end
end
if w € Openg U Closeg N gr(w) + gp(w) < p then
| p=gr(w)+ gp(w)
end

end
else
// Analogicky pro zpétné prohleddvani

end

end
return noPathExists()

Algoritmus 4.4: Dijkstriv algoritmus s obousmérnym prohledavanim
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4. ALGORITMY PRO HLEDANI CEST V GRAFU

(a) Suboptimalni cesta (b) Optimalni cesta

Obrazek 4.4: Neoptimalita Hladového usporadaného prohledavani

algoritmus najde jednou cestu do néjakého vrcholu, uz se nesnazi tuto cestu
v budoucnu vylepsovat.

Riznou volbou prioritni funkce 7 jsme zatim dostali dva rizné algoritmy.
Prvni byl Dijkstra, neinformovany algoritmus, u kterého je zaruceno naleze-
ni optimalni cesty, avsak prohledava zbytecné mnoho vrcholi. Druhym je
pak informovany algoritmus Hladové usporadané prohledavani, ktery zbytec-
né neprohledava neperspektivni vrcholy, ale optimalita nalezené cesty neni
zarucena. Logicky bychom chtéli vyhody obou algoritmt spojit. Tim dosta-
vame algoritmus A *, ktery si detailnéji popiSeme v ndsledujici sekci.

4.5 A* algoritmus

V pribéhu 60. let minulého stoleti se matematici snazili prijit na zpusob,
jak efektivné vyuzit heuristickou funkci pro co mozna nejvétsi zrychleni
algoritmi. Vrcholem tohoto snazeni byl ¢lanek [21], ktery jako prvni dokazal,
ze algoritmy A1 a A2 najdou optimalni cestu v grafu. Zaroven je v ¢lanku
popsan algoritmus vznikly jejich kombinaci, ktery autori nazvali A *, a nutné
podminky kladené na heuristickou funkci.
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Obrazek 4.6: Vizualizace A* algoritmu

Stale se jedna o wuspordadané prohleddvani, kde za prioritni funkci bere-

m(v) = g(v) + h(v) = f(v),

kde g(v) je délka cesty mezi vrcholem v a poc¢ateénim vrcholem s a h(v) je
heuristicka funkce.

Aby byl algoritmus optimalni, je nutné od heuristické funkce vyzadovat
nekteré specialni vlastnosti. Pro jejich zavedeni bude ovsem potieba pojem

optimalni heuristika.

Pozndmka. Nésledujici definice jsou prejaty z predmétu BI-ZUM cerpajici

2 ().

Definice 4.2. Necht G = (V, E, €, w) je ohodnoceny graf a g cilovy vrchol.
Potom heuristiku A*, kterda pro kazdy vrchol v vraci délku nejkratsi cesty

z vrcholu v do vrcholu g, nazyvame optimalni heuristikou.

Sestrojeni takové heuristiky je stejné tézky problém, jako vyresit problém
hledani nejkratsi cesty samotny. Proto se spokojime s heuristickou funkei,

kterda bude pripustnd a monotonni.

Definice 4.3. Necht G = (V, E, €, w) je ohodnoceny graf a g cilovy vrchol.
Potom heuristiku h nazveme pripustnou (anglicky admissible) pravé tehdy,
kdyz

Yo e Vi h(s) < h*(v).

Definice 4.4. Necht G = (V, E,¢,w) je ohodnoceny graf a g cilovy vrchol.
Potom heuristiku h nazveme monoténni (anglicky monotone) pravé tehdy,
kdyz

V(v,u) € E: h(u) < h(v) +w((v,u)).
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4. ALGORITMY PRO HLEDANI CEST V GRAFU

Pro takovou heuristiku je dokdzané (dikaz nalezneme v clanku [21]), Ze
algoritmus A* nalezne optimalni cestu mezi zadanymi vrcholy. Pozname-

nejme, ze pokud pro zvolenou heuristickou funkci plati
Vo eV :h(v) =0,

dostavame klasicky Dijkstriv algoritmus.

4.5.1 Asymptoticka slozitost

Casova slozitost silné zavisi na zvolené heuristické funkci. Jak jiz bylo
uvedeno vyse, A* mize zdegenerovat na Dijkstruv algoritmus, a proto
je v nejhorsim pripadé casova slozitost stejnd jako pravé u Dijkstrova

algoritmu. Totéz plati o prostorové slozitosti.

4.5.2 Obousmérné prohledavani

Kréatce po objevu algoritmu A * pfisel Ira Pohl ve své dizertaéni praci [22]
s obousmeérnou variantou tohoto algoritmu. Tato modifikace se opét sklada
z dvou nezavislych prohledavani dopredného a zpétného. Kazdé prohledavani
vyzaduje svou vlastni heuristickou funkci, kde hp(v) (resp. hg(v)) vraci
dolni odhad vzdélenosti mezi pocatecnim (resp. koncovym) vrcholem
a vrcholem v. Ozna¢me fmin minimalni hodnotu f(v) pro Vv € Open.
V kazdé iteraci prohledavéani vybereme vrchol v takovy, Ze plati f(v) =
fmin. Pro tento vrchol nasledné provedeme expanzi a relaxaci. Budeme si
opét pamatovat délku nejkratsi doposud nalezené cesty p mezi zadanymi
vrcholy. Na pocatku vyhledavani polozime p = oo. Vzdy, kdyz nalezneme
vrchol, ktery je v priniku navstivenych vrcholit obou prohledavani, snazime

se vylepsit tuto hodnotu, tedy
p = min (p, gr(v) + gp(v)).
Algoritmus zastavime, jakmile je splnéna podminka

max (fming, fming) > p.

Pseudokdd je az na vyse popsané vyjimky totozny s kodem @
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4.6. MM algoritmus

4.6 MM algoritmus

V roce 2015 vydali Barker a Korf ¢lanek [23], ktery se zabyva efektivitou
obousmérného heuristického prohledavani. Z néj pro néas plyne jedno
dilezité tvrzeni. Nejdiive vSak oznacme:

e Uni-HS jako jednosmérné heuristické prohleddvani a
e Bi-HS jako obousmérné heuristické prohledavani.

Lemma 4.2. Uni-HS expanduje méné vrcholi nez Bi-HS pravé tehdy, kdyz

pro vice jak polovinu vrcholii expandovanych Uni-HS plati:

<
9= 9

kde C* je délka optimélniho cesty. Dikaz nalezneme v clanku [23].

Jinymi slovy nam toto tvrzeni tikd, ze vyuziti Bi-HS nutné nesnizi pocet
expandovanych vrcholi. Ba dokonce se tento pocet muze i zvysit. Proto
se budeme snazit prijit na alternativni variantu obousmérného A*, kde je

zaruceno, ze se obé prohledavani setkaji uprostred.

Definice 4.5. Rikdme, Ze se obousmérné prohledévani setkd uprostred
(anglicky meets in the middle) prave tehdy, kdyz hodnota gr(v) (resp. gg(v))
pro vSechny expandované vrcholy v neprevysi C*/2.

V roce 2016 navazali Holte, Sharon a spol. ¢lankem [24], ve kterém
predstavuji obousmérny heuristicky algoritmus, kde je garantovano, ze obé
prohledavani se setkaji uprostred. Autori clanku algoritmus nazvali MM.

Hlavni zménou oproti obousmérné varianté A* je prioritni funkce:

mr(v) = max (fr(v),2 - gr(v)).

Analogicky je potom zavedena wg(v). Ozna¢me C' = min(prming, prming),
potom v kazdé iteraci expandujeme vrchol s prioritou C. V pripadé, ze
takovych vrcholu je vice, volime ten, s minimalni gz (resp. gg) hodnotou.
Tohoto je v pseudokodu @ docileno volanim funkce deleteBest. Podobné
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4. ALGORITMY PRO HLEDANI CEST V GRAFU

jako u A* je algoritmus ukoncen, jakmile je splnéna podminka:
max (C, fming, fming, gming + gming + «) > p,

kde « je nejmensi ohodnoceni hrany v grafu a p délka doposud nejkratsi

nalezené cesty (na pocatku p = 0o).

Asymtoticka slozitost v nejhorsim pripadé bude opét stejna jako u Dijkstro-
va algoritmu s obousmérnou optimalizaci. AvSak pri feseni realnych problé-
mu bude slozitost vyrazné mensi. Jeji konkrétni hodnota bude zavisla na
zvolené heuristické funkci a podstaté problému. Pro konkrétni porovnani
algoritmii se odkazeme na kapitolu a

4.7 lterativné se prohlubujici A*

Jak jiz nazev napovida, budeme se nyni zabyvat podobnou modifikaci
algoritmu, jako tomu bylo u IDDFS. Vysledkem naseho snazeni bude
algoritmus, jehoz Casovd slozitost zustane asymptoticky stejnd jako u A*,
avsak prostorovou slozitost vyrazné snizime. Pro pripomenuti, hlavni rozdil
mezi DFS a IDDFS byl, ze u IDDFS jsme si nepamatovali, které vrcholy
jsme jiz jednou navstivily. U iterativné se prohlubujiciho A* (anglicky
iterative deeping A*, ve zkratce IDA*) budeme postupovat obdobné
a nebudeme si uklddat zadné informace o navstivenych vrcholech. To
nutné povede k opétovnému navstiveni jiz jednou prohledéavanych vrcholu.
Avsak Korf ve svém ¢lanku [14] uvadi dukaz, Ze pokud budeme pracovat
s vyvazenymi stromy a uvazovat pouze heuristickou funkci s konstantni

relativni chybou, tak se asymptoticka casova slozitost nezméni.

V obecném pripadé je Casova slozitost algoritmu A* zavisla na heuristické
funkci. Chceme, aby kvalitni heuristicka funkce prilis nepodhodnocovala
své odhady. Pomér podhodnocenych odhadt vici vsem odhadiim budeme
nazyvat chybovosti heuristické funkce.

Definice 4.6. O heuristické funkci rekneme, ze ma konstantni absolutni
chybu, jestlize pocet podhodnocechych odhadt je vzdy shora omezen
néjakou konstantou k € N, nehledé na mnozstvi odhadi.
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Input: G = (V, E, €,w) ohodnoceny graf ; s pocatecni vrchol ; goal
cilovy vrchol ; hg dopredna heuristicka funkce ; hg zpétna
heuristicka funkce

Function MM(G, s, goal, hp, hp):

p
o

end

whil

e

e

end
retu

Openg < {s} ; Openg < {g} ; Closer = Closep < ()

0,9)

min({w(e)|Ve € E})

forall v € V do
| gr(v) = gB(v) = 0

gr(s) = gs(g) =0

e Openp # (0 A Openr # () do

C' = min(prming, prming)
if max (C, fming, fming, gming + gming + ) > p then
| return reconstructPath(p)

nd

if prming < prming then

v < deleteBest(Openr)
Closep < Closep U {v}
forall w € Succ(v) do
if w € Closer then
‘ Continue
end
if gp(w) > gr(v) + w((v,w)) then
gr(w) = gr(v) +w((v,w))
if w ¢ Openp then
| Openp < Openp U {w}
end
end
if w € Openp U Closep A gr(succ) + gpsuce < p then
| p < gr(succ) + gp(succ)
end

end
Ise
// Analogicky pro zpétné prohleddvani

nd

rn noPathExists()
Algoritmus 4.5: MM algoritmus
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4. ALGORITMY PRO HLEDANI CEST V GRAFU

V redlnych pripadech je sestrojeni takové heuristiky obtizné, a proto se

spokojime s heuristikou s konstantni relativni chybou.

Definice 4.7. O heuristické funkci fekneme, Zze ma konstantni relativni

chybu, jestlize chybovost je shora omezena konstantou k € N.

Jelikoz pracujeme s ohodnocenym grafem, namisto maximélni hloubky za-
notreni si budeme pamatovat prdh (anglicky treshold) maximélniho zanore-
ni. Jestlize pak stoupne hodnota f(v) nad hodnotu prahu, nepokracujeme
v prohledavani dalsich urovni. V kazdé iteraci algoritmu se prah zvysi o mi-
nimalni hodnotu, ktera je potfebna k navstiveni dalsi irovné v prohledavani.

Pro lepsi predstavu poslouzi pseudokod @

7 popisu algoritmu tedy jasné vyplyva, ze jediné ukladané informace
jsou vrcholy, které se nachazi na cesté mezi aktualné prohledavanym
a pocatecnim vrcholem, tedy prostorova slozitost odpovida O(d).

4.8 Skokové prohledavani

Tato sekce prejima obrazky a algoritmy z ¢lanku [25].

Jako posledni algoritmus pro hledani cesty mezi dvéma vrcholy si predsta-
vime skokové prohleddvani (anglicky jump point search, ve zkratce JPS).
Jedna se o specidlni pripad algoritmu A*, ktery pracuje pouze na ohodno-
cené osmicestné ctvercové mrizce. V té lze typicky mezi dvéma libovolnymi
vrcholy najit vice stejné dlouhych cest. Této vlastnosti fikdme symetrie cest.
V roce 2011 vySel ¢lanek [25] australskych informatiki, ktefi se jako prvni
zabyvali odstranénim zbyteéného prohledavani symetrickych cest. Vysled-

kem jejich snazeni je pak pravé algoritmus JPS.

Zékladnim stavebnim kamenem algoritmu JPS je sada prorezdvacich
pravidel. Jejich cilem je pro dany vrchol z a jeho predchidce p(x)
identifikovat vrcholy, jejichz prohledani nepovede k nalezeni optimalni cesty
mezi predchidcem p(x) a cilovym vrcholem. Tyto vrcholy pak vylouc¢ime
z mnoziny naslednik. Mnozinu naslednik bez prorezanych vrcholt budeme
oznacovat PrunedSucc(x). Jinymi slovy porovnavame dvé cesty Py a P.
Obé dvé zacinaji ve vrcholu p(x) a konéi v néslednikovi n vrcholu z,
avsak cesta P, obsahuje jako druhy vrchol pravé vrchol z, na rozdil od P,
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Input: G = (V| E, ¢,w) ohodnoceny graf ; s pocateéni vrchol ; goal
cilovy vrchol ; h heuristickd funkce

Function IDA*(G, s, goal, h):

bound = h(s)

path = [s]

loop
bound = search(path,0,bound)
if bound = oo then

| return noPathExists()

end

end

Function search(path, g, bound):
v < path.last()
if f(v) > bound then
| return f(v)
end
else if v = goal then
| exitAndReturn(path);
end
new bound = oo
forall w € Succ(v) do
if w € path then
‘ Continue
end
path.push__back(w)
t = search(path, g + w(v, w), bound)
new__bound = min(new__bound, t)
path.pop__back(w)
end

Algoritmus 4.6: IDA* algoritmus
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kterd tento vrchol viibec neobsahuje. Problém si rozdélime na dva mensi

podproblémy, podle sméru cesty z predchudce p(zx) do z:

Piimy smér: Profezeme vSechny vrcholy n € Suce(x), pro které plati:

len((p(z),...,n)y\ {z}) <len({p(x),z,n)),

kde (p(z), x,n) je cesta mezi vrcholy p(z) a z. Piiklad tohoto protezéani
je na obrazku @.7(a), kde jsou Sedou barvou oznaceny profezané
vrcholy.

Diagonalni smér: Profezeme vsechny vrcholy n € Succ(zx), pro které
plati:

len((p(z),...,n)y\ {z}) <len({p(x),z,n)).

Jedinim rozdilem je zména nerovnosti na ostie mensi. Priklad tohoto

prorezani je na obrazku @(c)

Vsechny neprotezané vrcholy, tedy vrcholy z mnoziny PrunedSucc(v),
nazyvame prirozenymi nasledniky vrcholu x. Ty jsou v ukazkach oznaceny
bilou barvou. Poznamenejme, Ze pokud je vrchol z pocatecni vrchol, pak

nejsou zadné vrcholy protfezany.

Pokud mnozina naslednikt Succ(x) obsahuje prekdzku (anglicky obstacle),
muze to vést k tomu, ze nebudeme moci néjaky vrchol profezat, nebot
nebude existovat alternativni kratsi cesta do tohoto vrcholu. Takovy vrchol

nazveme vynuceny.
Definice 4.8. Vrchol n € Suce(x) je vynuceny pravé tehdy, kdyz
1. n neni prirozenym naslednikem vrcholu x
2. alen((p(x),z,n)) <len((p(z),...,n) \ {z}).
Priklady vynucenych nésledniku jsou pak na obrazcich @(b) a @(d)

Pro snadnéjsi orientaci v nasledujici definici a nésledné i v pseudokdédu
budeme smér mezi dvéma sousednimi vrcholy oznacovat jako d. Je-li tento
smér diagonalni, pak je jisté mozné ho rozlozit na dva primé navzajem
kolmé sméry d_i a d; Zaroven zapisujeme y = v + k - d_: jestlize vrchol y lezi
k jednotkovych kroktu ve sméru d.
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1|23 1 3 1 2 3 1 2 3

4—>x 5 4—>x | 5 4 x s x 5

6 7 8 6 ‘ 7 ‘ 8 6 7 s 6 7 s
(a) (b) (c) (d)

Obrazek 4.7: Protezavaci pravidla algoritmu JPS

Definice 4.9. Vrchol y nazveme skokem (anglicky jump point) z vrcholu x
ve Smery cf, jestlize y minimalizuje hodnotu k ve vyrazuy = z+k - da plati

jedna z nésledujicich podminek:
1. Vrchol y je koncovy vrchol.
2. Vrchol y méa alespon jednoho vynuceného souseda.

3. cfje diagonalni a existuje vrchol z = y + k; - J;, kde k; € N
a CZ; € {d},d}}, takovy, ze z je skokem z vrcholu y spliiujici 1. nebo
2. bod této definice.

R

e W
p(x) > x y p(x) w

(a) Vertikalni a horizontélni prohleda- (b) Diagonalni prohledavani
vani

Obrazek 4.9: Vizualizace JPS algoritmu

Po zavedeni predchozich pojmi se konecné dostavame k popisu samotného
algoritmu. Jedn4 se stale o algoritmus A* s tim rozdilem, Ze specidlné volime
mnozinu naslednikd. V pseudokdédu @ tedy uvadime pouze casti kodu,
které se od A* lisi. Asymptotickd Casova a prostorova slozitost je stejna,

jako v pripadé algoritmu A*.
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Input: = prohledavany vrchol ; s pocatecni vrchol ; g cilovy vrchol ;
d smér
Function PruneSuccessors(z, s, g,d):

-

2 PrunedSucc < ()

3 forall n € applyPruneRules(z, Succ(z), d) do
4 n < jump(z, direction(z, n), g)

5 PrunedSucc <— PrunedSucc U {n}

6 end

7 return PrunedSucc

8 Function jump(z, cf, g):

n < step(z, d)

10 if n je prekazka nebo mimo mfizku then
11 ‘ return null

12 end

13 else if n = g then

14 ‘ return n

15 end

16 else if In’ € Succ(n) kde n’ je vynuceny then
17 ‘ return n

18 end

19 else if d je diagonalni then
20 forall i € {1,2} do
21 if jump(n, cE,g) # null then
22 ‘ return n
23 end
24 end
25 end
26 return jump(n, d, g)

Algoritmus 4.7: JPS algoritmus
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4.9 Floyd-Warhalliv algoritmus

Na zavér této kapitoly si predstavime algoritmus, jehoz cilem je najit matici
vzdalenosti mezi kazdymi dvéma vrcholy v grafu. Tento algoritmus poprvé
predstavil v roce 1962 Rober Floyd ve svém ¢lanku [26], nezévisle na
ném pak Stephan Warshall. Algoritmus vyuziva dynamické programouvdni

a jedno z jeho vyuziti je napriklad hledani tranzitivniho uzavéru relace

R.

4.9.1 Asymtoticka slozitost

Pti pohledu na pseudokéd @ okamzité konstatujeme casovou slozitost
O(]V[?). Lze pak snadno dokdzat, Ze pokud si budeme v paméti udrzovat
pouze jednu kopii matice vzdéalenosti a tu prepisovat, algoritmus bude stéle
fungovat korektné.

Existuji i rychlejsi algoritmy pro hledani matice vzdalenosti. Jednim z nich
je napiiklad Johnsoniv algoritmus, ktery funguje v ¢ase O(|V'|* - log (|V]) +
V|- |E|) a vyuziva Fibonacciho haldu.

Casova sloZitost: O(|V )
Prostorova slozitost: O(|V]?)

Tabulka 4.3: Asymptoticka slozitost Floyd-Warshallova algoritmu
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Input: = prohledavany vrchol
Function FloydWarshall(G):
dist := matice vzdalenosti
// Inicializace matice

N =

| dist[v][w] = oo
forall (v,w) € E do

10 | dist[v][w] = w((v, w))
// Run FloydWarshall

11 forall k € V do

3 forall v € V do

4 forall w € V do

5 if v = w then

6 | dist[v][w] =0
7 else

8

9

12 forall : € V do

13 if dist[i|[k] # oo then

14 forall j € V do

15 if dist[k|[j] # oo then

16 | dist[i][j] = min(dist[i][5], dist[i][k] + dist[k][j])
// Kontrola zaporné smycky

17 foralln € V do

18 if dist[n|[v] < 0 then

19 | return negativeCycle()

20 return dist

Algoritmus 4.8: Floyd-Warshallav algoritmus
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KAPITOLA 5

Implementace

, C++ nebyla uplne idedlni volba.”
— Jan Travnicek

Algoritmovd  knihovna ALibl (dfive Automatovd knihovna) vznika na
Fakulté informacnich technologii jiz od roku 2013. Ptivodné byla zamérena
pouze na problematiku automat a gramatik, avSak v prubéhu vyvoje se
pridavala dalsi a dalsi odvétvi teoretické informatiky. Reprezentace grafii
a prvni grafové algoritmy byly pridany v roce 2015 Davidem Roscou
v ramci bakalaiské prace [2] zaméfené na téma isomorfismu plandrnich
grafi. V roce 2017 prispél Jan Broz svou bakaldfskou praci [l algoritmy
pro hledani kostry, minimalniho fezu a maximélniho toku v grafu. Zaroven
upravil dosavadni implementaci datovych struktur reprezentujici vrchol,

hranu a graf v knihovné.

Celé knihovna je momentalné psand v jazyce C++ verze 14. Do budoucna se
planuje prejit na novéjsi verzi 17, ktera prinese mnoho vyraznych zjednodu-
seni, pocinaje Using-declaration a konéeje pridanim novych ¢lenskych funkei
tridam v STL knihovné. V celé knihovné je hojné vyuzivana abstrakce nad
datovymi typy pomoci sablon, které jazyk C++ nabizi. Hlavnim prinosem
vyuzivani sablon je univerzalita. Koncovy uzivatel knihovny je pak schopny
pouzit pripravené algoritmy s relativné malym usilim a bez znalosti vnitini
implementace. Standard jazyka C++ ma vsSak v tomto ohledu z implemen-

tacnich divodi sva omezeni, kterymi je vyvojar limitovan. Pravé na tuto

1Zdrojové kédy knihovny jsou vefejné piistupné na fakultnim Gitlabu https://
gitlab.fit.cvut.cz/algorithms-library-toolkit/automata-library
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5. IMPLEMENTACE

problematiku narazi citat z ivodu kapitoly, ackoliv se slusi podotknout, ze

byl pronesen s jistou davkou nadsazky.

5.1 Analyza existujicich reseni

Pti navrhu nové implementace byly analyzovany jiz existujici grafové
knihovny. Hlavnim cilem bylo vytipovat vyhody a nevyhody jednotlivych
feseni. V sekci @ se nachazi detailni shrnuti této analyzy. Pii vybéru
analyzovanych knihoven byl kladen velky diraz na rozmanitost navrhovych
pristupu. Analyzovany byly nasledujici knihovny:

5.1.1 The Boost Graph Library

The Boost Graph Library [27] (ve zkratce BGL) je pravdépodobné nejveétsi
a nejznaméjsi grafova knihovna. Nachéazi se v ni velké mnozstvi grafovych
algoritmi, které jsou navic velmi dobte optimalizovany. Knihovna je psané
v jazyce C++ a vyuziva vSechny moderni konstrukty, které jazyk nabizi,
véetné Sablon. Existuje rovnéz verze knihovny prizptisobend pro maximélni

efektivitu paralelnich vypoc¢ta na viceprocesorovych systémech.

5.1.2 Petgraph

Knihovna Petgraph [28] je v porovnani s BGL o pozndni mensi. Je psana
v jazyce Rust a vyuziva prvky objektové orientovaného programovani zvané
trait. Knihovna, stejné jako jazyk samotny, je aktualné ve vyvoji, a tak se

rozhrani knihovny velmi ¢asto meéni.

5.1.3 JGraphT

Posledni analyzovand knihovna JGraphT [29] je psand v jazyce Java.
K problému reprezentace datovych struktur pristupuje velmi odlisné
v porovnéni s BGL a Petgraph. ReSeni vyuziva tifdni polymorfismus
spolu s rozhranim, které jazyk Java nabizi. Detailngjsi analyza je opét
v sekci @
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5.2 Nedostatky pivodni implementace

Ptvodni implementace grafovych algoritmt a datovych typt sablony viibec
nevyuziva. Tato skutecnost ¢ini knihovnu obtiznéji pouzitelnou v realném
nasazeni. Navic je zde velky rozkol ve stylu implementace této casti

knihovny a ¢astmi ostatnimi.

Dalsim problémem je volba rozlozeni zodpovédnosti za uchovani urcitych
informaci. Pro priklad uvedme informaci o ohodnoceni hrany v grafu.
V puavodni implementaci je tento udaj ulozen ve tridé DirectedGraph
(popripadé UndirectedGraph). To zabramnuje vytvoreni neohodnoceného
grafu, ktery by neobsahoval tento zbytecny tfidni atribut. Zaroven tento
pristup neumoznuje vyuziti kontroly datovych typu v ¢ase kompilace, coz
je jedna z nejdulezitéjsich vyhod typovanych jazykt. Namisto toho jsou
za béhu programu vyhazovany vyjimky, coz je v praxi velmi nepraktické
a vyzaduje to psani ditkladnéjsich a delSich testii.

S volbou rozlozeni zodpovédnosti ohledné uchovani informaci tizce souvisi
problém s rozsititelnosti datovych struktur a adaptaci problému na jiz
existujici struktury. V teorii grafii jsou rizné problémy, které vyzaduji
uklddani riznych informaci jak na vrcholy tak na hrany v grafu. Napiiklad
pri hledani obarveni grafu je nutné na kazdém vrcholu drzet informaci
o aktualni barvé. Pivodni implementace s touto skutec¢nosti viibec nepocita,
a tak bez hlubsiho zdsahu do jiz jednou zminénych tiid neni mozné tyto
problémy fresit.

Z vyse uvedenych divodua byla celd grafova ¢ast knihovny vyclenéna do

specialniho experimentalniho modulu.

5.3 Pozadavky na novou implementaci

Nova implementace ma za cil odstranit vsechny diive uvedené nedostatky.
Navic by méla pripravit solidni zaklady pro budouci rozsiteni této casti
knihovny, a to jak o nové grafové algoritmy, tak o nové doposud nenaim-
plementované datové struktury.
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Knihovna ALib obsahuje konzolové rozhrani (ve zkratce CLI z anglického
nazvu Command-line interface) pro snadné a rychlé spusténi algoritmi. Aby
bylo mozné toto rozhrani plné vyuzivat, je nutné provést tzv. registraci. Pro
registraci datového typu je navic nutné provést normalizaci datovych typu.
Této problematice se hloubéji vénuje jedna z néasledujicich sekei, avsak nova

implementace by méla byt plné kompatibilni s knihovnim CLI.
Hlavni pozadavky na novou implementaci jsou:
o univerzalita dosazend vyuzitim sablon jazyka C+-+,
e snadna rozsiritelnost,
« kontrola datovych typt v ¢asu kompilace,
e dodrzeni jednotného stylu implementace napii¢ knihovnimi moduly,
o efektivita,

o kompatibilita s knihovnim CLI

a zamezeni duplicity kodu.

5.4 Mozné pristupy k nové implementaci

Tato sekce shrne vSechny ndmi uvazované (a nasledné zamitnuté) moznosti
implementace a kratce okomentuje jejich vyhody a nevyhody. Vrtele
doporucuji dtkladné procteni této sekce vSem budoucim prispévateliim,
kteri budou rozsitovat grafovy modul knihovny.

5.4.1 Naivni pristup

Prvni mozny pristup je naivni implementace vsech datovych typt pomoci
vlastni tfidy. V knihovné by tak vzniklo mnoho ttid reprezentujicich vsechny
mozné typy grafu napiiklad:

o orientovany graf,
o orientovany multigraf,

e ohodnoceny orientovany graf,
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5.4. Mozné pristupy k nové implementaci

o ohodnoceny orientovany multigraf,
« ohodnoceny vrcholové obarveny orientovany graf,
« ohodnoceny vrcholové obarveny orientovany multigraf, atd.

Ackoliv je toto feseni v nékterych grafovych knihovnach vyuzito (napiiklad
v JGraphT), vede na exponencialni mnozstvi tfid zavisejicim na poctu
vlastnosti graf. Zaroven se zde ve velké mire opakuje kod, a tedy nasledna
modifikace ¢i oprava je velmi obtizna. Opakovani kodu lze ¢astecné odstranit
vyuzitim dédéni, v konecném dusledku ale k uplnému odstranéni duplicity
nedojde.

5.4.2 Vicenasobné dédéni

Jazyk C++, na rozdil od vétsiny ostatnich programovacich jazyki, nabizi
moznost vicenasobného dédéni. Na prvni pohled by se mohlo jevit vyuziti
této vlastnosti jako idealni volbou. Pro priklad uvazme situaci, kdy chceme
pracovat s ohodnocenym wvrcholoveé obarvenym orientovanym multigrafem.
V této implementaci by knihovna nabizela tiidy zastupujici orientovany
graf, ohodnoceny graf, vrcholové obarveny graf a multigraf. Vysledny datovy
typ by bylo mozné slozit vyuzitim pravé vicenasobného dédéni od vsech
téchto trid.

Hlavni nevyhodou tohoto konceptu je problém zvany The Diamond of Dread.
Necht mame nadtiidu A a jeji dva potomky B a C. Pokud bychom vytvorili
potomka D, ktery dédi od B a C, dochézi k prekryvani clenskych funkci
a proménnych. Tato skutecnost vede k vyraznému snizeni citelnosti kddu.
Nejenom z tohoto diivodu je komunitou C++ vyvojari vyrazné doporuceno
se vicenasobnému dédéni vyhnout a vyuzit jiné prostredky, jak dosdhnout
stejného vysledku.

5.4.3 Trait implementace

Moderni jazyky jako napriklad Scala nebo Rust nabizeji moznost vyuziti
traiti (jeden z moznych prekladi tohoto slova do cestiny je rys, avsak
v programatorské komunité neni tento preklad prilis vyuzivan). Jedna se
o kolekci metod (v terminologii C++ kolekci ¢lenskych funkei), které je
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mozné vyuzit pri praci s danou tridou. C++ tento objektové orientovany
navrh primo nenabizi, nicméné ho lze realizovat vyuzitim rozhrani (anglicky

interface).

Takto zvolena implementace by fungovala spravné a splnovala by vSechna
nami zvolena kritéria. Hlavni nevyhodou tohoto feseni je ale vyrazny rozdil
v implementaci této ¢asti a zbytku knihovny. Také z hlediska filozofie jazyka
by se jednalo o obchézeni zavedenych standardt a postupti. Z téchto divoda
nebyl tento pristup vybran, ackoli se jedna o plné validni fesSeni.

5.5 Popis vysledné implementace

Pro splnéni vsech vznesenych pozadavkia bylo nutné zménit umisténi
ulozeni nékterych informaci o grafu. Zaroven nova implementace vyuziva
sablony jazyka C++, a tak neni vynucené pouzivat konkrétni datovy
typ pro reprezentaci hrany nebo vrcholu. Jediné, co musi byt splnéno, je
predepsané zakladni rozhrani. Pro usnadnéni pouzivani jsou jiz nékteré
fundamentalni tridy pripraveny, avsak nic nebrani jejich upravé ¢i rozsireni.
Pti dodrzeni stanoveného rozhrani navic neni nutné po jejich modifikaci

nikterak upravovat implementaci algoritmi.

Ve vysledné implementaci mtize byt vrchol grafu reprezentovan libovolnou
tfidou splnujici zakladni rozhrani porovnani a vypisu (pfetizeni ptislusnych
operdtoru). V zakladnich pripadech bude vrchol grafu reprezentovan primi-
ni datovy typ nahradit tiidou, ktera jako c¢lenské atributy bude obsahovat
vsechny pottebné informace souvisejici s danym vrcholem. Knihovna aktu-
alné obsahuje tiidu node: :Node, kterd je pouzivana u nékterych starsich
algoritmi, které jesté nevyuzivaji sablony.

Podobné pak hranou miize byt libovolna tiida obsahujici dvojici vrcholi,
kterd spliiuje rozhrani knihovni tfidy std: : pair. Vybér tohoto rozhrani neni
nahodny a vychazi z matematické definice, kde hrana predstavuje dvojici
vrcholii. Stejné jako u vrcholu je mozné tridu reprezentujici hranu rozsitit
o dalsi ¢lenské atributy a vytvorit tak libovolnou kombinaci informaci, které
budou v této tridé ulozeny. V knihovné se aktudlné nachazi predepsané

rozhrani pro

80



5.5. Popis vysledné implementace

o ohodnocené hrany edge: :WeightedEdge
e a hrany s kapacitou edge: : CapacityEdge.

Algoritmy pro hledani cest v ohodnoceném grafu pak spoléhaji na dodrzeni
tohoto rozhrani. V pripadé nedodrzeni je chyba odhalena v ¢asu kompilace,

coz je jeden z pozadavkil na novou implementaci.

Diky tomuto modularnimu ptistupu je budouci rozsiteni o dalsi typy grafii
velmi jednoduché. Naptiklad budou-li se v budoucnu do knihovny pridavat
algoritmy pracujici s obarvenymi hranami, jedinou nutnou modifikaci bude

predepsani rozhrani pro obarvené hrany.

Na rozdil od predchozi implementace neni informace o orientaci hrany
ulozena v samotné hrané. To se muze z pocatku jevit jako velmi nelogické
rozhodnuti, které je v rozporu s matematickou definici. Vysledkem tohoto
kompromisu je vsak vyrazné zvyseni efektivity a rychlosti vSech grafovych
algoritmi. Zodpovédnost za ulozeni této informace byla totiz prenesena
na tfidu grafu, kterda podle svého typu vyuziva optimalni vnitini datové
struktury pro ulozeni mnoziny vrcholit a hran. Finalni implementace

obsahuje 6 nésledujicich tid reprezentujici zakladni typy grafi:
e graph::UndirectedGraph,
e graph::UndirectedMultiGraph,
e graph::DirectedGraph,
e graph::DirectedMultiGraph,

e graph::MixedGraph

a graph: :MixedMultiGraph.

Tyto tridy lze specializovat vybérem prislusnych datovych typu reprezentu-
jici vrchol a hranu. S takto obecnou implementaci je mozné pokryt vétsinu
algoritmi z teorie grafli, poc¢inaje hledanim nejkratsi cesty a konceje napti-

klad fesenim problému barveni grafu.

V nékterych pripadech je vyhodné ustoupit od obecnosti a vytvorit speci-
alni implementaci jistého typu grafu. Naptiklad osmismérnou c¢tvercovou
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miizku lze reprezentovat s vyuzitim obecné tfidy neorientovaného grafu.
Daleko vyhodnéjsi je vsak vytvorit novou tfidu, ktera bude spliovat stej-
né rozhrani, ale bude efektivnéji ukladat informace o prekazkach v miizce
a 0 ohodnoceni jednotlivych hran. Z tohoto divodu byla v knihovné navic
vytvorena specialni reprezentace ¢tvercovych mrizek grid: :SqaureGrid. Za-
roven implementace pocita s budoucim rozsitenim naptiklad o Sestihranné

mifzky.

Pri registraci do knihovniho CLI narazi implementace datovych struktur
na limity Sablon jazyka C++. Pro tspésnou registraci je totiz nutné
vytvoreni obalovacich tfid (tvz. wrappers) okolo kazdé t¥idy reprezentujici
zakladni typ grafu. To méa za nasledek vznik exponencidlniho mnozstvi
pomocnych tiid vzhledem k pocétu vlastnosti grafu. Tomuto problému
se pri stavajicim stavu knihovny nelze vyhnout, avSak diky univerzalité
finalni implementace je mnozstvi duplicitnitho kédu snizeno na minimum.
V budoucnu je planovano pridani JIT (Just-in-time) kompilace, ktera

vyrazné zjednodusi registrace a obejde limity jazyka C+-+.

5.6 Testovani

Nad ramec zadani byly pro vSechny nové implementované ¢asti pridany testy
kontrolujici jejich funkénost. U datovych typl je kontrolovano predevsim

spravné chovani pri pridavani novych vrcholi a hran.

Pro grafové algoritmy byly vytvoreny dvé sady testti. Prvni z nich
jsou rucné pripravené ,zakerné“ vstupy. Jejich priprava probihala se
znalosti jednotlivych algoritmi a cilila na testovani vytipovanych kritickych
mist. V druhé sadé se nachazi testy nahodné, které pro rozumné velké

vygenerované vstupy porovnavaji vystupy jednotlivych algoritmi.

5.7 Kompilace

Knihovna je aktualné kompilovand pomoci nastroje GNU Make. Jedna
se o klasickou a provérenou volbu pro automatizaci kompilace u vétsich
projektii na platformé OS Linux. AvSak mnoho dnesnich vyvojovych
prostiedi (napriklad CLion) vyzaduje pro spravné zvyraznovani syntaxe,
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inteligetni napovidani a mnoho dalsich funkci pouziti novéjsiho nastroje
CMake. Aby bylo mozné tato vyvojova prostiedi vyuzivat, vznikl nad ramec
této prace skriptﬁl psany v jazyce Python 3, ktery automaticky vygeneruje
vSechny pottebné soubory potiebné pro kompilaci s vyuzitim nastroje
CMake.

5.8 Budouci vyvoj

Findlni implementace poskytuje svou univerzalnosti solidni zaklady pro
budouci rozsifovani. Vse je pripravené pro pridani dalsich grafovych
algoritmi spolecné se specidlnimi datovymi strukturami. Bylo také mysleno
na rozsiteni funkcionalit, které knihovna nabizi. Dalsi prace by se tak mohla
zamérit na vzajemny prevod mezi vnitini reprezentaci grafii a néjakou
formou strukturovaného vystupniho dokumentu, at uz ve formatu XML,
JSON, YML nebo TikZ.

vvvvvv

std::map a std::set k std: :unordered map a std::unordered set. Tim by
se vyrazné zvysila efektivita vSech grafovych algoritmi. Tomuto prechodu
ovsem brani chybéjici knihovni podpora pro hasovani na zakladni tiidé
object::0bject.

1Skript je volné dostupny na adrese https://gitlab.com/ctu-fit/alib- cmake
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KAPITOLA 6

Méreni algoritmii

V predchozich kapitolach jsme si predstavili nékolik grafovych algoritmu
na hledani cest v grafech. Popsali jsme jejich vlastnosti a rozebrali
mozné optimalizace. Nasledné jsme shrnuli zptisob, jakym byly jednotlivé
datové struktury a algoritmy naimplementovany. V této kapitole se
budeme zabyvat redlnym mérenim a vysledky tohoto méfreni porovname

s o¢ekavanymi teoretickymi vlastnostmi.

Pti méreni algoritmti nas budou zajimat tato néasledujici kritéria:
e pocet expandovanych vrcholi,
» doba béhu
o a velikost alokované paméti.

Pocet expandovanych vrcholt budeme mérit pomoci lambda funkce, ktera
je predavana jako volitelny parametr do kazdého algoritmu. Pro méreni
casu vyuzijeme standardnich funkei, které od verze C+4++11 nabizi STL
knihovna. Posledni kritérium, velikost alokované paméti, budeme mérit
externim programem wvalgrind, konkrétné jednim z jeho nastroji massif.
Jedna se o klasicky zptisob kontroly a méreni hlavni paméti na operacnim
systému Linux. Na ukazce kdédu muzeme vidét minimalni konfiguraci
pro jednotlivd méteni.
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Jelikoz rlizné algoritmy vyzaduji riizné typy grafli, provedeme vicero méreni.
V kazdém z téchto meéreni se zamérime na specidlni typ grafu a test
provedeme pouze pro algoritmy, které maji pro tento vstup smysl.

Pro tucely méreni a testovani vnikl samostatny knihovni modul nazvany
alib2graph__measure. V ném muzeme vidét jednak ukazkové priklady
deklarace a inicializace datovych struktur grafii tak priklady volani
jednotlivych algoritmt. Modul zaroven mize slouzit k rekonstrukci méreni
a kontrole nize uvedenych vysledki.

Vsechna nize uvedena méreni byla provedena na pocitaci s konfiguraci:

« CPU: 1.6GHz Intel Core-4200U.
« RAM: 4.096 MB DDRS3.
e OS: Fedora 27.

Poznamka. Namétrené hodnoty budeme uvadét ve formé tabulky a nasledné
vykreslovat do histogramu. Jelikoz métime tii rtzna kritéria, kde kazdé
kritérium ma jinou jednotku, méli bychom pro kazdé méreni uvadét tii grafy.
Abychom vsak zbytecné nezvysovali pocet stranek prace, budeme vynaset
vSechna namérend data do jednoho grafu s dvéma y osami. Leva osa je
spolecnéa pro pocet expandovanych vrcholtt a dobu béhu v milisekundach.
Prava osa pak predstavuje velikost alokované paméti v kilobytech. Na zavér

poznamenejme, ze pro obé osy pouzivame logaritmické meéritko.

Pozndmka. Algoritmy IDDFS a IDA* by bylo idedlni testovat a mérfit na
konkrétnich redlnych problémech jako napriklad pfi feseni Loydovi 15 ne-
bo Rubicovi kostky. Tim bychom se vsak jiz prilis vzdalili od zadani prace
a implementace téchto testi by coby do funkénosti knihovné ALib prilis
nepridala. Z téchto divodu byla upfednostnéna varianta omezeného testo-
vani a méreni téchto algoritmi, jejiz soucasti je i implementace nahodného

generovani grafi, mrizek a stromtl o zadanych parametrech.

6.1 Meéreni na osmismeérné ¢tvercové mrizce

Abychom se pfi méfeni co nejvice priblizili redlnym problémi, pouzijeme

mapy [30] z her Dragon Age: Origins a Warcraft 3. Jedné se o klasické
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6.1. Meéreni na osmismérné ¢tvercové mrizce

Scénar: brc000d.map.scen  lak506d.map.scen  arena2.map.scen
Detaily: 261 x 257 850 \ 205 x 194 1171 ‘ 206 x 281 930

#_ [ms) #_ ) #_ [ms)
BFS 12028 282 7964 180 14365 339
BFS (ob.) 3655 92 8343 180 12110 286
DFS 11818 294 7378 157 13268 421
Bellman-Ford 140685 6731 140089 5470 108029 6535
SPFA 26235 836 19014 541 35408 1007
Dijkstra 11934 400 7953 208 14350 409
Dijkstra (ob.) 3937 115 8598 231 11944 336
A* 7599 309 5354 202 5783 195
A* (ob.) 1422 52 10250 427 10351 379
MM 1117 50 7785 369 6824 300
JPS 507 174 284 43 98 50

Tabulka 6.1: Vysledky méFeni pro vybrané scénéare

osmismeérné ¢tvercové mrizky o ruznych velikostech. Ke kazdé mapé je navic
sada scénarit s pocatecnimi a koncovymi vrcholy, mezi kterymi budeme
hledat cestu.

Pro zakladni vizualizaci béhu jednotlivych algoritmi vyuzijeme upravenou
mapu den203d.map. Na obrazcich mizeme vidét vysledky nékterych
vybranych algoritmu, kde pocatecni (resp. koncovy) vrchol je znézornén
zluté, nejkratsi cesta mezi nimi zelené a cervené jsou pak zvyraznény

vsechny vrcholy, které byly pti béhu algoritmu expandovany.

Méreni velikosti alokované paméti je bohuzel ¢asové velmi narocné a jeho
plnd automatizace by vyzadovala nemalé mnozstvi pomocnych skripti.
Navic by namérené hodnoty byly pouze orientacni, jelikoz realna hodnota
je silné ovlivnéna povahou problému a prostfedim v jakém je algoritmus
meéren. 7 téchto divodi vynechame méreni této veliciny z komplexniho
zatézoveho testovani a jeji méreni provedeme na speciadlnim prikladé zvlast.
V tabulce El] muzeme vidét vysledky tohoto automatizovaného meéreni, kde
v kazdém sloupci jsou primérné hodnoty pro scénar z prvniho radku. Druhy
radek tabulky ukazuje velikost mapy a pocet testii spusténych nad touto

mapou. Namérené hodnoty jsou pak vyneseny do krabicového grafu na
obrazcich El! a @
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6.1. Méreni na osmismérné ¢tvercové mrizee

(b) Dijkstra (obousmérny)

8

(d) A* (obousmérny)

8

(e) MM (F) JPS

Obrazek 6.3: Vizualizace poctu expandovanych vrcholli pro mapu den203d.map
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6. MERENI ALGORITMU

Pro detailnéjsi rozbor véetné méreni velikosti alokované paméti vyuzijeme
mapu dend00d.map, kterda ma velikost 417 x 288 a obsahuje 30070 vrcholt.
Vysledky méreni najdeme v tabulce @, kde prvni sloupec obsahuje jméno
algoritmu, druhy pocet expandovanych vrcholi, tfeti dobu béhu (jedné se
o prumérnou hodnotu z 10 nezavislych méfeni) a ¢tvrty velikost alokované
paméti po odecteni velikosti potifebné k ulozeni grafu, ktera ¢ini 8,2 MiB.

Namérené hodnoty jsou pak vynesené do grafu @

Povsimnéme si zvysené paméfové narocnosti u algoritmu DFS, kterad je
zpusobena rekurzivnim volanim. Tento narist je mozné odstranit volbou
nerekurzivni implementace algoritmu. U Bellman-Fordova algoritmu i jeho
optimalizace SPFA neni zaruceno, ze jednou expandovany vrchol nebude
jiz vicekrat expandovan. Z tohoto divodu je pocet expandovanych vrcholi
vétsi nez pocet vrcholl v grafu. Zaroven je vidét asymptoticky rozdil oproti

ostatnim algoritmim.

7. grafu muzeme také vypozorovat vysokou korelaci mezi vysledky méreni
pro algoritmus BFS (popf. obousmérné BFS) a Dijkstrovym algoritmem
(popf. obousmérnym Dijkstrovym algoritmem). To neni prekvapivé, jelikoz
tyto dva algoritmy si jsou svou myslenkou i poradim prohledavanych vrcholi
na pravidelnych grafech (tedy také na osmismérné ¢tvercové miizce) velmi

podobné.

Dale vidime, Ze obousmérnd varianta A* expanduje vice vrcholu nez jed-
nosmeérna varianta. Toto pozorovani tedy potvrzuje lemma @ Jak je déle
z dat vidét, v tomto konkrétnim pripadé algoritmus MM tento nedostatek
odstranuje. Pripomenme vsak, Ze obecné neplati, ze by obousmérné prohle-

davani expandovalo méné vrcholi nez prohledavani jednosmérné.

Posledni méreny algoritmus JPS se zda byt velmi efektivni, avSak je nutné si
uvédomit, ze algoritmus rekurzivné prochazi i vrcholy, které nejsou oznacené

jako expandované.
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Algoritmus Exp. vrcholy (#) Cas (ms) Pamét (kiB)
BF'S 26538 587 9325
BFS (ob.) 24110 572 4813
DFS 14946 331 8294
Bellman-Ford 226930 9405 6349
SPFA 41571 1272 7475
Dijkstra 27009 800 4096
Dijkstra (ob.) 23706 710 3789
A* 13985 473 2355
A* (ob.) 14923 514 2458
MM 10219 447 2765
JPS 229 76 1024

Tabulka 6.2: Vysledky mé¥eni pro mapu den500d.map

Expandované vrcholy (#) D Alokovana pamét (kiB)
Doba béhu (ms) ===

262144 [#][ms] - - 16384 [kiB]
65536 [#][ms] -
- 8192 [kiB]
16384 [#][ms]
4096 [#][ms] 1 - 4096 [KkiB]
1024 [#1ms] 7 - 2048 [KiB]
256 [#1[ms] -
- 1024 [kiB]
64 [#][ms] -
oo Y e % %
6 % > %
) XE) /06
/‘O, )

Obrazek 6.5: Sloupcovy graf vysledki méfeni pro mapu den500d.map
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6.2 Méreni na neohodnocenych stromech

Algoritmy pro prochazeni grafu budeme testovat na nahodné vygenerova-
nych grafech, ze kterych nasledné pomoci Jarnik-Primova algoritmu vytvo-
rime strom. Nize uvedend méfeni (tabulka @ a graf @) probéhla pro strom
obsahujici 10670 vrchola a 21338 hran.

Z vysledkt jasné vyplyva, ze iterativné se prohlubujici algoritmy expanduji
radové vice vrcholi. To tzce souvisi s dobou béhu algoritmu. Na druhou
stranu je pamétova slozitost nepatrné nizsi. V testovacich podminkach
je totiz vrchol reprezentovan pouze jako jednoduchy datovy typ long.
V redlném nasazeni, kdy vrchol v grafu obsahuje daleko vice informaci,
bude pamétovy rozdil vyraznéjsi.

Algoritmus | Exp. vrcholy (#) Cas (ms) Pamét (kiB)
BFS 8746 820 2048
BFS (ob.) 3244 280 1229
DFS 2167 170 1126
IDDFS 163648 8050 922
IDDFS (ob.) 42818 1930 922

Tabulka 6.3: Vysledky méFeni na neohodnocenych stromech

Expandované vrcholy (#) s Alokovana pamét (kiB)
Doba béhu (ms) ===

262144 [#]1[ms] - 2048 [kiB]
131072 [#]1[ms]
65536 [#][ms]
32768 [#][ms]
16384 [#][ms]
8192 [#1[ms]
4096 [#]1[ms]
2048 [#]1[ms]
1024 [#][ms] ]
512 [#][ms] - - 1024 [kiB]
256 [#][ms]
128 [#][ms] -

&, &, ke) % Y
% R, A OOK\ OO,(\
$ $
"0
-/

Obrazek 6.6: Sloupcovy graf vysledki méfeni na neohodnocenych stromech
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6.3. Meéreni na ohodnocenych stromech

6.3 Meéreni na ohodnocenych stromech

Stejné jako v predchozi sekci vygenerujeme ndhodny strom. Jelikoz nékte-
ré algoritmy potiebuji pro sviij béh doprednou (resp. zpétnou) heuristickou
funkci, pustime pred samotnym mérenim 2x dijkstrav algoritmus z pocatec-
niho (resp. koncového) vrcholu. Pfi béhu algoritmu si pak budeme uklddat
délku nejkratsi nalezené cesty a tuto informaci nasledné vyuzijeme v heu-
ristické funkci. Nize uvedend méteni (tabulka @ a graf @) probéhla pro
strom obsahujici 29700 vrcholi, 59398 hran a kde se ohodnoceni hran po-
hybovalo v rozmezi 1-100.

Algoritmus Exp. vrcholy (#) Cas (ms) Pamét (kiB)
Bellman-Ford 29700 2033 3379
SPFA 29700 419 4608
Dijkstra 5866 108 2253
Dijkstra (ob.) 4940 113 3277
A% 5866 98 2253
A* (ob.) 19891 351 2253
MM 4880 52 3280
IDA* 7522 52 1843

Tabulka 6.4: Vysledky méfeni na ohodnocenych stromech

Expandované vrcholy (#) Alokovana pamét (kiB)
Doba béhu (ms) 3

32768 [#]1[ms]
16384 [#][ms]
8192 [#]1[ms]
4096 [#][ms] - 4096 [kiB]
2048 [#1[ms]
1024 [#]1[ms]
512 [#][ms] 2048 [kiB]
256 [#][ms]
128 [#]1[ms]
64 [#][ms] ~ 1024 [kiB]

32 [#][ms] -

8192 [kiB]

Obrazek 6.7: Sloupcovy graf vysledkii méfeni na ohodnocenych stromech
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Zaver

Cilem préace bylo navrhnout, popsat a naimplementovat vhodné algoritmy
pro prohledavani grafti a hledani nejkratsich cest v grafech do Algoritmové
knihovny ALib. Spolu s tim bylo nutné upravit reprezentaci grafovych
datovych struktur v knihovné, a to se zaméfenim na univerzalitu navrhu,
snadné vyuziti a mozné budouci rozsiteni. Poslednim cilem bylo stanoveni
kritérii pro porovnani navrzenych algoritmt a provedeni experimentalniho

méreni.

Vsechny tyto cile byly tspésné splnény. V prvni casti této prace lze nalézt
detailni popis a rozbor vlastnosti trivialnich i slozitéjsich algoritmii pro
prohledavani grafii a hledani nejkratsich cest v nich. Nasleduje kapitola,
kterd vysvétluje zptsob findlni implementace. V samotné implementaci se
povedlo prepracovanim reprezentace grafovych datovych struktur docilit
zvyseni univerzalnosti, coz byl jeden z hlavnich cilt této bakalarské prace.
Zaroven je tato ¢ast knihovny pripravena na budouci rozsiteni v podobé
novych grafovych algoritmii. V posledni ¢asti prace jsou stanovena kritéria
pro porovnani téchto algoritmi a jsou zde detailné okomentovany vysledky

méreni.

Za velky uspéch povazuji zachovani funkénosti diive naimplementovanych
algoritmi pro hledani maximalniho toku a minimalniho rezu v siti. Zaroven
se knihovna dockala vyrazného rozsifeni o nové algoritmy pro hledani
cest v grafech. Mnohé z téchto algoritmi byly objeveny teprve nedavno
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ZAVER

(JPS 2011 a MM 2016), a tak je knihovna ALib jednou z prvnich, ktera
obsahuje jejich implementaci.

V minulosti jiz byly zpracovany nékteré prace zamérujici se na implementaci
grafickych rozhrani pro jednotlivé ¢asti knihovny. V budoucnu by bylo
jisté zajimavé vytvoreni spolecné celoknihovni webové aplikace, ktera by
umoznovala zobrazovat, vytvaret a modifikovat datové struktury knihovny
a nasledné na nich spoustét knihovni algoritmy. Toto rozhrani by jisté viele
privitali jak studenti tak pedagogové.
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DODATEK A

Seznam pouzitych zkratek

ADT
AG1
AG2
ALib
BFS
BGL
CTU
CVUT
DFS
FIFO
FIT
GPS
HS
IDDFS
IDA*
JPS
JIT
LIFO
MM
SPFA
STL
ZDM

Abstraktni datovy typ

Algoritmy a grafy 1

Algoritmy a grafy 2

Algorithm library

Breadth-first search

The Boost Graph Library

Czech Technical University in Prague
Ceské vysoké uceni technické v Praze
Depth-first search

First in, First out

Fakulta informacnich technologii
Global Positioning System
Heuristic search

[terative deeping depth-first search
Iterative deeping A*

Jump point search

Just-in-time

Last in, First out

Meet in the middle

Shortest Path Faster Algorithm
Standard Template Library
Zaklady diskrétni matematiky
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A. SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK

ZUM Zéklady umélé inteligence
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DODATEK

Ukazky kodi

#include <grid/GridClasses. hpp>

grid::

graph.
graph.
graph.
graph.
graph.
graph.
graph.
graph.
graph.
graph.
graph.

WeightedSquareGrid8<> graph(11, 11);

addObstacle(2,
addObstacle(3,
addObstacle(4,
addObstacle(5,
addObstacle(6,
addObstacle(7,
addObstacle(5,
addObstacle(5,
addObstacle(5,
addObstacle(5,

5);
5);
5);
5);
5);
5);
3);
4);
6);
7);

addObstacle(5, 8);

// Get default node type
using node type = decltype(graph)::node type;
using weight type = decltype(graph)::edge type::weight type;

// Choose start and goal node
node type start = ext::make pair(8l, 21);
node type goal = ext::make pair(1ll, 91);

Ukazka kodu B.1: Deklarace grafu v knihovné ALib
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B. UkAzky KODU

#include <graph/traverse/BFS. hpp>

// Simply run BFS algorithm
graph::traverse::BFS::run(graph, start);

// Find path with BFS algorithm

ext::vector<node type> path;

path = graph::traverse::BFS::findPath(graph, start, goal);
// Use bidirectional BFS

path = graph::traverse: :BFS::
findPathBidirectional(graph, start, goal);

Ukazka kodu B.2: Spusténi BFS algoritmu

#include <graph/traverse/DFS. hpp>

// Simply run DFS algorithm
graph::traverse: :DFS::run(graph, start);

// Find path with DFS algorithm
ext::vector<node type> path;
path = graph::traverse::DFS::findPath(graph, start, goal);

Ukazka kodu B.3: Spusténi DFS algoritmu
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#include <graph/traverse/IDDFS. hpp>

// Simply run IDDFS algorithm
graph::traverse: :IDDFS::run(graph, start, max depth);

// Find path with IDDFS algorithm
ext::vector<node type> path;
path = graph::traverse: :IDDFS::findPath(graph, start,

// Use bidirectional IDDFS
path = graph::traverse: : IDDFS::
findPathBidirectional(graph, start, goal);

Ukazka kédu B.4: Spusténi IDDFS algoritmu

#include <graph/shortest path/BellmanFord. hpp>
#include <graph/shortest path/SPFA. hpp>

// Find shortest path with BellmanFord algorithm

ext::pair<ext::vector<node type>, weight type> path;

path = graph::shortest path::BellmanFord::
findPath(graph, start, goal);

// Use SPFA optimization

goal);

path = graph::shortest path::SPFA::findPath(graph, start, goal);

Ukazka kodu B.5: Spusténi Bellman-Fordova algoritmu
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B. UkAzky KODU

106

#include <graph/shortest path/Dijkstra.hpp>

// Simply run Dijkstra algorithm
graph::shortest path::Dijkstra::run(graph, start);

// Find shortest path with Dijkstra algorithm

ext::pair<ext::vector<node type>, weight type> path;

path = graph::shortest path::Dijkstra::
findPath(graph, start, goal);

// Use bidirectional Dijkstra

path = graph::shortest path::Dijkstra::
findPathBidirectional(graph, start, goal);

Ukazka kédu B.6: Spusténi Dijkstrova algoritmu

#include <graph/shortest path/GreedyBestFS. hpp>

// Find path with Dijkstra algorithm

ext::pair<ext::vector<node type>, weight type> path;

path = graph::shortest path::GreedyBestFS::
findPath(graph, start, goal, f heuristic);

Ukazka kodu B.7: Spusténi Hladového usporadaného prohledavani



#include <graph/shortest path/AStar.hpp>

auto f heuristic forward = [&](const TNode &n) -> weight type {
return graph::common::GridHeuristicFunctions::
diagonalDistance(goal, n);
}i

auto f heuristic backward = [&](const TNode &n) -> weight type {
return graph::common::GridHeuristicFunctions::
diagonalDistance(start, n);

};

// Find shortest path with AStar algorithm
ext::pair<ext::vector<node type>, weight type> path;
path = graph::shortest path::AStar::

findPath(graph, start, goal, f heuristic_ forward);

// Use bidirectional AStar with Pohl condition
path = graph::shortest path::AStar::
findPathBidirectional (graph, start, goal,
f heuristic_forward,
f _heuristic_backward);

Ukazka koédu B.8: Spusténi A* algoritmu

107



B. UkAzky KODU

#include <graph/shortest path/MM.hpp>

auto f heuristic forward = [&](const TNode &n) -> weight type {
return graph::common::GridHeuristicFunctions::
diagonalDistance(goal, n);

};

auto f heuristic backward = [&](const TNode &n) -> weight type {
return graph::common::GridHeuristicFunctions::
diagonalDistance(start, n);
g

// Find shortest path with MM algorithm
ext::pair<ext::vector<node type>, weight type> path;
path = graph::shortest path::MM::
findPathBidirectional (graph, start, goal,
f heuristic_ forward,
f heuristic backward);

Ukazka kédu B.9: Spusténi MM algoritmu

#include <graph/shortest path/IDAStar.hpp>

auto f heuristic forward = [&](const TNode &n) -> weight type {
return graph::common::GridHeuristicFunctions::
diagonalDistance(goal, n);
}i
// Find shortest path with IDAStar algorithm
ext::pair<ext::vector<node type>, weight type> path;

path = graph::shortest path::IDAStar::
findPath(graph, start, goal, f heuristic forward);

Ukazka kodu B.10: Spusténi IDA* algoritmu
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#include <graph/shortest _path/JPS. hpp>

auto f heuristic forward = [&](const TNode &n) -> weight type {
return graph::common::GridHeuristicFunctions::
diagonalDistance(goal, n);
}i
// Find shortest path with JPS algorithm
ext::pair<ext::vector<node type>, weight type> path;

path = graph::shortest path::JPS::
findPath(graph, start, goal, f heuristic forward);

Ukazka kodu B.11: Spusténi JPS algoritmu

#include <graph/shortest path/FloydWarshall. hpp>

// Find distance matrix
ext::map<node type, ext::map<node type, weight type> matrix;
matrix = graph::shortest path::FloydWarshall::run(graph);

Ukazka kédu B.12: Spusténi Floyd-Warshallova algoritmu
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B. UkAzky KODU

// Measure expanded nodes
unsigned long expanded nodes = 0;

f user = [&](const auto &, const auto &) {
++expanded nodes;

}i

/* Run algorithm */

#include<chrono>
#include<vector>

// Measure time
vector<long> times;
for (int i = 0; i < 10; ++i) {
std::chrono: :steady clock::
time point start = std::chrono::steady clock: :now();

/* Run algorithm */

std::chrono::steady clock::
time point end = std::chrono::steady clock::now();
times.push back(
std::chrono: :duration cast
<std::chrono::milliseconds>(end - start).count()
);
}

auto average = std::
accumulate(times.begin(), times.end(), OLl) / times.size();

#!/bin/bash
# Measure space
valgrind --tool=massif --massif-out-file="log.massif" a.out

Ukazka kodu B.13: Minimalni konfigurace pro méfeni algoritmi
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DODATEK C

Obsah prilozeného média

README.md............. strucny popis obsahu média ve formatu Markdown
src

L bachelor-thesis........... zdrojova forma prace ve formatu XHETEX
BP Uhlik Jan 2018.pdf......cccvvviniiiiiiinnn. text prace ve formatu PDF

Adresarova struktura C.1: Obsah pfilozeného média
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