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Abstrakt

Tato prace se zabyva mérenim realné vykonnosti vybranych implementaci pri-
oritni fronty pro rozli¢na vstupni data a rizny pomér provadénych operaci.

Implementace jednotlivych variant probéhla v programovacim jazyce C++
a byla mérena na skolnim vypocetnim svazku STAR s procesorem Intel Core
i7-950, 24 GB DDR3 RAM a dvojici grafickych karet GeForce GTX 590 a
GeForce GTX 470.

Vytvorena feseni byla otestovana podle nékolika typickych scénait, do-
slo k diskuzi namérenych hodnot a jejich porovnani s teoretickymi hranicemi
vykonnosti.

Na zakladé naméfenych hodnot je mozné optimalizovat kritické ¢asti algo-
ritmi vyuzivajici zkoumanou datovou strukturu a usettit tak vypocetni cas a
zprostredkované i spotfebovanou energii.

Klicova slova prioritni fronta, halda, binarni vyhleddvaci strom, Fibonacciho
halda, parovaci halda, striktni Fibonacciho halda, méreni vykonnosti
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Abstract

In this thesis we measure the practical efficiency of selected implementati-
ons of priority queue for different input data and various ratios of performed
operations.

The solution is implemented in the C++ programming language and the
performance is measured on the school computing cluster named STAR with
Intel Core i7-950 processor, 24 GB DDR3 RAM and two graphic cards GeForce
GTX 590 and GeForce GTX 470.

The created solutions are tested using some typical scenarios, measured
values are discussed and compared with the theoretical bounds of complexity.

Due to the measured values one can optimize critical parts of the algori-
thms that use the examined data structure in order to save computing resour-
ces and consumed energy.

Keywords priority queue, heap, binary search tree, Fibonacci heap, pairing
heap, strict Fibonacci heap, performance measurement
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Uvod

Prioritni fronta je hlavnim proudem vyzkumnika v oblasti ndvrhu a studia
datovych struktur lehce prehlizena datova struktura. Zaslouzi si to snad svou
zdanlivou jednoduchosti.

I kdyz je myslenka, na které je prioritni fronta postavend, v zdsadé jed-
noduchd, jeji efektivni implementace jiz tak trividlni neni. Ze zkuSenosti se
totiz zda, ze ¢im lepsi Casové slozitosti ta kterd varianta dosahuje, tim je i jeji
vétsi pravdépodobnosti programéatorské chyby, i vice instrukci, které je po-
treba kvili jedné operaci provést.

Nabizi se tedy otazka, zda-li se pro bézné vyuziti vyplati asymptoticky

vvvvv

Cile prace

Hlavnim cilem této prace je nalézt nejrychlejsi variantu prioritni fronty pro
aplikaci v nékolika vybranych algoritmech. Prakticky to znamenad, ze dojde
k implementaci a nédsledné optimalizaci vybranych variant prioritni fronty,
meéreni jejich realné vykonnosti nad riznymi daty a porovnéni jejich vykon-
nosti.

Po precteni této prace a na zakladé znalosti problematické domény, by mél
byt programétor schopny vybrat nejrychlejsi moznou implementaci prioritni
fronty.

Struktura prace

V kapitole 1 bude detailné rozebrana prioritni fronta, dojde k predstaveni
vSech operaci, které tato datova struktura podporuje. Nesmi chybét i detailni
analyza teoretickych hranic slozitosti jednotlivych operaci. V zavéru dojde
k predstaveni nékolika konkrétnich aplikaci.



UvoDp

Druhé kapitola predstavi rtizné varianty prioritni fronty lisici se zejména
asymptotickou casovou a pameétovou slozitosti jednotlivych podporovanych
operaci a v neposledni radé i slozitosti implementace. Dojde také k implemen-
taci zminénych variant v jazyce C++ .

Posledni kapitola se bude skladat z méreni redlné vykonnosti diive imple-
mentovanych variant prioritni fronty a diskuze dosazenych vysledkii.



KAPITOLA 1

Prioritni fronta

Prioritni fronta je abstraktni datova struktura, kterd umoznuje vybér vloze-
nych prvki v poradi uréeném hodnotou jejich kli¢ti. Lisi se tak od jinych
jako jsou napriklad fronta a zasobnik , kde jsou prvky vybi-
rany na zdkladé ¢asu vlozeni, nebo tabulky (slovniku, mapy), kde jsou prvky
vybirdny na zakladé rovnosti klicu.[1} s. 373]

Kazdy prvek vlozeny do prioritni fronty musi obsahovat kli¢, ktery slouzi
k urceni priority[2]. Tyto kli¢e navic musi tvofit iplné uspordadanou mnozinu,
jinak by nebylo mozné urcit spravné poradi, ve kterém budou jednotlivé prvky
z prioritni fronty vybirdny.[I]

Prioritni fronta se objevuje ve dvou hlavnich variantach v zavislosti na
tom, jakym zptsobem jsou klice chapany. Konkrétné se jedna o maximovou a
minimovou prioritni frontu, pricemz v piipadé maximové je na zacatku fronty
vzdy prvek s nejvétsi hodnotou klice, naopak u minimové je to ten s nejmensi
hodnotou klice.[2]

V dalsim textu bude, pokud nebude feceno jinak, uvazovana vzdy maxi-
mova prioritni fronta.

1.1 Podporované operace
Mezi zédkladni operace podporované prioritni fronta patii nasledujici:[3]
e enqueue(Q,x) — Provede vlozeni nového prvku x do prioritni fronty Q.

e front(Q) — Vrati prvek z fronty @ s nejvyssi prioritou. Prvek ve fronté
nadale zlstava.

e dequeue(Q) — Odstrani z fronty @) prvek s nejvyssi prioritou.
Pro nékteré aplikace jsou ¢asto uziteéné i dalsi operace:[4]

3



1. PRIORITNI FRONTA

e change_key(Q,x,k) — Zméni kli¢ prvku z z fronty @ na hodnotu k.
Hodnota k& musi byt vzdy vétsi nebo rovna stéavajici hodnoté klice prvku
T.

e delete(Q,x) — Odstrani z fronty Q) prvek = bez ohledu na jeho prioritu.

e merge(Q1, Q2) — Provede slouceni dvou prioritnich front ; a Q2 do
jedné.

Jak vidno, prioritni fronta nepodporuje zadny zpusob prohledavani uloze-
nych prvkid. Operacim delete a change_key je tedy tfeba predat ukazatel na
prvek, se kterym maji pracovat.[2]

1.2 Teoreticka hranice slozitosti

Obecné slozitost jednotlivych operaci prioritni fronty zalezi na jeji konkrétni
implementaci. Je ovsem mozné, diky znalosti spodni hranice slozitosti obec-
ného, na porovnani zalozeného radiciho algoritmu, urc¢it spodni hranice slozi-
tosti kombinaci jednotlivych operaci.

Ze vseho nejdrive budiz pripomenuta spodni hranice asymptotické slozi-
tosti fazeni.

Definice 1 (Spodni hranice slozitosti fazeni). Any comparison sort algorithm
requires §)(n - logn) comparisons in the worst case.[2, s. 193]

Dukaz predchozi definice na téchto strankich nebude uveden, ¢tenar ho
ovSem muze najit ve zdrojové literature.

Véta 1 (Spodni hranice slozitosti prioritni fronty). Pri vloZeni n nahodnijch
proku do prioritni fronty a jejich ndsledném vybrani bude slozZitost kombinace
téchto dvou operaci Q(nlogn).

K dukazu predchozi véty bude vyuzita pravé uvedend definice [1| spodni
hranice slozitosti fazeni.

Drikaz. Méjme prioritni frontu podporujici operace enqueue a dequeue po-
psané v kapitole a n ndhodnych prvki, které maji byt do fronty vlozeny.
Nasledné dojde k vyjmuti vlozenych prvki. Slozitost vlozeni vSech n prvki
pak bude Q(n - g(n)), kde g(n) je funkce slozitosti vloZeni jednoho prvku, a
slozitost vybrani vSech vlozenych prvku je Q(n - h(n)), kde h(n) je funkce
slozitosti vyjmuti jednoho prvku.

Po provedeni této operace dojde k serazeni vSech prvkid podle hodnoty
jejich klicu. Slozitost fazeni musi byt pro nejhorsi pripad nejlépe Q(nlogn),
jinak by bylo mozné pomoci takové prioritni fronty vytvorit obecny radici
algoritmus fungujici v ¢ase lepsim, nez Q(n logn), coz by byl ale spor s definici

it O
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1.3. Vyuziti

Véta [1] jesté nefikd nic o tom, jaké jsou hranice slozitosti pro jednotlivé
operace.

Véta 2. Alespori jedna z operaci enqueue a dequeue musi mit slozitost Q(logn).

Diikaz. Uvazujme implementaci prioritni fronty takovou, Ze g(n) € o(logn) a
zaroven h(n) € o(logn), kde g(n) a h(n) jsou slozitosti operaci enqueue, resp.
dequeue. Potom po provedeni n vlozeni a stejného pocétu vyjmuti z takové
prioritni fronty dostaneme celkovou slozitost

Q(n) - o(logn) + Q(n) - o(logn) = Q(n) - o(logn)

Jelikoz plati, ze Q(n)-o(logn) je asymptoticky mensi, nez (n-logn), dosli
jsme ke sporu s drive dokdzanou vétou [l a plati tedy ptvodni tvrzeni, tedy ze
alespon jedna z operaci enqueue a dequeue musi mit slozitost Q(logn). O

1.3 Vyuziti

Prioritni fronta najde vyuziti vsude tam, kde néjaky algoritmus potiebuje
zpracovavat prvky v daném potadi, ale pocet prvkt neni predem znim a
dochéazi k jejich dynamickému pridavani v pribéhu zpracovavani.

Typicka situaci vypada tak, ze na zaCatku existuje mnozinu prvki, ten
s nejvétsi prioritou je z ni odebran a zaéne jeho zpracovavani. Pti zpracovavani
miize dojit k vytvoreni novych prvkid, které jsou do mnoziny také pridany.
Nasledné se pokracuje opét s prvkem s nejvétsi prioritou. Toto se opakuje,
dokud nedojde ke zpracovani celé mnoziny. [5]

Nejcastéji se prioritni fronta vyuziva v oblastech jako jsou planovani pro-
cesi, teorie front, prohledavani grafii, pii kompresi dat nebo tfeba vypocetni
teorii ¢isel.[6]

V dalsi ¢asti této kapitoly bude predstaveno nékolik konkrétnich aplikaci
prioritni fronty.

1.3.1 Dijkstrav algoritmus

Dijkstruv algoritmus[7] slouzi k hledéni nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy P
a @ v grafu s kladné ohodnocenymi hranami.
Vsechny vrcholy grafu jsou rozdéleny do tfech mnozin:

A Vrcholy, pro které je délka nejkratsi cesty z P znama.

B Mnozina vrcholi, z kterych bude v pristi iteraci jeden z vrcholi pridan
do mnoziny A.

C Zbyvajici vrcholy.

Na zacéatku jsou vSechny vrcholy v mnoziné C. Jako prvni je do mnoziny A
pridan pocéateéni vrchol P a poté jsou opakované provadény nasledujici kroky:

5



1. PRIORITNI FRONTA

1. Necht R oznacuje posledni vrchol vlozeny do mnoziny A.

2. Pro vsechny sousedy S € B vrcholu R dojde, v pripadé, ze je délka
cesty z P do S pres R kratsi, nez aktualni nejkratsi cesta z P do S,
k prepocitani délky nejkratsi cesty.

3. Vsichni sousedé S € C vrcholu R jsou vlozeny do mnoziny B a je nasta-
vena odpovidajici délka nejkratsi cesty z P.

4. Vrchol T' z mnoziny B s nejmensi vzdalenosti od P je pfesunut do mno-
ziny A.

5. Pokud neplati, ze vrchol T' z predchoziho bodu je pravé @, pokracuje se
opét s krokem 1.

Po provedeni tohoto algoritmu dojde k nalezeni nejkratsi cesty z P do Q.[7]

7 dynamické mnoziny B jsou v pripadé Dijkstrova algoritmu vrcholy vy-
birany podle toho, ke kterému vede nejkratsi cesta z poc¢ate¢niho vrcholu P,
coZ je Casto implementovano pravé prioritni frontou.[4]

Pri linedrnim prohledédvani mnoziny B je asymptoticka slozitost Dijkstrova
algoritmu O(|V?|), zatfmco p¥i pouziti prioritni fronty realizované Fibonacciho
haldou je to O(|E| + |V]log |V]).[2]

1.3.2 Huffmanovo kédovani

Huffmanovo kédovani[§] je algoritmus vyuzivany pro bezztratovou kompresi.
Podle charakteru vstupnich dat dokaze usettit mezi 20% a 90% objemu.[2]

Zakladem pro kompresi néjakého textu S je vytvoreni tzv. Huffmanova
stromu, jehoz konstrukce probiha nasledovné.

Necht C' je mnozina vSech rtiznych znaki v textu S a pro kazdé ¢ € C
plati, Zze se jedna o objekt obsahujici atribut c.freq, ktery udava frekvenci
jeho vyskyta v textu S. Navic at @ zna¢i minimovou prioritni frontu, ve které
jsou jednotlivé znaky usporadany podle frekvence vyskytu.

Na zacatku tvorby Huffmanova stromu jsou do prioritni fronty @@ vlozeny
vsechny znaky ¢ € C. Nasledné dojde k vytvoreni nového uzlu z a vybrani
dvou prvki z, y z fronty @ s nejvétsi prioritou. Prvek x je nastaven jako levy
potomek uzlu z, zatimco y se stane pravym potomkem. Atribut z. freq je pak
roven souctu z.freq + y.freq. Nakonec dojde k vlozeni uzlu z do fronty Q.
Po provedeni |C| — 1 iteraci pfedchoziho algoritmu vznikd Huffmaniv strom
a jeho kofen se nachdzi na za¢dtku prioritni fronty Q.[2]

Listy vzniklého Huffmanova stromu jsou vzdy ptvodni znaky ¢ z mnoziny
C. Kéd pro kazdy znak je potom tvofen cestou z kofene do odpovidajiciho
listu, pricemz za kazdy sestup do levého potomka je ke kédu pridana bindrni
0, resp. 1 za sestup do pravého potomka.

Asymptotickd slozitost tvorby Huffmanova stromu pro n znaku je, pii po-
uziti prioritni fronty, O(nlogn). Nahrazenim prioritni fronty van Emde Boas
stromy lze dosdhnout asymptotické slozitosti dokonce O(nloglogn).[2]
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1.3. Vyuziti

1.3.3 Heapsort

Heapsort je nestabilni in-place fadici algoritmus postaveny na operacich [ADT]
halda.

Jak popsali jiz Fredman a Tarjan v [4], ve skutecnosti je halda ekvivalentni
prioritni fronté. Dokonce jsou tyto dva pojmy nékterymi autory zaménovany.

VsSechny hodnoty, které maji byt sefazeny, jsou na zacatku algoritmu vlo-
zeny do prioritni fronty. Nasledné jsou z fronty vSechny vlozené prvky vy-
brany, coz probihd, diky vlastnostem prioritni fronty, v poradi od nejvétsiho
po nejmensi. Tedy vznika sefazend posloupnost hodnot.[9]

Jak vyplyva z kapitoly a jak uvadi i [2], asymptotickd slozitost fa-
zeni haldou je O(nlogn). V praxi se ovSem cCastéji vyuziva spiSe algorit-
mus quicksort, ktery ma sice v nejhorsim pripadé asymptotickou slozitost
O(n?), nicméné pro primérny piipad pracuje, dle naméfenych hodnot, vy-
razné rychleji.[2]

1.3.4 Diskrétni simulace

V pripadé diskrétnich simulaci je potieba udrzovat mnozinu ¢ekajicich udélost,
kde kazdd probéhne v predem urceny cas a muze vytvorit nékolik dalsich
budoucich udéalosti. Tyto udalosti je vhodné udrzovat pravé v prioritni fronté
@, ve které za prioritu slouzi cas provedeni.

Hlavni smycka programu pak v dany cas vybere vsechny udalosti s pat-
ri¢nou prioritou, provede je a pripadné zaradi nové vygenerované udalosti do

Q-[10]






KAPITOLA 2

Implementace prioritni fronty

Jak bylo naznaceno jiz v predchozi kapitole, prioritni frontu lze implementovat
nékolika zpusoby, které se od sebe lisi nejen casovou a pamétovou slozitosti,
ale naptiklad i slozitosti implementace.

Na dalsich strankach budou jednotlivé implementace rozebrany a nakonec
dojde i k jejich porovnani z hlediska asymptotickych slozitosti. Krom toho
byly vSechny datové struktury v rdmci prace na kapitole implementovany v ja-
zyce C++ . Ten byl vybran zejména z didvodu vysokého vikonu, kompilace do
strojového kdédu a manudlni sprdvy paméti. Automatickd sprava paméti a in-
terpretovany kod by mohli nepriznivé ovlivnit vijkon datovych struktur.[11]

Zdrojové kédy jednotlivych implementaci jsou k nalezeni na prilozeném
CD ve slozce /src/impl. K dispozici je i Makefile slouzici ke kompilaci.

2.1 Nerazené pole

Nerazené pole je velice jednoduse implementovatelnd a pochopitelnéd varianta
prioritni fronty.

Vsechny prvky jsou ulozeny v datové struktuie pole a navic je udrzovan
ukazatel na nejvétsi prvek.

2.1.1 Vkladani a hledani maxima

Pri vkladani nového prvku dojde k pridani vkladaného prvku na konec pole.
Pokud je navic hodnota klice nového prvku vétsi, nez hodnota klice stavajiciho
maxima, dojde k aktualizaci ukazatele na nejvétsi prvek. Tato operace ma, za
predpokladu, ze m4 pole dostateénou kapacitu, ¢asovou slozitost O(1), jelikoz
dochézi pouze k vlozeni nového prvku do pole, jednomu porovnani a pripadné
aktualizaci jednoho ukazatele. [1]

V ptipadé, ze by v poli nezbyvalo zadné volné misto, bude tfeba ho rozsitit.
To vétsinou probihd vytvorenim nového pole s vétsi kapacitou, do kterého jsou
vSechny prvky puvodniho pole prekopirovany. Nasledné je staré pole zruseno.

9



2. IMPLEMENTACE PRIORITN{ FRONTY

Je snadné nahlédnout, Zze v tomto piipadé bude slozitost vkladani nového
prvku linedrni s po¢tem jeho prvki.

Casto je ovsem uvadéno, Ze vlozeni nového prvku do pole je operace s kon-
stantni casovou slozitosti. Jak je to mozné, kdyz bylo pravé ukazano, ze v nej-
horsim pripadé bude mit vkladani linearni slozitost?

Abstraktni datova struktura pole je v teorii bézné uvazovana jako struk-
tura s takika neomezenou kapacitou, coz v praxi pokulhavi. Pokud by do-
chéazelo k alokovani tak velkych poli, aby se z programatorova hlediska zdala
neomezend, doslo by velmi rychle k vycéerpani veskeré volné paméti.

7Z toho divodu se vyuziva tzv. nafukovaciho pole, coz je pole s omezenou
kapacitou, kterd se ve chvili, kdy mu dojde kapacita, zvétsi, vétsinou dvojna-
sobné, coz je ovsem vykoupeno pravé vétsi ¢asovou narocnosti. Pri opakova-
ném vklddani hodnot do takové struktury se pak bude c¢asova slozitost jedné
samotné operace zdat opravdu konstantni, jak bude konec¢né ukazano dale.

Véta 3 (O slozitosti vkladani do nafukovaciho pole). Vklddani proki do na-
fukovaciho pole md amortizovanou slozitost O*(1).

Ditkaz. K dukazu bude vyuzita tzv. penizkova metoda, ktera je blize popsana
v [2], [12] ¢i [13]. Pri kazdém vlozeni nového prvku budou na virtudlni ucet
pole pridany dvé mince. Pri kopirovani prvki budou pak tyto mince spotie-
bovavany, konkrétné jedna mince za zkopirovani kazdého jednoho prvku.

Na zacatku je pole prazdné a ma kapacitu 1. Po vlozeni nového prvku se
pocet minci na uctu zvysi o dvé. Jelikoz je v tuto chvili pole zcela zaplnéno,
bude jeho kapacita zdvojnasobena a stavajici prvek bude nakopirovan do zvét-
seného pole. Za to bude zaplacena jedna mince a na tuctu tak jesté jedna mince
zustava. Kapacita pole je v tuto chvili 2.

Nésledné je vlozen dalsi prvek, ktery opét piida dvé mince na tcet. Po-
dobné jako v predchozim pripadé je v tuto chvili pole maximalné zaplnéné,
dojde tedy k jeho rozsireni. Za kopirovani dvou stévajicich prvka budou za-
placeny dvé mince ze tii a kapacita pole se zvétsi na 4.

Po provedeni n vlozZeni tedy dojde celkové k pricteni 2n minci. Zaroven
vzdy ve chvili, kdy n = 2¥, k € Z dojde k odecteni 2¥ minci. Necht n = 27,
potom bude celkovy pocet minci na ucté po provedeni n operaci vkladani
roven

i
9. 21 . Z(2k) — 2@'+1 o (2i+1 . 1) =1
k=0

Bylo dokazano, ze hodnota uc¢tu nikdy neklesne pod nulu, tedy na prove-
deni série n vlozeni bude spotfebovano vzdy O(n) ¢asu. Amortizované je tedy
na jedno vlozeni potieba pouze O*(1) casu. O

Ziskani prvku s nejvétsi prioritou je trivialni, staci vratit ten, na ktery
ukazuje maximovy ukazatel.[I]

10



2.1. Nerazené pole

2.1.2 Mazani

Odebrani nejvétsiho prvku sestava ze dvou krokil. Nejdiive dojde k samotnému
odebrani nejvétsiho prvku, coz lze realizovat prohozenim prvku s nejvyssi pri-
oritou s poslednim vlozenym a néaslednou dekrementaci pocitadla poctu prvka
v poli. Toto je realizovatelné v konstantnim case. Ve druhém, a o poznani né-

N 24

prohledanim celého pole, tedy s asymptotickou slozitosti O(n).[1]

max max

|
sls[7]2lo] + [9] — [s]3][7[2]0]9]

(a) Novy prvek je pfiddn na konec pole. JelikoZ je jeho hodnota vétsi, nez stévajic
maximum, je aktualizovin maximovy ukazatel.

max max max
s[sl7]2]o] — [5[3]o]2]7] - [5]3]0]2]

(b) Maximum je pfi odebirdni prohozeno s poslednim prvkem v poli. Nésledné dojde
k jeho odtrzeni. Nové maximum je pak nalezeno linedrnim prohledanim celého pole.

Obréazek 2.1: Zakladni operace prioritni fronty implementované nefazenym
polem.

Smazani libovolného prvku lze rozdélit na dva riazné pripady. Nastane-li
varianta, kdy je mazan prvek s nejvyssi prioritou, bude slozitost rovna ode-
birdni nejvétsiho prvku, tedy O(n). V opacném piipadé bude prvek rovnéz
mazan jako v pripadé odstranovani nejvétsiho prvku, ovsem s tim rozdilem,
ze neni tfeba aktualizovat maximovy ukazatel, slozitost tedy bude konstantni.

2.1.3 Zmeéna klice a spojovani

Zména klice se velice podoba vlozeni nového prvku. Hodnota klice ménéného
prvku je aktualizoviana a v pripadé, ze je nova hodnota vétsi, nez aktudlné nej-
vetsi kli¢, dojde k aktualizaci maximového ukazatele. Operaci lze opét provést
v konstantnim case.

Posledni operace, kterd byla predstavena, je slouc¢eni dvou prioritnich front.
V pripadé nerazeného pole staci obé pole zietézit, coz nelze provést jinak, nez
vlozenim vSech prvki jedné fronty do druhé. Celkova slozitost je tedy O(n),
kde n je soucet poc¢tu prvka obou front.

Pamétova slozitost implementace prioritni fronty pomoci nefazeného pole je
rovna poctu jejich prvku, tedy O(n).

11



2. IMPLEMENTACE PRIORITN{ FRONTY

2.2 Razené pole

Mnoho algoritmt a datovych struktur lze vyrazné urychlit predzpracovanim
vstupnich dat jejich fazenim. Piimo se tedy nabizi zkusit vylepsit prfedchozi
variantu implementace pomoci serazeného pole.

Podobné jako v predchozim pripadé bude k implementaci treba vyuzit
datové struktury pole a pocitadlo prvkia v poli. Poradi prvka v poli bude

vV,

tedy obracené, nez by mozna bylo intuitivni.

2.2.1 Vkladani a hledani maxima

Pri vkladani nového prvku bude inkrementovano pocitadlo prvki a na prvni
prazdné misto bude novy prvek vlozen. Nasledné vlozeny prvek ,,probubla“ na
svou pozici podobné, jako je tomu v pripadé algoritmu bublinkového razeni |14,
s. 107]. Prvek je tedy prohazovan s levym sousedem dokud plati, ze hodnota
jeho klice je mensi, nez hodnota klice souseda. Pocet prohozeni je v nejhorsim
pripadé roven poc¢tu prvku v prioritni fronté, a to ve chvili, kdy je hodnota
klice nového prvku nejmensi. Asymptotickd casova slozitost vkladéni je tedy
O(n).

Ziskani prvku s nejvyssi prioritou sestava z pouhého navraceni prvku na
indexu n — 1, kde n je hodnota ¢itace poc¢tu prvki. [1]

2.2.2 Mazani maxima

Mazani prvku, jehoz priorita je nejvétsi, je v tomto pripadé podobné jedno-
duché, jako jeho ziskani. Staci dekrementovat ¢ita¢ poc¢tu prvki. Cela operace
probéhne, jak lze snadno nahlédnout, v konstantni case.[I]

2.2.3 Zmeéna klice

Pri aktualizaci hodnoty klice néjakého prvku se musi zménény prvek dostat na
spravné misto v poli tak, aby bylo zachovano jeho fazeni. K tomu vyuzijeme
stejny postup, jako v pripadé vkladani nového prvku, totiz dfive popsané
,probublani“ na spravné misto. Ze stejnych divodu, jako u vkladani nového
prvku, bude asymptotické slozitost rovna O(n).

2.2.4 Mazani obecného prvku

Mazani libovolného prvku lze realizovat i za pouziti fazeného pole. Nejdrive
dojde k aktualizaci hodnoty klice daného prvku na hodnotu + inf, coz zpu-
sobi jeho presunuti na konec pole. Néslednym odebranim nejvétsitho prvku
se pivodniho prvku snadno zbavime. Casova slozitost takové operace sestava
z Casové slozitosti zmeény klice a smazani nejvétsiho prvku, tedy O(n)+O(1) =

O(n).
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2.3. Nefazeny spojovy seznam

2.2.5 Spojovani

Slouceni dvou front realizovanych pomoci sefazeného pole je mozné napriklad
pomoci procedury merge popsané v [2] s. 31], kterd bézi v case O(n), kde n
je soucet poctu prvku obou poli.

Pamétova slozitost realizace prioritni fronty pomoci fazeného pole je, stejné
jako u nerazeného pole, linearni s poc¢tem prvki prioritni fronty.

2.3 Nerazeny spojovy seznam

Kapitola prinesla zrychleni u operace odebrani nejvétsiho prvku, ovSem za
cenu zpomaleni v pripadé operace vkladani nového prvku. U vsech doplnujicich
operaci je pak slozitost stejnéd, nebo dokonce horsi, nez v pripadé nerazeného
pole.

Nékteré neduhy nerazeného pole lze vyresit pouzitim spojového seznamu.
7 dtuvodu zachovani slozitosti bude pouzit oboustranné zietézeny spojovy se-
znam a ukazatele na prvni a posledni prvek a na prvek s nejvyssi prioritou.

Vyhody spojového seznamu se projevi u operace spojovani dvou priorit-
nich front. Zatimco u nerazeného pole bylo potieba provést n vlozeni, v pri-
padé spojového seznamu staci za posledni prvek prvni fronty napojit prvni
prvek druhé fronty. Ukazatel na posledni prvek se prepiSe hodnotou ukazatele
z druhé prioritni fronty a maximovy ukazatel bude nastaven na vétsi z maxim
puvodnich front. Vsechny tyto operace jsou konstantni, sliti tedy probéhne
v case O(1).

Pamétova slozitost implementace prioritni fronty pomoci nefazeného spo-
jového seznamu je sice asymptoticky stejnd, jako v pripadé nefrazeného pole,
realné potrebuje ale vice paméti z diivodu udrzovani ukazateld na predchozi
a nasledujici prvek.

2.4 Razeny spojovy seznam

Jestlize nefazeny spojovy seznam prinesl zrychleni u operace merge, nabizi
se vyzkouset, zda nebude mit podobny efekt i pouziti razeného spojového
seznamu.

Struktura spojového seznamu bude v tomto pripadé stejna, jako tomu
bylo u nerazeného spojového seznamu. Hodnoty naopak budou usporadany
v intuitivnim poradi od té s nejvétsim klicem, po nejmensi, tedy opacné, nez
u fazeného pole z kapitoly

2.4.1 Vkladani a hledani maxima

Pri vkladani nového prvku je potieba nejdrive ve spojovém seznamu najit jeho
spravné misto. To lze provést prochézenim celého seznamu od nejvétsiho po
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2. IMPLEMENTACE PRIORITN{ FRONTY

nejmensi prvek dokud je splnéna podminka, Zze hodnota prvku ve spojovém
seznamu je vétsi, nez hodnota vkladaného prvku. Ve chvili, kdy podminka
prestane platit, nebo algoritmus dojde na konec seznamu, je novy prvek za-
Fazen na patriéné misto. V nejhorsim ptipadé dojde k projiti celého seznamu,
casové slozitost je tedy O(n).

Nejvétsi prvek se vzdy nachazi na zacatku spojového seznamu, jeho ziskéni
je tedy konstantni operace.

2.4.2 Mazani

Smazani nejvétsiho prvku spociva v pouhém odtrzeni prvniho prvku a zmény
ukazatele na pocatek seznamu, tedy opét konstantni operace.

Mazani obecného prvku spocivd v pouhém odtrzeni prvku ze spojového
seznamu. Pouze je treba dat pozor na situace, kdy je mazany prvek na zacatku
¢i konci seznamu, v téchto pripadech je navic treba aktualizovat ukazatel na
zaGatek, respektive konec seznamu. Casova slozitost tedy ziistéava ©(1).

2.4.3 Zmeéna klice a spojovani

Zménu klice 1ze realizovat odtrzeni prvku ze spojového seznamu, coz lze udélat
v konstantnim case, aktualizaci jeho hodnoty a jeho opétovnym vlozenim zpét
do seznamu. Jelikoz ma vlozeni nového prvku linearni slozitost, bude mit i
zména kli¢e asymptotickou slozitost O(n).

Spojovani dvou sefazenych probihd nalezenim vétsiho prvku z pocatkta
obou seznamu, jeho odtrzeni a zarazeni do vysledného seznamu. Poté se po-
kracuje stejnym zptisobem az do chvile, nez je jeden ze seznamt prazdny. V tu
chvili je aktualné prvni prvek neprazdného seznamu zatazen za posledni pr-
vek nové vznikajictho seznamu. Casova sloZitost algoritmu je O(min(ny,n2)),
kde n1 a mo oznacuje velikosti pivodnich seznami. Velkou vyhodou pouziti
razenych spojovych seznami je, ze k jejich spojeni je treba pouze konstantni
mnozstvi pomocné paméti.

2.5 Binarni vyhledavaci strom

Binarni vyhledavaci strom je, jak nazev napovidé, bindrni strom, kde
kazdy uzel obsahuje ukazatele na pravého a levého syna, ukazatel na rodice
a klic. Navic plati podminka, ze v levém podstromé se vzdy nachazi prvky,
jejichz hodnota kli¢e je mensi, nez hodnota kli¢e rodi¢e. Naopak v pravém
podstromé jsou vsechny prvky s hodnotou klice vétsi.[2)

Diky pfedchozim vlastnostem lez pomoci BVS| pomérné efektivné imple-
mentovat i prioritni frontu, jelikoz pozice nejvétsiho prvku je v kazdé chvili
zndmé, nachdzi se vzdy v nejpravéjsim uzlu.[I]
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2.5. Binarni vyhledavaci strom

Vsechny zédkladni operace nad bindrnim stromem jsou svou slozitosti za-

vislé na jeho vysce. V pripadé ﬁplnéh(ﬂ s n uzly (obr. [2.2a]) je hloubka
stromu O(logn). Pokud je ale bindrni strom degenerovany na linedrni retézec

n uzli (obr. 2.2¢), mize byt slozitost operaci az O(n).

@
@ OoBRO
@ 6
HOGH® O O @
(a)

(b) ()

Obrazek 2.2: Priklady ruznych binarnich vyhleddvacich stromi

2.5.1 Vkladani a hledani maxima

Vkladani nového prvku zac¢ind u kotene stromu. S nim je porovnana hodnota
klice nového prvku a na zakladé vysledku se rekurzivné pokracuje s pravym
(je-li kli¢ nového prvku vétsi), resp. levym podstromem. Ve chvili, kdy pod-
strom neexistuje, je novy prvek uloZen jako odpovidajici potomek posledniho
navstiveného uzlu. Slozitost takové operace bude v nejhorsim piipadé O(n).[2]

Pozice nejvétsiho prvku, jak bylo jiz feceno, je v kazdou chvili znama.
Je ovSem zbytecné pokazdé prochazet cely strom az k nejpravéjsimu uzlu,
implementace bude tedy ukazatel na nejpravéjsi prvek udrzovat zvlast. Diky
tomu bude slozitost ziskani maxima konstantni.

2.5.2 Mazani

Pfi mazani obecného prvku z BV je potfeba rozliSovat tii situace. Je-li ma-
zany prvek list, dojde k jeho prostému odtrzeni. V pripadé, ze méa pouze jeden
podstrom, je odstranén a nahrazen svym synem. Nejkomplikovanéjsi je situ-
ace v pripadé, ze ma uzel oba dva podstromy. V takovém ptipadé je nutné
nalézt néslednikaﬂ mazaného uzlu, ten odstranit a jeho hodnotu presunout do
mazaného uzlu. Hledani ndslednika m& v nejhorsim piipadé slozitost O(n),
tedy i slozitost mazani libovolného prvku z bude O(n).[12]

1I/Jplny binarni strom je takovy binarni strom, kde pro kazdy uzel v plati, Ze hloubka
levého a pravého podstromu se 1lis{ maximalné o jedna[I2].
2Néslednikem néjakého uzlu v je nejlevéjsi uzel jeho pravého podstromu.
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V ptipadé odstranovani nejvétstho prvku z binarniho stromu je situace
o néco jednodussi. Nejdrive je potfeba si uvédomit, ze pro nejvétsi prvek nikdy
nenastane situace, kdy by obsahoval oba podstromy.

Véta 4. Uzel v jehoZ hodnota klice k(v) je v ramci stromu T nejuétsi je nej-
pravéjsim uzlem, tedy nemd pravy podstrom.

Diikaz. Necht existuje uzel v takovy, ze hodnota jeho klice k(v) je v ramci
stromu T nejvétsi a zdroven existuje jeho pravy podstrom P(v). Potom ale
pro libovolny uzel u € P(v) nutné plati k(u) > k(v). Uzel v tedy nemuze byt
v ramci stromu 7T nejvétsi, coz je spor s predpokladem. Uzel v tedy nemiize
mit pravy podstrom. O

Jak vyplyva z ptredchozi véty, pfi mazani nejvétsiho prvku resime vzdy
variantu bez podstromu, respektive s jednim, konkrétné levym, podstromem.
Na prvni pohled by se mohlo zdét, ze takové mazani lze provadét v konstant-
nim c¢ase. To je pravda jen ¢astecné, totiz pouze v pripadé, ze byl mazany
prvek listem. Tehdy opravdu neni potieba hledat néaslednika, novym maxi-
mem se stava rodi¢ mazaného prvku a dochazi k pouhému prepsani nékolika
ukazateli. OvSsem obsahuje-li mazané maximum levy podstrom, neni novym
maximem jeho kofen, ale pfedchﬁdceﬁ mazaného prvku. Jeho hledani miize
v nejhorsim ptipadé opét vyzadovat prohledani vsech prvki, slozitost mazani
maxima je tedy O(n).

2.5.3 Zména klice a spojovani

Zména hodnoty klice libovolného prvku sestava ze dvou krokt. Nejprve dojde
k jeho smazani, nasledné pak k jeho opétovnému vlozeni s novou hodnotou.
Jak mazani, tak vkladani, maji, jak bylo ukazano vyse, linearni slozitost, proto
bude i asymptotickd slozitost zmény hodnoty klice linearni.

Posledni operaci, kterou by méla implementace prioritni fronty podporo-
vat, je spojeni dvou prioritnich front do jedné. Pti této operaci jsou nejdiive
oba[BVY| in-order projity a jejich prvky jsou nakopiroviny do pomocnych poli
Aq, resp. As. Tyto jsou pak slity do jednoho pole A pomoci algoritmu popsa-
ného v kapitole 2.2] Konstrukce bindrniho vyhledévaciho stromu ze sefazeného
pole pak zabere linearni cas. Koren vysledného stromu bude prostredni prvek
pole A. Jeho pravy a levy podstrom jsou pak rekurzivné vytvoreny z prvki
napravo, resp. nalevo od nalezeného korene.

Neni bez zajimavosti, ze pomoci binarniho vyhledavaciho stromu je mozné
pomérné dsporné implementovat podobnou [ADT] totiz double-ended prio-
ritni frontu[I5][16]. Ta je velice podobnd popisované prioritni fronté, umoziiuje
ovsem efektivné pracovat jak s maximem, tak s minimem zarover.

3 Aneb nejpravéjsi prvek levého podstromu.
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2.6. Cerveno-Cerny strom

2.6 Cerveno-Cerny strom

Jak bylo ukédzidno v kapitole slozitost zakladnich operaci binarniho vy-
hledavaciho stromu zavisi na jeho vysce, kterd muze byt v nejhorsim pripadé
i linedrni s po¢tem prvki. Cerveno-Cerné stromy, poprvé piedstavené v [I7]
jako symetrické B-stromy, jsou jedna z mnoha Varian‘ﬂ vyvazovanych binér-
nich vyhledavacich stromt, coz znamena, ze udrzuji hloubku stromu rovnou

O(logn).[2]

2.6.1 Struktura

Cerveno-¢erny strom je bindrni vyhleddvaci strom, ktery u kazdého uzlu udr-
zuje jeden bit informace navic, totiz jeho barvu[l9]. Pomoci omezeni barev,
které se mohou vyskytovat na kazdé jedné cesté z korene do listu, je v ¢erveno-
¢ernych stromech zajisténo, ze kazda cesta bude maximalné dvakrat delsi, nez
libovolné z ostatnich cest.[2]

Kazdy uzel bude tedy obsahovat pét atributa, totiz barvu, kli¢, ukazatele
na levého a pravého syna, ukazatel na rodice a odpovidajici data. Pokud né-
ktery ze synu uzlu neexistuje, bude mit ukazatel hodnotu NIL. Tyto hodnoty
jsou ovsem povazovany také za uzly bindrniho vyhledavaciho stromu a plati
pro né tedy i vSechny podminky z definice [Z]

Definice 2 (Cerveno-cerny strom). Cerveno-cerny strom je bindrni strom,
ktery splnuje ndsledujici podminky:

1. Kazdy uzel je bud cerveny mebo cernj.

2. Koren stromu je vZdy cernyg.

3. Kazdy lisP| je cerny.

4. Pokud je uzel cerveny, pak oba jeho synové musi byt cerni.

5. Pro kazdy uzel plati, Ze pocet cernych uzlu na vsech cestach do listi jeho

podstromi je stejny.

2.6.2 Hloubka ¢erveno-¢erného stromu

vvvvvv

rou u binarnich vyhledavacich stromu sledujeme, je jeho vyska. Proto bude,
jesté pred analyzou fungovani jednotlivych operaci, uveden dtkaz, ze jeho
hloubka je asymptoticky opravdu logaritmicka.

“Mezi dalsf zastupce vyvazovanych patii naptiklad AVL stromy[I2] s. 183], B-
stromy[2, s. 505], 2-3 stromy[5], s. 424] ¢i splay stromy[18].
SListy &erveno-éerného stromu tvoif vzdy NIL hodnoty.
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2. IMPLEMENTACE PRIORITN{ FRONTY

V ditkazu vyuzijeme dalsi vlastnost uzlt ¢erveno-cernych strom, totiz tzv.
cernou hloubku, zna¢ime bh(x). Ta pfimo vyplyva z bodu 5 definice 2| jedna
se o pocet cernych uzli na libovolné cesté z uzlu do kofene. Cernd hloubka
celého stromu je pak rovna cerné hloubce jeho kofene.

Nyni jiz k samotnému ditkazu logaritmické hloubky.

Véta 5 (O hloubce ¢erveno-éernych stromt). Cerveno-cerny strom s n vnitr-
nimi uzly md hloubku maximdiné 2log(n + 1).

Diikaz. Nejdiive budiz ukazano, ze libovolny podstrom s korenem x obsahuje
alespori 2PM(®) — 1 vnit¥nich uzliL.

Pokud je hloubka x rovna nule, tak plati, ze x je list. O stromu s takovym
kofenem miize byt bezpochyby feceno, Ze obsahuje 2PH(*) — 1 =20 —1 =0
vnitinich uzld. Nyni necht z ma kladnou hloubku a jedna se o vnitini uzel
néjakého stromu s obéma syny. Kazdy ze syni mé hloubku bud bh(z) nebo
bh(z)—1, podle toho, jestli je jejich barva ¢ervend nebo ¢erné. Jelikoz hloubka
libovolného syna x je urcité alespon o jedna mensi, nez hloubka x, indukéni
predpoklad k4, Ze kazdy ze syni mé minimalné 2P =1 — 1 ynitinich uzla.
Strom s kofenem z pak bude mit (2PH®) 1 —1) 4 (2Ph(#) -1 _1) 4 2 = 9bh(z) _
vnitrnich uzld, ¢imz je dokazan predpoklad o vnitrnich uzlech.

Nyni necht A je hloubka cerveno-cerného stromu. Podle vlastnosti 4 z de-
finice [2] musi byt alespon polovina uzli na libovolné cesté z korene do listu,
nepocitaje koren, ¢ernd. Tedy ¢ernd hloubka korene takového stromu musi byt
minimédlné h/2 a tim padem plati nerovnost n > 2h/2 _ 1, jejiz tprava pak
vede na pozadovany dikaz hloubky:

n+1>2M?
log(n+1) > h/2
2log(n+1) > h

h < 2log(n+1)

O]

Se znalosti maximalni hloubky c¢erveno-cerného stromu mohou byt konecné
analyzovany vSechny podporované operace.

2.6.3 Vkladani

Je ztejmé, ze i kdyz maji Cerveno-Cerné stromy ve své podstaté podobnou
strukturu, jako obecny [BVS] modifikujici operace se budou nutné lisit. Kdyz
by tomu tak nebylo, doslo by k poruseni nékteré z vlastnosti z definice [2|a tim
padem by prestala platit i zaruka maximéalni hloubky z véty
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2.6. Cerveno-Cerny strom

Jak tedy provést vlozeni nového prvku z do ¢erveno-cerného stromu? Nejdiive
je novy prvek obarven éervenou barVOLﬂ a nasledné vlozen do stromu stejné,
jako v pripadé bézného bindrniho stromu. Po provedeni predchozich kroku je
tfeba ovérit, ze nebyla porusena néktera z podminek z definice

Je nasnadé, ze podminka 1 nemize byt vlozenim nového prvku nikdy po-
rusena. Stejné tak podminka 3 bude stale splnéna, jelikoz nové vlozeny uzel
implicitné obsahuje dva ¢erné NIL syny, které jsou nutné listy. Posledni pod-
minkou, kterd zustava neporusena, je 5. Pridanim nového Cerveného uzlu se
totiz nikdy nenavysi pocet ¢ernych uzli na libovolné cesté od korene k listtum.
Vkladany uzel sice nahrazuje jeden cerny NIL uzel, nicméné, jak jiz bylo fe-
¢eno, obsahuje dva ¢erné syny a sam k ¢erné hloubce nic neptridédva. Problém
budou tedy zpusobovat pouze podminky 2, tedy zZe kofen musi byt ¢erny, a 4,
ktera ika, ze éerveny uzel musi mit oba syny cerné.

¢ o 2 2
(a)

/'..
(b)

Obrazek 2.3: Priklady vkladani do cerveno-cerného stromu, pii kterych je
porusena nékterd z jeho podminek

Jednodussi situace nastava, pokud se vlozeny uzel z stane kofenem stromu.
V takovém pripadé dojde k jeho pouhému ptrebarveni na ¢erno (obr. .

Vlozenim cerveného uzlu pod cerny uzel dokonce nedojde, jak vyplyva
z predchozich odstavci, k poruseni zadné podminky.

V pripadé, kdy je novy uzel z zafazen jako jeden ze synli néjakého cerve-
ného uzlu y (obr. , bude situace o néco komplikovanéjsi.

Nejdrive je ale treba definovat dalsi pojem, ktery bude hned vzapéti vyuzit.
Uzel u bude zvan strjc uzlu z, pokud plati, Ze se jedna o sourozence rodice
uzlu z.

5Cernd barva neni pouzita proto, ze by vzdy doglo k poruseni podminky 5.

19



2. IMPLEMENTACE PRIORITN{ FRONTY

Necht u oznacuje stryce nové vkladaného uzlu z a rodic¢ z je levym synem
svého rodice. Z cerveno-Cerné podminky 1 vyplyva, Zze u muze mit bud cer-
venou, nebo ¢ernou barvu. Podle barvy stryce u jsou rozliSovany nasledujici
situace:

1. Je-li u éerveny, dojde k pfebarveni rodice z a u na c¢ernou barvu, za-
timco predek u je prebarven na ¢ervenou. V tuto chvili mize byt néktera
z Cerveno-Cernych podminek stéle porusena, proto se s opravovanim po-
kracuje s predkem stryce u.

2. Je-li u ¢erny a zaroven z je pravy syn, bude provedena leva rotace v pred-
kovi uzlu z (viz obrazek , ukazatel z bude nové ukazovat na predka
z, ze kterého se nové stane levy syn. Pokracuje se s bodem 3.

3. Je-li u Gerny a zaroven z je levy syn, bude tieba provést pravou rotaci
v prapredkovi z a zaroven zménit jeho barvu na cervenou. Krom toho
bude prebarven i rodi¢ z, totiz na cernou.

V pripadé, ze by byl rodi¢ uzlu z pravym synem svého rodice, budou
nastavat stejné situace, jako v ptripadé, ze je levym synem. Pouze se pfi feSeni
téchto situaci bude vzdy namisto levého syna pracovat s pravym a obracené.
Také rotace budou probihat na opac¢nou stranu.

left_rotate(T,x)

D —

JE—

oY 3 right_rotate(T,y) B Y

Obrazek 2.4: Ukazka fungovani rotaci uzli binarniho stromu. Symboly «, j,
~ predstavuji podstromy jednotlivych uzlu.[2]

Slozitost predchoziho algoritmu je logaritmickd s poctem uzli stromu.
Nastane-li situace 2 nebo 3, budou provedeny dvé rotace a dal se nikam ne-
pokracuje. Rotace jsou navic konstantni operace, jelikoz dochazi pouze k pre-
pojeni nékolika ukazateli. V pripadé situace 1 se po provedeni prebarveni
pokracuje na hladiné o 2 nizsi, nez je hladina aktudlniho uzlu. Jak bylo do-
kazano drive, hloubka stromu je logaritmicka, tedy i pocet prebarveni bude
nejhufe logaritmicky.[2]
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2.6. Cerveno-Cerny strom

2.6.4 Mazani

Dalsi modifikujici operaci nad Cerveno-Cernymi stromy je mazani néjakého
prvku. Nejdiive bude ukdzano mazani obecného prvku, nésledné bude vénovan
prostor i specidlnimu pripadu, kterym je mazani maxima.

Ve své nejzédkladnéjsi struktufe se mazani z cerveno-¢erného stromu ne-
lisi od mazani z obecného bindrniho vyhledavaciho stromu. Ovsem pti kazdé
moznosti po¢tu syni mazaného uzlu muize byt porusena nékterd z vlastnosti
z definice [2] proto bude potreba strukturu stromu pomoci rotaci a prebarvo-
vani uzli opravovat.

V pripadé, ze mazany uzel z nemé zadného potomkaﬂ pak je odtrzen.
Byl-li uzel cerveny, nedojde k poruseni zadné vlastnosti. Jedinym potencidl-
nim problémem by mohla byt zména cerné hloubky podstromu obsahujiciho
mazany uzel z. Ta se ale odstranénim cerveného uzlu nikdy neméni. Presné
opacna situace nastava, pokud je mazany uzel ¢erny. V tom pripadé dojde ke
zméné ¢erné hloubky a je tim padem porusena vlastnost 5 z definice[2] Je tedy
potfeba provést opravu. Ta bude zavolana na NIL list, ktery nahradi mazany
uzel z.

Ma-li pouze jednoho ze synu, je uzel odtrzen a nahrazen svym jedinym
synem s. Jestlize barva z byla cernd, potom je opét treba strom opravit.
Algoritmus na opravu bude volan na uzel s, ktery nahradil ptuvodni z.

Nejslozitéjsi situaci zlistava ten pripad, kdy mé uzel oba syny. V takovém
pripadé je nutné najit naslednika y, vymeénit ho se z a provést odtrzeni z,
ktery v tu chvili m& nutné pouze jednoho nebo zadné potomkyﬂ Pokud byla
puvodni barva naslednika s ¢ernd, poté opét mohlo dojit k poruseni nékteré
z podminek a je potieba provést opravu na jeho potomkovi, ktery muze byt
bud NIL list, nebo kofen jeho pravého podstromu.|[2]

Nyni jiz k nékolikrat zminované oprave vlastnosti stromu. Necht = oznacuje
uzel, ve kterém doslo k poruseni vlastnosti stromu, w je sourozenec x a p je
jejich spolecny rodic. Jestlize je x kofenem stromu nebo je jeho barva cervena,
je jeho barva nastavena na cernou a algoritmus konci. V opacném pripadé,
tedy kdyZ x neni kofenem a jeho barva je ¢ernd, je provadéno nasledujici:[2]

1. Je-li barva w ¢ervena, je jeho barva zménéna na Cernou, p je prebarven
na ¢ervenou, dojde k provedeni levé rotace popsané v kapitole 2.6.3] na
uzlu p. Novy sourozenec uzlu x je diky rotaci jeden ze synd puvodniho
sourozence w, ktery je navic urcité cerny. V tuto chvili se piipad 1 méni
na jeden z pripadt 2,3 nebo 4.

2. Je-li barva w ¢erné a navic jsou oba jeho synové také cerni, dojde k pfe-
barveni w na Cerveno a dale se pokracuje s x <= p.

"Nepodéitaje NIL listy.
8Budiz pfipomenuta definice naslednika. Jedn4 se o nejlevéjsi uzel v pravém podstromu,
tedy bude vzdy obsahovat pouze pravy, nebo dokonce zadny podstrom.

21



2. IMPLEMENTACE PRIORITN{ FRONTY

3. Je-li barva w ¢erna, levy syn w je ¢erveny a pravy syn w je ¢erny, dojde
k pfehozeni barvy uzlu w a jeho levého syna, nasledné je provedena
prava rotace v uzlu w. Novym sourozencem uzlu x se v tuto chvili stava
Cerny uzel s ¢ervenym pravym synem, ¢imz se z pripadu 3 stava pripad

4.

4. Je-li barva w ¢ernd a pravy syn w je ¢erveny, potom je barva w nastavena
na barvu p, barva p je, stejné jako barva pravého syna w, nastavena na
¢ernou a dojde k levé rotaci v uzlu p. Nésledné je algoritmus ukoncen.

Predchozi operace se opakuji, dokud neni porusena podminka, ze uzel x
neni kotfen a jeho barva je ¢erna. Je dobré si vSimnout, ze jediny ptfipad, kdy
dojde k opakovéni je, pokud nastane ptipad 2.[2]

Stejné jako jiné operace, ma i mazani obecného prvku z n prvkového
¢erveno-Cerného stromu, diky garanci jeho hloubky, logaritmickou slozitost.[2]

PFi mazdn{ maxima x existuje stejnd garance, kterou déva véta [d] tedy ze
mazané maximum nebude mit pravy podstrom. Na zdkladé této znalosti miize
byt feceno, ze problém nastava pouze ve chvili, kdy je barva maxima cCerna.
V opacném piipadé se totiz ¢ernd hloubka zddného podstromu obsahujiciho x
nemeéni a stejné tak zadna dalsi z vlastnosti ¢erveno-cernych stromi nemiize
byt porusena. Vyfeseni problému, ktery nastéava pii smazini ¢erného uzlu,
bude fesen stejné, jako v pripadé mazani obecného prvku a proto je i jeho
slozitost stejna.

2.6.5 Hledani maxima, spojovani a zména klice

Operace hledan maxima, spojovani dvou ¢erveno-cernych stromi i zména klice
néjakého prvku budou probihat identicky, jako tomu bylo v piipadé binérnich
vyhledavacich stromii z kapitoly

2.7 Binarni halda

Bindrni halda byla pfedstavena v [9] jako datova struktura pro algoritmus
heapsort, ktery byl podrobnéji rozebran jiz v kapitole Clanek se oviem
zabyva spise praktickou aplikaci, nez teoretickym popisem, s tim prisli az dalsi.

Na binarni haldu lze hledét jako na tplny bindrni strom, tedy plati, ze
vSechny jeho vrstvy jsou plné zaplnény, krom posledni, kterd nemusi byt kom-
pletni, ale je zaplnovana zleva. Navic tento binarni strom splnuje tzv. haldovou
podminku, ktera urcuje, ze hodnota kli¢e kazdého uzlu je maximélné takova,
jako je hodnota klice jeho rodiéeﬂ Vyjimku tvori kofen stromu, ktery zad-
ného rodic¢e nemé, nicméné z predchoziho vyplyva, ze ten bude vzdy nutné
nejvétsim prvkem celého stromu. [2]

9Budiz opét pfipomenuto, Ze v této praci je uvaZovdna pouze maximova, prioritn{ fronta,
a tudiz i haldovd podminka je uvedena pro maximovou bindrni haldu.
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Jak bylo feceno, binarni halda je iplny binarni strom, a jako takovou ji lze
jednoduse implementovat pomoci pole. Koten binarni haldy, coz je, jak plyne
z haldové podminky, zaroven i uzel s nejvétsim klicem, je pfi této implementaci
vzdy na indexu 1. Diky tplnosti takového stromu lze jednoduse zjistit i pozice
syni libovolného uzlu. Pro libovolny uzel uloZzeny na néjakém indexu %, kde
1 > 1, najdeme levého syna, pokud tedy existuje, na pozici 2i a pravého syna,
pokud tedy existuje, na 2¢ 4 1. I pozice rodice je snadno zjistitelné, konkrétné
se jednd o |i/2].]2]

2.7.1 Vkladani a hledani maxima

Vkladani nového prvku do prioritni fronty sestdva z vytvoreni nového listu [
a jeho pfipojenim na prvni volnou pozici posledni vrstvy binarniho stromu
reprezentujictho haldu. V této chvili mize ovSem dojit k poruseni haldové
podminky. Je tedy nutné ovétit, ze hodnota klice nového prvku je mensi, nez
hodnota klice rodice. Pokud by nastala situace, kdy by byla haldova pod-
minka porusena, dojde k prohozeni listu ! a jeho rodi¢e. Toto prohazovani
nové vlozeného prvku s jeho rodicem bude probihat dokud je porusena hal-
dova podminka. V nejhorsim pripadeé je kli¢ [ vétsi, nez kli¢ korenu celé haldy,
a dojde tedy k prohozeni na kazdé trovni binarniho stromu. Uz diive bylo
uvedeno, ze hloubka tplného bindrniho stromu je O(logn), tedy i sloZitost
vklddani nového prvku bude v nejhorsim pfipadé O(logn).[1]

Zjisténi maxima je konstantni operace, jelikoz to se vzdy, pro haldu uloze-
nou v poli A, nachazi na pozici A[1].

2.7.2 Maziani maxima

Dalsi algoritmicky zajimavou operaci je mazani maxima z binarni haldy. To
probiha prohozenim kotene r, ve kterém je maximum ulozeno, s poslednim
vlozenym listem [. Nésledné je uzel r ze stromu odtrzen. V tuto chvili miize
opét nastat situace, kdy je porusena haldova podminka, totiz uzel [, ktery
se diky prohozeni s r stal novym kofenem, nemusi byt vétsi, nez koreny jeho
podstromu. Je tedy potreba, podobné jako pri vkladani nového prvku, zaridit
splnéni haldové podminky. V tomto ptripadé nebude dochazet k prohazovani
s rodic¢em, nybrz s kofenem toho podstromu uzlu [, jehoz hodnota klice je
vétsi. To bude opét probihat az do chvile, kdy je kli¢ [ vétsi, nez klice levého i
pravého syna. V nejhorsim ptipadé, napiiklad, kdyz je I nejmensim prvek celé
fronty, a ze stejnych duvodi, jaké byly uvedeny pii analyze vkladani nového
prvku, muze dojit az O(logn) prohozeni.[I]

2.7.3 Zména klice

Zména klice je velice podobnéa vkladani nového prvku. Po navyseni hodnoty je
opét potreba ovérit, ze mezi ménénym prvkem x a jeho rodicem je dodrzena
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haldova podminka. Pokud by tomu tak nebylo, dojde ke stejnému prohozeni,
jako u zminéného vkladani. Slozitost zmény klice bude v nejhorsim pripadé
také stejnd, tedy O(logn).

2.7.4 Mazani obecného prvku

Dalsi operaci, kterd ma byt prioritni frontou podporovana, je mazani obec-
ného prvku. To lze provést pomérné primocare vyuzitim jiz dfive popsa-
nych operaci. Nejdiive je zménéna hodnota mazaného klice na +oo. Jelikoz
se takovy prvek nutné dostane do korene, stac¢i tento smazat pomoci ope-
race dequeue. Asymptotickd slozitost zmény klice i mazidni maxima z bi-
narni haldy je O(logn). Celkova slozitost mazani obecného prvku bude tedy
O(logn) + O(log n), coz se rovna O(logn).

2.7.5 Spojovani

Spojovani dvou bindrnich hald je nejcastéji realizovano prostym zfetézenim
poli realizujicich jednotlivé haldy a naslednym vybudovanim nové haldy nad
nové vzniklym polem. Jak je uvedeno v [20] a dokézano v [2I], to lze provést
v Case ©(n4), kde ny je soucet velikosti obou hald. Pozdéji byly v literatute
popséany i rychlejsi varianty spojovani bindrnich hald, viz naptiklad [22] nebo
[23].

Jelikoz je binarni halda udrzovana v poli, neni potfeba ukladat ukazatele na
podstromy a rodice tak, jak tomu bylo naptiklad u bindrniho vyhledédvaciho
stromu. Diky tomu je binarni halda pamétové celkem tispornou datovou struk-
turou.

2.8 Binomialni halda

Vlastnostmi velmi podobnou datovou strukturou, jako je v kapitole pred-
stavena binarni halda, je i binomialni halda. Jeji hlavni vyhodou je, jak bude
pozdéji dokazano, podpora spojovani dvou hald v logaritmickém case. Zaro-
ven je pro jeji udrzovani potfeba méné paméti, nez u vétsiny vyvazovanych
bindrnich vyhledavacich stromu[24].

2.8.1 Binomialni strom

Pted samotnym popisem a analyzou operaci binomialni haldy je potieba defi-
novat podpurné struktury, které pro svou préci binomidlni halda pouziva.[24]

Definice 3 (Binomialni strom). Zakorenény strom T je binomidlni stromem
rddu k, pokud splniuje ndsledujici:

1. Pokud je rad k roven nule, obsahuje T pouze koren.
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2. Pokud je vad k rizng od nuly, pak md T koren s prdvée k syni, které jsou
po Tadé binomidlnimi stromy radd k —1,...,0.[12]

Kazdy uzel binomiélniho stromu se bude sklddat z ukazatele na nejlevéjsiho
ze svych déti, ukazatele na svého pravého sourozence, ukazatele na rodice,
svého stupné a pochopitelné hodnoty klice. Pokud néktery z cila ukazatelu
neexistuje, bude ukazatel sméfovat na hodnotu NIL.[2]

o

k=0 k=1 k=2 k=1+1

Obréazek 2.5: Binomidlni stromy rdznych rada

Jak mohou takové binomidlni stromy vypadat ukazuje obrazek

2.8.2 Vlastnosti binomialni haldy

Pomoci binomidlnich stromt je pak jiz mozné definovat samotnou binomialni
haldu.

Definice 4 (Binomialni halda). Binomidlni halda se sklidd ze souboru bino-
midlnich stromu T =1Ty,...,T;, kde:

1. Pro kazdy strom T; € T plati haldovd podminka.
2. VT se zZddny rdd stromu nevyskytuje vice nez jednou.

3. Binomidlni stromy z T jsou v souboru uspordaddny vzestupné podle rddu. [12]

Pro analyzu podporovanych operaci je treba znat pocet stromu, z kterych
se binomialni halda o n prvcich sklada. Nejdiive tkrok stranou k po¢tu prvku
v jednom binomialnim stromu, ktery bude vyuzit pri diikazu poctu strom.

Véta 6 (O poctu prvkia v binomidlnim stromu). Binomidini strom rdidu k
obsahuje pravé 2F proki.

Diikaz. Dukaz bude proveden indukci podle fddu stromu. Pro strom radu
k = 0 plat{ trividlné 2% = 20 = 1. U stromu fadu k = n + 1 budeme vychézet
z definice [3] konkrétné bodu 2. Ten uvadi, ze kazdy binomidlni strom radu k
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je tvoren kofenem s k podstromy, jejichz fad je poporadé k —1,...,0. Z in-
dukéniho predpokladu plyne, Ze viechny podstromy kofene obsahuji presné 2°
prvki, kde i € {0,...,k — 1}. Strom fddu k£ bude tedy obsahovat presné

prvkiu, ¢imz byla véta dokazana. O

Se znalosti po¢tu prvka muze byt vysloveno, a nasledné dokézano, tvrzeni
o poc¢tu stromt v binomidlnim stromu.

Véta 7 (O poctu stromt binomiélni haldy). Binomidlni halda o n prucich se
skladd z nejvgse [logg(n)| + 1 binomidlnich stromai.

Diikaz. Vlastnost piimo vyplyva z véty [0 a definice [dl M&-li kazdy binomidln{
strom 2% prvki a je svym fadem v rdmci haldy unikatni, bude se ve vysledné
haldé vyskytovat pravé tehdy, kdyz v bindrnim zapisu poc¢tu prvkua celé haldy
je k-ty nejmensi bit rovny 1. Jelikoz pocet biti potrebnych k bindrni reprezen-
taci libovolného kladného decimdlniho ¢isla je roven [logy(n)| + 1, je i podet
stromt v libovolné binomialni haldé roven [logy(n)| + 1.[12] O

Predchozi vlastnosti budou vyuzity v dikazech asymptotickych slozitosti
jednotlivych operaci.

2.8.3 Spojovani

Ve

Nejdtlezitéjsi operaci binomidlni haldy, kterd je vyuzivana i ve vétsiné ostat-
nich operaci, je slouc¢eni dvou binomialnich hald, budiz proto uvedena a roze-
brana jako prvni.

Prvnim problémem, ktery je potieba vytesit, je slévani dvou binomialnich
stromi stejného radu k. Pfi ném je potfeba napojit koren jednoho stromu jako
prvniho syna kofene druhého stromu. Kvili zachovani podminky 1 z definice
[ musi nutné dojit k pfipojeni kofene s mensim prvkem pod kofen s vétsim
prvkem. Po provedeni sliti dostaneme binomialni strom radu k + 1.[12] Sliti
dvou binomidlnich stromt je konstantn{ operace a ilustruje ho obrazek [2.6]

Nyni jiz k samotnému slévani dvou binomialnich hald. Algoritmus probiha
postupnym prochazenim obou hald od nejnizsiho k nejvyssimu radu. Pokud
ani jedna fronta neobsahuje strom daného tadu, ve vysledné haldé se také
zadny strom patri¢ného radu neobjevi. Objevuje-li se strom néjakého radu k
pouze v jedné z puvodnich hald, dojde k jeho prekopirovani do vysledného
stromu. Posledni moznost je, Ze obé haldy strom daného fadu obsahuji. V ta-
kovém pripadé dojde k jejich slouceni pripojenim kofene s mensi hodnotou
pod kofen s vétsi hodnotou, ¢imz vznikne strom rfadu k£ + 1. Ten je potom
uvazovan v dalsi iteraci.[24] Priklad jednoduchého slévéani dvou binomiélnich

hald je na obrézku

26



2.8. Binomialni halda

__________

Obrazek 2.6: Priklad slévani dvou binomialnich stromu radu k = 2

Pocet krokti algoritmu slucovani zavisi na po¢tu prvkt v jednotlivych hal-
déch. Bylo dokézano, ze tento je nejhtire logaritmicky s poc¢tem prvki haldy.
Tedy algoritmus sluc¢ovani bude mit nejhite (|logy(max(ni,ng))|+1)+1 ite-
raci. Jeho slozitost je tedy také logaritmicka.

2.8.4 Vkladani a hledani maxima

Vlozeni nového prvku do binomialni haldy B probiha ve dvou krocich. Nejdiive
je nové vkladany prvek oznacen za binomidlni haldu tvorenou jednim bino-
midlnim stromem tadu 0. Tato halda je nasledné sloucena s piivodni haldou
B. Asymptoticka slozitost pridavani nového prvku je rovna slozitosti slévani
dvou hald, tedy O(logn).

Konstantni operaci zistava, stejné jako u binarni haldy, ziskdni maxima.
Pri kazdé operaci proviadéné nad binomialni haldou je udrzovan ukazatel na
nejveétsi koren, tedy staci tento vratit.

2.8.5 Mazani maxima

Pfi mazéni maxima bude opét vyuzit diive popsany algoritmus na slévani
dvou binomidalnich hald. Nejdfive dojde k odtrzeni stromu 7', jehoz koren
je v ramci haldy H maximalni. Nésledné je ze vSech podstromu korene T
vytvorena nova binomialni halda, ktera je nakonec slita s ptvodni haldou
H. Vytvoreni haldy z podstroma kotfene T zabere nejvyse tolik casu, kolik
jich existuje, tedy O(logn). Slévani hald mé pak logaritmickou slozitost, tedy
celkova slozitost odstranéni nejvétstho prvku bude O(logn).[12]

2.8.6 Zména klice

Operace zmény klice a odstranéni libovolného prvku jsou pak velice podobné,
jako u binarni haldy z kapitoly

V pripadé zmény klice muze dojit k poruseni haldové podminky, je tedy
potieba tuto opravit probublanim prvku na spravnou pozici. V nejhorsim
ptripadé bude novd hodnota kli¢e vétsi, nez hodnota klice kofene stromu, ve
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Obréazek 2.7: Haldy H; a Hs jsou slévany do nové haldy H. Algoritmus zac¢ina
se stromy Fadu 0. Ten existuje pouze u haldy Hi, je tedy primo piekopiro-
van do vysledné haldy H. V druhém kroku se pracuje se stromy tadu 1. Ty
existuji u obou hald, jsou tedy spojeny a vznikd prenos radu 2. Ve vysledné
haldé se zadny strom fadu 1 neobjevuje. Ve tfeti iteraci se na scéné objevuji
stromy tadu 2, které jsou opét pritomné u obou hald, navic ale existuje pre-
nos z predchoziho kroku. Ten je ulozen do vysledné haldy H, stromy z hald
H, a Hs jsou opét slouceny a vznikd dalsi prenos, tentokrat fadu 3. S tim se
algoritmus v dalsim kroku vyporada stejné, jako tomu bylo u stromt radu 1.
V poslednim kroku zbyva akorat prenos z minulé iterace, ktery je zkopirovan
do vysledné haldy.

kterém se prvek nachazi, dojde tedy k jeho presunuti do kotene. Hloubka
kazdého binomialniho stromu je logaritmickd s pocétem jeho prvki, tedy i
zména klice bude logaritmicka operace.

2.8.7 Mazani obecného prvku

Mazani obecného prvku x pak sestava z nastaveni jeho klice na +oo. Diky
tomu se x stane maximem celé haldy, které je nasledné odstranéno procedurou
dequeue. Obé operace maji logaritmickou slozitost, tedy i mazani bude mit
slozitost O(logn).
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2.9 Fibonacciho halda

Fibonacciho halda je datova struktura podobnd binomialni haldé, jez umoz-
nuje provadét rychlé spojovani dvou hald a zaroven velka ¢ast ji podporova-
nych operaci bézi amortizovanéE)] v konstantnim case. [2]

Datova struktura byla poprvé publikovana v roce 1987 jako rychla imple-
mentace prioritni fronty pro Dijkstrav algoritmus, ktery je blize popsan v ka-
pitole Jednd se také o historicky prvni prioritni frontu, kterd se, i kdyz
jen amortizovang, bliz{ teoretickym limittm rychlosti jednotlivych operaci.[4]

Fibonacciho halda se sklada z kolekce haldové usporadanych stromii. Kazdy
uzel stromu se pak sklada z ukazatele na rodice a ukazatele na jednoho ze svych
syni. Pokud syna nebo rodi¢e nemé, maji ukazatele specidlni hodnotu NIL.
Potomci kazdého uzlu jsou pak propojeni pomoci obousmérného cyklického
spojového seznamu. Déle kazdy uzel obsahuje informaci o poc¢tu synu, kterd
se nazyva rank, a bit indikujici, zda je uzel tzv. oznaceny (marked). Kofeny
jednotlivych stromu tvoricich Fibonacciho haldu jsou propojeny stejné, jako
sourozenci ve stromech. Navic je v kazdou chvili udrzovan ukazatel na strom
s nejvétsim kotenem.[4] Struktura Fibonacciho haldy je ukdzédna na obrazku
2.8

Béhem vsech provadénych operaci je navic potfeba udrzovat kotfeny stromu
tvorici haldu neoznacené. Tedy zejména pri vkladani nového prvku, odstrano-
vani maxima pfipadné zméné klice.[12]

max

L>20 3 12<J
AN

[
Obrézek 2.8: Struktura Fibonacciho haldy. Kazdy prvek obsahuje ukazatel na

svého rodice, pravého a levého sourozence a jednoho ze svych potomki. Pro
zjednoduseni jsou vynechany hodnoty rank a mark.[4]

10 Amortizovans slozitost vyjadfuje pramérnou &asovou slozitost jedné operace pii po-
sloupnosti jejich opakovani.[13]
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2.9.1 Hledani maxima, spojovani a vkladani

Pro ziskdni maxima staci vratit prvek, na ktery ukazuje maximovy ukazatel.[4]

Spojeni dvou hald H; a Ho do nové haldy H spocivd v propojeni spojo-
vého seznamu korent jejich stromii a nastaveni maximového ukazatele na vétsi
z puvodnich hald H; a Hs.[2]

Pro vlozeni nového prvku z do haldy H je tireba vytvorit jednoprvkovou
haldu H’, kterd je ndsledné spojena s puvodni haldou H a v pripadé, Ze je
novy prvek vétsi, nez nejvétsi prvek v H, je pfepojen maximovy ukazatel.[4]

VsSechny predchozi operace maji diky pouziti obousmérné zretézeného spo-
jového seznamu pro udrzovani seznamu stromu asymptotickou slozitost O(1).[4]

2.9.2 Mazani

Casové nejnaroénéjsi operaci, kterou lze nad Fibonacciho haldou provadét, je
mazani maximal[4]. Je to také operace, kdy jsou stromy tvorici haldu odlozené
konsolidovany[2].

Pred samotnym predstavenim mazani maxima z haldy je tfeba ukazat
fungovani algoritmu konsolidace stromu haldy, ktery je pii operaci dequeue
pouzivan. Ten spociva v opakovaném hledani dvou stromd, jejichz koren ma
stejny rank, a jejich spojeni do nového stromu 7;, pri zachovani haldového
usporadani. Strom 7, bude mit rank o jedna vétsi, nez ptivodni stromy. Ve
chvili, kdy neexistuji zadné dva stromy majici stejny rank, je ze stromui vy-
tvoren novy seznam korend a dojde k nastaveni maximového ukazatele.

Pfi mazani maxima x z haldy H dojde nejdiive k jeho odtrzeni. Odstranéni
prvku z obousmérné zretézeného spojového seznamu je konstantni operace,
sta¢i prepojit nékolik ukazatelii. Nasledné dojde k zapojeni vsech synia x do
seznamu korent haldy H a je proveden algoritmus konsolidace.

Mazani obecného prvku opét spoléhd na zménu klice prvku na néjakou
hodnotu +o0o a nasledné smazani maxima z haldy.

Casova slozitost mazani maxima i mazani obecného prvku je amortizované

O*(logn).[2]

2.9.3 Zména klice

Zasadné rozdilnou operaci oproti binomialni haldé je v ptripadé Fibonacciho
hald zména klice prvku x. Jiz v predchozich kapitolach vénujicich se halddm
a zminujicich haldové usporddani stromu bylo ukézano, ze zména klice miize
toto usporddani porusit. Resenim vétsinou bylo probubléni daného prvku na
spravnou pozici ve stromé. V tomto pripadé ovsem dojde k odtrzeni podstromu
zakorenéném v ménéném prvku a jeho vlozeni do seznamu stromu tvoricich
haldu. Navic dojde k nastaveni oznaceni rodice y uzlu z. Byl-li y jiz diive
oznaceny, je odtrzen stejnym zptsobem jako x a opét se ovéruje, neni-li jeho
rodi¢ také oznacen. Jak vidno, cely proces mutze vyustit v sérii odtrhavani,
ktera se zastavi v nékterém neoznaceném uzlu na cesté do kofene stromu.[12]
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Zména klice ma amortizovanou ¢asovou slozitost O*(1).[11]

2.10 Parovaci halda

I kdyz jsou Fibonacciho haldy velice efektivnim druhem hald, jejich implemen-
tace je znacné komplikovand a v praxi nejsou tak rychlé, jak by bylo potieba.
Proto byly vyvinuty parovaci haldy (origindlné pairing heaps), které sice ne-
maji tak dobré teoretické vlastnosti|25][26] jako Fibonacciho haldy, zaroven
jsou ale mnohem snadnéji implementovatelné a v praxi ¢asto rychlejsi.[27]
Na parovaci haldy lze hledét jako na liné samovyvazovaci binomialn{ haldy,
které ale zaroven sdili jednoduchost implementace a praktickou rychlost skew
hald[28]. Vyvazovéani probihd pouze pfi provadéni operace dequeue.[27]

2.10.1 Struktura haldy

Kazda parovaci halda je reprezentovana endogennim@ haldové usporadanym
stromem, coz je zakorenény strom, kde kazdy uzel je prvkem haldy, a zaroven
v ném plati haldova podminka.

Pro efektivni implementaci je pouzita v pripadé parovacich hald tzv. child-
sibling reprezentace, tedy kazdy uzel obsahuje levy ukazatel na prvniho ze
svych potomkil a pravy na starSiho souseda. Aby byly efektivni i operace
change_key a delete, bude potfeba udrzovat u kazdého uzlu i ukazatel na
jeho rodice.

Obrazek 2.9: Reprezentace stromt v parovaci haldé.

2.10.2 Spojovani

Nejzakladnéjsi operaci, kterou musi parovaci halda podporovat, je spojeni
dvou haldové usporadanych stromu. To probihd pripojenim kofene stromu, je-
hoz kli¢ je mensi, pod koren druhého stromu. Pri implementaci stromt podle
obrazku se jednad o konstantni operaci.

"Pojem pochdzi z [29] a znamend, Ze neni rozliovan uzel stromu a prvek haldy.
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2.10.3 Vkladani a hledani maxima

Vlozeni nového prvku probiha velice podobné, jako u binomialnich hald. Tedy
je vytvorena nova halda s jednim prvkem, kterd je nasledné spojena se stavajici
haldou. Vytvoreni i spojeni jsou konstantni operace, tedy i vkladani bude mit
konstantni slozitost.

Jelikoz je parovaci halda reprezentovana haldové usporadanym stromem,
bude se maximum nachézet vzdy v koteni. Ziskani nejvétsiho prvku je tedy
také konstantni operace.

2.10.4 Mazani

Nejkomplikovanéjsi operaci z hlediska implementace je pak odstranéni ma-
xima. Nejdrive je odstranén maximalni prvek z, ktery je urcité kofenem stromu
reprezentujictho haldu. Pivodni strom se rozpadne na mnozinu S haldové
usporadanych stromu, které jsou vidy zakorenéné v jednom ze synii ptivodniho
x. VSechny tyto stromy jsou nasledné spojeny do nového haldové usporada-
ného stromu, je ovsem potieba dat pozor na poradi, v jakém ke spojeni dojde.
Amortizovana slozitost je podle [27] logaritmicka s poc¢tem prvki v haldé, coz
bylo pozdéji i dokdzano v [26].

K udrzeni potrebné amortizované slozitosti jsou nejdrive vSechny stromy
s € S po dvojicich zleva doprava spojeny do part, které jsou nasledné v opac-
ném sméru spojeny do vysledné haldy. Odstranéni maxima ilustruje obrazek

2.10]

9 D ® 5
H®® — 0EFDHO® — POFTO
® @ © ®

©

Obréazek 2.10: Mazani maxima z parovaci haldy. Nejdiive je odtrzen jeji kofen
x. Ze synu x vznikne les haldové usporadanych stromt, ktery je po dvojicich
zleva doprava spojen. Nasledné jsou pfi zpétném priachodu spojeny vSechny
vzniklé pary do jedné vysledné haldy.

Mazani obecného prvku je podobné mazani maxima. Obecny prvek z je
odtrzen ze stromu a nasledné smazan. Z jeho podstromu je pak stejnym po-
stupem, jako v pripadé mazéni maxima, zkonstruovina nova halda, ktera je
nasledné spojena s ptivodni haldou. Slozitost mazani obecného prvku je stejna,
jako mazani maxima.
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2.10.5 Zména klice

Zména klice prvku je realizovana jeho samotnou zménou. Pokud je ménény
prvek kofenem haldy, neni jiz dal potieba cokoliv délat. V opa¢ném pripadeé je
takovy prvek spolecné se svymi podstromy odtrzen a spojen s puvodni haldou.
Podle [26] je ¢asova slozitost zmény klice rovna O(22VIeslosn),

2.11 Striktni Fibonacciho halda

Posledni predstavenou implementaci prioritni fronty bude striktni Fibonacciho
halda. Jedna se o prvni datovou struktura, kterd ma casové slozitosti stejné,
jako Fibonacciho halda, ovSsem ne amortizované, ale pro nejhorsi pripad. Tedy
vkladani nového prvku, nalezeni maxima, slouceni hald a zména klice maji
v nejhorsim piipadé slozitost O(1) a smazani maxima i smazdni obecného
prvku maji slozitost v nejhorsim pripadé O(logn).[30]

2.11.1 Struktura haldy

Jako prvni bude ukazana struktura a vlastnosti striktni Fibonacciho haldy a
budou definovany vsSechny dalsi podpurné struktury.

Kazda striktni Fibonacciho halda je reprezentovana jednim haldové uspo-
radanym stromem, kde kazdy uzel uchovava jeden prvek haldy. Déle velikost
stromu je pocet jeho uzlt a stupen uzlu z je rovny poctu jeho synu, znaceno
deg(z). Kazdy uzel stromu je oznacen bud jako aktivni (active) nebo pasivni
(passive).[30]

Aktivni uzel s pasivnim rodi¢em pak bude zvan aktivni kotfen (active
root). Krom toho je u kazdého aktivniho uzlu udrzovana jeho hodnost (rank),
kterd predstavuje pocet aktivnich synt, a je mu také prirazeno nezaporné celé
Cislo zvané ztrata (loss). Celkova ztrata celé haldy je pak soudet ztrat vsech
aktivnich uzlu.[30]

Pasivni uzel je zvin spojovatelny (linkable), jestlize jsou vSechny jeho
synové také pasivni.[30]

Vsechny prvky haldy, krom korene, jsou udrzovany ve fronté ). Libovolny
prvek, ktery neni korenem, bude uvazovan na pozici p, pokud je p-ty ve fronté
Q.

Pro analyzu slozitosti striktnich Fibonacciho hald se bude hodit také hod-
nota R, ktera je definovana jako 2 -log(n) + 6, kde n zna¢i pocet prvku haldy.

Nyni nékolik invariantl, které musi v kazdé striktni Fibonacciho haldé
platit.[30]

Definice 5 (Struktura striktni Fibonacciho haldy). Pro striktni Fibonacciho
haldy plati:

1. Koren stromu tvoriciho haldu je vZdy pasivni.
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2. Pro vsechny uzly plati ndsledujici uspordddni syni: aktivni synové jsou
vZdy nalevo od pasivnich syni a spojovatelné pasivni uzly jsou vidy na-
pravo od ostatnich pasivnich uzli.

3. Pro i-ty nejpravéjsi aktivni uzel plati, Ze soucet hodnosti a ztrdty je mi-
nimdlné ¢ — 1.

4. Aktivnd koten md nulovou ztrdtu.

Definice 6 (Pocet aktivnich kotfenu). Pocet aktivnich korent ve striktni F'i-
bonacciho haldé je maximdlné R + 1.

Definice 7 (Celkova ztrata haldy). Celkovd ztrdta haldy je mazimdlne R+ 1.

Definice 8 (Stupné uzlu). Pro stupné uzli ve striktni Fibonacciho haldé plati:

1. Maximdlni stupern kotene je R+ 3.

2. Necht x je libovolny uzel haldy, ktery neni koren, a p oznacuje jeho pozici
ve fronté Q. Je-li x pasioni uzel nebo aktivni uzel s kladnou ztrdtou, je
jeho stupeni mazximdlné 2 - log(2n — p) + 9, jinak mize byt mazximdlni
stupen uzlu o jedna vetsi.

Z definice [§ vyplyvé, Ze libovolny uzel mé stupen maximélné 2-log(n)-+12.
Dale plati nésledujici véta o vztahu mezi R a maximélni hodnosti:

Véta 8. Jsou-li splnény podminky z definice[5 a L oznacuje celkovou ztrdtu,
potom mazximdlni hodnost je nejvyse log(n) + V2L + 2.

Diikaz. Dikaz predchozi véty neni pro tuto préaci zasadni, proto bude ¢tenar
pouze odkdzdn na jeho origindlni znéni, které je mozné najit v [30, s. 3]. O

Z definice [7] je zndmo, ze L < R+ 1. R. Po dosazeni do vyrazu z véty [§|
vychézi log(n) + v/2(R+ 1) + 2 < R, coz je pro R = 2 -log(n) + 6 splnéno a
vyplyvé tvrzeni, Ze kazdy uzel ma hodnost nejvyse R.[30]

2.11.2 Transformace

Je zirejmé, ze modifikujici operace nad haldou mohou nékterou z drive uvede-
nych vlastnosti striktni Fibonacciho haldy porusit. Je tedy treba déale predsta-
vit transformace, které se v pripadé poruseni vlastnosti postaraji o napravu.

Zakladni tpravou je pfipojeni (link) uzlu x a jeho podstromu pod jiny
uzel y. Nejdrive dojde k odstranéni x ze seznamu synt jeho ptivodniho rodice
a pripojeni pod y. Pokud je x oznacen jako aktivni, stane se z néj nejlevéjsi
syn y, v opacném pripadé se stavd nejpravéjsim synem.[30]

Prvni transformaci, kterou je mozné pouzit k napravé vlastnosti haldy je
redukce aktivniho kofene (active root reduction). Necht x a y jsou aktivni
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2.11. Striktni Fibonacciho halda

kofeny stejné hodnosti r a kli¢ x je vétsi, nez kli¢ y, potom je uzel y
pripojen k uzlu z a hodnost = se zvétsi o jedna. Pokud je navic nejpravejsi syn
z uzlu x pasivni, potom je tfeba ho pripojit pod koren celého stromu. Pri této
transformaci je pocCet aktivnich kofenti snizen o jedna, zatimco stupen korene
se o jedna zvétsi.[30]

Predchozi transformace navysila stupen kofene, coz muze byt nezadouci.
Proto dalsi transformace, kterou halda podporuje, je redukce stupné korene
(root degree reduction). At x, y a z jsou tii nejpravéjsi pasivni spojovatelni
synové korene haldy a zaroven plati z.key < y.key < z.key. Potom
jsou x a y oznaceny jako aktivni uzly, z je pripojen k y a y je pripojen k x,
ktery se stava nejlevéjsim synem korene. Uzltim x i y je dale nastavena nulova
ztrata a jednotkové, respektive nulova, hodnost.[30]

Posledni mozna transformace je redukce ztraty (loss reduction), kterou
lze rozdélit na dva podpripady.

V pripadé, ze existuje uzel aktivni uzel se ztratou minimalné 2, potom je
aplikovina jedno-uzlova redukce ztraty (one-node loss reduction). Necht
y je otcem z. Potom je z pripojen ke kofeni a stava se aktivnim kofenem
s nulovou ztratou. Zaroven je hodnost y snizena o jedna. Pokud navic y neni
aktivnim kofenem, je jeho ztrata zvétsena také o jedna. Jelikoz ptivodni hod-
nota ztraty x byla zmensena minimalné o 2 a ztrata y byla navysena o 1,
celkové je ztrata haldy snizena minimdlné o jedna.[30)]

Druhou moznosti je tzv. dvou-uzlova redukce ztraty (two-node loss
reduction). Ta je provedena v piipadé, zZe existuji dva uzly = a y s hodnosti r
a jednotkovou ztratou, pro které plati, ze x.key < y.key. Déle necht z
oznacuje rodice uzlu y. Po pripojeni uzlu y pod x dojde k zvétseni hodnosti x
o jedna. Ztrata x i y je poniZena o 1, stejné jako stupen a hodnost z. Jestlize
z neni aktivnim kofenem, je jeho ztrata zvySena také o jedna.[30]

Nyni, jiz se znalosti vSech transformaci a vlastnosti uzli, budou predsta-
veny i vSechny podporované operace.

2.11.3 Vkladani

Pri vkladani nového prvku je treba vytvorit novy strom tvoreny jedinym uz-
lem, ktery bude navic oznacen jako pasivni. Tento bude nasledné sloucen se
stdvajici haldou pomoci algoritmu merge.[30] SloZitost takové operace zavisi
na slozitosti algoritmu slucovani hald, ta je O(1), tedy i vkladéni prvku bude
konstantni operace.

2.11.4 Spojovani

Predchozi operace se odkazovala na algoritmus sluc¢ovani dvou Fibonacciho
hald, bylo by tedy korektni tento algoritmus predstavit a radné zanalyzovat.

Pro spojeni dvou hald x a y je nejdiive potieba oznacit vSechny uzly
stromu, jehoz velikost je mensi, jako pasivni, coz probéhne, diky struktuie
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2. IMPLEMENTACE PRIORITN{ FRONTY

root root
T Yy z
I::> 1/0 below root
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(a) Root degree reduction (b) Active root reduction
»24  below root

r/l - r/l - r/l

(¢) One-node loss reduction (¢ > 2) (d) Two-node loss reduction

Obréazek 2.11: Transformace striktnich Fibonacciho hald slouzici k redukci
stupné kofene, poétu aktivnich kofentt a celkové ztraty. Cernd, resp. bild
barva uzlu ukazuje na pasivni, resp. aktivni uzly. Hodnoty r/l predstavuji
hodnost /ztratu aktivnich uzla. Pievzato z [30].

stromt, v konstantnim ¢ase. Déle necht u oznacuje kotfen s vétsim klicem a v
koren s mensim klicem. Potom je v pripojen jako syn u, dale jsou do nové fronty
Q@ vlozeny vsechny prvky fronty haldy s mensi velikosti, uzel v, a nasledné i
vSechny prvky fronty druhé haldy. Nakonec je treba provadét redukci aktivniho
kofene a redukci stupné koiene az do chvile, kdy k transformacim zbyvaji
néjaké vhodné vrcholy.[30]

2.11.5 Mazani maxima

P1i mazani maxima ze stromu s kofenem z se za¢ind s hledanim syna z, jehoz
kli¢ je v ramci potomki z nejvétsi. Pokud je x aktivni uzel, potom musi
byt oznacen jako pasivni a zaroven se vsechny jeho aktivni synové stdvaji
aktivnimi kofeny. Vsichni ostatni synové uzlu z jsou nasledné ptripojeny pod x.
Vsichni spojovatelni pasivni synové uzlu « se posunou v seznamu na nejpraveéjsi
pozice, x je odstranén z fronty () a uzel z je nakonec znic¢en. Poté se dvakrat
opakuje nasledujici: pocatecni uzel y z @) je zarazen na konec fronty, dva
nejpravejsi synové y jsou, pokud jsou pasivni, pripojeny k z. Po zopakovani
predchoziho algoritmu je, pokud je to mozné, provedena redukce ztraty, kterd
je nasledovana redukci aktivnich kotfent a redukei stupné korene. Ty uz mohou
probihat v libovolném potadi a jsou provadény dokud existuje uzel, nad kterym
je mozné transformace provadeét.[30]

2.11.6 Hledani maxima

K ziskani maxima staci vratit prvek tvorici kofen haldy.[30]
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2.11. Striktni Fibonacciho halda

2.11.7 Zména klice

Pri zméné klice prvku ulozeného v uzlu x ve stromu s kofenem z dojde nejdiive
k samotné zméné klice. Pokud je z korenem stromu, neni potfeba dale nic
délat. Jinak, kdyz kli¢ x je vétsi, nez kli¢ z, je potreba provést prehozeni
ukazatelll na prvky uzld z a z. Déle necht y je rodic¢ uzlu x. Uzel z je pfipojen
ke koteni stromu. Pokud byl z aktivnim uzlem, ale ne aktivnim kofenem, stane
se aktivnim kofenem s nulovou ztratou a hodnost y se snizi o jedna. Jestlize
je y aktivnim uzlem, ale ne aktivnim kofenem, pak je jeho ztrata zvétsena
o jedna. Pokud je to mozné, je potfeba provést redukci ztraty. Nakonec by
meélo probéhnout jesté Sest redukci aktivnich kofentd a ¢tyfi redukce stupné
kotene.[30)]

2.11.8 Mazani obecného prvku

Vymazani obecného prvku sestava, stejné jako u vétsiny ostatnich hald, ve
zméné jeho klice na +o0o0 a nasledného odmazani maxima.[30] Zména klice
ma sice v piipadé striktnich Fibonacciho hald slozitost O(1), nicméné mazani
maxima je logaritmicka operace, tedy celkova slozitost mazani obecného prvku
bude O(logn).[30]

37



2. IMPLEMENTACE PRIORITN{ FRONTY

V ramci uplynulé kapitoly bylo pfedstaveno jedendct moznych implementaci
prioritni fronty. Jsou mezi nimi struktury od zakladnich, zejména poli a spo-
jovych seznamt, az po velice komplikované, jako je vétsina pokrocilych hald.

Posledni véci, kterd bude v kapitole obsazena, bude prehled asymptotic-
kych slozitosti predstavenych datovych struktur. Ten se nachézi v tabulkach
2Ia

Po teoretické strance se vitézem pomyslného souboje implementaci prio-
ritni fronty stava striktni Fibonacciho halda, kterd je jedinou strukturou, jejiz
asymptotické slozitosti se rovnaji hranicim slozitosti predstavenym v kapitole
1w

Tabulka 2.1: Prehled asymptotickych slozitosti zakladnich operaci pro jednot-
livé implementace

enqueue front dequeue
nefazené pole 0*(1)/0(n) O(1) O(n)
fazené pole O(n) O(1) O(1)
nefazeny spojovy seznam O(1) O(1) O(n)
fazeny spojovy seznam O(n) o) 0(1)
bindrni vyhledavaci strom O(n) o) O(n)
cerveno-cerny strom O(logn) O(1) O(1)
bindrni halda O(logn) o) O(logn)
binomialni halda 0*(1)/O(logn) | O(1) O(logn)
Fibonacciho halda O(1) o) O*(logn)
parovaci halda O(1) O(1) | O*(logn)/O(n)
striktni Fibonacciho halda O(1) O(1) O(logn)

Tabulka 2.2: Prehled asymptotickych slozitosti rozsirujicich operaci pro jed-

notlivé implementace

change_key delete merge
nefazené pole o(1) O(n) O(n)
fazené pole O(n) o(1) O(n)
nefazeny spojovy seznam O(1) O(n) o(1)
fazeny spojovy seznam O(n) O(1) O(n)
binarni vyhledavaci strom O(n) O(n) O(n)
Cerveno-cerny strom O(logn) O(logn) O(n)
bindrni halda O(logn) O(logn) O(n)
binomialni halda O(logn) O(logn) O(logn)
Fibonacciho halda 0*(1) O*(logn) o(1)
parovaci halda O*(22Vloglogny | O*(logn)/O(n) o(1)
striktni Fibonacciho halda o(1) O(logn) o)
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KAPITOLA 3

Méreni vykonnosti

Posledni kapitola se bude vénovat samotnému méreni vykonnosti jednotlivych
implementaci prioritni fronty popsanych a realizovanych v kapitole

Rychlost jednotlivych variant prioritni fronty bude méfena na skolnim vy-
pocetnim svazku STAR, ktery ma nasledujici parametry:

Tabulka 3.1: Konfigurace méficiho serveru

Procesor: | Intel Core i7-950, 3.06 GHz, 8 MB cache
Operacni pamét: | 24 GB DDR3
Grafickd karta: | GeForce GTX 590 a GeForce GTX 470
Operacni systém: | CentOS Linux 7 64bit

Server je piimo urcen na provadéni vypoctt a méfeni doby jejich béhu,
nebude tedy treba fesit prioritizovani procestt a podobné problémy. O to se
postard systém sam.

Pro zajisténi co nejpresnéjsich vysledkii probéhl kazdy test nékolikrat
s ruznymi daty a nakonec byl pro diskuzi vysledku pouzit median dosazenych
castl.

7 duvodu lepsi citelnosti jsou vSechny hodnoty v grafech zobrazeny na
logaritmické skéale.

3.1 Test razenim

Jako prvni probéhne test fazenim. Ten se zaméruje zejména na rychlost pro-
vadéni operaci enqueue a dequeue a primo vychézi z algoritmu Heapsort po-
psaného v kapitole [1.3.3]

Nejdrive je prioritni fronta naplnéna vsemi prvky. Ty jsou nésledné po
jednom vybrany v poradi od nejvétsiho po nejmensi, tedy dojde k serazeni
zadané posloupnosti.
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3. MEREN{ VYKONNOSTI

Samotny test obsahuje tti faze. Nejdiive dojde ke zméfeni rychlosti na
témeér sestupné serazené posloupnosti, nasledné budou struktury testovany
ndhodnymi daty. Posledni test pak bude obsahovat vzestupné serazenou po-
sloupnost.

3.1.1 Opacné serazena posloupnost

V prvnim testu byly jednotlivé fronty spustény se vzestupné usporadanou po-
sloupnosti kladnych celych ¢isel, tedy opacné, nez v jakém poradi jsou z ma-
ximové haldy vybirany.

100.0000000 F ‘ ‘ ‘ ‘ 3

10.0000000 - )
1.0000000 |- . 1
0.1000000 - . y

»  0.0100000 F =

O L " unsor array ——

0.0010000 rted array ——— -

- rted linked list 1

L sorted linked list ]

0.0001000 * binary search tree -

: red black tree —e— -

’ binary heap —e— |

0.0000100 ¥ binomial heap —— -

- fibonacci heap —— -

- pairing heap —— |
0'0000010 | ! | ! L ! | é L1 .
100 1000 10000 100000 1 x 10 1x10

Pocet prvka

Obrazek 3.1: Vysledky testu fazeni opac¢né sefazenou posloupnosti

V tomto testu, jehoz vysledky jsou vidét na obrazku se ukazala jako
nejrychlejsi implementace prioritni fronty sefazené pole. A neni se co divit,
opacCné sefazend posloupnost je presné typ dat, ktery se pro razené pole im-
plementované tak, jak bylo popséno v kapitole [2.2] hodi nejvice. Prvky jsou
do pole vkladany odzadu. Jelikoz jsou vzestupné usporadané, dostane se na
konec pole vzdy nejvétsi hodnota, neni tedy tfeba s nim nikam hybat. Vlozeni
jednoho prvku bude tedy probihat v ¢ase O*(1), mazani dokonce v O(1).

Podobné dobte dopadl i fazeny spojovy seznam, ten z podobnych davodi,
jako tomu bylo u razeného pole, a parovaci halda, ktera tak dostéala své povésti
snadno implementovatelné a v praxi pomérné rychlé datové struktury.

Nejhorsi se ukédzala byti implementace pomoci bindrniho vyhleddvaciho
stromu. V pripadé jakkoliv sefazené posloupnosti je strom deformovan na
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3.1. Test razenim

linedrni fetézec, tedy jeho hloubka je rovna O(n), a ¢as potfebny na projiti
testu se tak neimérné navysuje.

3.1.2 NA&ahodna data

V druhém testu byla do prioritnich front nejdrive vlozena a nasledné vybrana
nahodnd data. Diky pouziti stejné hodnoty seed pro inicializace generatoru
nidhodnych ¢&isel pro kazdou z front bylo zaruceno, ze kazda implementace
dostane identicka data.

100.0000000 ¢ ‘ ‘ ‘ ‘ =

10.0000000 -
1.0000000 |-
0.1000000 |-
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) binary heap —e— |
0.0000100 binomial heap —— -
- fibonacci heap —— -
L pairing heap —— |
0'0000010 L ! | ! L ! |

100 1000 10000 100000 1x10% 1 x 107
Pocet prvka

Obrazek 3.2: Vysledky testu razeni ndhodnymi daty

Na testu nahodnymi daty (obr. se ukazuje, jak vyrazné vykonnéjsi jsou
pri obecném uziti stromy oproti jinym implementacim. Nejlepsi vykonnosti
dosahuje binarni halda, v tésném zavésu se pak drzi parovaci halda spolecné
s vyhledavacimi stromy.

Neni také bez zajimavosti, jak moc podobnych vysledkii dosahuji binomi-
alni a Fibonacciho halda. Je znamy fakt, Ze jsou-li nad Fibonacciho haldou
pouzivany pouze operace enqueue a dequeu, jsou stromy tvorici Fibonacciho
haldu binomialnimi stromy. U Fibonacciho haldy je tfeba na provedeni jedné
operace vkladani ¢i mazani maxima vykonat vice procesorovych instrukci, coz
se také na case projevi. Pro velké hodnoty se zda ovSsem byti tendence takova,
ze Fibonacciho halda tu binomialni predezene.

Na druhé strané se také ukazuje, ze v pripadé ndhodnych dat jsou vy-
sledky razenych i nefazenych poli dosti podobné. Zatimco fazené pole mé
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3. MEREN{ VYKONNOSTI

linearni slozitost vkladani nového prvku a konstantni slozitost odebirani ma-
xima, u nefazeného je to presné naopak. Vysledny vykon se pak dosti podoba.
Podobn4 situace je i v pripadé implementace pomoci spojového seznamu.

V pripadé binarniho vyhledévaciho stromu jsou u ndhodnych dat vysledky
mnohem lepsi, nez u minulého testu, jelikoz strom neni tak vyrazné degene-
rovany.

3.1.3 Serazena posloupnost

Posledni test spocival v fazeni jiz sefazené posloupnosti.
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red black tree —e— -
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100 1000 10000 100000  1x10% 1 x 107
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Obréazek 3.3: Vysledky testu razeni sefazenou posloupnosti

Vysledky méfeni zachycuje obrézek[3.3] Vibec nejlepsich vysledki dosdhla
bindrni a parovaci halda. V pfipadé sefazené posloupnosti nebude u binarni
haldy dochazet pri zadném vlozZeni k napravé haldové vlastnosti haldy, tedy
slozitost jednoho vlozeni bude O(1).

Nedaleko za binarni haldou se pohybuji teoreticky vykonnéjsi binomidlni
a Fibonacciho halda.

Tradiéné sSpatného vykonu dosahuje binarni vyhledavaci strom. Ten je
v tomto pripadé, stejné jako pri opac¢né serazené posloupnosti, degenerovan na
linearni fetézec uzlla, tedy bude jeho hloubka linearni s poc¢tem prvku. Na pri-
padu Cerveno-cerného stromu se jasné ukazuje, jak vyrazny rozdil ve vykonu
délé vyvazovani.
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3.2. Test vkladani a vybéru

Oproti opac¢né sefazené posloupnosti si také vyrazné pohorsil fazeny spo-
jovy seznam a fazené pole. V tomto piipadé je poradi prvki presné opacné,
nez by bylo tieba, dojde tedy pri kazdém jednom vlozeni k projiti vSech prvki.
Slozitost vlozen{ n prvki tedy bude O(n?).

3.2 Test vkladani a vybéru

Druhy z testu, ktery nad implementacemi prioritni fronty probéhl, byl test
vklddani a vybéru. Ten spodival ve stiidavém provadéni operaci enqueue a
dequeue v poméru priblizné 3:2. Ve chvili, kdy pocet vlozenych prvk dosihl
dané hranice, byly z fronty vybrany i zbyvajici prvky.

Test tak svymi vlastnostmi simuluje pouziti prioritnich front napriklad pti
diskrétnich simulacich (viz kapitola . Vysledky reprezentuje obrazek
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— 0.100000
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0.000010 e
100 1000 10000 100000 1 x10% 1 x 107

Pocet vlozenych prvki

0.001000

0.000100

Obrazek 3.4: Vysledky testu vkladani a vybéru

V tomto testu pomérné vyrazné vede bindrni halda. Zajimavych hodnot
dosahuje, zejména pro mensi hodnoty, také binarni vyhleddvaci strom, s pri-
byvajicim mnozstvim prvkl je ovSem z grafu jasné patrna tendence smérem
ke zpomaleni.

Vysledky také ukazuji, ze v pripadé pouziti pouze operaci enqueue a
dequeue se nevyplati vyuzivat Fibonacciho nebo binomidlni haldu. Ty se
svymi vlastnostmi specializuji spise na pripady, kdy je ¢asto provadéno slévani

hald.
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Na chvostu ztstdvaji, jako jiz tradi¢né, jednoduché implementace pomoci
pole a spojového seznamu.

3.3 Test spojovani

Jako posledni probéhne test spojovani. Ten spociva ve vytvoreni velkého mnoz-
stvi front, jejich naplnéni a nésledném spojovani pomoci operace merge. Na-
konec byla z vysledné prioritni fronty vsechna data vybrana.
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Obrazek 3.5: Vysledky testu spojovani

V tomto testu (obr. se konec¢né projevila sila binomialnich a Fibo-
nacciho hald, které predstihly i jinak dobre si vedouci bindrni haldu. Je tak
v praxi ovéren teoreticky predpoklad, totiz Ze binomidlni, resp. Fibonacciho,
haldu se hodi pouzit tam, kde je Casto vyuzivana operace spojovani hald.

Prekvapivé dobrych vysledkii dosahli ¢erveno-cerné stromy, a to i pres to,
ze jejich spojovani bylo implementovino pouze pomoci vlozeni vSech prvki
jedné haldy do druhé, tedy s asymptotickou slozitosti O(nlogn). Naopak
u binarniho vyhledavaciho stromu, kde byl pouzit linedrni algoritmus, jsou
vysledky o dost horsi.

Velice spatné v tomto testu dopadl nefazeny spojovy seznam, ktery by mél
byt ve spojovani teoreticky mnohem lepsi, nez naptiklad netazené pole.
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3.4 Diskuze dosazenych vysledki

Jednoduché implementace prioritni fronty pomoci pole nebo spojového se-
znamu se vyplati pouzit pouze v pripadé nadmiru pfiznivych dat. V tu chvili
budou, diky své jednoduchosti, excelovat. Pro obecné piipady se viibec nehodi.

Obecny binarni vyhledévaci strom si naopak v obecném ptipadé az tak
spatné nevede. Existuji ovSem pripady, kdy dojde k jeho degeneraci, a potom
jeho vykonnost rapidné klesa. Je tedy lepsi vyuzit nékterou z variant samo-
vyvazovacich binarnich vyhledavacich stromii. Rezie potiebnd k vyvazovani se
ve vysledcich neprojevila.

Posledni velkou rodinou datovych struktur pouzitych k implementaci prio-
ritni fronty jsou haldy. V pripadé testt, kde byly pouzity pouze operace vkla-
déni a vybéru prvki, dosahovaly nejlepsich vysledkt bindrni a parovaci halda.
A to i pres to, Ze jejich teoretické slozitosti nejsou tak dobré, jako napriklad
u Fibonacciho hald. Zasluhu na tom méa predevsim slozitost implementace a
z toho plynouci vétsi nasobici konstanty u slozitosti, které u v praci méreného
poctu prvki/operaci nutné projevi.

Naopak prii ¢astém pouzivani operace spojovani dat se projevily dobré
vlastnosti binomialni a Fibonacciho haldy. Tedy v aplikacich, kde ¢asto do-
chazi ke slucovani prioritnich front, se zjevné vyplati pouzit pravé zminéné.

3.4.1 Datova senzitivita

Na dalsich radcich bude rozebrana datova citlivost jednotlivych implementaci,
tedy to, jak je vykon kazdé prioritni fronty ovlivnén slozenim dat.

Jako nejstabilnéjsi a zaroven nejvykonnéjsi implementace se jevi vétsina
hald. Binomialni, Fibonacciho, parovaci i binarni halda maji témér identické
vysledky v kazdém z probéhlych testti, dokonce i jejich poradi, seradime-li je
dle rychlosti, je pokazdé témér stejné.

7 pohledu datové senzitivity vychéazi dobfe i ¢erveno-cerné stromy. Naopak
obecny vyhledavaci strom v pripadé nepriznivych data degeneruje na linedrni
Tetézec uzll a tim se ztraci i jeho efektivita.

Velké rozdily v rychlosti byly zaznamenany u spojovych seznami a poli,
zejména téch Tazenych. Ty dosahovaly fantastickych vysledka v piipadé prii-
znivych dat (fazené posloupnosti), u ostatnich testi jsou pak jejich vysledky
znacné neuspokojivé.

3.4.2 Striktni Fibonacciho halda

Pozorny ctendr si jisté vsiml, ze v zddném z vysledkt méfeni neni zahrnuta
striktni Fibonacciho halda. Tu se bohuzel z divodu velké komplexnosti im-
plementovat nepodafilo. Z méteni, které provedl Larkin, Sen a Tarjan v [31]
ovSem vyplyva, zZe i kdyz mé striktni Fibonacciho halda po teoretické strance
idedlni vlastnosti, v praxi je velice pomald.
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Zaver

V ramci prace se podarilo nastudovat a implementovat hned nékolik zajima-
vych datovych struktur. Prace v tomto ohledu pochopitelné neni, a nemtze
byt, vyCerpavajici, na nékteré dalsi vhodné tak bylo v textu alespon odkazano.

Meéfeni rychlosti implementovanych prioritnich front bylo provedeno hned
podle nékolika moznych testovacich scénari. Po precteni vysledka by mél byt
¢tenar schopny pro svou konkrétni aplikaci vybrat z predstavenych datovych
struktur tu idedlni implementaci prioritni fronty.

Vysledky dosazené v mérenich se nijak zasadné nelisi od vysledkt dosa-
zenych v pracech jinych autorti. Velice dobré vykonnosti dosahuje zejména
parovaci halda, ktera je ve skolnim prostredi znacné opomijena. Dtivody jsou
ovsem zTejmé, teoretickd analyza jeji slozitosti byla az donedavna jednim z ote-
vienych problémt informatiky, coz neni pro zakladni kurzy algoritmu prilis
stastné. Binarni halda, kterd je v akademickych podminkéch jednou z prvnich
predstavenych komplexnéjsich datovych struktur, ovsem dosahla ve vétsiné
testt podobné dobrych vysledki, nelze tedy rozhodné Fici, ze by ve skole byly
vyucovany pouze struktury s priznivou teoretickou analyzou, které jsou v praxi
nepouzitelné. Ostatni pokrocilé haldy, tedy zejména Fibonacciho a binomialni,
dosahovaly vysledkt dle ocekavani, tedy dobre si vedly v pripadé ¢astého spo-
jovani hald, v ostatnich piipadech se projevila jejich implementacni slozitost.

Na odvedenou préaci lze navazat zejména nastudovanim dalSich datovych
struktur, které mohou prioritni frontu také implementovat. Krom toho je
mozné porovnat dosazené vysledky s implementaci prioritni fronty ze stan-
dardni knihovny jazyka C++ . V neposledni radé by bylo namisté rozsitit testy
i na dalsi operace, pripadné mérit jednotlivé implementace s vétsSim mnozstvim
dat. Zaroven v praci nedoslo k implementaci striktni Fibonacciho haldy, tato
vyzva tedy také zluistava oteviend.
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PRILOHA A

ADT Abstraktni datovy typ.

b.d.n.o Bez Gjmy na obecnosti.

BVS Binarni vyhledavaci strom.

FIFO First in, first out.

LIFO Last in, first out.
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