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Abstrakt

Tato prace se zabyva efektivnimi algoritmy pro feSeni problému hledani kon-
vexni obalky bodu ve 3D prostoru. V praci je tento problém zadefinovan a
jsou navrzeny a popsany algoritmy pro jeho TeSeni. Tyto algoritmy jsou déle
naimplementované, optimalizované a paralelizované. Déale jsou tyto algoritmy
porovnané mezi sebou a zaroven proti jiz existujicimu reseni, v podobé kniho-

ven QHull a CGAL.

Klicova slova konvexni obalka, vypocetni geometrie, QuickHull, Jarvis March,
inkrementalni algoritmus

Abstract

This thesis deals with efficient algorithms for finding convex hull in 3D space.
In the thesis, the problem is defined and algorithms to solve it are described.
These algorithms are implemented, optimized and parallelized. Also, these
algorithms are compared against each other and against an existing solution,
the QHull library and the CGAL library.

Keywords convex hull, computational geometry, QuickHull, Jarvis March,
incremental algorithm
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Uvod

Problém hledéni konvexni obalky mnoziny bodu patii mezi jeden ze zaklad-
nich problémi vypocetni geometrie. Jeho podstatou je nalezeni takového mno-
hosténu, ze vSechny tyto body lezi bud na sténach tohoto mnohosténu, nebo
uvnitt néj. Mezi dalsi vyznamné problémy vypocetni geometrie, které jsou
navic s konvexni obdalkou tzce spojené, patii napriklad Delunayova triangu-
lace [I] a Voronoiovy diagramy [2]. Duvod, pro¢ tento problém patii mezi
vyznamné, je zejména jeho vyuziti. Hledani konvexni obalky se vyuziva napri-
klad pro detekci kolizi (hledani pruniku dvou objektt) ve fyzikalnich simula-
cich nebo pocitacovych hrach. Mimo to se da nalézt vyuziti i v robotice nebo
hoto problému se mu dostava pozornosti jiz dlouhou dobu [3] 14, 5] [6].

V Euklidovském prostoru R? existuje nékolik znamych algoritmi pracuji-
cich v ¢ase O(nlogn), kde n je pocet vstupnich bodi. Mezi né patii naptiklad
Graham scan [7]. Pro mald n je vhodné i pouziti algoritmu pracujicich v ¢ase
O(nh) (kde n je pocet vstupnich bodi a h pocet bodi, lezicich na obélce),
naptiklad Jarvis march, znamy téz pod ndzvem Gift wrapping [8]. Asympto-
ticky nejrychlejsi algoritmy v R? pracuji v ¢ase O(nlog h) a nemohou pracovat
rychleji, jak bylo dokdzano v praci Kirkpatricka a Seidela, kteii téz poskytli i
konkrétni algoritmus [9].

V prostoru R? jsou zndmé algoritmy pracujici v ¢ase O(nlogn) a hife.
Nékteré z téchto algoritmi budou popsany a implementovany v této praci,
konkrétné v kapitole

Cile prace

Cilem této prace je implementace nékterych znamych algoritmt pro vytvoreni
konvexni obéalky bodii v prostoru R3. Dal$im cilem je analyza moznosti pa-
ralelizace téchto algoritmi a implementace jejich paralelnich verzi. Poslednim
cilem je porovnani jejich rychlosti, za jakou jsou tyto algoritmy schopné dany
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problém vyTesit a zaroven porovnani, jak ic¢innda je u téchto algoritmi jejich
paralelizace.

Struktura prace

V prvni kapitole bude zadefinovana konvexni obalka, problém jejiho nalezeni
a dalsi potfebné pojmy.

Ve druhé kapitole budou popsany softwarové aspekty mé prace.

Ve treti kapitole budou popsany nektéré zndmé algoritmy pro vytvoreni
konvexni obalky a vysvétleni jejich slozitosti.

Ve ¢tvrté kapitole budou popsany mozné optimalizace algoritmu z kapitoly
tTi a popsany moznosti jejich paralelizace.

V paté kapitole bude ukazano srovnani jednotlivych algoritmu podle jejich
rychlosti na riznych typech vstupnich dat.



KAPITOLA 1

Teorie

V této kapitole budou zadefinovany dulezité pojmy pouzivané v této praci.
Definice vychdzi z préace Petera Mitury [10] a knih Computational Geometry
in C [5] a Computational Geometry: Algorithms and Applications [I1].

1.1 Zakladni pojmy

Nez definujeme pojem konvexni obalka, musime zadefinovat pojem konvexni
mnozina. Jelikoz nase algoritmy budou pracovat na télese realnych cisel, za-
definujeme si nejdrive linearni prostor R™:

Definice 1. Necht n € N;n > 0. Linedrni (vektorovy) prostor R™ je mnozina
usporadanych n-tic (vektord) prvka z R, vybavena dvéma operacemi

x1 n 1+
o R xR s R” - T2 e Y2 _ T2 + Y2
Tn Yn T + Yn
I ki.’El
xI9 k.%'g
O:RxR"=R": k © . =
Tn, kxp,

a pro kterou plati:
1. Pro kazdé dva prvky u,v € R" plati
u v =v Pu,
2. pro kazdé tti prvky u,v,w € R” plati

(u dV)Bw=u & (v Bw),
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3. pro kazdé a, 8 € R a u € R" plati

a®(Bou)=(a-f)ou,

4. pro kazdé o, 5 € R a u € R" plati

(@+p)ou =(@0u) o (fOu),

5. pro kazdé o € R a kazdé dva prvky u,v € R™ plati

a®(u ®&v)=(a@u)® (a®v),

6. pro libovolny prvek u € R™ plati

1Gou =u,

7. pro kazdé dva prvky u,v € R" plati

0Ou =00wv

Dale si zavedeme pojem usecka. Nadéle v této praci budeme prvky R"
nazyvat body namisto vektory. Jednotlivé slozky vektoru si mizeme predstavit
jako soufadnice bodu v dané dimenzi n, napiiklad vektor R? se sklada ze tif
slozek (souradnice bodu ve tfech dimenzich).

Definice 2. Necht z,y jsou body v linearnim prostoru R™. Potom mnozinu
{M+1-Ny|0<=Ar<=1}
nazyvame useckou s koncovymi body z,y a oznacujeme ji Tgy.
Nyni mtzeme zadefinovat konvexni mnozinu.

Definice 3. Mnozinu S v linedrnim prostoru R"™ nazyvame konvexni, pokud
pro kazdou dvojici bodu x,y z S plati, Ze i isecka Ty se nachdzi v mnoziné S.

Ve,ye S :age S

Konvexnost mnoziny si miZzeme ilustrovat na obrazku



1.2. Konvexni obéalka

(2D) (3D)

Obrazek 1.2: Konvexni obdlka v RZ a R3

zdroj: [12]

1.2 Konvexni obalka

Diky zavedeni jednotlivych pojmt v predchozi sekci muzeme nyni definovat
konvexni obélku.

Definice 4. Konvexni obdlka koneéné mnoziny bodu M v linedrnim prostoru
R™ je prunik vsech konvexnich mnozin obsahujicich M.

Ukézku konvexni obalky bodti v prostoru R? a R3 mtizeme vidét na ob-

razku L2

Pro lepsi pochopeni zavadime jesté dalsi definice.

Definice 5. Necht L s operacemi @, ® je linearni prostor. Neprazdnou pod-
mnozinu L' C L nazveme linedrnim podprostorem linedrniho prostoru L,
jestlize
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1. pro vSechny vektory u,v € L’ plati, ze u v € L',
2. pro vSechna o € R a vSechny vektory v € L’ plati, ze a ®u € L'.

Definice 6. Nadrovina daného linedrniho prostoru dimenze n je jakykoliv
jeho podprostor dimenze n — 1.

V R? je tedy nadrovinou p¥imka a v R? je nadrovinou rovina. Plati, Ze v eu-
kleidovském prostoru[I3] déli kazda nadrovina h prostor na dva poloprostory
ht a h™, viz obrazek

Obrézek 1.3: Nadrovina a jeji poloprostory v R?

Definice 7. Necht vg, v; ... v jsou body v prostoru R™. Tyto body se nazyvaji
afinné zavislé, jestlize existuji takova redlna cisla ag, oy ... ax, kterd nejsou
vSechna 0 tak, ze Z?:o a;v; =0 a Zf:o a; = 0. V opacném piipadé se body
nazyvaji afinné nezavislé.

Definice 8. k-simplex je konvexni obalka k + 1 afinné nezavislych bodu.

k-simplex je tedy specidlnim typem konvexni obalky mnoziny bodu, kterd
obsahuje vSechny jeji body. Simplexem v roviné je tedy trojihelnik a sim-
plexem v prostoru je Ctyfstén, jak je vidno na obrazku

Definice 9. Opérnd nadrovina h mnoziny S v Eukleidovském prostoru R” je
nadrovina, pro kterou plati:

1. S je kompletné obsazena v jednom ze dvou uzavienych poloprostort
ohranic¢enych nadrovinou h,

2. alespon jeden bod mnoziny S lezi na h

Ukézku opérné nadroviny v prostoru R? ilustruje obrazek
Konvexni obalku bodi v R”™ muzeme téz nazvat polytop. Tento termin
pouzijeme v dalsi definici.

6



1.2. Konvexni obéalka

.
.
.
.

Obrazek 1.4: Opérna nadrovina v R?

1-simplex 2-simplex 3-simplex

Obrézek 1.5: Simplexy v prostorech R, R? a R3

Definice 10. Sténa konvexni obalky (polytopu) v R™ je prunik této obalky
s jeji opérnou nadrovinou.

Ptedchozi definice je trochu krkolomné a nejlépe se ukaze na piikladu: v R?
jsou sténami tsecky a v R3 to jsou mnohothelniky. Z toho a z pfedchozich
definic si mizeme odvodit, Ze zatimco v R? je konvexni obalkou 2D-polytop
(mnohothelnik), v R? je ji 3D-polytop (mnohostén).

Jesté je hodno dodat, Ze existuji specidlni nazvy pro stény v dimenzi 0 a 1.
V dimenzi 0 budeme stény nazyvat vrcholy a v dimenzi 1 hrany.

Kazdy polytop v R" se sklada z vlastnich stén a nevlastnich stén. Vlastni
stény jsou stény dimenze 0...(d — 1), nevlastni jsou pak stény dimenze —1
(prédzdnd mnozina) a dimenze d (cely polytop). Diky tomuto muzeme ukazat
na prikladu 3D-simplexu topologii polytopu 3D-simplex (obrazek .

O polytopech déle plati nékolik tvrzeni:

e Ohraniceni polytopu tvoii sjednoceni jeho pravych stén.
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-1
a
d 0
1
C
b 2
3

Obréazek 1.6: Topologie 3D-simplexu

e Kazdy polytop je tvoren koneénym mnozstvim stén.
e Polytop je konvexni obalkou svych vrcholi.

Na konci této kapitoly je tfeba jesté uvést jednu dilezitou vétu a jeji
dusledky. Tato véta je dilezitd pro pozdéjsi dukazy slozitosti jednotlivych
algoritmu.

Véta 1 (Eulerova rovnice). Necht M je konvexni mnohostén v R3, V je pocet
jeho vrcholii, E pocet jeho hran a F pocet jeho stem. Potom plati:

V-E+F=2 (1.1)

Pro dikaz této véty by bylo tfeba zadefinovat dalsi pojmy, které pro tuto
praci nejsou potfebné, proto se pro dikaz odkazeme na [5, str. 106-108].

Nyni za vyuziti predchozi véty miizeme uvést jesté jednu, ktera z ni vy-
plyva:

Veéta 2. Necht M je konvexni mnohostén, V je pocet jeho vrcholi a E pocet
jeho hran. Potom pro M plati:

E <3V -6

Diikaz. Oznac¢ime F jako pocet stén mnohosténu M. Kazdd hrana inciduje
pravé se dvémi riznymi sténami a kazda sténa je tvorena minimalné tfemi

hranami. Potom plati:
2F
F< 5 (1.2)

Nyni mizeme z [I.1] vyjadiit s a dosadime do né; dostaneme

2F
5 22-V +E (1.3)



1.2. Konvexni obéalka

Jednoduchymi dpravami se dostaviame k ptivodni rovnici
E <3V -6
O

Disledek 1. Necht M je konvexni mnohostén s V' vrcholy v R3. Potom M
ma O(V) stén a O(V) hran.

Nakonec je jesté dulezité zadefinovat dva pojmy, které budou vyuzivany
u popisu jednotlivych algoritmii.

Definice 11. Necht body a, b, ¢ jsou body lezici v prostoru R?, potom tyto
body nazveme kolinedrni, pokud jsou afinné zavislé.

Definice 12. Necht body a, b, ¢, d jsou body lezici v prostoru R3, potom tyto
body nazveme koplandrni, pokud lezi v jedné roviné. Formalnéji, tyto body
jsou koplandrni tehdy a pouze tehdy, kdyz plati

[(b—a) x (d—a)] - (c—a) =0
kde x je vektorovy soucin a - je skaldrni soucin.

V dal$im textu budeme uzivat znaceni n pro pocet vstupnich bodua algo-
ritmu a h pro pocet bodu tvoricich vysledkou konvexni obalku.

U vsech implementovanych algoritmi se vyuziva pro jejich spravnou funkci
uspofadani bodi po, resp. proti sméru hodinovych ruéiéek. V prostoru R3
mohou tii body definovat rovinu, kterd jimi prochéazi. Tato rovina dale déli
prostor R? na dva poloprostory. Proto pro uspofddanou mnozinu t¥i bodi
nelze uréit, zda je usporddana po, resp. proti sméru hodinovych rucic¢ek, dokud
nezname bod, ze kterého se na tyto body divame. Pri pohledu z jednoho
poloprostoru budou usporadané po sméru, pri pohledu z druhého naopak proti
smeéru hodinovych rucicek.

Definice 13. Méjme body a,b,c v prostoru R?. Vektor vg, z bodu a do bodu
b, vektor vy, z bodu a do bodu c. Dale méjme bod d, nelezici ve stejné roviné
jako body a, b, c a vektor v,q z bodu a do bodu d. Normalovy vektor v,, roviny
prochézejici body a, b, ¢ spocteme jako vektorovy soucin vgy X vgc. Potom pokud
je thel mezi v, a v4q mensi nez 90°, jsou tyto body a,b,c usporadané proti
smeéru hodinovych rucic¢ek pri pohledu z bodu d. Pokud je tento tthel vétsi nez
90°, body jsou usporadany po sméru hodinovych ruci¢ek pti pohledu z bodu
d.

Definice 14. Mé&jme mnozinu bodu f = {p1,p2,ps ... pn}. Tato mnozina bodu
je usporadand podle sméru, resp. proti sméru hodinovych rucic¢ek pri pohledu
z bodu d, pokud pro kazdou trojici bodt

{pi,pit1,piv2 1 1 < i <n—2}

plati, Ze je usporadand po sméru, resp. proti sméru hodinovych rucicek.



1. TEORIE

1.3 Dolni hranice slozitosti

P1i porovnani rychlosti algoritmt se jako zakladni ukazatel vyuziva horni hra-
nice jejich slozitosti. U algoritm® pro nalezeni konvexni obélky v R? plati, ze
horni hranice jejich slozitosti je v nejhorsim p¥ipadé minimalné takové, jakou
maji algoritmy na feseni fazeni redlnych ¢isel [10]. Pro fazeni redlnych cisel
plati, Ze zatim nezname algoritmy pracujici rychleji nez v ¢ase O(nlogn), a
proto muzeme Tici, ze algoritmy pro hledani konvexni obdlky pracuji v Case
Q(nlogn). Toto ovsem plati pouze u algoritmiu, kde vsechny vstupni body
lezi na obdlce. Pokud vsechny body na obdlce nelezi, byly nalezené algoritmy,
jejichz horni hranice slozitosti je O(nlog h). Algoritmy, jejichz slozitost zavisi
na jejich vystupu, nazyvame output-sensitive, neboli citlivé na viystup, opa-
kem jsou pak algoritmy necitlivé na vystup. U algoritmii pro nalezeni konvexni
obalky se setkdvame s obéma typy.

Jak jiz bylo feceno v tivodu, pokud chceme nalézt konvexni obalku v R?,
nejrychlejsi znamé algoritmy pracuji v éase O(nlogn).
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KAPITOLA

Softwarové aspekty

V této kapitole budou popsany softwarové aspekty mé prace. Budou zde po-
psany pouzité knihovny, datové struktury a existujici feseni.

2.1 Pouzité technologie

V mé préci jsem se rozhodl algoritmy implementovat samostatné, ne v podobé
knihovny, jako v ptfipadé kolegy Mitury [10]. Zaroven jsem premyslel o rozsi-
feni jeho prace, nakonec jsem z ni ale pouze vychédzel. Ma implementace byla
vyvijena pod opera¢nim systémem GNU /Linux a na néj je i cilena. Instalac¢ni
prirucka, potrebné technologie a popis pouziti je uveden na konci prace. Pres-
toze je implementace realizoviana pod GNU/Linux, neni vylou¢ené ani pouziti
pod jinym opera¢nim systémem.

2.1.1 Programovaci jazyk

Pro implementaci jednotlivych algoritmt byl zvolen programovaci jazyk C++.
Jednd se o nizkoturoviovy programovaci jazyk, z tohoto divodu by mél posky-
tovat dostatecné dobry vykon, lepsi nez jazyky vysokotroviiové, a to z divodu
automatické kompildtorové optimalizace. Jazyk C++ je ¢asto vyuzivan v ob-
lastech vypocetni geometrie a v odvétvich vyuzivajicich rychlé geometrické
vypocty, jako je herni primysl nebo grafické aplikace.

2.1.2 Pouzité knihovny

Samoziejmosti moderniho programovani je vyuziti knihoven pro zjednoduseni
prace. Jejich hlavni vyhodou je odladénost. V moji praci jsem nejcastéji vyu-
zival kontejnery z STL knihovny C++ [14]. Nejéastéji vyuzivanym kontejnerem
byl bezesporu wvector, ulehcujici praci s poli. Vyuzit byl ve vsech algoritmech,
prevazné pro postupné uklddani stén, hran a vrcholi, nalezenych v prubéhu

11



2. SOFTWAROVE ASPEKTY

daného algoritmu. Déale byl vyuzivan kontejner set pro praci s mnozinami.
Déle byla vyuzita knihovna algorithm [15], resp. funkce sort pro fazeni poli,
funkce find pro nalezeni prvku v poli nebo mnoziné a funkce random,_shuffie
pro promichani prvki pole nebo wvectoru. Déle jsem vyuzival pro matematické
vypocty knihovnu emath [16]. Konkrétné byly vyuzity funkce pro vypocet ab-
solutni hodnoty, funkce cosinus a odmocnina. Tato knihovna ovsem neobsahuje
funkce pro vypoéty geometrie (napiiklad funkce pro skaldrni soucin vektoru
nebo vektorovy soudin), tyto funkce byly prevzaty z préce kolegy Mitury [10]
a doplnény o dalsi potiebné.

2.1.3 OpenMP

Knihovna OpenMP je knihovna pro paralelni programovani v jazycich For-
tran, C a C++. Dlivod pouziti OpenMP je vyrazné jednodussi pouziti oproti
zékladni knihovné pro paralalelni programovani v C++ pthread.h, implemen-
tujici standard POSIX. Hlavnim dtivodem paralelizace je rozlozeni prace mezi
nékolik jader procesoru a tim zrychleni béhu daného algoritmu.

Definice 15. Zrychleni S definujeme jako pomér doby béhu sekvenéniho (ne-
paralaleniho) algoritmu 7T,;; oproti dobé béhu jeho paralelni verze T, .
S = Lot
Tnew
Ne vzdy ovsem paralelizace vede ke zrychleni. Pokud je S < 1, mluvime
o zpomaleni. V pribéhu paralelniho algoritmu miuze vznikat casové zdvisld
chyba, zplsobend soucasnym ¢tenim ze stejného pamétového tiseku a zapisem
do néj z riuznych vlaken programu. To s sebou prinasi mozné chyby jako ¢teni
z jiz neplatné adresy, zapis na neplatnou adresu nebo ¢teni nespravné hodnoty
zpusobené soucasnym zapisem. Pro eliminaci téchto chyb je tfeba v programu
definovat takzvané kritické sekce, coz jsou bloky kédu, do kterych v jednu
chvili muze pristupovat pouze jedno vldkno.

Moznosti OpenMP

Knihovna OpenMP nabizi sirokou skalu nastroji nejen pro paralelizaci.
Vyuzivana byla naptiklad funkce pro méfeni ¢asu béhu algoritmu. Pro parale-
Jejich spoleénym znakem je direktiva #pragma omp, kterd prekladaci rika, ze
nyni bude vyuzivino OpenMP.

e Direktiva for Slouzi pro paralelizaci cykli prirazenim jednotlivych
iteraci vlaknim. Zpusob, jakym jsou iterace pridélovany, je definovan
klauzuli schedule. Mezi hlavni moznosti patti statické planovani, které
iterace naplanuje vlaknum jesté pred samotnym cyklem, pripadné pla-

Vv

rezii, ale casto umoznuje rovhomeérnéjsi vyuziti vldken.
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2.2. Existujici feseni

e Direktiva task Vytvori novou tlohu, kterd se nasledné ulozi do tak-
zvaného taskpoolu, odkud si ji mohou vldkna vybrat a nasledné vykonat.
Direktivou taskwait se da definovat misto v programu, kde se ¢eké na
dokonceni vsech tloh. Nejcastéji je vyuzivana pro rekurzivni algoritmy.

e Direktiva section Funguje podobné jako task, danému bloku kédu
priradi nové vldkno. M4 vyrazné nizsi rezii nez task, z dtivodu chybéjici
nutnosti rezie taskpoolu.

2.2 Existujici reseni

V soucasnosti existuje nékolik implementaci algoritmi pro nalezeni konvexni
obéalky ve 3D prostoru. Presto ale uvedu pouze dvé, z duvodu, Ze jsou nejzna-
méjsi a hlavné radné otestované.

e QHull [I7] Jedn4 se o asi nejzndméjsi open-source knihovnu, implemen-
tuje algoritmus QuickHull a pracujici v libovolné dimenzi. Kromé néj ob-
sahuje spoustu dalsich nastroju, jako naptiklad modul rbox, umoznujici
generovani bodt v dané dimenzi.

e CGAL [18] Tato knihovna umoziiuje stejné jako QHull nalezeni kon-
vexni obalky v libovolné dimenzi. Pro body v prostoru R? nabizi moznost
vyuzit inkrementéalni algoritmus nebo QuickHull. Knihovna je vyvijena
jako open-source pod licencemi GPL/LGPL.

2.3 Datové struktury

Jelikoz jsem u kazdého implementovaného algoritmu vychéazel z jiného zdroje,
tak se lehce odlisuji i vyuzité datové struktury. Casto byly vyuzivany kontej-
nery z STL knihovny C++ [14].

2.3.1 Reprezentace mnohosténu

Jak spravné reprezentovat mnohostén pro co nejsnadnéjsi praci, je v oblastech
pocitacové grafiky, geometrického modelovani a vypocetni geometrie, dilezita
otazka. Z tohoto diivodu vznikly rizné navrhy datovych struktur, které praci
s mnohostény usnadnuji. Jeden z nich, konkrétné half-edge struktura, byla
vyuzita i v imlementaci algoritmu QuickHull. V ostatnich implementacich byla
pro jednodussi praci vyuzita struktura obycejnéjsi, a to reprezentace stény jako
mnoziny bodt a reprezentace mnohosténu jako mnoziny stén.

2.3.1.1 Half-edge struktura

Jak jiz bylo fec¢eno, mnohostén je tvoren vrcholy, hranami a sténami. Kazda
hrana inciduje pravé se dvémi vrcholy a dvéma sténami. Vrchol muze nélezet

13



2. SOFTWAROVE ASPEKTY

neékolika hrandm a sténam, vzdy ale alespon tfem. V pribéhu algoritmi je
casto potteba iterovat pres vSechny stény, hrany nebo vrcholy. Také je casto
potfeba znat, s jakymi sténami hrana inciduje nebo jaké hrany ¢i vrcholy tvori
sténu. Vhodnou reprezentaci, kterd nadm umoznuje tyto informace uchovavat
je half-edge struktura[l9]. Hlavni rozdil oproti naivni struktufe je rozdéleni
kazdé hrany na dvé s opacnou orientaci, kazdou nalezejici jedné z incidujicich
stén. Ukdzka této struktury je na obrazku [2.1]

Twin(e)

Tail(e)

Half-edge e

Prev(e)

Obrazek 2.1: Ukazka half-edge struktury

Pro kazdou sténu si uchovdvame jednu jeji hranu (na obrazku jako e).
Jelikoz hrany budou u kazdé stény tvorit uzavieny kruhovy spojovy seznam,
diky znalosti jediné hrany muzeme iterovat pres vsechny hrany stény.

Pro kazdou hranu si uchovavdme informace o sténé, ke které patii Face(e),
nasledujici Nezt(e) i predchozi hrané Prev(e) této stény a hrané protilehlé
Twin(e). Déle je tieba znat koncovy bod této hrany (vrchol, Head(e)). Neni
tieba znat jeji pocatecni bod Tail(e), ten muzeme najit jako koncovy bod
hrany prechozi.

Co se tyce vrcholu, zalezi, co za informace o nich budeme vyuzivat. Mizeme
si uchovavat seznam stén, ke kterym vrchol patti, pripadné seznam hran, které
z néj nebo do néj vedou. Tyto informace nejsou ale vzdy potrebné, a proto
zalezi na konkrétni implementaci, zda je vyuzije nebo nikoliv. V mé imple-
mentaci je dostacujici uchovavat si pouze stény, které dany vrchol obsahuji.

2.3.1.2 Dalsi mozné struktury

Mezi dalsi c¢asto pouzivané datové struktury pro reprezentaci mnohosténu
patii Winged-edge struktura[f, str. 146], ktera si pro kazdou hranu uchovava
jeji incidujici stény a jejiho predchiidce a naslednika na obou téchto sténach.
Tyto néslednici a predchidci tvoii jakasi kridyglka (anglicky wings) této hrany,

vvvvvv

detailu nezabyval, je jesté quad-edge struktura [20].
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KAPITOLA 3

Algoritmy pro nalezeni konvexni
obalky ve 3D

V této kapitole budou popsany nékteré znadmé algoritmy pro nalezeni konvexni
obalky v R3, zaroven bude dokazana jejich slozitost, piipadné bude odkazino
na literaturu, kde se dukaz slozitosti nachazi.

Nékteré z téchto algoritmu, jako je naptiklad Jarvis march nebo Quic-
kHull jsou rozsifenim své 2D verze. Algoritmy pracujici v prostoru R?
v této praci vsak popisovat nebudu, budu ovsem vychazet z popisu uvedeného
v préci kolegy Mitury [10].

3.1 Jarvis March

Jednd se o jeden ze zakladnich algoritmi pro hledani konvexni obalky, téz
Casto referovany jako Gift Wrapping (baleni darki), ktery byl ve své 2D verzi
predstaven v roce 1973 R. A. Jarvisem [8] a dosahoval rychlosti O(nh). Jiz
v roce 1970 byl Donaldem Chandem a Shamem Kapurem ukézan algoritmus
pracujici v libovolném prostoru R”™, ovSem se slozitosti O(n?) [21]. Jarvisiv
algoritmus je zaloZen pravé na algoritmu Chanda a Kapura.

3.1.1 Popis algoritmu

Jak jiz bylo feceno, tento algoritmus je rozsitenim své 2D verze. Narozdil od
ni ovSem nehledame strany mnohothelniku, nybrz stény mnohosténu.

Na zacatku tohoto algoritmu je tieba najit tsecku, lezici na néjaké jeho
sténé (hranu néjaké jeho stény). Méme jistotu, ze extrémni body (s maximalni
hodnotou soufadnice z, y nebo z) budou lezet na konvexni obélce a budou jed-
némi z jejich vrcholi. Oznacme si M vstupni mnozinu vSech bodu. Linedrnim
pruchodem vsech téchto bodli najdeme bod s nejmensi hodnotou souradnice
y. Oznac¢me ho a. Nyni zbyva nalézt druhy bod tsecky. Oznacme si R rovinu,
ktera prochazi bodem a a mé normélovy vektor (0,1,0). Pro vSechny body
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3. ALGORITMY PRO NALEZENI KONVEXN{ OBALKY VE 3D

z M\ {a} spocitame thel svirajici s rovinou R v bodé a. Bod, ktery svira tihel
nejmensi, bude druhy bod hledané tsecky. Pokud takovych bodi nalezneme
vice, vybereme libovolny, vysledny bod oznacime b.

Pro nalezeni prvni stény hledaného mnohosténu je t¥eba najit jesté jeden
bod, ozna¢me ho c¢. Ozna¢me si R’ rovinu uréenou body a, b, c. Bod ¢ bude
takovy bod, pro ktery plati, ze vsechny ostatni body z M\ {a, b, ¢} budou lezet
ne jedné pevné zvolené strané roviny R’ a nebo pifmo na ni (tyto body jsou
koplandrni — lezici na stejné roviné s body a,b,c). Tento krok provedeme opét
linedrnim prichodem vsech bodu kromé a,b, pricemz na zacatku si zvolime
za ¢ prvini bod, na ktery pruchodem narazime (tim vytvofime rovinu R’) a
pokud pii prichodu zbylych bodt narazime na néjaky, ktery nelezi na dané
strané R/, zvolime tento bod jako nové c.

Pokud pti prichodu narazime na néjaky bod, lezici na stejné roviné jako
body a, b, ¢, ulozime si ho do mnoziny X. Tato mnozina bude predstavovat
body, jez mohou tvorit aktualné hledanou sténu. Obsah této mnoziny sma-
zeme, jakmile najdeme novy bod c. Jakmile dokonc¢ime hledani bodu ¢, je
potfeba najit hledanou sténu. Vime, zZe ji budou tvorit nékteré nebo vSechny
body mnoziny X U{a, b, c}. Pro nalezeni hledané stény tyto body promitneme
do prostoru R?. Toho docilime tak, Ze najdeme normélovy vektor roviny, které
témito body prochézi a nasledné u téchto bodi eliminujeme jednu soutadnici
(z, y nebo z), kterd je u normélového vektoru nenulova. Pokud bychom elimi-
novali souradnici, kterd je u norméalového vektoru nulové, body by po promit-
nuti lezely na primce. Déale najdeme konvexni obéalku téchto bodu nékterym
algoritmem pro hledéni obédlky v R2. Tyto nalezené body budou tedy tvofit
mnohotuhelnik — jednu sténu hledané obalky a budou sefazené proti sméru
hodinovych rucicek pii pohledu zvendi obalky (pokud tak bude nastaven al-
goritmus pro hledani obalky v R?). Tento mnohothelnik znac¢ime jako Z.

Jelikoz kazda hrana mnohosténu inciduje pravé se dvéma jeho sténami,
pro kazdou stranu nalezeného mnohothelnika zbyva najit jesté jednu sténu.
V pribéhu algoritmu si budeme udrzovat dvé mnoziny hran — fresh a closed.
Jakmile dokon¢ime hledéni jedné stény, vSechny jeji hrany, které nelezi v mno-
ziné closed, ulozime do mnoziny fresh. Pokud se v této mnoziné priddvand
hrana jiz nachéazi, z mnoziny ji vyradime a priddme do mnoziny closed. Nyni
pro kazdou hranu z mnoziny fresh opakujeme stejny postup (hleddni bodu
¢), dokud mnozina fresh nebude prazdna. Jakmile bude préazdnd, algoritmus
ukonéime.

Pseudokdéd algoritmu je uveden déle.
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3.2. Algoritmus Divide and Conquer

Algoritmus 1 Jarvis March
t < findInitial Facet()
fresh < {(to,t1), (t1,t2), (t2,to)} {mnozina nezpracovanych hran}
H «+ t {obélka}
while fresh # () do
e < fresh.pop()
q < border Points(e) {vSechny ostatni body lezi na jedné strané roviny
prochézejici body z ¢}

7. f <« findHull(q)

8¢ H«+ HU{f}

9: for all e € edges(f) do

10: if e ¢ closed then fresh < freshUe
11: end if

12: if e € fresh then closed < closed U e
13: end if

14: end for
15: end while

3.1.2 Slozitost algoritmu

Véta 3. Necht vstupni mnozina bodu M obsahuje n bodi a mnohostén tvorici
jeji konvexnt obdlku ma h vrcholi. Potom sloZitost algoritmu Jarvis march pro
nalezeni této obdlky je O(nh) [3, str. 109].

3.2 Algoritmus Divide and Conquer

Jak bylo fe¢eno v tivodu, spodni hranice slozitosti pro konstrukci konvexni
obalky v R? je Q(nlogn). Piirozené nés tedy zajima algoritmus, ktery této
slozitosti dosahuje. Piestoze bylo feceno, ze nékteré algoritmy se daji rozsitit
z R? do R3, jediny znamy algoritmus, ktery dosahuje optimalni ¢asové slozi-
tosti O(nlogn), je algoritmus predstaveny v roce 1977 Francem P. Preparatou
a S. J. Hongem [22] [5].

3.2.1 Popis algoritmu

Algoritmus Divide and Conquer je zalozen na stejném principu jako jeho 2D
verze.

Na zacatku algoritmu je potfeba body seradit na zakladé jedné ze sou-
rfadnic. Vybereme naptiklad souradnici x. Déle body rekurzivné rozdélime do
dvou skupin, sestrojime konvexni obalku téchto skupin (jakmile madme malé
mnozstvi bodu, je mozné sestrojit obalku za pouziti néjakého z ostatnich algo-
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ritmi, popripadé metodou brute force, ktera bude popsana dale v sekci [[),
a nasledné provedeme jejich slouceni. Abychom splnili podminku pro ¢asovou
naroc¢nost O(nlogn), musi slouceni probéhnout v amortizovaném case O(n).
Jelikoz se vétsina préce algoritmu odehrava ve fazi slouceni, budeme se nyni
soustredit na ni.

Necht A a B jsou konvexni obalky, které chceme sloucit. Konvexni obalku
A U B budou tvorit stény, tvorici objekt pfipominajici vdlec bez podstav, jak
je vidét naptiklad na obrazku [3.1]

Obrazek 3.1: Slouceni dvou konvexnich obdlek

Prevzato z [5]

Pocet téchto nové pfidanych stén bude zavisly linedrné na velikosti A a
B. Kazd4 nové pridana sténa vyuziva alespon jednu hranu z A nebo B, takze
pocet pridanych stén bude maximalné tolik, kolik je hran. Tudiz spojeni AU B
se da dosdhnout v amortizovaném case O(n) za predpokladu, ze pridani nové
stény trva konstantni cCas.

Slouceni A a B za¢iné nalezenim néjaké hrany, kterd je propojuje, nazvéme
ji e, a kterd mé koncové body a € A a b € B. To se dd dosdhnout promitnutim
A a B do roviny (napiiklad eliminaci souradnice z) a vyuzitim algoritmu pro
hledani spodniho tangentlﬂ dvou mnohouhelniki. Tento algoritmus se vyuziva
i ve 2D verzi Divide and Conquer a je popsan napiiklad v [0, str. 94-96].
V dalsi ¢asti vyuzijeme algoritmu Jarvis March a obalujeme A a B
rovinou prochdzejici e, dokud nenarazime na bod, nazvéme ho ¢, leziciho na A
nebo B. Postup nalezeni tohoto bodu je stejny jako u algoritmu Jarvis March
a je popsan v sekci .

Prvni sténu vytvorime z koncovych bodt tsecky e a bodu c. Lezi-li bod
¢ na mnohosténu A, dalsi zpracovidvanou hranou bude tsecka cb, lezi-li na B,
dalsi hranou bude tsecka ac.

'V mé implementaci vyuzivim algoritmu QuickHull, jakmile je poéet bod@t mensi ne
500, aby se zamezilo zbytecnému mnozstvi rekurzivnich zanofeni.

Zspodni tangent dvou mnohotihelniktt A a B je tsecka ab, takové, ze a € A, b € B a
vSechny ostatni body z A a B lezi nad ni nebo na ni.
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3.2. Algoritmus Divide and Conquer

Nyni v obalovani pokracujeme stejnym zpusobem, dokud nové nalezend
hrana nebude opét ptuvodni e. V tu chvili mame vytvorené slouceni A a B,
jesté je vsak treba zbavit se stén lezicich uvniti tohoto slouceni — nékterych
z puvodnich stén A a B. Priubéh obalovani demonstruje obrizek [3.2]

oyl

Obrazek 3.2: Slouceni dvou konvexnich obdlek

Stény, které je tieba odstranit, jsou stény A, jez jsou viditelné z néjakého
vrcholu B a naopak. Bohuzel algoritmus nedokéze tyto stény za chodu de-
tekovat, dokaze ale detekovat hrany, se kterymi tyto stény inciduji — to jsou
hrany, které nalezneme obalovanim ve fazi slouceni, lezici bud na A nebo B,
v obrézku [3.I] oznaceny tuéné. Staci tedy zkontrolovat stény incidujici s témito
hranami a viditelné stény odstranit.

Poslednim krokem algoritmu je slouceni koplandrnich stén. Jelikoz pfi slou-
¢eni obalek A a B vznikaji pouze trojuhelnikové stény, je potfeba na konci
sloucit ty stény, které jsou koplandrni mezi sebou, prip. koplanarni s néjakou
sténou lezici na jedné ze dvou slucovanych obalek. Abychom nemuseli kont-
rolovat kazdou dvojici stén, budeme kontrolovat jen ty, které mohou néjakou
koplanarni sténu mit. V kazdém kroku slouceni pridavame jednu sténu, pokud
je néjaky z vrcholi A nebo B s touto sténou koplandrni (a netvoii tuto sténu),
ulozime si ji do mnoziny moznych koplandrnich stén. Po dokonceni slouc¢eni
bude stacit zkontrolovat tyto ulozené stény. Pro kazdou z téchto stén bude po-
tfeba najit vSechny stény sloucené obalky, které jsou s ni koplanarni a sloucit
je do jedné pomoci néjakého algoritmu pro nalezeni konvexni obalky ve 2D.
Tento postup je podobny jako u algoritmu Jarvis March

Pro detaily algoritmu odkazuji na ptuvodni préci Preparaty a Honga [22],
kde jsou vSechny kroky popsany detailné, zaroven s dukazem slozitosti tohoto
algoritmu.

3.2.2 Detekce viditelnych stén

V tomto, ale i v dalsSich popisovanych algoritmech je dilezité detekovat, které
stény jsou viditelné z urcéitého bodu. Za predpokladu, ze jsou vSechny stény
obalky usporadany proti sméru hodinovych rucicek pri pohledu zvenci obalky,
budeme tvrdit nasledujici:
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3. ALGORITMY PRO NALEZENI KONVEXN{ OBALKY VE 3D

Definice 16. Sténa f konvexni obdlky je viditelna z néjakého bodu d prave
tehdy, kdyz je pti pohledu z tohoto bodu usporddéna proti sméru hodinovych
rucicek.

V dalsim textu budeme déle mluvit o pozici bodu pod, resp. nad rovinou.

Definice 17. Nechf f je sténa konvexni obalky a r rovina, ktera ji prochazi.
Potom fekneme, ze bod d lezi nad rovinou r pravé tehdy, kdyz je sténa f uspo-
radana proti sméru hodinovych rucicek pri pohledu z néj a ze lezi pod rovinou
r pravé tehdy, kdyz je sténa f usporadana po sméru hodinovych rucicek pti
pohledu z néj.

3.3 Inkrementalni algoritmus

Dalsi z algoritmu, ktery je rozsifenim své 2D verze [5l, str. 88-91]. Je obcas
téz nazyvany metodou beneath—beyond, pokud se jednd o jeho rozsiteni do vice
dimenzi. Byl prvné predstaven v roce 1984 Michaelem Kalleyem [23] a jeho
zdkladni varianta dosahuje slozitosti O(n?).

3.3.1 Popis algoritmu

Tento algoritmus spociva v postupném pridéavani bodi do c¢asteéné hotové
obalky. V kazdém kroku pridavame jeden bod. Necht H; je obalka tvorend
v 1—tém kroku a p; bod, ktery v tomto kroku ptiddvame, potom

H; + H;_1Up]] — Hi1

, kde [p;] jsou nové ptidané stény z bodu p; a H;_1 jsou stény lezici uvniti
obalky H;. V kazdém kroku mohou nastat dvé situace — bud je pridavany bod
p; uvnitt mnohosténu H;_1 nebo mimo néj. V prvnim pripadé bod p; nemusime
déle zpracovavat, v druhém pripadé je treba vytvorit novou obalku, ve které
bude p; jednim z vrcholu.

Bod p; bude lezet uvnitt mnohosténu H; ;1 pravé tehdy, kdyz zadna sténa
mnohosténu H; 1 nebude z bodu p; viditelna.

Jak bylo feceno, pokud bod p; lezi uvniti obalky, mizeme ho preskocit a
pokracovat na dalsi iteraci. Pokud bod lezi mimo, je tfeba obdalku upravit, a
to pridanim novych stén a odstranénim téch stén ze staré obalky, které budou
lezet uvnitt nové. To, které stény budou lezet uvnitt, mizeme zjistit jednoduse
— budou to stény, které jsou viditelné z bodu p;.

Pro kazdou sténu si tedy urc¢ime, zda je viditelna z bodu p;. Pokud neni
viditelnd ani jedna sténa, bod p; lezi uvnitt obdlky H;_; a prejdeme na dalsi
iteraci. Pokud tomu tak neni, je potfeba vytvorit nové stény a smazat stény,
které budou lezet uvnitt nové obdlky H;. Jak tyto stény poznat jiz vime, zbyva
zjistit, kam napojit stény nové. Jednim z vrcholi kazdé nové stény bude bod p;.
Zbylé dva body kazdé nové stény budou tvorit koncové body hran incidujicich
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3.3. Inkrementalni algoritmus

s jednou sténou viditelnou z bodu p; a jednou sténou, kterd z bodu p; vidét
neni. Tyto hrany budou tvorit takzvany horizont (obrazek .

Posledni dilezitou poznamkou, kterou je tfeba zminit je, ze pokud méame
vstup degenerovany (najdeme v ném vice nez tii body lezici v roviné), mu-
sime prfi pridavani bodu p; sloucit vSechny koplanarni stény. To se bude dit
v pripadé, ze zjistime, ze bod p; je koplanarni s néjakou sténou H;_;. Pokud
néjakou takovou sténu najdeme, ulozime si ji. Na konci iterace pak z kazdé
takové stény vytvorime sténu novou, obsahujici i bod p;. Toho docilime tak, ze
zjistime, které hrany horizontu lezi na této sténé. Ty poté ze stény odstranime,
¢imz na sténé dostaneme dva body, které budou incidovat pouze s jednou hra-
nou. Z téchto bodu néasledné vytvorime hrany nové, vedouci do bodu p;. Toto
slouceni ilustruje obrézek [3.4]

.........

horizon

Obréazek 3.3: Horizont a viditelné stény (bile)

Prevzato z [11]

Pro pseudokéd inkrementélniho algoritmu viz Algoritmus
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3. ALGORITMY PRO NALEZENI KONVEXN{ OBALKY VE 3D

Obrazek 3.4: Slouceni stény

Vlevo tucné stény lezici na horizontu, vpravo tu¢né sloucend sténa.

Algoritmus 2 Inkrementalni algoritmus

points < allPoints
T <« findInitialTetrahedron() {body p1,p2,ps,pa}
H «+ faces(T) {vytvori stény mnohosténu T}
for all point p € points do
for all facet f € H do
if p €T then
continue
end if
if facetIsVisibleFromPoint(f, p) then
markVisible(f)
end if
if facetIsCoplanar(f, p) then
markCoplanar(f)
end if
end for
if any faces visible then
h < findHorizon(H,p)
if any facet coplanar then
for all coplanar facet ¢f do
mergeFacet(cf,p)
deleteU sedEdgedFromHorizon()
end for
end if
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3.4. QuickHull

for all edge e € h do
f < createFace(e,p)
H <+ HU{f}
end for
for all f € visible(p) do
H o« H—{f}
end for
end if
end for

3.3.2 Analyza slozitosti

Véta 4. Necht vstupni mnozina bodu M obsahuje n bodu. Potom slozZitost
vysSe uvedené implementace inkrementdlniho algoritmu pro nalezeni konvexni
obdlky téchto bodii je O(n?).

Diikaz. Pro diukaz se odkazuji na [24]. O

V sekei [4.3] ukdzeme, ze jsme schopni dosdhnout slozitosti nizsi.

3.4 QuickHull

QuickHull je opét algoritmem, ktery je rozsitenim své 2D verze. Podobné jako
inkrementdlni algoritmus pridava v kazdé iteraci jeden bod do vysledné obélky.
Tento algoritmus byl poprvé predstaven v roce 1995 [25].

3.4.1 Popis algoritmu

Na zacatku algoritmu je potifeba nalézt co nejvétsi ¢tyistén, jehoz hraniéni
body budou lezet na vysledné obalce. Abychom toho docilili, musime nalézt 6
extrémnich bodu, a to bodu s maximalni a minimélni hodnotou na souradni-
cich z,y,2z 7 téchto Sesti bodu vybereme dva, které jsou od sebe nejdéle, tyto
dva body bodou tvorit prvni hranu hledaného ¢tyrsténu, nazvéme si je a,b.
Dalsim bodem ¢tyisténu bude bod, ktery lezi nejdéle od tsecky ab. Tento bod
nazvéme c. Poslednim hledanym bodem bude bod nejvzdélenéjsi od roviny
urcené body a,b,c. Nyni z téchto ¢ty bodl mizeme sestrojit ¢tyistén, ktery
nam poslouzi pro dalsi praci algoritmu, nazvéme ho M.

Nyni budou vsechny body pfirazeny néjaké sténé z M, vytvorime seznam
konfliktu — pro kazdou sténu si vytvorime seznam bodt, ze kterych je tato
sténa viditelna. Stejné tak pro vSechny body si vytvofime seznam stén, které
jsou z néj viditelné. Body, ze kterych neni viditelnd zaddna sténa (body uvnitt
CtyTsténu) muzeme jiz zanedbat a nepracovat s nimi dale. Vsechny ¢tyfi stény
CtyTsténu si ulozime na zdsobnik a pokracujeme do dalsi faze algoritmu.
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3. ALGORITMY PRO NALEZENI KONVEXN{ OBALKY VE 3D

Ve druhé fazi algoritmu vzdy vyjmeme jednu sténu ze zasobniku (nazvéme
ji F') a najdeme k ni nejvzdéalenéjsi bod z jejiho seznamu konflikti, nazvéme
ho e. Dalsi pribéh bude podobny jako v pfedchozim algoritmu. Opét musime
najit vSechny stény, které jsou viditelné z bodu e, najit horizont a vytvorit
nové stény spojujici horizont a bod e. Pro nalezeni viditelnych stén a horizontu
miizeme postupovat takto. Ulozime si na zasobnik (jiny, nez kde mam ulozené
stény) vsechny hrany aktudlni stény F' a oznac¢ime si ji jako navstivenou.
Vyjmeme ze zasobniku prvni hranu, nazvéme ji h a najdeme k ni opacnou
sténu (sténu s ni incudujici, ale ne tu, ze které jsme pfisli). Tu oznaéime jako
Fopp. Pokud plati, Ze sténa F,,, neni viditelnd, potom hrana h bude leZet na
horizontu. Pokud jsou obé stény z bodu e viditelné, sténu F,,, oznacime jako
navstivenou vSechny jeji hrany ulozime na zasobnik. Toto opakujeme, dokud
neni zasobnik prazdny. Na konci budeme znat vSechny hrany tvorici horizont.
Nyni miizeme vytvorit nové stény z body e a hran horizontu stejné, jako u
Inkrementalniho algoritmu.

Nakonec je potreba aktualizovat seznam konfliktu, protoze se nyni na nasi
obalce vyskytuji nové stény. Zaroven odstranime pavodni stény, jez byly vi-
ditelné z bodu e, a to jak z obalky, tak i ze zdsobniku. Nakonec na zdsobnik
pridame nové stény a pokracujeme, dokud zasobnik nebude prazdny.

Posledni problém, ktery v pribéhu algoritmu musime fesit, je slu¢ovani
stén. Problém spociva v numerické nepresnosti vypocta pii pocitani s dese-
tinnymi ¢isly ve formatu plovouci desetinné ¢arky [26]. Tyto vypocty s sebou
prinaseji malé nepresnosti, které v algoritmu mohou zapri¢init jeho nesprav-
nou funkénost. Jeden z problémii, ktery muze nastat, byl popsan jiz v pavodni
praci Barbera a Dobkina [25] a zdroven s nim i jeho feseni, spocivajici pravé
ve slucovani stén.

Problém si ukdzeme na obrazku [3.5] Z divodu nepfesnosti se mize stit,
ze stény F'1 a F'3 jsou z bodu P viditelné, zatimco F'2 nikoliv (bod P lezi nad
F1 a F3, ale pod F2). Algoritmus nahradi stény F'1 a F'3 novymi, zatimco
F2 zistane na konvexni obdlce, prestoze tam byt nema.

Resen{ tohoto problému spo¢iva v kontrole obalky na konci kazdé iterace
— pokud nalezneme stény, které nejsou konvexni, slou¢ime je. Pojmenujme si
nové stény podle hran, které by tvorili horizont bodu P, tedy a — e (ukdzku
trech z péti Spatné vytvorenych stén ilustruje obrazek .

Stény a, b, d, e budou spolu sdilet jednu hranu (PQ). Jelikoz vime, ze kazda
hrana musi incidovat pravé se dvémi sténami, je tieba toto opravit. QuickHull
tuto chybu opravi nejdiive slouc¢enim dvou nejblizsich stén — feknéme b a
d. Vrcholy stén F2 a c jsou obsazeny ve sloucené sténé bd, a tak je do ni
slou¢ime také. Vznikne sténa bcd2, ta bude sousedit se dvémi sténami (je
dulezité si uvédomit, ze stény F'1 a F'3 jsme jiz odstranili), a proto ji opét
slou¢ime s blizsi z nich, feknéme e. Pokud nésledna sténa bede2 bude konvexni
se sténou a, muzeme slucovani skoncit, v opa¢ném pripadé tyto posledni dvé
stény slouc¢ime do jedné.

Zda jsou dvé stény konvexni lze zkontrolovat jednoduchym testem, uka-
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P

Obrazek 3.5: Chybné stény pred sloucenim

Obrazek 3.6: Priklad chybnych stén

zanym na obrazku Reknéme, e mame stény F Left @ FRright, které maji
spolec¢nou hranu e. Pro obé tyto stény nalezneme jejich centroidy jako pru-
mér vsech jejich vrcholl, nazvéme je crefr a Cprignt- Potom tyto stény budou
konvexni, pokud bude centroid cr lezet pod rovinou stény Fr;gns a centroid
CRight Pod rovinou stény Freyss.

Dale nalezneme pseudokdéd QuickHullu:
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3. ALGORITMY PRO NALEZENI KONVEXN{ OBALKY VE 3D

e
I:Left
CRright
e
-o—
CLef“t
FRight

Obrazek 3.7: Test konvexnosti stén Frepr a FRrignt

Algoritmus 3 QuickHull

T « findInitialTetrahedron()
H «+ faces(T) {obalka}
for all face f € H do
assignPointsToF ace(f)
end for
Q « {f1, f2, f3, fa}
while Q # () do
[+ Q.pop()
p < mostDistant PointOutside(f)
h < findHorizon(p)
newFaces < ()
for all edge e € h do
fn < createFace(e, p)
H+—HUf,
newFaces <+ newFaces U fy,
end for
for all f € visible(p) do
H e H-{f}
end for
for all faces g € newFaces do
assignPointsToFace(g)
end for
for all face g € newFaces do
Q.push(g)
end for
end while
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3.5. Brute force

3.4.2 Analyza slozitosti

Slozitost algoritmu v prostoru R? zévisi, podobné jako napiiklad u algoritmu
QuickSort [27], na poradi pridavanych bodi. Stejné jako u néj muze dosaho-
vat slozitosti O(n?) v nejhor§im piipadé, ale v primérném piipadé dosahuje
slozitosti O(nlogn). Dukaz slozitosti muzeme nalézt v puvodni praci Barbera
a Dobkina [25].

3.5 Brute force

Metoda brute force (feseni hrubou silou) spoc¢ivd v kontrole vSech moznych
trojic vstupnich bodu jako stén vysledné obalky. Algoritmus pro kazdou tro-
jici bodu zkontroluje, zda vsSechny ostatni body lezi na jedné strané roviny,
které témito body prochézi (tzn. Ze pro vSechny body je tato sténa viditelnd
nebo neviditelnd). Pokud tomu tak je, znamend to, Ze tato sténa bude sou-
¢asti vysledné obélky. Tento algoritmus pracuje s ¢asovou slozitosti O(n?) a
proto neni vhodnym resenim, pokud vstupni mnozina je vétsi nez nékolik de-
sitek bodu. Zaroven je tfeba dodat, ze takto implementovand verze by tvorila
pouze trojuhelnikové stény a pro degenerovany vstup by bylo potfeba pridat
post-processing v podobé slouceni koplanarnich stén. Z divodu velké casové
slozitosti algoritmu nebyl tento algoritmus implementovan.

3.6 Dalsi algoritmy

Kromé vyse popsanych algoritmt jsem nasel jesté jeden, zalozeny na algoritmu
Divide and Conquer a jedna se o jeho minimalistickou verzi vytvorenou Ti-
mothy M. Chanem jako studijni material pro University of Waterloo. Piestoze
je tento algoritmus implementovany na pouze priblizné 100 radek kédu, neni
trividlni a jeho popis je mozné nalézt v [28].
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KAPITOLA

Optimalizace

V této kapitole budou popsany mozné optimalizace algoritmi z kapitoly [3| a
analyzovana moznost jejich paralelizace.

4.1 Obecné optimalizace

Mezi obecné optimalizace, které muzeme pouzit u vSech algoritmu, patii eli-
minace zbytecnych matematickych operaci. Pro pfiklad je mozné u geome-
trickych vzorcl Casto eliminovat vypocet odmocniny, napriklad pii vypoctu
vzdalenosti dvou bodi a a b (|ab| = \/ax — b,% +ay, — b,> + a, — b,?) nebo pii

vypoctu velikosti vektoru v (|v| = \/’UIQ +vy2 +v,2).

Pokud nepotiebujeme znéat presnou hodnotu, ale pouze porovnavame hod-
noty mezi sebou, je mozné odmocniny vynechat a porovnavat hodnoty umoc-
néné na druhou. Divod pro tuto optimalizaci je naro¢nost operace odmoc-
néni. Podobnou optimalizaci je vynechani vypoctu velikosti tthlu pres hod-
notu funkce kosinus, ale porovnavani samotnych kosint, pripadné prislusnych
podili. Tato optimalizace bude popsana dale u algoritmu Jarvis March.

4.1.1 Kompilatorové optimalizace

Kromé optimalizace matematickych operaci byly algoritmy optimalizované na
urovni prekladace zapnutim optimalizaci pri prekladu. Vyuzito bylo:

e -03: Zapne veskeré mozné optimalizace na drovni prekladace, mezi které
patii napiiklad loop unrolling nebo vektorizace cykli. Seznam vsech ob-
sazenych optimalizaci je mozné nalézt v [29].

Ukézalo se, ze prepina¢ -03 byl pro nékteré algoritmy velkou optimali-

zaci mé implementace, kdyz naptiklad algoritmus Jarvis march zrychlil témér
desetkrat u velkych vstupu.
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4.2 Jarvis March

Stejné jako u 2D verze je vzdy, kdyz hledame dalsi sténu obalky, je potreba
najit takovou, aby vsechny ostatni vstupni body lezely na jedné strané ro-
viny touto sténou tvorené. V kazdém kroku zpracovavdme jednu hranu (jednu
sténu, nazvéme ji fi, kterd tuto hranu obsahuje, jsme jiz nasli). Hledame tedy
bod takovy, Ze sténa tvorena timto bodem a krajnimi body zpracovavané hrany
bude se sténou fi svirat co nejvétsi thel.

Plati, ze thel, ktery sviraji dvé roviny, je stejny jako thel, ktery sviraji
jejich normalové vektory. Dale plati, ze tthel o mezi dvéma vektory n a m
miuzeme spocitat takto:

n-ml
cosq = ——
In] - |m|
a tedy
(v = arccos - ml
nl - Im|

Jelikoz je nutné projit vzdy vSechny zbyvajici body, bylo by nutné v kazdém
kroku pocitat O(n)-krat funkci arccos. Tato funkce mize zabirat nékolik de-
sitek az stovek cykl procesoru, proto tento pristup neni efektivni.

Pri pouziti postupu uvedeného vysSe ovsem neni potieba pocitat presny
tihel a, postaci ndm znét hodnotu cos . Na obrazku [4.0] si pfipomenme graf
funkce kosinus.

1 T
N // N\ cos(x) ﬁ/
05+ / \ /A
\ / \ /
0+ |
05 L / / _
\\ / \\ ///
\ \\ /
1 NS I N
=21 - 0 n 2n
X

Obrazek 4.1: Funkce kosinus

Muzeme vidét, ze na intervalu [0, 7] je funkce klesajici. Mame jistotu, ze
hledany bod bude lezet pravé v tomto intervalu, protoze pokud by lezel mimo
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néj, obalka by nebyla konvexni. Proto stac¢i porovnavat pouze vypocitané hod-
noty funkce kosinus — ¢im bude mensi, tim vétsi bude thel mezi rovinami.

4.3 Inkrementalni algoritmus

U inkrementélniho algoritmu jsme si v kapitole |3| ukazali, Ze jeho slozitost
je O(n?). Za pouziti vhodnych datovych struktur se ale tento algoritmus dé
vyrazné urychlit. Tento postup se nazyva Randomizovany inkrementdlni algo-
ritmus a byl predstaven v roce 1993 Raimundem Seidelem [30]. Kromeé vyuziti
vhodnych struktur se zaklada na vytvoreni ndhodné permutace zbylych bodu
po vytvoreni prvniho ¢tyfsténu na zacatku algoritmu.

V kazdém kroku algoritmu je potreba zkontrolovat, které stény jsou vidi-
telné z nové priddvaného bodu. To znamend zkontrolovani O(n) stén v kazdém
kroku. To ovsem miizeme urychlit uchavavanim dodateénych informaci.

Budeme si uchovavat informace o tom, ktera sténa je viditelnd z kterého
bodu ve formé bipartitniho grafu, kdy na jedné strané budou body, které
jsme jesté nezpracovali a na strané druhé budou stény aktualni obalky. Necht
H; je obélka vytvorend v kroce ¢ priddnim bodu p; do obalky H;_; vytvo-
fené v minulé iteraci. Potom pro kazdou jeji sténu f uchovaviame mnozinu
Peonflict(f) € {pit1,Dit2,---,pn} obsahujici body, ze kterych je f viditelna.
Dale pro vSechny body py, kde t > i uchovavame mnozinu Frop, f1ict (pt) obsahu-
jici stény H;, které jsou z bodu p; vidét. Tento graf nazvéme grafem konflikti.
Déle bod p € Peonfiict(f) budeme nazyvat, ze je v konfliktu se sténou f. Tento
nazev je odvozen od faktu, ze v jedné konvexni obalce nemtize byt zaroven bod
p vrcholem a f sténou. Mnoziny Peop fiict(f) & Feonfiict(pt) budeme nazyvat
seznamy konflikta.

Na obrazku ilustrujme ukazku grafu konfliktti. Mtizeme vidét, ze hrany
v tomto grafu spojuji uzly pro jednotlivé body a stény, které jsou v konfliktu.
Jinymi slovy, je zde hrana mezi uzlem pro bod p; € P a pro sténu f € H;,
jestlize i < t a f je viditelnd z p;. Pri vyuziti tohoto grafu konfliktd muzeme
pro dany bod p; mnozinu Fiey, fiict(p¢) nalézt v linedrnim case, stejné tak pro
sténu f muzeme v linearnim case nalézt mnozinu Prop, f1ic: (f). Hlavni vyhodou
tohoto pristupu je, ze ve chvili, kdy budeme pridavat bod p; ke konvexni obéalce
H;_1, nemusime kontrolovat vsechny stény, zda jsou z tohoto bodu viditelné
— staci najit Feonfrict(p¢) v grafu konfliktd. To u velkych obélek muize pTinést
vyrazné urychleni, za cenu rezie spojené s aktualizaci grafu konflikti.

Na zacatku algoritmu po vytvoreni prvniho ¢tyrsténu inicializujeme graf
konflikt1, to 1ze udélat v linedrnim ¢ase prichodem vsech zbylych bodu a nale-
zenim stén, které jsou z nich viditelné. V kazdém dalsim kroku je potieba graf
pozménit. PTi pridavani bodu p; do obdlky odstranime z grafu vSechny uzly
predstavujici stény viditelné z p; a hrany s nimi incidujici. Dale odstranime i
uzel pro bod p; a priddme uzly pro nové stény propojujici p; a jeho horizont.
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konflikty
body ¢

Pconﬂict(f) Fconﬂict(pt)
Obrazek 4.2: Graf konflikta

Klicovy krok je nalezeni seznamu konflikt pro tyto nové stény. Vyuzijeme
pritom nésledujici véty.

Véta 5. Pri priddvdand nového bodu p; je pro aktualizaci grafu konflikti potreba
prohledat pouze body, které vidi stény incidujici s hranami tvoricims horizont
bodu, p;.

Diikaz. Predpokladejme, Ze nové vytvorend sténa f je viditelna z bodu p, t >
1. Potom je z tohoto bodu viditelnd i hrana e tvorici sténu f a lezici naproti
bodu p;. Tato hrana je soucésti horizontu bodu p; a byla soucasti konvexni
obalky H;_i. Jelikoz H;_y C H;, musela byt hrana e z bodu p; viditelna
uz v kroku ¢ — 1. To je mozné pouze v pripadé, pokud jedna ze dvou stén
incidujicich s e v H;—1 byla viditelna z bodu py. O

Toto tvrzeni muzeme ilustrovat na obrazku Pokud si stény incidujici
s e oznacime f1 a fo, staci tedy zkontrolovat body nalezici do Peop frict(f1) 2
Peonfiict(f2). Jesté zbyva dodat, Ze pokud je sténa f koplanarni se sténou fi,
ma stejny seznam konflikt jako fi, a to samé plati i pro fs.

4.3.1 Slozitost algoritmu

Slozitost takto upraveného algoritmu bude ocekavand (v prumérném piipadé)
O(nlogn). Slozitost zavisi na ndhodné permutaci vstupu. Stejné jako napii-
klad QuickSort mé slozitost O(n?), jeho slozitost v priimérném piipadé se
uvadi také O(nlogn) a je zavisld na permutaci prvku ve vstupni mnoziné.
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Pr

Obréazek 4.3: Pfidani nové stény

Diukaz slozitosti randomizovaného inkrementalniho algoritmu je mozné nalézt
napiiklad v [I1}, str. 250-252].

4.4 Fat Planes

Jak jiz bylo feceno u popisu algoritmu QuickHull , nepresnost vypo-
¢t v plovouci desetinné Carce s sebou prinasi problémy, které mohou narusit
spravnost nalezené konvexni obalky. Jeden z problémt, se kterym se setka-
vame, je nespravné urceni bodu, které jsou koplanarni s néjakou rovinou,
pripadne dvou koplanarnich rovin. Bod p koplanarni s rovinou f muze byt
chybné urcen, jako zZe lezi nad a nebo pod ni pouze kviili nepresnosti vypoctu.
7 tohoto davodu se pri tvorbé konvexni obédlky pouzivaji misto stén takzvané
fat planes, neboli tlusté steny, aby se tomuto problému do co nejvétsi miry
zamezilo. Resen{ spo¢iva v pouziti malé odchylky e tak, ze pokud bod bude
lezet nad a nebo pod rovinou do vzdalenosti €, budeme ho brat jako s touto
sténou koplanarni. Ilustrujme si to na obrazku

F1 n

F2

Obréazek 4.4: Fat planes

Necht F'1 je rovina s normélovym vektorem n, bod P lezici v prostoru a s
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vzdélenost bodu P od roviny F'1. Potom:

s >¢a F1 je viditelna z P P lezi nad rovinou F'1
s > e a F'1 neni viditelnd z P P lezi pod rovinou F'1

s <e¢ P je koplanarni s F'1

Otéazkou prirozené zustava, jakou zvolit hodnotu €. Kolega Mitura ve své
préaci [10] experimentélné nasel hodnotu 1-107%, tato hodnota oviem nebere
v tvahu vstupni data. V praci [25] o QuickHullu je uveden vzorec, ktery
tento nedostatek odstranuje a pracuje s maximalnimi absolutnimi hodnotami
soutradnic vstupnich bodu a strojovou odchylkou datového typu double:

e = 3 (max (|z|) + mazx (|y|) + max (|z])) - double__prec

4.5 Paralelizace

V této sekci ukazeme, jak je mozné jednotlivé algoritmy paralelizovat. VSechny
uvedené moznosti paralelizace byly implementovany v mé praci. Algoritmus
Brute force jsem neimplementoval, proto o ném v této sekci nepisu, nicméné
jedna z moznosti paralelizace je vyuzit stejny zpusob, jaky je uveden u Inkre-
mentalniho algoritmu a algoritmu QuickHull.

4.5.1 Jarvis march

Na zacdtku algoritmu Jarvis march hledame néjaky extrémni bod, u kterého
budeme mit jistotu, ze bude lezet na obalce. Téchto bodt je maximalné Sest,
jednd se o body s maximélni a minimalni souradnici v kazdé dimenzi. Potom
pro kazdy extrémni bod je mozné vytvorit vlastni vlakno, které bude obalku
tvorit. Teoreticky je mozné dosdhnout az linedrntho zrychleni, pokud kazdé
vldkno vytvori stejné velkou ¢ast vysledné obalky.

Kromé mnozin fresh a closed budeme nyni pracovat i s mnozinou opened.
Mnoziny opened a closed budou spoleéné pro vSechna vlakna, mnozinu fresh
bude mit kazdé vldkno vlastni.

Na zacatku algoritmu najdeme az Sest extrémnich bodu a tedy az Sest
stén, které budou soucééasti vysledné obalky. Kazdé vldkno bude zpracovavat
jednu z téchto stén. Mnozinu fresh budou u kazdého vldkna na zacatku tvo-
fit hrany stény, kterou vlakno zpracovava. Nyni popisi praci jednoho vlakna.
Na zacatku kazdé iterace vyjmeme z mnoziny fresh jednu hranu. Pokud tato
hrana patii do sdilené mnoziny closed, znamena to, ze ji uz néjaké vlakno
zpracovalo a zname jiz obé stény, které tuto hranu obsahuji. Nemusime ji tedy
nadale zpracovavat v tomto vldkné. Pokud do mnoziny closed nepatii, vyuzi-
jeme sekvenc¢ni algoritmus Jarvis March tak, jak je popsan v sekci [3.1] Tim
najdeme dalsi sténu, kterd bude tvorit obalku. Pro kazdou hranu, nazvéme
ji e, nové nalezené stény zkontrolujeme, zda patii do mnoziny opened. Pokud
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ano, znamena to, ze uz byla nalezena néjakym jinym vldknem, neboli ze uz na
obalce existuje sténa, kterd tuto hranu obsahuje a nyni jsme nasli sténu k ni
sousedni. Proto tuto hranu ulozime do mnoziny closed a pokud je obsazena
v lokalni mnoziné fresh, smazeme ji z ni. Pokud hrana e v mnoziné opened
nelezi, ulozime ji tam a zaroven ji ulozime i do lokalni mnoziny fresh. Takto
pokrac¢ujeme v kazdém vlakné, dokud neni ve vSech vldknech mnozina fresh
prazdna.

Jelikoz miize nastat situace, ze bude néjaka sténa nalezena vicekrat (hlavné
v piripadé, ze mame na obdlce stény s vice nez tfemi hranami), musime na
konci algoritmu zkontrolovat, zda tomu tak neni a pripadné duplikdty z obalky
odstranit. Divodem vzniku téchto duplikatt je to, ze sténa muze byt nalezena
ve vice ruznych vlaknech, pokud v téchto vldknech zpracovaviame zaroven dvé
ruzné hrany, které na této sténé lezi. Ilustrovat si tuto skutec¢nost miizeme na
obrazku Sténa f bude nalezena dvakrat, pokud ve dvou vlaknech budou
zaroven zpracovavany hrany e; a eo.

Obrazek 4.5: Nalezeni jedné stény vicekrat

4.5.2 Algoritmus Divide and Conquer

Algoritmus Divide and Conguer v kazdém kroku délf body do dvou mnozin a
poté sestroji obalku téchto mnozin bodt tak, ze pokud je pocet bodu v dané
mnoziné maly, vyuzije néjaky jiz popsany algoritmus, ptip. metodu brute force,
jinak tyto skupiny (jiz hotové obalky mensich mnozin bodu) spoji tak, jak
je popsano v sekci Nabizi se tedy moznost fesit vzdy kazdou ze dvou
mnozin boda oddélené najednou. Muzeme vyuzit mechanismu task z knihovny
OpenMP. Vzdy pro kazdou ze dvou mnozin bodi vytvorime novy task, ktery
nalezne obélku obou téchto mnozin zptisobem popsanym vyse. Ve chvili, kdy
mame hotové konvexni obalky obou téchto mnozin, mizeme je spojit. Takto
rekurzivné vytvorime obédlku ptivodni mnoziny vSech bodi.
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4.5.3 Inkrementalni algoritmus

V kazdém kroku tohoto algoritmu je priddvin do obdlky jeden bod, logicky
by se tedy nabizela moznost v kazdém kroku pridavat paralelné vice bodu
najednou. Problém tohoto pristupu je v tom, ze kazdy priddvany bod mize
obalku modifikovat (a nebude pouze v pripadé, ze bude lezet uvnitt ni). Z to-
hoto duvodu by bylo nutné modifikaci obalky (odstranéni nepotiebnych stén
a pridani novych) oznacit za kritickou sekci. To by zfejmé vyrazné urychleni
neprineslo, a proto jsem volil jiny zpusob paralelizace, ktery vychazi z algo-
ritmu Divide & Conguer [3.2] Stejné jako v ném se na zacdatku body sefadi
podle soutadnice x. Podle poctu vldken se poté serazené body rovnomérné
rozdéli do tolika c¢asti, kolik je vlaken. Kazdé vlakno poté udéla pomoci Inkre-
mentalniho algoritmu obalku pridélené ¢asti bodi. Nakonec se vSechny tyto
¢asti spoji stejnym zptisobem, jaky je uveden u algoritmu Divide & Conguer
0. 2)

Jelikoz muze byt vldken (a tedy i obalek ke spojeni) nékolik, je pro urych-
leni mozné paralelizovat i tato spojeni, a to rekurzivnim zptisobem podobnym
tomu, ktery je uveden u algoritmu Divide € Conquer. Naptiklad pro 8 vlaken
spojuje jedno vlakno prvni dvé obalky, dalsi druhé dvé atd. Az se vSechny tyto
obalky spoji, budou nam zbyvat ke spojeni jiz jen 4 vétsi obalky a ty spojime
stejnym zpusobem.

Dalsi zpisob, jak obalky spojit, je postupné je pripojovat na napiiklad
nejlevéjsi obalku a tu tim zvétsovat. Tento postup ovSem neni paralelni a tim
padem miize byt pomalejsi.

Stejny zptisob paralelizace byl pouzit i pro verzi algoritmu popsanou v [4.3]

4.5.4 QuickHull

Algoritmus QuickHull byl paralelizovan stejnym zptisobem jako Inkrementalni
algoritmus.
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Vysledky

V této kapitole budou shrnuty vysledky mé prace, budou zde ukazany casy
béhu jednotlivych algoritmi na rtznych typech dat. Nasledné budou porov-
nany jednotlivé algoritmy mezi sebou a budou srovnany s knihovnou QHull
(verze 2015.2) [I7] a knihovnou CGAL (verze 4.11)[18]. Knihovna QHull im-
plementuje algoritmus QuickHull, knihovna CGAL algoritmus QuickHull a
Inkrementélni algoritmus, obé knihovny implementuji jejich sekvenéni verze.
Testovani probihalo na fakultnim serveru STAR s nasledujici specifikaci:

e CPU: 2x Intel® Xeon® Procesor E5-2620 v2 (15 MB Cache, 2.10 GHz,
6 fyzickych jader, 12 logickych jader s technologii Hyper-Threading)

e RAM: 32 GB

Kompilace byla provedena prekladacem GCC [31]. Pro dosazeni co nejlep-
sich casti byl kéd kompilovan s optimalizacemi na trovni kompilatoru, uvede-
nymi v sekei

Pred samotnym testovanim rychlosti bylo jesté potfeba otestovat, zda nase
algoritmy pracuji spravné. K tomuto tcelu byla implementovana trida Tester,
kterd testuje vystup jednotlivych algoritmi oproti vystupu z knihovny QHull.
Tato tfida implenentuje rizné zpiisoby testovani, napiiklad testovani sprav-
nosti vystupt algoritmu, testovani rychlosti algoritmi na ruznych typech dat
a testovani algoritmi na rizném poctu vldken. Spravnost vSech algoritmi byla
otestovana na ruznych typech vstupnich dat, konkrétné na vstupech obsahu-
jicich body rtzné vzdalené od povrchu krychle a koule pro rizné pocty bodu
a ruzné velikosti koule a krychle. Zaroven byly na téchto datech otestovany i
paralelni verze algoritm.

5.1 Testovaci data

V ramci testovani jsem pouzival ¢tyTri druhy testovacich dat. Ty byly genero-
vany pomoci nastroje rbox z knihovny QHull [I7]. Tato testovaci data byla
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generovana piikazem rbox N n [s] [Bx] [Wy], kde
e N je pocet generovanych bodi;
e s generuje body v kouli, jinak v krychli;

e Bx je bounding-box; budou generovany body se soufadnicemi v intervalu
[_:Ea 'T];

e Wy body budou distribuoviany nahodné ve 100y% od povrchu télesa. Na-
priklad pro BO budou body lezet na povrchu télesa, pro B1 budou kde-
koliv uvnitf nebo na povrchu télesa;

Generoval jsem tyto testovaci sady dat:
e Testovaci data ¢. 1: Body lezici kdekoliv uvniti krychle.
e Testovaci data ¢. 2: Body lezici kdekoliv uvniti koule.
e Testovaci data ¢. 3: Body lezici na povrchu krychle.

e Testovaci data ¢. 4: Body lezici na povrchu koule.

5.2 Celkové srovnani

5.2.1 Testované algoritmy

V mé praci jsem kromé algoritmu Brute force implementoval vsechny algo-
ritmy popsané v kapitole 3] Implementovany byly tak, jak jsou popsany v této
kapitole. U Inkrementalntho algoritmu byla implementovana i jeho optimali-
zovand verze popsand v sekci[£.3] VSechny algoritmy byly déle paralelizoviny
zptisobem popsanym v sekci Jelikoz algoritmy QuickHull a Jarvis March
dosahuji ve vétsiné pripada vyrazné vétsi rychlosti nez ostatni, budu u kazdého
typu dat ukazovat srovnani vsech algoritmii na mensim poctu vstupnich bodu
a nasledné srovnani téchto rychlejsich algoritmii na vétsim mnozstvi vstupnich

bodi.

e Jarvis March (v grafech jako Jarvis) implementovan tak, jak je popsén
v za vyuziti optimalizaci popsanych v a paralelizovan tak, jak je
popséano v [£.5.1]

e Divide & Conquer (v grafech jako D&C') implementovan tak, jak je
popsén v a paralelizovan tak, jak je popséno v [£.5.2]

e Inkrementélni algoritmus (v grafech jako Inkr. alg.) implementovan
tak, jak je popsdn v a paralelizovan tak, jak je popsano v

e Optimalizovany Inkrementélni algoritmus (v grafech jako Inkr.
alg. v.2) implementovan tak, jak je popsan v
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e QuickHull implementovan tak, jak je popsan v|3.4]a paralelizovan tak,

jak je popsdno v

Nyni ukdzeme rychlost sekvencnich verzi algoritmi. V grafech bude CGAL
znacit algoritmus QuickHull implementovany v knihovné CGAL a CGAL inkr.
Inkrementalni algoritmus implementovany v knihovné CGAL.

5.2.2 Testovaci data ¢.1

Srovnéni rychlosti béhu algoritmi na testovacich datech ¢.1 (body lezici uvnit¥
krychle) ilustruji obrazky a

25 [ [
D&C
Inkr. alg.
20 - Inkr. alg. v.2 |
Jarvis
QuickHull
15 i |
©
O |
10 |
5
/////
0 = | | ‘ ‘ \
o o o - . . o O
o o S = - : o
o o S 2 : o O
S S S g : o o
I < S s : : q-
— S g

Pocet bod(

Obréazek 5.1: Srovnani vSech algoritmu pro testovaci data ¢. 1.
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Obrazek 5.2: Srovnani rychlejsich algoritmt pro testovaci data ¢. 1.
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5.2.3 Testovaci data ¢.2

Srovnéni rychlosti béhu algoritmi na testovacich datech ¢.2 (body lezici uvnitf

koule) ilustruji obrézky a
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Obréazek 5.3: Srovnani vsech algoritmii pro testovaci data ¢. 2.
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Obréazek 5.4: Srovnani rychlejsich algoritmt pro testovaci data ¢. 2.

5.2.4 Testovaci data ¢.3

Srovnéni rychlosti béhu algoritmi na testovacich datech ¢.3 (body lezici na
povrchu krychle) ilustruji obrazky a

25 ‘ ‘
D&C
Inkr. alg. ——
20 - Inkr. alg. v.2 -
Jarvis
QuickHull-——
15 L CGAL inkr.
7] —
©
O
10 - 7//// _
5 /// -
O | | | 1 | | 1
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o
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Obrazek 5.5: Srovnani vsech algoritmi pro testovaci data ¢. 3.

Pro 100 000 bodu Jarvis March: 0.227928s, QuickHull: 0.066343s
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Obrazek 5.6: Srovnani rychlejsich algoritmt pro testovaci data ¢. 3.
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5.2.5 Testovaci data ¢.4
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Srovnéni rychlosti béhu algoritmi na testovacich datech ¢.4 (body lezici
povrchu koule) ilustruji obrazky a
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Obréazek 5.7: Srovnani vsech algoritmil pro testovaci data ¢. 4.

Pro 10 000 bodu QuickHull: 0.0428294s
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Obréazek 5.8: Srovnani rychlejsich algoritmt pro testovaci data ¢. 4.

Pro 55 000 bodt QHull: 0.35s, CGAL: 0.45s

5.2.6 Vyhodnoceni

U vsech typa dat se ukazuje jako nejrychlejsi algoritmus QuickHull. To po-
tvrzuje i rychlost tohoto algoritmu implementovaného v knihovnach QHull a
CGAL. Algoritmus Jarvis March se v mé implementaci ukazuje jako druhy
nejrychlejsi, nasledovany algoritmem Divide & Conquer. Jako nejpomalejsi se
naopak ukazuji obé verze Inkrementalniho algoritmu, kdy jeho optimalizo-
vand verze je obcCas pomalejsi, nez verze obycejnd, coz si vysvétluji vysokou
rezii spravy grafu konflikti a nevyuziti halfedge struktury v mé implementaci
tohoto algoritmu. Ze stejného duvodu vidim vyrazné vyrazné vyssi rychlost
Inkrementalniho algoritmu implementovaného v knihovné CGAL oproti mé
implementaci.

5.3 Paralelizace

Nyni zbyva ukézat, jak ispésnd byla paralelizace jednotlivych implementova-
nych algoritmu. Pro srovnéani jsem vysledky méril na dvou typech dat, a to
na bodech lezicich uvniti koule a bodech lezicich na jejim povrchu. Duvod vy-
béru téchto dvou datovych sad je riznorodost pocCtu stén na vysledné obélce.
Zatimco u bodu lezicich uvnitt koule bude pocet stén relativné maly (napf.
pro 10000 vstupnich bodi vznikne okolo 500 stén, pro 100000 vstupnich bodt
okolo 1600 stén), u bodu lezicich na povrchu koule je pocet vyslednych stén
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vyrazné vyssi (pro 10000 vstupnich bodu pfiblizné 20000 stén, pro 100000
vstupnich bodu okolo 200000 stén).

Pro prvni typ dat, tedy body lezici uvniti koule, byla paralelizace velmi
efektivni u Inkrementalniho algoritmu a algoritmu Jarvis March, jak ilustruji
obrazky[5.9]a[5.10] U algoritmu QuickHull dochézi se zvySujicim poctem jader
k mirnému poklesu rychlosti, které je zptisobené dobou trvani slouceni dvou
obélek. Stejné tak je tomu i u algoritmu Divide & Conguer, kde je zhorSeni
zpusobeno nejspise i rezii taskil.
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QHull

Inkr. alg. —— -
D&C

Jarvis -
QuickHull ———
Inkr. alg. v.2 -

Cas

Pocet vldken

Obréazek 5.9: Srovnani vsech paralelnich algoritmt pro 100 000 bodu lezicich
uvniti koule.

Pro 12 jader QuickHull: 0.412s, Jarvis March 0.432s, sekvenc¢ni QHull 0.147s
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45

QHul
40 - Jarvis -
QuickHull ——
35 -

25 - -

S

20 .

15 —

Pocet vlidken

Obrazek 5.10: Srovnani rychlejsich paralelnich algoritmt pro 1 000 000 bodi
lezicich uvnitt koule.

Pro lepsi ilustraci zrychleni dale uvadim jesté grafy zrychleni jednotlivych
paralelni algoritmt v zavislosti na poctu jader, konkrétné se jedna o obrazky

B.I1laB.12

8 \ \ \
Inkr. alg. ——
7 L D&C
6 uickHull —— |
kr. alg. v.2
5 [ —
4 + |

Zrychlenf

Pocet vlidken

Obréazek 5.11: Srovnéni zrychleni vSech paralelnich algoritmt pro 100 000 bodt
lezicich uvnitt koule.
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5.5 :

T
Jarvis

51 QuickHull ——— -
45 ]

4 ,
35 -

25 -

Zrychleni

15 - -

1 -

Pocet vlidken

Obrazek 5.12: Srovnéani zrychleni rychlejsich paralelnich algoritmt pro 1 000
000 bodi lezicich uvniti koule.

Vysledky pro druhy typ dat (body lezici na povrchu koule) ilustruji obrazky
b.13|af5.14] Stejné jako u prechoziho typu dat dochdzi ke zrychleni i Inkremen-
talniho algoritmu a pro malé mnozstvi jader i u algoritmu QuickHull. Pro 5 a
vice jader zabere spojeni obalek vice Casu, nez kolik paralelizace usetfi, proto
celkovy cas roste. Narozdil od predchoziho typu dat je ovSsem velmi vyrazné
zhorseni u algoritmu Jarvis March, které je zpusobeno kontrolou duplikatnich
stén na konci algoritmu. Pro vice jader potom doba vypoétu kleséd, coz je
zpusobeno paralelizaci pravé kontroly duplikat, nicméné i na velkém mnozsti
jader je algoritmus stdle o mnoho pomalejsi nez jeho sekvencni verze.
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140 ‘
QHull ———
Jarvis
120 L QuickHull ——— 7
D&C
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Obréazek 5.13: Srovnani vsech paralelnich algoritmi pro 10 000 boda lezicich
na povrchu koule.

Sekvencéni QHull: 0.17s

1 o | | | | | | | | | |

Pocet vldken

Obrézek 5.14: Doba trvani paralelniho algoritmu QuickHull pro 100 000 bodu
lezicich na povrchu koule.

Stejné jako u pfedchoziho typu dat pro ilustraci uvadim dale grafy zrych-
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leni jednotlivych algoritmu (obrazky ab.16)).

16 T T

_Jarvis
14 - Qunck;;g —_—
12 |- Inkrl.naklg.avligé T
10 |- -

Zrychleni
[0}
T
|
//
[
[
/

Pocet vlidken

Obréazek 5.15: Srovnéani zrychleni vSech paralelnich algoritmt pro 10 000 bodt
lezicich na povrchu koule.

'QuickHull ———

Zrychlenf

0.4 L L L L L L L L L L

Pocet vldken

Obréazek 5.16: Zrychleni paralelniho algoritmu QuickHull pro 100 000 bodt
lezicich na povrchu koule.

7 predchozich grafu lze tedy o mnou implementovanych algoritmech fici
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nasledujici:

U algoritmu Jarvis March a vstup takovy, zZe vyslednd obdlka mé& malo
stén, je nejrychlejsi jeho paralelni verze bézici na vétsim poctu vldknech (ide-
alné 6 a vice, zde uz pak neni rozdil velky). Pokud ovsem obéalka bude stén
obsahovat hodné, pak vyrazné nejrychlejsi je naopak jeho sekvencéni verze.

U algoritmu Divide €& Conquer je nejrychlejsi jeho sekvenéni verze.

U Inkrementalniho algoritmu je rychlejsi jeho paralelni verze a (alespon
pro 12 a méné vldken ) plati, ze ¢im vice vldken, tim je algoritmus rychlejsi.

U algoritmu QuichHull a vstup takovy, ze vysledna obalka méa malo stén, je
sekvencni verze rychlejsi nez paralelni. Naopak pro vstup takovy, ze vyslednd
obalka ma stén hodné, je rychlejsi paralelni verze algoritmu, idedlné pro maly
pocet vldken (2—4).
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Zaver

V této praci jsem v souladu s prvnim cilem implementoval riizné algoritmy pro
feseni problému konvexni obalky ve 3D prostoru. Zaroven byl splnén i druhy
cil — porovnani jednotlivych algoritmi mezi sebou i s existujicim resenim.

Konkrétné bylo implementovano pét algoritmu, a to: algoritmus Jarvis
March, algoritmus Divide €& Conquer, dvé verze Inkrementdlniho algoritmu a
algoritmus QuickHull.

Hlavnim vysledkem mé prace je konstatovani, ze ze péti mnou implemento-
vanych algoritmu, pracuje algoritmus QuickHull (sekvené¢ni i paralelni verze)
vyrazné nejrychleji. Csteéné se tak podaiilo navazat na préci kolegy Mitury
[10], ktery dospél ke stejnému zévéru i u rovinné verze algoritmu. Vykonnost
tohoto algoritmu dokazuje i jeho pouziti ve dvou nejrozsirenéjsich knihovnach
pro feSeni problému nalezeni konvexni obalky — QHull [I7] a CGAL [1§].

Rychlost vSech algoritmu se ukdzala zavisla na poctu vstupnich bodi, které
lezi na vysledné obalce. Nejvice timto ovlivnény je Inkrementalni algoritmus
(ktery zfejmé zpomaluje hlavné rezie pridavani novych a odebirdni jiz neplat-
nych stén), nejméné ovlivnény je naopak algoritmus QuickHull.

V souladu s dalsim cilem byly vSsechny mnou implementované algoritmy
paralelizovany. Pro nékteré typy vstupnich dat se paralelizace ukéazala jako
ucinny nastroj pro zrychleni téchto algortimi, naopak pro nékteré se ukazala
jako vyrazné zpomalujici faktor.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

STL Standard Template Library
CGAL The Computational Geometry Algorithms Library
OpenMP Open Multi-Processing

D& C Divide & Conquer
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PRILOHA

Instalacni prirucka

V této priloze struéné popisi instalaci aplikace, forméat vstupu a vystupu a
priklad pouziti.

B.1 Pozadavky

M4 implementace byla vyvijena pod opera¢nim systémem GNU/Linux s kom-
pildtorem GCC (resp. G++) ve verzi podporujici standard C++11. Aplikace se
d4 zkompilovat pomoci néstroje GNU Make. Uspéch kompilace pod jingm
operac¢nim systémem neni zarucen. Pro spravné fungovani testovani algoritmu
(parametr -t, viz ddle) je potfebné mit nainstalovanou knihovnu ghull a z ni
dostupny program rbox.

e

B.2 Instalace a pouziti

Program je mozné zkompilovat spusténim piikazu make v kofenovém adre-
sari projektu — ConvexHull. V adresifi bin se vygeneruje spustitelny sou-
bor convex. Ten je mozné spustit jednoduse z kofenového adresatre prikazem
./bin/convex.

P1i spusténi programu je mozné pouzit nasledujici prepinace:

e -h Napovéda k pouziti programu.
e -t Testovani algoritm.
e -a [alg] Vynuti pouziti algoritmu alg. alg mize nabyvat hodnot

— a: VSechny algoritmy
— j: Jarvis March
— d&: Divide & Conquer

— i: Inkrementéalni algoritmus
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— io: Optimalizovany Inkrementélni algoritmus

— q: QuickHull

e —p [thr] Vyuziti paralelnich verz{ algoritmii s thr vldkny.

B.3 Format vstupu a vystupu

Program prijima na standartnim vstupu nejdrive ¢islo d oznacujici dimenzi
(program umi ovSem pracovat jen s dimenzi 3, z divodu mozného rozsifeni
jsem vsSak ponechal moznost volby), déle ¢islo n oznacujici pocet vstupnich
bodu a dale n trojic redlnych ¢isel, oznacujicich souradnice jednotlivych bodi.
Jednotliva ¢isla musi byt oddéleny bilymi znaky. P¥iklad vstupu:
3
6
00O
10 5 6
2.23.59
-10 -10 -10
2.5 2.5 2
888
Vystup programu obsahuje nejdiive ndzev pouzitého algoritmu, pocet stén
nalezené konvexni obalky bodu ze vstupu a nasledné pro kazdou sténu pocet
jejich vrcholu a jejich souradnice. Priklad vystupu:
QUICKHULL:
6 faces
3 vertices
10 5 6
2.2 3.59
-10 -10 -10
3 vertices
8 8 8
2.2 3.59
10 5 6
3 vertices
2.5 2.5 2
-10 -10 -10
.2 3.59
vertices
.5 2.5 2
.2 3.59
8 8
vertices
.5 2.5 2

N W oo NNWN
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888

10 56 6

3 vertices
2.5 2.5 2
10 5 6

-10 -10 -10
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PRILOHA C

Obsah prilozeného CD

readme.tXE. ..ot i e strucny popis obsahu CD
ConvexHull ........ccvvuiiiinnnnnnennn. korenovy adresai implementace
ST o oA zdrojové kdédy implementace
Makefile......covvvveinninnennnn.. zdrojovy soubor pro nastroj make
7 0 == e = P text prace
tsrc ............................................ zdrojové kody prace
BP_Motyka_Vaclav_2018.pdf ............ text prace ve formatu PDF
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