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Abstrakt

Prace se zabyva numerickou simulaci
proudéni stlacitelné nevazké tekutiny dy-
zou a kandlem s ndhlym rozsifenim.
Jsou uzity dvé metody - feSeni kvazi-
jednodimenzionalnich rovnic a feSeni tzv.
1D+ rovnic. V prvni ¢asti jsou popsany
fyzikalni zaklady proudéni. Dalsi dvé ¢asti
jsou vénovany matematické teorii zakonu
zachovani a jejich numerickému feseni. V
posledni ¢ésti jsou ukézany vysledky nu-
merickych vypoc¢ti na zadanych geomet-
riich.

Klicova slova: nevazké stlacitelné
proudéni, kvazi-jednorozmérné Eulerovy
rovnice, metoda konecnych objemu, HLL
schéma, HLLC schéma, dyza, kanél s
nahlym rozsitenim

Vedouci: Ing. Jifi Holman, Ph.D.

vi

Abstract

The work deals with numerical simulation
of compressible inviscid flow through noz-
zle and duct with sudden expansion. Two
mathematical models are used - solving
quasi-onedimensional equations and so-
called 1D+ equations. In the first part are
laid the physical foundations of this type
of flow. The two following parts are dedi-
cated to mathematical theory of systems
of conservation laws and their numerical
treatment. Finally, in the last section the
results of numerical simulations on given
geometries are shown.

Keywords: invisdid compressible flow,
quasi-onedimensional flow Euler
equations, finite volume method, HLL
scheme, HLLC scheme, nozzle, duct with

sudden expansion
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Kapitola 1
Uvod

Tato bakalarska prace ma za cil provést simulaci proudéni stlacitelné nevazké
tekutiny v dyzéch a kanalech s ndhlym rozsitenim. Takové proudéni 1ze chépat
jako zjednoduseni proudéni mezilopatkovymi kandly turbinovych stroji. Me-
tody, které budou uvedeny, jsou zalozeny na pouziti jednorozmérnych modela,
méné vypocetné narocnéjsi. Vysledky sice nejsou tak presné, nicméné se daji
vyuzit jako navrhové vypocty, kde zalezi spise na Case, ve kterém jsou vysledky

Prvni ¢ast této prace se zabyva fyzikalnimi zdklady celého problému -
tedy odvozenim obecnych rovnic popisujici proudéni stlacitelnych nevazkych
tekutin - Eulerovych rovnic.

Druha cast je vénovana matematické teorii zakonu zachovani, které tvori
zéklady pro numerické feseni zminénych rovnic.

Ve tieti ¢asti jsou teoreticky popsany a odvozeny zpisoby numerického
feseni zakont zachovani a tedy i numerického feseni Eulerovych rovnic.

V posledni ¢asti jsou predstaveny vysledky numerického feseni proudéni
dyzou a kandlem s nahlym rozsifenim. Simulace byly provedeny v programech
napsanych v programovacim jazyce C++, které byly vytvofeny autorem
prace.



Kapitola 2
Fyzika

Nejprve je potieba popsat fyzikalni zdklad celé prace, tedy stanovit rovnice
popisujici proudéni tekutin. V této kapitole budou tyto rovnice odvozeny,
pricemz se uvazuje, ze tekutina je kontinuum.

Pozndmka 1. Bude uzit tenzorovy slozkovy tvar, pricemz je uvazovana Einstei-
nova sumacni konvence - pokud se néjaky index vyskytne ve vyrazu dvakrat,
sCita se pres néj.

V této kapitole bude uzita nasledujici véta z vektorové analyzy:

Véta 1 (Gaussova-Ostrogradského véta). [I0]
Necht V je tifrozmérna varieta (téleso) v R3, jejiz povrch OV ma vnéjsi
normalu n;. Potom plati

¥n; dS :/ % v, (2.0.1a)
oV v Ox;

Ob;
bin; dS:/ L av. 2.0.1b
év v 0z ( )

. 2.1 Kinematika tekutin

B 2.1.1 Lagrangeiiv popis

Tento zpusob se pouziva predevsim v mechanice pevnych téles. Popisujeme
polohu kazdé ¢astice proudového pole, kterd zavisi na ¢ase a na konstantach
a, b, c -ty urcuji pocatecni polohu castice

x; = xi(a, b, c,t) (2.1.1)
Rychlost castice
v = 88? (2.1.2)
Zrychleni
a; = % - a;;i (2.1.3)



2.2. Bilan¢ni rovnice

B 2.1.2 Euleriv popis

Spociva v tom, ze popisujeme rychlost v ur¢itém misté proudového pole,
kterym vsak prochdazeji riizné Castice tekutiny. Tento zptisob je vyhodnéjsi a
pouzivanéjsi nez Lagrangetv.

v; = vi(x,y, 2, t) = vi(z,t) (2.1.4)

Zrychleni (tedy derivaci rychlosti podle ¢asu) se ur¢i napr. tak, ze napiseme
totalni diferencial dv;

(%Z- (‘)vi

Délenim diferencidlem casu dt, ziskdme tzv. materidlni derivaci (diferencidly
pak nékdy piseme velkym pismenem D)
Dvi 81)1' (%i

Dt = E‘f‘ajj'l)j, (216)

, dxj
nebot —37 = v;. )
Ui yyjadiuje ¢asovou zménu rychlosti v urcitém pev-

ot
ném bodeé - pro staciondrni proudéni je nulova. Konvektivni derivace v; g;’?
J

Lokalni derivace

vyjadruje zménu rychlosti v zavislosti na poloze, pokud bychom ,zastavili“
cas.

. 2.2 Bilanéni rovnice

Ze zkuSenosti je zndmo, ze ¢asova zména veli¢iny ® v télese/objemu muze
byt zpusobena dvéma zplsoby:

B tokem veli¢iny pres hranici télesa
8 zdrojem veli¢iny uvnitt télesa

Z této tvahy lze odvodit bilanéni rovnici (viz [10]), do které dosazujeme

jednotlivé veli¢iny a ziskdvame tak jejich bilance. Pro popis proudéni je

potfeba znat rovnice bilance hmotnosti, hybnosti a celkové energie.
Bilan¢ni rovnice v integralnim tvaru je |'

D

— [ pav :515 5 (®)n dS+/ m(®)dV, (2.2.1)
Dt |y ov v

kde hustota veli¢iny @ je definovana vztahem ¢ = %, Ji(®) je hustota toku

veli¢iny (nekonvektivni) a 7(®) je hustota produkce veli¢iny v uvazovaném

télese.

!Bilanéni rovnice se v literatufe nepouziva konzistentné. Vychazim z knihy [10], kde je
bilanéni rovnice definovana jako (2.2.1). Diky tomu, Ze u prvniho integralu je materidlovd
derivace, je v tomto ¢lenu ,schovan“ konvektivni prenos veli¢in. Naproti tomu napf. v knize
[7] m& bilanéni rovnice tvar: 2 [y edV + ¢, 5i(®)nidS = [, 7(®). V tomto pripadé je u
prvniho integrélu pouze parcidlni derivace podle casu, a veskeré konvektivni pfenosy veli¢in
musime navic zahrnout do druhého integrélu - jako hustotu toku veli¢iny pres plochu oV.

3



2. Fyzika

V nasledujicich odvozenich bude uzivin Reynoldsiv transportni teorém,
coz je vlastné vztah pro vypocet materialni derivace objemového integralu.

Véta 2 (Reynoldsiv transportni teorém). ([10]) Méjme pevny (Casové nezavisly)
objem V' s povrchem OV . Pak plati

/ pdV = de+ Pgn; dS. (2.2.2)
ov

B 2.2.1 Bilance hmotnosti

Rovnice kontinuity vychazi ze zakona zachovani hmoty. Bilancovanou veli-

¢inou je hmotnost & = m, hustotou veli¢iny je hustota ¢ = p. Produkce

hmotnosti 7(m) uvnitt objemu je nulova (hmota nemuze vznikat ani zanikat),

a tok veli¢iny povrchem télesa j;(m) také (to, Ze tekutina proudi pfes stény

kontrolniho objemu, je zachyceno v konvektivni ¢asti materidlni derivace).
Dosazenim do rovnice (2.2.1) se obdrzi

- pdV =0, (2.2.3)

pouzitim Reynoldsova transportniho teorému (2.2.2)) se upravi na

/ 9 gy +y§ pvin; dS =0, (2.2.4)
ov

a pomoci Gaussovy véty (1) se plosny integral prevede na objemovy

dp Py dpv; B
LBt Pav + ¢ pvin; dS = / ( oz, ) dV =0. (2.2.5)

Posledni integral se muze rovnat nule jen tehdy, pokud je integrand roven
nule, protoze objem V se muze nachéazet v libovolném misté tekutiny. Tak
ziskame diferencialni tvar bilance hmotnosti

dp  Opv;
ot oa;

= 0. (2.2.6)

B 2.2.2 Bilance hybnosti

Rovnici bilance hybnosti dostaneme opét dosazenim do obecné bilanéni
rovnice, jiny zpusob odvozeni najdeme napft. v [15].

Bilancovana veli¢ina je hybnost ®; = muw;, jeji hustota je ¢; = pv;. Hustota
toku veliciny je tenzor napéti j;j(mwv;) = o0y5. Produkce hybnosti uvniti
objemu je zpusobena vnéjsimi silami f;, hustota produkce hybnosti je tedy
mi(mv;) = pfi.

Dosadime do rovnice (2.2.1)

Di pvde yg aijnde'—i-/pfidV, (2.2.7)
G1% v

4



2.2. Bilan¢ni rovnice

opét lze pomoci Reynoldsova teorému (2.2.2) a Gaussovy véty (1) upravit na

Opv; ~ Opvvj  Ooyj
_ 9% ) Qv = o. 2.2.
/V< ot " ow, om, Pl V=0 (228)

7 podminky nulového integralu opét plyne, Ze integrand musi byt nulovy

Opv; | Opvw; Doy

ot ox;  Ox; ol (22.9)

Tenzor napéti je mozno rozdélit na staticky tlak a tenzor vazkych napéti
Oij = —p(sij + Tij- (2.2.10)

U pevnych latek vime, Ze napéti zavisi na deformaci, Hookiiv zakon pred-
poklada linearni zavislost. U tekutin je naopak znédmo, ze vnitini napéti je
umeérné rychlosti deformace. Nékteré plyny (napt. vzduch, ktery je uvazovan
v této préci) a kapaliny patii mezi tzv. newtonské tekutiny, jejichz vztah mezi
tenzorem rychlosti deformace a tenzorem vazkych napéti vyjadiuje Newtonuv

zékon ([15])
- ”avk 8’1)2' 81)]'
Tij = Aém—axk +u <6$j + 6%) . (2.2.11)

Tento vztah je vlastné obdobou zobecnéného Hookova zakona.
Zkombinovanim rovnic (2.2.9), (2.2.10) a (2.2.11)) se obdrzi

Opv; — Opviv; Op 0 vy, ov;  Ov;
= A —L 2.2.12
o o ~ om ow Mg, T\ on, T an, )| TP (2212
Za druhou Viskozitu se dosadi vysledek z kinetické teorie plynu A = —% ,u (ten

vvvvvv

a po jednoduchych upravach lze dostat tzv. Navierovu-Stokesovu rovnici v
konzervativnim tvaru

Opv; ~ Opv;v; dp 1 621)]- 0%v;
_ - 2.2.1
o " om, ~ om  3'omow,  Monon, TP (22.13)

Viskozita zavisi na teploté (u = (7)), ale pfi malych rozsazich teplot je
mozno tuto zavislost zanedbat. Zde je tedy predpoklddana konstantni viskozita.
Rovnici (2.2.13)) 1ze prepsat do nekonzervativniho tvaru, ve kterém se objevi
materialni derivace

Dv; 1 0p 821)j 0%v;

1
Dt ;6752 + §Vaxiaxj + Vaxjaxj

+ fi. (2.2.14)

Bl 2.2.3 Bilance energie

Analogicky k predchozim dvéma pripadim se odvodi rovnice bilance energie,
zachovavanou veli¢inou je celkova energie, kterd se sklada z vnitini a kinetické
energie ® = mE =m (u + %vf) Jeji hustota je hustota energie vztazend

5



2. Fyzika

na jednotku objemu ¢ = pE = ¢ = p (u + %vf) Hustota toku veli¢iny je
Ji(mE) = o04jv; — g;. Produkce energie v kontrolnim objemu je disledek
vnéjsich sil f;, hustota produkce je m = pf;v;.

Dosazeni do vzorce (2.2.1)) dava

D

— edV = % (O'ij?}j — qi)ni ds +/ pfivi dv, (2'2'15)
Dt Jy oV 14

opét se uzije Reynoldsuv teorém (2.2.2), Gaussova véta (1) a z podminky
nulového integrandu plyne

Oe  Oev; B O(Uijvj —q) N
ot om = om TPl (2.2.16)

uzitim vztahu (2.2.10) se obdrzi

Oc  Oevi __Opvi  Omjv;  04i .
E—F Ox; o ox; + or; 0x; + pfivi. (2.2.17)

Dosazenim Newtonova (2.2.11)) a Fourierova zékona

oT
8xi

se odvodi vyslednd rovnici bilance energie, jeji vyjadiovani je zde vsak zby-
tecné.

g = —k (2.2.18)

BN 23 Navierovy-Stokesovy rovnice

Vyse uvedené rovnice ((2.2.6), (2.2.14)), (2.2.17) tvori systém Navierovych-
Stokesovych rovnic, ktery popisuje proudéni stlacitelnych vazkych newton-
skych tekutin. Jejich feseni je nad ramec této prace.

B 24 Eulerovy rovnice

Navierovy-Stokesovy rovnice popisuji proudéni vazké tekutiny. Jako jejich
specidlni pripad vystupuji rovnice FEulerovy, které popisuji pohyb nevazké
tekutiny. Ziskaji se tedy tak, zZe se zanedbaji vazké ¢leny, resp. viskozita se
polozi rovnou nule.

V mnoha pripadech technické praxe se viskozita zanedbava, aniz by se
podstatné zhorsila presnost vysledkt. Eulerovy rovnice jsou jednodussi na
feSeni a to ndm tuto nevyhodu kompenzuje. Pokud by bylo tfeba fesit napr.
proudéni v mezni vrstvé, apod., bylo by nutné ziistat u N-S rovnic. Kromé
toho se neuvazuje vnéjsi silové pole f;, protoze objemové sily v proudéni plynu
jsou zanedbatelné. Nakonec se zanedba konduktivni vedeni tepla, soucinitel
tepelné vodivosti k£ bude tedy roven nule.

Systém Eulerovych rovnic pro stlacitelné proudéni vypada nasledovné:

dp  Opv;
8t * 8:1:Z

=0, (2.4.1a)

6



2.5. Stavova rovnice

Opv;  Opvvj Op
= — 2.4.1b
ot al‘j axz ’ ( )
Oe  Oev; Opv;
— = — . 2.4.1
ot " om ~  om (24.1c)

. 2.5 Stavova rovnice

Systém Eulerovych rovnic je netplny (mé 6 nezndmych a pouze 5 rovnic).
Abychom ho tedy mohli fesit, musime ho doplnit stavovou rovnici. Vétsinou
se pouziva stavova rovnice idealniho plynu

p=prT, (2.5.1)

kterd muze byt odvozena bud empiricky, nebo pomoci statistické termodyna-
miky. Z ni se d4& pomoci Meyerova vztahu ¢, — ¢, = r a vztahu pro vnitini
energii u = ¢, T ziskat rovnice pro tlak

1

p=(k—1) <e — 2p(vivi)> . (2.5.2)

vvvvvv

chovani redlnych plynt, ale pro tlohy fesené v této praci bude pouzita pouze
vyse zminénd stavova rovnice idedlniho plynu, kterd plati pro vzduch velmi
dobre v pomérné sirokém rozsahu teplot a tlak.



Kapitola 3

Matematicka teorie zakonu zachovani

Zde se budu zabyvat zédkladem teorie hyperbolickych systémt zakont zacho-
vani. V nésledujicich definicich a vétach se budou uzivat mimo jiné symboly
a pojmy, které zde budou vysvétleny. Nejprve ozna¢me x jako bod prostoru
R"™ a pismenem M oblast v R", tedy otevienou a souvislou mnozinu v R".

® 5. v. (skoro vSude) - pro vSechna x € M — N, kde N je podmnozina M
a mira N je rovna nule

® CF(M) - prostor funkei definovanych v M, které jsou v M spojité dife-
rencovatelné az do radu k

® LP(M) - linedrni prostor funkci f definovanych s. v. v M takovych, ze

1/
1y = (/M If(x)lpdx) "< 400, peR, p>L (3.0.1)

m L - linedrn{ prostor funkei f definovanych s. v. v M, které maji tu
vlastnost, ze f|y € LP(M) pro kazdou kompaktni mnozinu N C M
(f|ar je zizeni funkce f na mnozinu M a kompaktni mnozina je mnozina,

ktera je uzaviend a omezena)

® CE(M) - prostor C* funkei s kompaktnim nosi¢em v M (nosi¢ funkce f
je uzavér mnoziny téch x, pro které je f(x) # 0)

Mira i integral jsou brany v Lebesgueové smyslu. Pro vice informaci ke

zminénym pojmum odkazuji na [I1].
V této kapitole bude 2 znacit otevienou podmnozinu R?.

B 31 zakladni pojmy

Definice 1. Necht f; (j =1,...,d) jsou dostatecné hladké funkce (tzn. maji
spojité vsechny prvni derivace), které zobrazuji z Q do R?, pak nazveme
nasledujici vztah systémem zdkoni zachovdni v konzervativnim tvaru

o K0
r ~—fi(u) = = (x1,... R4 1.1
5 T 20, U =0 X=lno ) €RY >0 (LD
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3.1. Zakladni pojmy

kde

Uy

Up
je vektorové funkce zobrazujici z R? x (0, 4-00) do Q a funkce
f1j
fi=1":
Jri
se nazyvaji toky.

Pokud uvazujeme d = 2 (3), vétsinou misto toku fi, f5, (f3) piSeme
f, g (h).

Definice 2. Necht pro vSechna j =1, ..., d je
O fi;
Aj(u) = =2 3.1.2
Jacobiho matice (Jakobidn) funkce f;(u). Systém (3.1.1) nazveme hyperbo-
lickym, pokud pro jakékolivu € Q a w = (w1, ..., wq) € RY, w # 0 m4
matice
d
A(u,w) = ijAj(u) (3.1.3)
j=1

p realnych vlastnich ¢isel Aj(u,w) < Xa(u,w) < --- < A\p(u,w) a p linedrné
nezavislych vlastnich vektort rq(u,w), ..., rp(u,w).

Definice 3. Ulohu, pii které hleddme funkei u : (x,t) € R x (0,00) — €,
kterd je feSenim rovnic (3.1.1)) a spliuje poc¢atecni podminku

u(x,0) = up(x), xecR? (3.1.4)

nazveme Cauchyovou ulohou.

Definice 4. M¢jme 1D soustavu rovnic (3.1.1) (d = 1). Cauchyovu tlohu ve
tvaru

uy, z <0
o(@) {uﬁ o (3..5)

nazveme (jednodimenziondlnim) Riemannovym problémem.

Definice 5. Méjme Cauchyho tlohu (3.1.4) pro obecny systém zdkonu zacho-
vani (3.1.1). Rekneme, Ze funkce u : R” x (0,00) — 2, u € C! je klasické
feseni rovnic (3.1.1) a (3.1.4)), pokud je splnuje ve vsech bodech.

U klasického feseni nastavd problém, ze i u hladké pocatecni podminky
Feseni existuje pouze pro urcity ¢asovy interval, jak je mozné ukazat pro
neviskézni Brugersovu rovnici?| (viz [12]). To vede k definici tzv. slabého resent,
které nemusi byt spojité.

. ’ ’ ’ ’ . 2 . . s Vv . 7’ .
2Nelinesrni skaldrni rovnice % + 8% (“7) = 0, existuje jesté viskdzni Burgersova rovnice

du e} u? %u _
EJF%(?) ~Vozz =0



3. Matematicka teorie zakon(i zachovani

Definice 6. Predpokladejme, ze ug € LS, (R?). Funkce u € Ly (R?x (0, +-00))

loc loc

se nazyva slabé reseni Cauchyho problému (3.1.1), (3.1.4), pokud u(x,t) €
s.v. pro libovolnou testovaci funkci ¢ € C§(R? x [0, +00)) splituje vztah

/ /]Rd( zd; )d dt+/Rduo(X)-so(x,0)dx_0.

(3.1.6)

Nyni uz hledané reseni nemusi byt spojité, takze muze obsahovat nespoji-
tosti, jako napt. rdzové viny. V 1D vypadd rovnice (3.1.6) néasledovné:

//( 7+f () (Z)x>dxdt+/R o(z) ¢ (¢,0)dz =0 (3.1.7)

Ekvivalentni podminka k rovnici (3.1.7) je pozadavek, aby kiivkovy integral
$ludz — f(u) dt] byl roven nule po okraji libovolné oblasti (a, b) x (t1, t2),
tedy

/ab u(z, to) dr — /abu(x, t1)dz + /tQ f(u(b, t))dt — /t2 f(u(a, t))dt = 0.

t1 t1
(3.1.8)
Véta 3. Necht u: R? x (0, +00) — Q je "po cdstech"C'. Pak u je resenf
(3.1.1) ve smyslu distribuci (viz [11]) na R x (0, oo) praveé tehdy, kdyz jsou
splnény nasledujici podminky:

1. u je klasické feseni (3.1.1) na oblastech kde u je C!

2. u spliiuje podminku
d
(uy —u_)n; + Z(fj(u+) —fj(u_))n,; =0 (3.1.9)

na plochach nespojitosti. uy a u_ znaci hodnoty funkce u na jedné a druhé
strané nespojitosti, dané normalovym vektorem n, presnéji

ui(x,t) = lim u((x,t) £ en). (3.1.10)

e—0+

Vztah (3.1.9) se nazyva Rankine-Hugoniotova podminka.
Diikaz. Viz [12]. O
Je mozno ukézat ([12]), Ze slabé feSeni nemusi byt jednoznacné. Proto je
nutné najit néjaky zpusob, ktery z moznych slabych feSeni vybere to spravné,
fyzikalné pripustné.
Definice 7. Predpokladejme, ze Q) je konvexni. Konvexni funkce U : 2 — R
2 o sz
(ng] > () je nazyvana entropie pro systém zakonu zachovéani (3.1.1), pokud
existuje d funkei F; : Q@ — R, 1 < j < d, nazyvanych toky entropie takovych,
ze plati vztah
U'(w)fi(u) = Fi(u). (3.1.11)



3.2. Eulerovy rovnice v roviné

Pokud plati vztah (3.1.11)), jakékoliv klasické Teseni splnuje dalsi zédkon
zachovani

L)
u)+ Y 5, Fi(w) =0. (3.1.12)
j=1 9"

V piipadé slabého Feseni se rovnost zméni na nerovnost (viz déle). Metoda,
pomoci které lze urcit entropické reseni, se nazyva vanishing viscosity method.
Pouzije se upravena rovnice, na jejii pravé strané je viskézni ¢len

Z o, = eAu, (3.1.13)

kde A je Laplacetv operdator A =V -V = =

8952’ 0x2 "
Véta 4. Predpokladejme, zZe systém (3.1.1) ma entropii U s toky entropie
F;,1 < j <d. Necht u, je fada dostatecné hladkych reseni rovnice (3.1.13)
takovych, ze
[[¥e]| oo (e (0,4-00)) < Cs (3.1.14)
u, — u pro € — 0 s.v. v R? x (0, +00), (3.1.15)

kde C' je konstanta. Poté u je slabé reseni systému (3.1.1)) a spliiuje entropickou
podminku

0 9
— —F; < 1.1
5.V (W +jZl o, (W) <0 (3.1.16)

ve smyslu distribuci v R? x (0, +00).

Definice 8. Slabé feSeni u rovnic (3.1.1) a (3.1.4) nazveme entropickym
resenim, jestlize pro vSechny funkce entropie U a vSechny testovaci funkce
p € CH(Rg x (0,00), ¢ > 0) plati

S d
/ / (U ot ZF 890) dxdt+ [ U(ug(x))e(x, 0)dx >0,
0 JRd

Rd
(3.1.17)
a v pripadé 1D problému

/ /( *+F( )gw) da dt+/RU(uo(x))sO(x, 0)dz > 0. (3.1.18)

B 32 Eulerovy rovnice v roviné

Eulerovy rovnice (2.4.1) ve 2D v konzervativnim tvaru a Eulerové popisu
(2.1.2) jsou systémem rovnic (3.1.1), tedy hyperbolickym systémem zakoni
zachovani. V roviné vypadaji takto:
0, o) 0
&+ gz (pu) + g5 (pv) =0,
S(pu) + & (pu® +p) + & (puv) =0,
S (pv) + £ (puv) + £ (pv* +p) = 0,
%+ s (e +p)u) + (e +p)v) = 0.

(3.2.1)
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3. Matematicka teorie zakon(i zachovani

Zavadi se vektory

p gu pU
u= ", ruy=|"""P|, qu=| 2" (3.2.2)
pU pUv pU°+p
e (e +p)u (e +p)v
Rovnice (3.2.1) se s jejich vyuzitim daji zapsat ve formé (3.1.1)
ou o 0
4 F _ = 2.
T + o (U) + 6yG(U) 0, (3.2.3)

kde U je tzv. vektor konzervativnich proménnych a F(U) a G(U) jsou nevazké
fyzikalni toky?®.

B 33 Kvazi-1D Eulerovy rovnice

Pokud se tesi proudéni v osové symetrickych kanalech, dyzéach, tryskach
apod., mizeme pouzit tzv. kvazi-1D rovnice. Ty vzniknou zjednodusenim 3D
rovnic, pokud uvazujeme proudéni pouze ve sméru  a spojité zmény prutezu.
Vyhodou je, Ze misto tfech prostorovych rovnic staci jen jedna a z toho plyne
daleko mensi vypocetni naroénost.

Zakladni predpoklad je tedy ten, ze hodnoty fyzikalnich veli¢in jsou v
kazdém priifezu konstantni, a zavis{ pouze na soutfadnici x ve sméru osy dyzy.
Tento predpoklad neni zcela v souladu s realitou, coz je cena za zjednoduseni
rovnic. PTi odvozovani rovnic (viz [2]) se vychazi z integralnich tvara zdkont
zachovani.

1. Zékon zachovani hmotnosti

Pouzije se rovnice (2.2.4)

0

/ P av +§1§ pvin; dS = 0. (3.3.1)

Protoze je proudéni jednorozmérné, ztistane pouze x-ova slozka rychlosti
0

/ 9P av +§1§ pung dS = 0. (3.3.2)

Tato rovnice se aplikuje na kontrolni objem zobrazeny na obr. [3.1. Tento
objem je vlastné infinitezimalni (V = dV' = Adz), proto lze prvni integral

prepsat na
/ 9 gy — apAd (3.3.3)

3Velk4 pismena U, F(U) pouzivam proto, aby bylo poznat, Ze mluvim o soustavé
Eulerovych rovnic, nikoliv o obecné soustavé zakonu zachovani (3.1.1), u které pouzivam
mald pismena u, f(u).

12



3.3. Kvazi-1D Eulerovy rovnice

Plosny integral ze vztahu (3.3.2) po aplikaci na stény kontrolniho objemu
da

55 pung dS = (,0 + apdx) <u + 8udx> (A+dA) — puAd, (3.3.4)
oV ox ox

a po zanedbani nekonecné malych c¢lena vyssiho radu

0 0
yﬁ pung dS = pudA + pfud:EA + 2P azuA. (3.3.5)
oV Ox ox
Vztahy (3.3.3)) a (3.3.5)) se dosadi zpét do rovnice (3.3.2])
ap ou ap
—Ad dA —dzA+ —dzuA = 0. 3.3.6
T T+ pu +p6x x +8x Tu ( )

Vydélenim dz a tpravach se dostane vysledna rovnice zachovani hmot-
nosti pro kvazi-1D proudéni (funkce prufezu nezévisi na Case, proto ji
lze premistit do derivace)

d(pA) | O(puA)

e (3.3.7)
dx
xﬁra
p p+ Op/0xdx
% u u+ 8u//8x dz
P p+ 0p/0xdx
e e+ de/0x dx

Obrazek 3.1: Schéma pro odvozeni rovnic pro kvazi-1D proudéni

2. Zakon zachovani hybnosti

Uzije se rovnice (2.2.7), ve které se zanedbaji objemové sily, aplikuje se
Reynoldsiv teorém, tenzor napéti se nahradi tenzorem statického tlaku
(0ij = —pdij, vazka napéti se neuvazuji)

/ Aevi) 4y +§1§ pvivjn; dS = —95 pnids. (3:38)

Predpoklada se proudéni pouze ve sméru osy x, tak ze tii rovnic zachovani
hybnosti zistane jedina

/ o(pu) dv +§£ pung dS = —yg png dS. (3.3.9)
v ot ov av

13



3. Matematicka teorie zakon(i zachovani

Objem, pres ktery se integruje je opét infinitezimdlni (V = dV =
Adz)(obr. 3.1). Prvni dva integrdly ze vztahu (3.3.9)) se fesi stejnym
zpusobem jako u predchoziho ptipadu

Apu) .., O(pu)
/V —p AV = =5~ Ade (3.3.10)

/ pung dS = (p+ dp)(u + du)?(A 4+ dA) — pu?A =
ov

= pu’A + puldA + 2pu@dm14 + @dxu2A. (3.3.11)
Ox ox

Integral na pravé strané vzorce (3.3.9) se pomoci obr. 3.2 upravi na

[ pn; ds; _
[ pngdS = —pdA/2 ____t dA/2
[ pngdS =pA = 'fpnde:(p+g—§dx>(A+dA)
JpnadS = —pdA/22X |} dA/2

[pn;dsS’ _r

Obrazek 3.2: Tlakové sily pusobici na kontrolni objem

% pngdS = (p—l-@dx)(A—l-dA)—Qp (dA
ov Ox 2

_ 49
) —pA = A%dx. (3.3.12)

Dosazenim vztahu (3.3.10), (3.3.11) a (3.3.12) do rovnice (3.3.9) mame
9(pu)

ot

Funkce priifezu se opét presune do ¢asové derivace, rovnice se vydéli dz a
po tpravach se obdrzi rovnice zachovani hybnosti pro kvazi-1D proudéni
d(puA) N d(pu? + p)A dA

o 5 =Py (3.3.14)

Adz + pu*A + 2pu%dxA + @dmﬁA = —A@dx. (3.3.13)
Ox Ox Ox

3. Zakon zachovani energie

Postup je obdobny jako u predchozich pripadu. V rovnici (2.2.15) se
uzije Reynoldsuv teorém, zanedbaji se objemové sily a tepelna vodivost,

a pOlOil’ 5€ 045 = —péij
Oe
—dV + ev;n; dS + pvin; dS = 0. (3.3.15)
v Ot oV oV
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3.3. Kvazi-1D Eulerovy rovnice

Protoze rychlost je nenulova pouze ve sméru x, rovnice se zjednodusi na

% dV +¢ eun, dS +¢ pung dS = 0. (3.3.16)
v Ot oV oV

Integraci na kontrolnim objemu na obr. [3.1] a fesenim integralt stejné
jako vyse je
Oe ou

—Adxz+e

Oe ou Op
5 8$dxA+ %dxAu—FeudA +p%dxA—|— %dxAu+pudA = 0.

(3.3.17)
Nakonec po vydéleni dz a tpravach mame rovnici zachovani energie pro
kvazi-1D proudéni
d(eA) O((e+p)uA)

ot - = 0. (3.3.18)

Vysledné rovnice (3.3.7), (3.3.14) a (3.3.18) se mohou zapsat vektorové se
zdrojovym c¢lenem

U, +F(U), =Q, (3.3.19a)
kde
pA puA 0
U= [pud|, FU)=|p(®+p)A|, GU)=|pdd|. (3.3.19b)
eA (e+p)u 0
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Kapitola 4

Numerické reseni zakonu zachovani

V této kapitole budou zédklady teorie numerického feseni hyperbolickych sys-
tému zakonu zachovani, coz je soustava nelinedrnich parcidlnich difrencidlnich
rovnic 1. Tddu a pomoci kterych se modeluji vyse odvozené zakony zacho-
vani. Numerické Teseni se provadi, protoze nalézt presné reseni Eulerovych
rovnic je ve vétsiné pripadi nemozné se soucasnym matematickym aparatem.
V literatute (napf. [9]) se velkd pozornost vénuje i jednodussim pripadim,
které vzniknou jejim zjednodusenim: skaldrni rovnici (linedrni a nelinedrni)
a soustavé linedrnich rovnic. Zde budou ukdzany pouze nékteré vysledky
z oblasti nelinearnich hyperbolickych soustav zakont zachovani, tedy toho
nejobecnéjsiho a nejobtiznéjsiho pripadu.
V této kapitole bude pouzita véta z vektorové analyzy.

Véta 5 (Greenova véta). [I1] Predpokliadejme, ze £ = (U, V) je vektorova
funkce v oblasti O € R? a souradnicové funkce U,V maji v O spojité parcidlni
derivace. Dale predpokladejme, Ze C je kladné orientovana uzaviend krivka v
O takova, ze IntC € O. Pak plati

7§f -nds = // divfds. (4.0.1)
C IntC

B a1 Zptisoby numerického reseni

Existuje mnoho zptsobt, jak numericky Tesit parcidlni diferencialni rovnice,
v CFD (Computational Fluid Dynamics - Pocitacovd mechanika tekutin) se
uziva predevsim trech nasledujicich metod:

® Metoda konecénych diferenci (Finite difference method - FDM)

Znama téz jako metoda siti, historicky nejvic vyuzivand. Spociva v tom,
ze nahrazujeme derivace v rovnicich ruznymi diferenénimi schématy, a
to v jednotlivych bodech sité, ktera tvori vypocetni oblast.

® Metoda kone¢nych objemu (Finite volume method - FVM)
Pravdépodobné nejpouzivanéjsi v CFD, bude popséana dale v kapitole.

® Metoda konecnych prvka (Finite element method - FEM)

Pouzivané predevsim ve vypoctech v oblasti pruznosti, ale téz pri mode-
lovani vazkého proudéni (feseni Navier-Stokesovych rovnic). Kontinuum
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4.2. Zakladni pojmy

se diskretizuje do ur¢itého poc¢tu prvki (elementil) a metoda vede na
velké systémy algebraickych rovnic.

B 4.2 Zzakladni pojmy

Uvazujme nyni Cauchyho tlohu pro obecny systém zakont zachovani, tento-
krat v 1D

ou o)
{at+az (u)=0, zeR, t>0, (42.1)

u(z,0) = up(x).

Definice 9. Definujeme aproximaci vi' € RP funkce u v bodé z; = jAz, t, =
nAt rovnici

v?+1 - V? - A(g‘?—‘rl/Q - g?—l/Q)? j € Za n Z 07 (422)
kde A = % a hodnoty vg jsou zadané, a dale plati
g?+1/2 = g(ng—k—l-lv cee 7V§L+k)v (423)

kde funkce g : RP*?¥ — RP je spojitd a nazjva se numericky tok. Diferen¢ni
schéma ve tvaru (4.2.2)) se nazyva konzervativni.

Definice 10. Schéma v konzervativnim tvaru nazveme konzistentnim se sys-
témem (4.2.1), pokud plati

g(u,...,u) =f(u), Yu e R”. (4.2.4)

Definice 11. Schéma v konzervativnim tvaru nazveme konzistentnim s entro-
pickou podminkou (3.1.18]), pokud je splnéna nésledujici nerovnost

Urtt <ur - ANGTy1y = Gy ), (4.2.5)
kde
UM = U™, UP =UWNY), Fliyjg = F(Vjias -5 Vi), (4.2.6)

7

a G je numericky tok entropie, konzistentni s tokem entropie
G(u,...,u) = F(u), Yu € RP. (4.2.7)

Véta 6 (Lax-Wendroff). Necht je diferencni schéma (4.2.2)) konzistentni s
zakonem zachovani (4.2.1) a s entropickou podminkou (3.1.18)). Necht

v(z,t) =vi, Tj_19<T<Tjp1/0 (4.2.8)

je reseni (4.2.2). Predpokladejme, Ze pro jistou posloupnost Ay limita

lim v(z,t) =u(z,t) (4.2.9)

Ak—>0
existuje ve smyslu Llloc konvergence. Poté limita u spliuje slabou integralni
formu (3.1.7) zdkont zachovani a slabou integralni formu (3.1.18) entropické
podminky.
Diikaz. Viz [18]. O

Lax-Wendroffova véta tedy rika, ze pokud konzervativni schéma konverguje,
pak konverguje ke slabému feseni.
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4. Numerické reseni zakont zachovani

B 43 Riemanniv problém

V nasledujicich kapitolach se budeme zabyvat podrobnéji Riemannovym
problémem (3.1.5), na jehoz FeSeni je zaloZzeno mnoho numerickych metod
uzivanych v CFD.

B 4.3.1 Obecny Riemanniiv problém

Méjme Riemanntv problém pro systém zdkonu zachovani (3.1.1) (d = 1)
%‘—l—a%f(u)zo, r€R, t>0,

, <0, 4.3.1
u., x>0,

kde vektory u a f maji p slozek. Reseni Riemannova problému je slozeno z
maximalné p + 1 konstantnich stavii, které jsou oddéleny nejvice p razovymi
vlnami (shock wave), expanznimi vlnami (rarefaction wave), nebo kontaktnimi
vlnami/nespojitostmi (contact discontinuity). Razové viny vytvareji nespoji-
tosti v prubéhu fyzikalnich veli¢in, zatimco u expanznich vin se veli¢iny méni
spojité.

t A

1-vlna

\/

Obrazek 4.1: Struktura feSeni Riemannova problému pro systém (4.3.1) v

B 4.3.2 Riemanniiv problém pro Eulerovy rovnice

Méjme soustavu Eulerovych rovnic (3.2.1)), zde zjednodusenou na 1D problém.

ou o0
o T, FU) =0, (4.3.2)
kde
p pu
U= |pu|, FU) =|pu®+p]|. (4.3.3)
e (e +p)u

Reseni 1D Riemannova problému (3.1.5) pro soustavu Eulerovych rovnic
sestava z dvou akustickych vin a jedné kontaktni. Kontaktni vina, charakteri-
zovana rychlosti Sys je vzdy uprostied, akustické jsou krajni a mohou to byt
bud rézové vlny, nebo expanzni. Jejich rychlosti jsou Sg (pravd) a Sp, (levd).
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4.4. Presné reseni Riemannova problému

Tyto vlny rozdéluji oblast na 4 ¢asti, ve kterych je feseni (tedy vektor
proménnych U) konstantni. Médme tedy 4 stavy

pi Pl r Pr
U = |pw|, U= |pu|, U= |pu|, U= |pu| . (434)
el e; er er

Tlak a rychlost se neméni pti prechodu pres kontaktni nespojitost, plati tedy:
pl=p,=p° a u =u, =u". (4.3.5)
Pokud je leva nebo prava vlna expanzni (viz. 4.2} leva vlna), veli¢iny se pfi

prechodu pres tuto vlnu spojité méni, ¢imz vznika paty, popr. Sesty "stav".

'\ prostiedni vina

leva vina I's M prava vina

Pr, UL, Pi

>
>

)a;

Obrazek 4.2: Struktura feseni Riemannova problému pro systém (4.3.3

Existuji dvé moznosti jak fesit Riemanniv problém - pfesné nebo priblizné.

B 4.4 Presné fegeni Riemannova problému

Presné feseni je popséno v [12]. Nevyhoda je, Ze TeSeni nelze nalézt v uzavie-
ném tvaru, je nutno pouzit itera¢ni metody, pricemz reseni muzeme nalézt s
libovolnou presnosti. Vypocet je vsak naroc¢ny na vypocetni cas.

. 4.5 Godunovova metoda

Godunovova metoda vyuziva exaktniho reseni Riemannova problému a je
jednim ze zékladnich ,stavebnich kament* MKD/MKO. Godunov navrhl
tuto metodu ve svém clanku [6] v roce 1959, pricemz ji odvodil pro Eulerovy
rovnice v Lagrangeovych soufadnicich. My se budeme drzet vykladu podaného
v [12], [18].

Uvazujeme Riemanntv problém pro hyperbolicky systém zdkona zachovani
v 1D

<0,
oo (4.5.1)

u +f(u), =0, u(z,0)= {u 2> 0

19



4. Numerické reseni zakont zachovani

jehoz entropické feseni je u(z,t) = ue(z/t; uy, u,) a zavisi na stavech u;, u,
a poméru x/t.
Metoda spociva v nasledujicich krocich:

1. Nejprve definujeme aproximaci v(z,t,) na diskrétnich ¢asovych vrstvach
tn, n=0,1,... tak, aby byla po ¢astech konstantni funkci v proménné
X:

V(.%',tn) = V?, xj—1/2 <z < .Z'j+1/2 (452)

2. Resfme Cauchyho tlohu (tzn. fe$ime exaktné véechny Riemannovy pro-
blémy).

u; +f(u), =0, u(z,t,) =v(z,t,) (4.5.3)
Reseni je uréeno
T —x;
u(z,t) = u, (t];w;"?;"?+1> , T <X < Tjg1, JEL, ty <t <tpy.
—in
(4.5.4)

3. ReSeni zprimérujeme na jednotlivych "bunkach', tak abychom opét
dostali po ¢astech konstantni funkeci.

n+1 1 Tir1/2

Tj—1/2

Timto jsme ziskali Feseni v nové ¢asové vrstve, a algoritmus muzeme opakovat.
Abychom dostali vice explicitni tvar schématu, integrujeme rovnici (4.5.3)
na oblasti (xj—l/Qa $j+1/2) X (tn, t, + At) Ziskame

Tjtr1/2
/ (et + A — u(a, £)) det

i—1/2

t+AL
+ /t (f(u(wjq1/2 —0,t)) — f(u(wj_1/2 +0,¢)))dt =0. (4.5.6)

Pomoci vzorce (4.5.5) dostaneme

t+AL
Aa:(v?“—v?)—i—/ (f(u(wjq1/2-0,t))—f(u(x;_1/9+0,t)))dt =0 (4.5.7)
t
a pouzitim vztahu (4.5.4) mame Godunovovo schéma v konzervativnim tvaru
VI = NE((0: v Vi) — £05 V), )] (15.5)
Prislusny numericky tok je

g(v,w) = f(u(0;v,w)). (4.5.9)
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4.6. Priblizné reseni Riemannova problému

n
Vit

.

Vi_1n

n
Vit

1—1 ? 1+ 1 v+ 2

Li—3/2 Li-1/2 Lit1/2 Ti1+3/2 Lit5/2
Obrazek 4.3: Schéma Godunovovy metody

B 4.6 Priblizné feseni Riemannova problému

Presné feseni Riemannova problému je nevyhodné svou vypocetni nadrocnosti.
Nicméné u Godunovovy metody dochazi k prameérovani reseni, takze mu-
zeme presné feseni nahradit pribliznym. Bylo vyvinuto mnoho pfibliznych
Riemannovych fesi¢t - napt. Osher, Roe, Harten-Lax-van Leer.

Definice 12. Necht w(z/t; w;, u,) je priblizné feseni Riemannova problému,
pak nazveme nésledujici vztah schématem Godunovova typu

b L 1 [it1/2

= v vt d _— by v ) da,

v, Az /il/zw(:c/ Vil v ) do + Ax/i w(z/t;vi;vin ) de
(4.6.1)

Véta 7 (Harten-Lax). Necht S jsou oznaceny signdlni rychlosti jednotlivych
vin a w(x/t; u;, u,) je priblizné reseni Riemannova problému, které spliuje
nasledujici podminky:

1. konzistence s integralni formou zakona zachovani

Ax/2 Az
/ w(z/T; u; u,)de = T(ul +u,) —Tf, + 71, (4.6.2)
—Az/2

kde Ax/2 > Tmax|S| a f; = f(u;) a f, = f(u,).

2. konzistence s integralnim tvarem entropické podminky

Azx/2 Az
/ Uw(e/Ts ws w)do = S5 U+ U) ~ T, + T, (46.3)
—Az/2

kde Az /2 > Tmax|S| a F, = F(u,) F; = F(u,).

Potom schéma Godunovova typu (12) je v konzervativni podobé konzistentni
s (3.1.5) a splnuje entropickou nerovnost (4.2.5).
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4. Numerické reseni zakont zachovani

Diikaz. Viz [8]. O
Schéma Godunovova typu muzeme prepsat do konzervativniho tvaru (4.2.2))
V;H_l = V? - [f(Vi, Vi+1) - f(Vi_l, Vz)] . (4.6.4)

B a7 HLL

HLL je jeden z mnoha pribliznych fesich Riemannova problému, navrhli
ho Harten, Lax a van Leer [I8] v roce 1983. Spoc¢iva v tom, Ze u feSeni
Riemannova problému uvazujeme pouze dvé viny urcené rychlostmi Sy a Sp
(obr. 4.4).

A
Y

1

| >
—Ax/2 TSy TSr Axz/2  x

Obrazek 4.4: Struktura Riemanova problému pro HLL schéma

Ptiblizné teseni Riemannova problému je tedy rozdéleno na tii oblasti a je
definovano jako:

w; pokud S; > z/t,
w=u"tt = {u* pokud Sy, < x/t < Sg, (4.7.1)
u, pokud Sg < z/t.

Nyni pouzitim integralni tvar 1D zédkonu zachovani (3.1.8) na oblast (—Ax/2,0)x
(0,T) ziskdme

0 Ax N
/ w(z/T; v, up)de — —u, + T(f* — £;) = 0. (4.7.2)
—Azx/2 2

Z toho plyne vztah pro f*

1[0 Ax
f* =f—— T r)d —u. 4.7.
g VT e S (47)

Integrace na oblasti (0, Az/2) x (0, T') dava

1 Az /2 A
f* =1 + T/o w(z/T, u, u,)dz — T;ur. (4.7.4)
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4.7. HLL

Pouzije se leva strana podminky konzistence (4.6.2)), za w se dosadi aproximace
u;, u, a u* a integral rozdélime

AIE/2 TSL TSR A:E/Q
/ w(z/T; u, u,) dx :/ u d1:+/ u” dx+/ u, dz.

—Az/2 —Az/2 TSy, TSgr
(4.7.5)

Integrace je jednoduché, protoze integrandy jsou konstanty. Vysledek se dosadi
do rovnice (4.6.2)

(TSL + A:L‘/Q)ul +T(SR — SL)u* + (Ax/2 — TSR)UT =
Az

= S(w+u) -~ T(E — ), (47.6)

a ziskame

o — SRHT—SLul—i-(f —fl)
Sk — 5L

Numericky tok se ur¢i nasledujicim zptsobem. Mohou nastat tii moznosti:

(4.7.7)

1. S, >0
2. S, <O0OASR>0
3. Sp<O0

Moznost 2. - vztah (4.7.7) se dosadi rovnice (4.7.1) a poté do (4.7.3) (je
mozno i do (4.7.4))

TSL 1 [0 Sru, — Spu; — £, + 1 Az
—fl—/ uldx—/ . . dr + —u;.
Az/2 ~TS; Sr—SL 27; |
4.7.8
Po dpravéach se ziska vztah pro f*
£ Srfy — Si.f. + SLSR(UT — ul)' (4'7.9)

Sr—SL

Moznost 1. - opét dosazenim do rovnic (4.7.1) a (4.7.3) (lze dosadit i do
vztahu (4.7.4), ale bylo by to zbyte¢né slozité) je

f* =1 ! /0 dx + Az =f (4.7.10)
—Azx/2 2T
Moznost 3. - obdobnym postupem
1 Ax/2 Ax
f* =1+ — rdr — —u, = f,. 4.7.11
+ T/o upde — —-u (4.7.11)

Tok fHLL se tedy pomoci vyse zminénych vztaht uréi takto:

f; pokud S >0,
FALL = £+ pokud S, < 0 < Sg, (4.7.12)
f. pokud Sgr < 0.
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4. Numerické reseni zakont zachovani

Jak je patrné, HLL schéma lze odvodit obecné pro jakykoliv systém hyperbo-
lickych zédkont zachovani. Pro Eulerovy rovnice staci (v souladu se znacenim
dle pozn. [3) ve vySe zminénych vztazich nahradit mald pismena f, u velkymi
F, U.

HLL fesi¢ spravné fesi izolované razové viny ([18]), spliiuje nerovnost
entropie ([4]), a zachovavé pozitivitu | ([14]). Nevyhoda je, ze neni schopen
presné vyresit izolované kontaktni viny.

B 48 HLLC

Jak bylo napsino, HLL schéma mé nevyhodu, ktera plyne z toho, ze zanedbava
prostiedni vlnu pii feseni Riemannova problému. Zptlisob, jakym lze tuto
nevyhodu odstranit, je vyvinout schéma, které tuto vinu neignoruje. Jeden
ze zpusobu navrhl Toro ([16]) v HLLC fesi¢i (C jako Contact).

Odvozeni nelze provést iplné stejnym zptisobem, kterym bylo odvozeno
HLL schéma. Méli bychom 4 neznamé, ale dokazali bychom pro né sestavit
pouze 3 rovnice. Proto v tomto pripadé nelze uvazovat obecny systém zakonu
zachovani, ale HLLC musime sestavit pfimo pro soustavu Eulerovych rovnic
v 1D. Proto v této ¢asti budeme uzivat znaceni F, U.

Y

Obrazek 4.5: Struktura Riemannova problému pro HLLC schéma

Dle obrazku 4.5| je zfejmé, Ze reseni Riemannova problému je zde rozdéleno
na Ctyfti oblasti, plati tedy:

U; pokud Sp > z/t,
UHLLC _ U pokud Sp < z/t < Sy,
U’ pokud Sy < z/t < Sg,

U, pokud Sg < z/t.

(4.8.1)

“To znameni, ze Fedi¢ mize generovat stavy které jsou fyzikalné piipustné. Veskeré stavy
tedy patii do mnoziny G = {[p pu €]T, p >0, e —1/2pu® > 0}.
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4.8. HLLC

Numericky tok bude podobné jako u HLL

Fl pokud SL > 0,

FHLLC _ F; pokud S;, <0< Sy,
F* pokud Sy <0 < Sg,
F, pokud Sg < 0.

(4.8.2)

kde FHLLC je tok pro x = 0, tedy na ose t.
Pouzitim integralniho tvaru zakont zachovani na oblast (SpT,0) x (0,7T) se
ziskd (to samé lze dostat aplikaci Rankine-Hugoniotovy podminky na razovou

vlnu o rychlosti Sg)
sz =F;+ SL(U_Zk - Ul). (4.8.3)

Pro Sys < 0, stejnym postupem dostaneme

F; =F, + Sp(U; - U,). (4.8.4)
Rovnici (4.8.3)) prepiseme do tvaru

SpU; — Ff =5S.U, - F,. (4.8.5)

Tato rovnice ve slozkovém tvaru vypada nasledovné:

I pLug Pl pruy
St pju; | — pfufz +p] | = St pu | — plulQ +p |- (4.8.6)
e (ef +p])uj el (€1 +pr)w

Nyni je nutné pfidat jistou podminku, kterd umozni ziskat vztah pro Uj.
Toro et al. navrhli predpoklad [16]

Sy =, (4.8.7)

kde u* je jisty odhad kontaktni rychlosti, v [16] jsou dale ukézany dva zptusoby,
kterymi lze u* vypocitat. Batten et al. predpokladali [3] (a ja se toho budu
drzet), ze u* je rychlost mezi krajnimi akustickymi vlnami (viz. obr. 4.4).
Proto ji lze vypocitat ze vztahu (4.7.7)), aplikovaném na Eulerovy rovnice.

_ pruy(Sr — up) — pru (St — wp) + pr — pr

u* = Sy 4.8.8
0r(Sk — ) — (1 — ) 58
Z prvni rovnice soustavy (4.8.6)) plyne
SL — U

= p— 4.8.9
PL =Pl S, — Su ( )

Z druhé rovnice soustavy (4.8.6)) s vyuzitim vztahu (4.8.9) méame
p; = (SL —w)(Sym — w)pr. (4.8.10)

Timto postupem jesté uréime vztah pro p} (tedy pokud bychom na zacatku
vysli z rovnice (4.8.4)))

pr = pr+ (Sr—u)(Syr — i) pr (4.8.11)
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4. Numerické reseni zakont zachovani

Vztahy (4.8.10)) a (4.8.11) se dosadi do (4.8.8), a po jednoduchych tpravéch
lze dospét k zavéru

pi=p;=p" (4.8.12)

To je v souladu s presnym feSenim Riemannova problému (viz sekce 4.3.2). S
pomoci p; a p* je mozno z druhé a tfeti rovnice soustavy (4.8.6) vyjadrit

(St —w)prug +p* —m
S, — Sy ’

(pwy)* = (4.8.13)

(St —w)er — prug + p* S
S, — Sy '

Nyni lze psét findlni vzorec pro vypocet vektoru U} (a analogicky pro U})

e] =

(4.8.14)

SL—u; Sp—ur
ettt Snutacts
x L—u)pLu+p* —p x R—Ur)Prur+p* —pr
U; = S, S , U; = =S . (4.8.15)
(SL—w)ei—piw+p*Sm (Sr—ur)er—prur+p*Sn
Sp—Sm Sr—Sum

Toky F; a F; se urci ze vztaht (4.8.3) a (4.8.4).
HLLC schéma ma nékolik dilezitych vlastnosti:

B presné resi izolované kontaktni viny
B presné Tesi izolované razové viny
B zachovava pozitivitu

Podrobnéji k tomuto viz [16].

B a9 Vypocet signalnich rychlosti

Pro pouziti HLL nebo HLLC fesSice je nutno znat signalni rychlosti Sy, a Sg.
Harten, Lax, van Leer nechali tuto otazku otevienou. Resen{ Riemannova

problému sestava ze stava U, kK = 0,1, 2 ..., m, kde m je pocet rovnic
systému (3.1.1), a Uy = Uy, U,,, = U,.. Tyto stavy jsou oddéleny vlnami,
jejichz charakteristické rychlosti jsou A1, Ag, ..., Ap,. Pro HLL/HLLC fesic¢

jsou potreba znat rychlosti S;, = A1 a Sg = A\

Nékterymi moZnostmi pro vypocet rychlosti se zabyval Davis ([4]). Ja
budu pouzivat metodu, kterd spoc¢iva v urceni rychlosti pomoci vlastnich ¢isel
Roeho matice °. Tato metoda byla navrzena Davisem ([4]) a Einfeldtem ([5]),
pricemz druhy jmenovany predlozil zpusob jak rychlosti najit:

St =min[A (), A (U],

Sk = maX[)\m(URoe), Am (U] (4.9.1)

"Matice A, kterd je soucésti linearn{ soustavy du/dt + Adu/0z = 0. Ta vznikne lineari-
zaci nelinearni soustavy (4.2.1). Na tom je zalozena Roeho metoda vypoctu Riemannova
problému ([12], [13]).
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4.10. Metoda konecnych objemi

Tento vztah se da zapsat jako

Sp, = min(u; — ¢, 4 — é), (4.9.2)
Sr = max(@ + & u, + ¢ ), o

kde ¢;, ¢, jsou rychlosti zvuku. Veli¢iny 4 a ¢ se vypocitaji z nasledujicich

vztaha ([3])

a_ul—i-u,,Rp
~ 1+4R,
62:(/§—1)(I:I—~2) 93
q_ M+ HR, -
~ 1+4R,

kde H = BJFTP je entalpie.

B 410 Metoda konecnych objemi

Prozatim v Kapitole 4 byly uvazovan 1D problém. Nyni se budu zabyvat
rovinnym problémem. Mé&jme tedy hyperbolicky systém zakont zachovani

(3:1.1) ve 2D.

ou 0 0

G+ 5 Ew) + 5 (g(w) = 0. (4.10.1)

Princip MKO spociva v rozdéleni vypocetni oblasti na jednotlivé burnky (ob-
jemy), ve kterych se pocitaji zdkony zachovani. V kazdé burice se aproximuje
feseni u(x, t) jeho stfedni hodnotou, konstantni po celé burice

1

u; ~ / u(x,t)ds. (4.10.2)
% Jo,
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4. Numerické reseni zakont zachovani

Obrazek 4.6: Sit pro metodu koneénych objemu (nestrukturovand)

Sit (tedy soustava jednotlivych bunék, které tvori vypocetni oblast) pro
MKO muze byt:

B strukturovana - pravidelna sif tvorena c¢tyrihelniky

® nestrukturovand - tvorena libovolnymi elementy (trojihelniky atd.)
Existuji dvé zékladni metody implementace MKO

® Cell center - hodnoty jsou uloZeny v tézistich bunék

® Cell vertex - hodnoty jsou ulozeny ve vrcholech bunék

MEKO (cell center) ve 2D se odvodi nasledujicim postupem. Mé&jme vypocetni
oblast O € R?, kterou rozdélime na buiiky €);, pri¢emz hranice kazdé z nich je
0%);. Hranice mezi bunkami €; a Q; je e;;, plati tedy e;; = ;N Q;. Zaroven je
zfejmé, Ze Uje;; = 0€);. Vnéjsi normala rozhrani e;; mezi buiikou €2; a buiikou
Qj j€ n;; (ObI‘ 46)

Rovnice (4.10.1)) se d4 zapsat jako

w +divf(u) =0,  F(u) = (f(u), g(u)). (4.10.3)

Tuto rovnici integrujeme na plose §2;
/ (w; + div(w)) dx = o. (4.10.4)
Q;

Integrél se rozdéli na dva ¢leny, a u prvniho se zaméni poradi derivace a
integrovani (objem €Q; je nezévisly na ¢ase). U druhého ¢lenu se uzije Greenova

véta
9 (/ udx) +y§ f(u) -n;ds = 0. (4.10.5)
ot \ Jo, 00
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4.10. Metoda konecnych objemi

Na prvni ¢len se aplikuje véta o stfedni hodnoté (4.10.2), tedy

% < /Q ) dx> ~ |Qi|dlzt(t). (4.10.6)

Druhy integral se napise jako soucet integralil pres jednotlivé stény bunky

yémi f(u) - n;ds = zj: /e,-j f(u) - n; ds. (4.10.7)

Tok f se aproximuje tak, ze zavede numericky tok ®

/ f(u) - nids = |e;;|®(u;, uj,ny). (4.10.8)

e”

Timto postupem se obdrzi semidiskrétni schéma pro metodu konecnych
objemu

dui n o ..n
’Qi\g == Z e | ®(u; 7ujanij)- (4.10.9)
J

Vlastnosti numerického toku:

® Konzervativita
®(u;,uj,n) = —P(u;,u;, —n). (4.10.10)

® Konzistence

®(u,u,n) = f(u) - n. (4.10.11)
® Rotacni invariance (u Eulerovych rovnic)
®(U;,U;,n) = R®R'U;,R'U;,R 'n), (4.10.12)
kde R je transformacni matice o thel

0 0
cosf) —sinf
sinf)  cosf

0 0

(4.10.13)

o O O
— o o O

Vice k témto vlastnostem viz [12].

Numericky tok je uréen exaktnim nebo pribliznym fesicem Riemannova
problému, ve smyslu normdly n;; k rozhrani e;;. Zavadi se nové souradnice ¢
(normélovéa na rozhrani) a 7 (tecnd k rozhrani)

X =(z,y)7  X=(7)". (4.10.14)

Zavede se matice rotace v roviné xy o tihel 6

R = (COSQ _Sm9> . (4.10.15)

sinf cos@
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4. Numerické reseni zakont zachovani

Pro normalovy a te¢ny vektor k rozhrani plati
n = (cosf,sinf)’ n' = (—sinb,cosh)’. (4.10.16)
Prechod mezi souradnicovymi soustavami udavaji vztahy
X=RX X=R'X (4.10.17)

Souradnice v otocené soustaveé lze také spocitat nasledovné

X=(X-nX-nb'. (4.10.18)
Systém (4.10.1) se rotaci transformuje na
ou 0 4 0
2 Y F. Z(f.nt =0. 4.10.1
5+ e+ 5@ nw =0 (410.19)

Vzhledem k tomu, Ze na obou stranich rozhrani jsou konstantni stavy u, staci
fesit jednodimenzionalni Riemanntv problém ve sméru normaly n

ou 0 4
Gt eEmm =0 a0 - {

u;, C < 07

(4.10.20)
uj, ¢ >0.

Je zfejmé, ze pro vypocet numerického toku lze pouzit HLL schéma, pouze
Riemanntiv problém neni ve sméru x, ale (. Pti pouziti HLLC Tesice se musi
pouzit jeho rozsirena verze, ktera resi Riemannuv problém systému [4.10.20.
Odkazuji na [3].

B 4.11 Casova diskretizace

V predchozim kroku byl systém diskretizovan v prostoru a vysledkem bylo
semidiskrétni schéma. Jesté je potreba diskretizace v Case. Je mozno pou-
zit nékterou z mnoha explicitnich nebo implicitnich metod. My pouzijeme
Eulerovu explicitni diferenci, kterd je velice jednoducha.

du; u u?

~ Lt 4.11.1
dt At ( )

Tento vztah se dosadi do (4.10.9) a ziska se explicitni MKO

n+l _

At
u;l+1 = uln - m Z @ijeij. (4112)
il &
J

B 212 Okrajové podminky

Konkrétni tlohy se fesi na prostorové omezené oblasti, proto je nutné doplnit
vychozi rovnice o vhodné okrajové podminky. Jejich problematika je velice
obsahla, zde bude pouze nastinéna. Pro tivod do problematiky a odkazuji na
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4.12. Okrajové podminky

[12], z ¢ehoz bylo ¢erpano. Tato problematika je obtiZzné zejména tim, ze je
naro¢né najit takové okrajové podminky, které vedou na tzv. dobre podminéng
problém /podminénou ilohou (well-posed problem).®
Ze zkouméani linearizovanych rovnic vyplyva nutna podminka pro to, aby
byl problém dobfe podminény. Méjme linearni soustavu
{%+A$:m (4.12.1)
u(z,0) = up(z),

kde A je konstantni matice. Z analyzy této linearizované soustavy vyplyva,
ze pocet okrajovych podminek, které je nutné zadat, odpovida poctu charak-
teristik, které danou ¢asti hranice vstupuji do vypocetni oblasti (viz [12]).

B 4.12.1 Okrajové podminky v dynamice plynii
Okrajové podminky pro soustavu Eulerovych rovnic se déli na dva zakladni
typy:

® Skutecné okrajové podminky (actual boundary conditions) - muze to byt

OP pro pevnou sténu, OP pro tekutinu a OP na volném povrchu (tedy
hladiné) tekutiny

® Umélé okrajové podminky (artificial boundary conditions) - ve vnéjsi
aerodynamice, napi proudéni vzduchu okolo kiidla; oblast nemuze byt
nekonecna a tak se musi zavést vhodné OP

B Okrajova podminka pro tekutinu

Vychézi se z linearizovanych Eulerovych rovnic. Na okrajich, kde tekutina
vstupuje a vystupuje do vypocetni oblasti (v 1D), existuji ¢tyfi moznosti,
podle nichz se uréi pocet okrajovych podminek, tedy pocet predepsanych
fyzikalnich velicin.

1. supersonicky vstup - musi byt predepséan cely stav (p,u,p)
2. subsonicky vstup - predepisuji se dvé veli¢iny, dvojice (p,u) nebo (p,p)
3. supersonicky vstup - predepisuje se jedna veli¢ina, napt. tlak

4. supersonicky vystup - zadné veli¢iny se nezadavaji

B Okrajova podminka pro pevnou sténu

Zde se predepisuje jednoduse
(u,v) mn =0, (4.12.2)

coz znamena, ze tekutina neprochazi pevnou sténou, ale smér rychlosti je s ni
rovnobézny.

5Pojem zavedeny Jacquesem Hadamardem. Znamens to, Ze matematicky model fyzikal-
niho jevu musi spliiovat nasledujici vlastnosti: 1) feSeni musi existovat 2) resen{ musi byt
jednoznacné 3) feSeni se musi ménit spojité s okrajovymi podminkami. Pokud je nékterd
podminka porusena, problém je tzv. Spatné podminény (ill-posed).
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4. Numerické reseni zakonti zachovani

B 4.12.2 Numericka implementace okrajovych podminek

Okraj vypocetni oblasti O je slozen z okraji hrani¢nich bunék, a pomoci
okrajové podminky se spocita numericky tok pres ten okraj bunky, ktery tvori
okraj oblasti. Krom toho, ze se musi pfedepsat urcity pocet veli¢in, je nutné
dopocitat i hodnoty nepredepsanych veli¢in.

B OP pro pevnou sténu

Pouzije se podminka (4.12.2)), takze exaktni tok pres sténu je
f-n=(0,pmn,0)7, (4.12.3)

pricemz tlak p, musi byt urcen. V pripadé cell-center schématu se postupuje
nasledovné. Uj je stav v okrajové burice, proti této burice (za hranici O) se
zavede nové fiktivni butika (tzv. ghost cell), kterd ma stav Uj se stejnymi
hodnotami hustoty, tlaku a te¢né rychlosti p; = p;, Di = pi, Uri = Ur, ales
opacnou hodnotou normélové rychlosti @,; = —uy,;. Pfesnym nebo pribliznym
fesiCem se urci numericky tok numericky tok

®(U;, ;) = (0,p™n,0)7, (4.12.4)

kde p* je tlak "na sténé", resp. tlak prostfedniho, "hvézdickovaného'stavu
mezi krajnimi vlnami, viz Cast

B OP pro tekutinu

Opét se zavede fiktivni bunka, ve které je stav U, pri¢emz pocet predepsa-
nych veli¢in se urci podle postupu popsaného vyse. Numericky tok ®(U;, Uy,)
se opét vypocitd pfesnym nebo pfibliznym Riemannovym fesicem.

B 4.12.3 Konkrétni implementace okrajovych podminek v
mych programech

B Izoentropické okrajové podminky

V samotném feseni proudéni v kanale jsem pouzil izoentropickou okrajovou
podminku v misté, kde tekutina vstupuje do oblasti. V souladu s tim, ze
pritok tekutiny je subsonicky, se predepisuji dvé veli¢iny - klidové hodnoty
tlaku a hustoty pg, po. Je nutné vypocitat stav ve fiktivni bunce Uy, = U_;.
Ze stavu U; (v tomto ptipadé bude i = 0 — U; = Ujp) se extrapoluje tlak
p" 1 = pg. Z izoentropického vztahu se vypocita hustota p"

n o\ kK n n \ 1l/k
(p—l> e NN - <p‘1> po. (4.12.5)
PO Po Po

Pouzije se vztah odvozeny pro izoentropické proudéni (viz [I])

n -1 —
Pm1_ (1 + 2 (Mfl)Q) " (4.12.6)
Po 2
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4.12. Okrajové podminky

7 tohoto vztahu se vyjadii Machovo ¢islo

2 k=1
M", = J (p“ g ) ~ 1 (4.12.7)
k—1\p%

Vypocte se rychlost zvuku

= L (4.12.8)
P
pomoci niz se ziskd velikost rychlosti
[Jul || = M2y (4.12.9)
Nakonec se vypocita hustota energie
en, = :%11 + %p_l(uT_Ll)2. (4.12.10)

Tim je specifikovany stav U_1, a lze Tesit Riemanniiv problém mezi stavy
timto a vnitfnim stavem Uj.

B Okrajova podminka na vystupu

OP na vystupu v mém programu je implementovana nasledovné. Predepsana
je jedna veli¢ina (subsonicky vystup), a to tlak p[N + 1]. Tento tlak je zadan
jako k-nasobek klidového tlaku (k < 1)

PR41 = kpo. (4.12.11)

Ostatni veli¢iny se extrapoluji ze stavu Uy, a opét se fesi Riemanntv problém
mezi timto a vnéjsim stavem Up 1.

B Neumannova okrajova podminka

Tento typ OP bude vyuzit v jednom piipadu popsaném v kapitole 5.4l Spociva
v tom, zZe na okrajich se zadd nulova derivace ve sméru x
ou
= —=0. 4.12.12
ox ( )

Tato derivace se aproximuje diferencnimi schématy

n n
u”; —ug

n _an
0o, v “UN (4.12.13)
X

Az

ze kterych po tpravé dostaneme

u’; =ug, uy ;= uy. (4.12.14)



4. Numerické reseni zakont zachovani

B 413 Casovy krok

Jedna ze zdkladnich vlastnosti, které se po numerickém schématu pozaduji,
je stabilita. Stabilita se da zjednodusené chépat tak, ze schéma je stabilni,
pokud chyby, které se vytvareji v kazdém casovém kroku nerostou prilis rychle.
Nutnd podminka stability numerické metody je tzv. CFL podminka([9]):

Numerickd metoda muze byt stabilni, prdvé tehdy, kdyz numerickd oblast
zavislosti obsahuje doménu zdvislosti diferencidlni rovnice, alespori v limité
pro At a Ax jdouct k nule.

Numerickd oblast zavislosti (numerical domain of dependence) je mnozina
vsech bodu, kde pocatecni data mohou ovlivnit (zdlezi na metodé) numerické
feSeni v bodé X, T. Oblast zavislosti D(X,T) (domain of dependence) bodu
(X,T), je definovana jako

DX, T)={2 €R: X — SppaxT < < X — SpinT}. (4.13.1)

Vyse zminénd véta se da vysvétlit na prikladu, kdy mame numerické schéma

At
u;H_l = U? - Aix[f(u?—H’ u?) - f(u?, u?—l)]' (4'13'2)

Pomeér prostorového a casového kroku se musi volit tak maly, aby reseni uj
bylo ovlivnéno pouze pocdtecnimi hodnotami u® |, uf’,u?, ;.
V pripadé schématu Godunovova typu je podminka stability

At;
S,

— <1
max; A$z >

, (4.13.3)

pro vSechna i € N, 0 < ¢ < N (tzn. pro vSechny buriky). Pro velikost ¢asového
kroku vyplyva

Az
At < (4.13.4)
mazx;
Casovy krok musi byt vSude stejny, proto musi platit
Az
At < min ( i ) . (4.13.5)
? max;

Tato podminka je nutnd, nikoliv postacujici, a proto se doplni konstanta
CFL € (0,1)

Az
At < CFL min ( i ) (4.13.6)
? max;
V mém programu jsem uzil jednodussi vztah
Az
At < CFLmin <x> (4.13.7)
uli + ci
a ve dvoudimenzionalnim pripadé
At < 1
sz Ayz
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4.14. Reziduum

B 4.14 Reziduum

V této praci jsou pocitany staciondrni pripady, které se ale fesi rovnicemi
zévislymi na case. K tomu, aby se dalo urcit, zda se béhem vypoctu dosdhlo
staciondrniho stavu, ve kterém se fyzikdlni veli¢iny jiz neméni (resp. méni se
naprosto minimalné), se definuje tzv. reziduum hustoty pro kazdou ¢asovou
vrstvu

N p'r.H_l — pn 2
rez = log Z (’Az> (4.14.1)
i=0 t

kde N je pocet bunék. Vypocet ukonc¢ime tehdy, pokud se reziduum neméni,
nebo pokud je dostateéné nizké (ja jsem pouzival rez = —5).
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Kapitola b
Numerické vysledky

Pred tim, nez jsem napsal bakalarskou préaci, jsem pripravil nékolik program,
které fesi rizné problémy proudéni v kandlech/dyzach. V této kapitole budou
ukézany vysledky vypoctu ¢tyr z nich.

B 5.1 1D+ schéma

Hlavnim cilem této prace je vypocet proudéni v kandle s nahlym rozsirenim.
Tento ptipad nelze spravné postihnout pouzitim kvazi-1D schématu, které je
odvozeno pro proudéni v kandle, jehoz prufez se méni spojité a "nendhle" (tedy
dostateéné pomalu). Druhd moznost je pouZit plnohodnotné 2D schéma,
zde ovsem nastava problém s vyssi vypocetni narocnosti. Metoda, kterd si
zachovava jednoduchost kvazi-1D schématu a je schopna fesit proudéni v
kanéle s ndhlym rozsifenim, byla navrzena autory Audebert, Hérard, Martin
a Touazi v ¢lanku [I7]. Tento zptsob bude déle v textu ozna¢ovan 1D+.

P1i odvozeni 1D+ schématu pro Eulerovy rovnice se vyjde z odvozovani
MKO, popsané v 4.10. Oblast, na které se integruje je €); na obr.[5.1.9. Okraj
buiiky se rozdéli na jednotlivé segmenty. e;1,. .., €6, Uje;; = 0€;. Je potieba
tvar rovnice MKO, kde jesté nejsou pouzity numerické toky. Casova derivace
je jiz diskretizovana.

n+l _ y1n .
Ut =ur - N Z/ n;ds (5.1.1)

Rozepséno do slozek

Pt =t = 5h 2 fe pu, pv) - n; ds,
(Pu)n+1 (pu)i — | \Z fe pu® + p, puv) - n; ds, (5.1.2)
(po)i ™t = (pv) 60 25 Je,, (puv, po® +p) -1y ds, o

6;’”‘1 e e? - |Qz| feij €+p) ,(€+p) ) Ill dS.

Predpoklada se, Ze rychlost v je v pocateéni podmince nulova. Po aplikaci
okrajovych podminek se rovnice zjednodusi na

At
Pl = pp - = [—/ puds+/ pudS] ; (5.1.3)
|QZ‘ e1 €6
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5.1. 1D+ schéma

€5

e6 i1

€5

€4
Obrazek 5.1: Odvozeni 1D+ schématu

At
(pu)t = (pu)? — o [—/ (pu® + p)ds —/ pds —i—/ pds+
2 el €2 €5

+/(pu2+p)ds , (5.1.4)

e

i i TN —/ (e +p)uds+/ (e+p)uds]. (5.1.5)

€1 €6

Daéle se nahradi fyzikélni toky numerickymi (¢)". Na stény es a es piisobi
zatim nezndmé tlaky p7 J2 & i /2.0 Vysledné schéma je

At

O = (o) = 1 [owtajalisns = (pu)iaalip] . (516)
n+l _ n_ At 2 N T B
(pu)i™ = (pu); 1] [(PU +P)i+1/2 it1/2 — (pu +P)i—1/2 z—l/Q}

At o, N
- m [pi+1/2,i(Ai —Dip1y2) — pi—l/Z,i(Ai - Fz’—l/?)} , (5.1.7)

(6)?“ = (e)i — ‘éj [((6 —|—p)u)§‘+1/2f‘i+1/2 —((e +p)U)?71/2Fz‘—1/2] , (5.1.8)

kde I'; 1/ = min(A;, Aiy1), Ti_1/2 = min(A;, A;—1). Tyto rovnice lze zapsat
vektorove

At &
Urtt =ur - q Tz Livip = Fiapp Tiorpp) +Q, (5.1.92)
(2

se zdrojovym c¢lenem

0

Q = 673 [p:+1/2(Ai - Fi—&-l/2) - p;il/z(Ai - Fi—l/Z)} . (5'1'9b)
0
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5. Numerické vysledky

Fii1/2, Fi_1/2 jsou numerické toky, ziskané presnym nebo pribliznym Rie-
mannovym Fesicem (v této praci tedy HLL/HLLC fesi¢em).

Je tFeba urcit neznamé tlaky pf+1/27i a p;‘_l/%. To je popséano v [17], a zde
také bylo navrzeno zjednoduseni, které jsem pouzil ve svych programech a ze
kterého plyne

Pit1/2i = Pi-1j24 = Pi - (5.1.10)

V [17] bylo dale ukdzano, ze to neni na tikor presnosti.

B 52 Popis programu

Programy jsem napsal v jazyce C++4-. Toky jsou pocitany HLL nebo HLLC
FeSicem, a tesi se dle typu ulohy kvazi-1D rovnice (3.3.19), 1D+ rovnice
(5.1.9), nebo rozsitené 1D+ rovnice (5.6.1) (viz dale). Prostorovy krok je
bud konstantni, nebo u nékterych programi se méni podle toho, jak moc
se v daném misté méni prufez (prostorovy krok je tedy navdzén na derivaci
prufezu). Rovnice jsou ¢asové diskrezitovany Eulerovou doprednou diferenci,
okrajové podminky jsou popsédny v kapitole 4.12.3 a poté konkrétné u kazdé
ulohy zvlast. Pro kontrolu dosazeni ustaleného stavu se pouziva kontrola
rezidua, viz kapitola [4.14. Vysledky se zapisuji do datovych soubort, a pro
zobrazeni pribéht veli¢in jsem pouzil program gnuplot. Ve vSech piipadech
se jedna o proudéni vzduchu s hodnotami x = 1,4 a r = 287 Jkg ' KL
Diagram algoritmu je zobrazen na obrazku 5.2al

B 53 Numerické fegeni proudéni dyzou

Prvni tdloha je vypocet proudéni v bézné dyze bez nahlého rozsiteni. Jsou
pouzity kvazi-1D rovnice a HLL schéma.

Geometrie

Geometrie je zadana funkci prifezu, viz obr. |5.3

Alx) = {(1 +15(1-%)2) /25 0<az <5, (5.3.1)

(14+05(1—%)%) /25 5<z<10.

Klidové hodnoty tlaku a hustoty
po = 100000 Pa

po=12kgm™3

Pocatecni podminka

Py =10
P? = Po

u =100ms~!




5.3. Numerické reseni proudéni dyzou

Pfiprava geometrie

Pfiprava pocatecnich

Pfiprava geometrie podminek

Vypoget numerickjch
toku (HLLC)

Pfiprava pocatecnich
podminek

Vypoget numerickjch Viypocet vektoru U
toku (HLLC)

— Otogenivektoru
Wypocet vekioru U rychlosti

Aplikace okrajovich Aplikace orfrajovffch
podminek podminek

Vipodet rezidua

Vijpotet casového
kraku

Vypodet rezidua

Vypotet casového
kroku

(a) : Bez otaceni vektoru  (b) : S otd¢enim vektoru
rychlosti rychlosti

Obrazek 5.2: Vyvojové diagramy

Okrajové podminky

Viz [4.12.3| (prvni dva piipady).

Rezimy proudéni

a) transsonnicky - koeficient tlaku je k = 0,8. V kandlu jsou oblasti, kde je
rychlost vétsi nez rychlost zvuku (M > 1). Prubéh hustoty je na obr. 5.4a,
Machova ¢isla na obr. |5.5a. Ve zuzujici ¢asti dyzy roste Machovo ¢islo a
klesé hustota, ptricemz rychlosti zvuku je dosazeno v nejuzsim misté (M = 1).
V rozsitujici ¢asti se objevuje razova vlna, kdy dojde k pfechodu zpét do
podzvukového proudéni, hustota roste a Machovo ¢islo klesa.

b) subsonicky - koeficient tlaku je & = 0,9. V celém proudovém poli je rychlost
mensi nez rychlost zvuku (M < 1). Prubéh hustoty je na obr. 5.4b, Machova
¢isla na obr. 5.5b. V tomto rezimu hustota (Machovo ¢islo) klesa (roste) ve
zuzujici se ¢asti a roste (klesd) v rozsitujici se ¢asti.
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0.8 T T
0.6 g
g \—/
02 g
o S P S —
,0_2 [ -
04 ﬂ
06 F i
0.8 | | | |
0 2 4 6 8 10
Obrazek 5.3: Geometrie dyzy
12 . 12 . .
bl T |
1.15 B
1r =
~
1.1+ B
09 - B
E E
T 08 1 ©§ 1051 B
=3 £
a a
0.7 - B
1k i
0.6 - N
0.05 |- o g
0.5~ N -
0.4 | | | i 09 i | | i
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8
x [m] x [m]
(a) : Transsonicky rezim (b) : Subsonicky rezim

Obrazek 5.4: Dyza - prubéh hustoty

. 5.4 Testovaci pripad

Tato tloha slouzi k otestovani 1D+ schématu na pripadu Riemannova pro-
blému v kanalu, jehoz geometrie je nespojita. Tento pripad je feSen v ¢lanku
[17] a je porovnavén s kvazi-1D a 2D metodou. Tento piipad jsem fesil, abych
porovnal muj vysledek s vysledkem z ¢lanku a tim si zajistil, Ze v miij program
funguje spravné. Toky jsou pocitany HLLC schématem.
Vypocetni geometrie je osové soumérny kandl, jehoz prirez se v jednom
misté nespojité meéni, jinak je konstantni. Prifez je tedy definovan jako
Alz) = {0’5 =08, (5.4.1)
0,025 x> 0,8.

Pomér prurezu je A;/A, = 2. V ¢lanku [17] je feSen i naroc¢néjsi pripad, kdy
je pomeér A;/A, = 100.
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5.4. Testovaci pripad

1.6 T 0.7 T
07 - /"‘
14+ 4
0.65 -
121 4 06 |- /
0.55 - /

—~ ir 7T = osf /
o — /
= = L
sl | 0.45
04
0.6 - b 0.35 - B
T 03F .
04F R
) 025 - R
0.2 ol 1 Il Il Il 0.2 Il Il Il Il
0 2 a 6 8 10 0 2 a 6 8 10
x[m] x[m]
(a) : Transsonicky rezim (b) : Subsonicky rezim

Obrazek 5.5: Dyza - prubéh Machova ¢isla

I
—_—
0 0,7 08 i
Obrazek 5.6: Testovaci pripad - Riemannuv problém v kandle s nespojitym
prurezem
Pocatecni podminka
Riemanniv problém
uy, x < 0,7,
ug(z) = 5.4.2
o(e) {ur, x> 0,7, (542)
kde
p=1, pr = 0,125,
u; = 0, Uy = 0,
pr = 100000, pr = 10000.

Hustota energie se potom ziska ze vztahu e = ;%1 + %uQ.
Okrajové podminky
Popsané v |4.12.3, posledni pripad.

Vysledny pribéh hustoty je na obrazku |5.7. Protoze jsem ziskal stejny
prubéh jako autori 1D+ pristupu, je ovéreno, ze je schéma implementovano
spravné a muzu jej pouzit na jiné problémy.
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0.9 - B

0.8 - B

p (ka/m3]
Il

0.6 - B

05+ ‘ i

0.4 1 I I I

% [m]

Obrazek 5.7: Testovaci pripad - Riemanniv problém v kandlu s nespojitym
prufezem - prubéh hustoty

B 55 Numerické regeni proudéni kanalem s nahlym
rozsirenim

Zde se zabyvam vypocty na modelu odtokové ¢asti mezilopatkového kanalu
rotorové lopatky SE10507, kterd je na obrazku [5.8. Je pouzit 1D+ pifstup a
HLLC schéma.

Geometrie

Je zaddna funkci prurezu:

(s —t—10¢ >z > 0,1
:{0,5 (s Otz) 0>z > —0, (5.5.1)

s/2—\/t?Jd—2® t>x>0

kde s = 0,0551158; t = 0,000 751 94

Klidové hodnoty tlaku a hustoty

po = 100000 Pa

po=12kgm™3

Pocatecni podminka

Stejné jako v ¢asti|5.3

Okrajové podminky

Viz 4.12.3 (prvni dva pripady).

Rezimy proudéni

a) transsonicky - k = 0,4, prubéh hustoty je na obr. 5.9a, Machova ¢isla na
obr. |5.10a. V zuzujici se ¢asti (tedy pro x € (—0,1;0)) dochazi k mirnému
poklesu hustoty a ristu Machova ¢isla, zatimco v nahle se rozsitujici ¢asti
hustota prudce poklesne, zatimco Machovo ¢islo nadale roste.

b) subsonicky - k£ = 0,8, prubéh hustoty je na obr. 5.9b, Machova ¢isla na
obr. [5.10b. V zuzujici se ¢asti hustota mirné klesa, v rozsitujici naopak mirné
vzroste, Machovo ¢islo nejprve mirné stoupd, a na konci opét mirné klesne.

"Turbinovd mifz Skoda.
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5.6. Reseni proudéni v kanalu se sklonem pomoci 1D+ schématu
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(a) : Celkovy pohled (b) : Detail z krouzku nalevo
Obrazek 5.8: Geometrie kanélu s ndhlym rozsifenim (SE1050)
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(a) : Transsonicky rezim (b) : Subsonicky rezim

Obrazek 5.9: SE1050 - prubéh hustoty

B 5.6 Regeni proudéni v kanalu se sklonem pomoci
1D+ schématu

Zde se jedné o obtiznéjsi pripad, ktery je blize redlnému problému, nebot
lopatky v turbinovych strojich jsou téz sklonény pod urcitym thlem vuci
vektoru rychlosti vstupujiciho vzduchu. Je nutné pouzit 2D Eulerovy rovnice
, protoze rychlost bude mit dvé slozky - horizontdlni u a vertikdlni
v. Na vychozi rovnice se aplikuje rozsitené 1D+ schéma, které mé oproti
normdalnimu 1D+ schématu o jednu rovnici navic a vypada nasledovné

At A

U = U2 — = (Fyyayn  Tigpajo — ﬁ‘i_l/2 Tis1/2) + Q, (5.6.1a)

Q;
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5. Numerické vysledky
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(a) : Transsonicky rezim (b) : Subsonicky rezim

Obrazek 5.10: SE1050 - prubéh Machova ¢isla
kde zdrojovy clen je

ﬁ |:p;‘k+1/2(14i —Tiv12) =Py o(Ai — Fi—l/Q)] _ (5.6.1b)

0
_ )
Q= 0
0

Pouzit samotny uvedeny zpitisob je vsak nespravné, nebof neni uvazovana
nesymetricnost sklonéného kanalu. Pfi zkouseni uvedeného zptisobu jsem
zjistil, Ze rychlost ve sméru osy y (v) se béhem vypoctu ustdli na hodnote,
ktera je vsude stejnd, zatimco rychlost ve sméru osy z (u) se podél osy kanilu
meéni. Plati tedy, ze thel «, ktery svird vektor vysledné rychlosti s osou x
se méni podél osy kanalu. Zaroven vSak musi platit, Ze tento thel se musi
rovnat thlu 5 mezi osou kanalu a osou z (tzn. vektor rychlosti musi lezet v
ose kanalu). Proto bylo nutné pfistoupit k tomu, Ze béhem kazdého kroku se
vypocteny vektor rychlosti "otaci"do pozadovaného sméru, a to nasledujicim
zpusobem. Nejprve se vypocte velikost vektoru rychlosti

[ul| = Vu? + 22, (5.6.2)
a slozky otoceného vektoru rychlosti se uréi jako

un, = ||ul| cos B, (5.6.3)

Up = ||11H sin 3.

Graficky je to zobrazeno na obr. [5.11, Jind metoda, kterou jsem nezkousel,
by spocivala v pridani dalsiho zdrojového ¢lenu, ktery by jistym zptisobem
respektoval sklonénou geometrii.
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5.7. Numerické feseni proudéni kandlem s nahlym rozsitenim a sklonem
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Obrazek 5.11: Otaceni vektoru rychlosti

Popsané otaceni vektoru rychlosti se v kazdém casovém kroku aplikuje
dvakrat, jak je zobrazeno na obr.

B 57 Numerické fegeni proudéni kanalem s nahlym
rozsirenim a sklonem

Jako nejnaro¢néjsi tlohu jsem fesil proudéni v geometrii SE1050, jejiz osa
je sklonénd o thel 8 = 55°. Je uzit vyse zminéna rozsirend 1D+ metoda s
otacenim vektoru rychlosti a HLLC schéma.

Geometrie

Je zadana funkci prurezu:

_J05-(s—t—10tx) 0>x> 0,1
s/2—\t?/4—2?> t>x>0

kde s = 0,0551158; t = 0,000 75194. Je nutné si vsak uvédomit sklon osy
kanalu.

(5.7.1)

0.051

0.0505

0.05 -

0.0495

y [m]
y [m]

0.049

0.0485 -

0.048 : :

-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 -0.001 -0.0005 0 0.0005

x [m] x [m]

(a) : Celkovy pohled (b) : Detail z krouzku nalevo

Obrazek 5.12: Geometrie kandlu s ndhlym rozsifenim a sklonem (SE1050)
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5. Numerické vysledky

Klidové hodnoty tlaku a hustoty
po = 100000 Pa
po=12kgm™3
Pocatecni podminka
Je podobné jako u kanalu beze sklonu, pouze musime predepsat obé slozky
rychlosti

ud =100 - cos(a) ms™!

v) =100 - sin(a) ms™?

0
0 p; L o, 0 032
i:f_ll‘f’gpi(ui‘*‘vi)

e
Okrajové podminky
Viz |4.12.3| (prvni dva piipady).

RezZzimy proudéni

a) transsonnicky - k = 0,4. Prubéh hustoty je na obr. 5.13a, Machova ¢isla
na obr. |5.14al a dhlu « na obr. [5.15a.

b) subsonicky - k£ = 0,8. Prubéh hustoty je na obr. [5.13b, Machova ¢isla
na obr. [5.14bla Ghlu « na obr. |5.15bl Pribéhy veli¢in jsou podobné jako v
pripadé bez sklonu.
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T
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T
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x [m] x [m]

(a) : Transsonicky rezim (b) : Subsonicky rezim

Obrazek 5.13: SE1050 se sklonem - pribéh hustoty
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Obrazek 5.14: SE1050 se sklonem -
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Je vidét, ze nutnd podminka pro to, aby program fungoval spravné - tedy

(a) : Transsonicky rezim
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5.7. Numerické feseni proudéni kandlem s nahlym rozsitenim a sklonem
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(b) : Subsonicky rezim

prubéh Machova ¢isla
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(b) : Subsonicky rezim

Obrazek 5.15: SE1050 se sklonem - prubéh thlu «

aby vektor rychlosti lezel v ose dyzy (o = § = 55°) - je splnéna.
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Kapitola 6

Zavér

V této praci jsem se nejprve zabyval fyzikdlnimi zaklady proudéni tekutin,
dale matematickou teorii zdkont zachovani a moznostmi jejich numerického
teSeni. Provedl jsem vypocty proudéni stlacitelné nevazké tekutiny dyzou a
kandlem s nahlym rozsirenim a dale modelovou geometrii rotorové lopatky
SE 1050 a to i se sklonem.

Pouzité metody lze efektivné pouzit pro navrhové vypocty turbinovych
stroju. V budoucnu by bylo vhodné porovnat vysledky dosazené 1D+ metodou
s 2D fesicem Eulerovych rovnic a pripadné s experimentem.

Ptipadny dalsi rozvoj pouzitého modelu by kromé zminéného porovnani
s jinymi programy stalo za tvahu pouzit jiné metody pro otaceni vektoru
rychlosti, a poptipadé zkusit tento model pouzit na naro¢néjsi tlohy, kde se
thel sklonu osy 8 podél dyzy méni.

Hlavni prinos této prace je kromé toho, Ze jsem otestoval pouziti 1D+
schématu pro simulaci proudéni ve sklonéné dyze, to, ze jsem se podrobné
seznamil s fyzikalnimi a matematickymi zaklady numerické simulace proudéni
a vyznamneé jsem si rozsitil obzory v tomto oboru, coz vyuziji v dalsim studiu.
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P¥iloha B

Pouzité znaceni

Seznam symbolia

Symbol Vyznam
a; vektor zrychleni
A prufez kanalu
A matice
b; obecny vektor
rychlost zvuku
Cp mérna tepelnd kapacity pri konstantnim tlaku
Cy mérnd tepelna kapacita pii konstantnim objemu
dx element objemu
D oblast
% materialni derivace
div divergence

n

SN OFEITISDQAN PASSSES O

hustota energie (energie na jednotku objemu)
segmenty hranice bunky

mérnd energie (energie na jednotku hmotnosti)
vektor vnéjsi objemové sily

tok

tok entropie

tok fyzikalnich veli¢in

vektor (f(u),g(u))?

numericky tok

numericky tok entropie

hustota entalpie

tok veli¢iny pres hranici

tepelna vodivost

koeficient tlaku

hmotnost

Machovo ¢islo

vektor vnéjsi normaly plochy

oblast

tlak

vektor hustoty tepelného toku

o1



B. Pouzité znaceni

zdrojovy ¢len

plynova konstanta

p-rozmérny prostor realnych cisel
plocha

signalni rychlost levé viny

signalni rychlost pravé viny
signalni rychlost prostiedni viny
termodynamicka teplota

¢as

rychlost ve sméru x

mérnd vnitrni energie

vektor konzervativnich proménnych
entropie

vektor konzervativnich proménnych v Eulerovych rovnicich
rychlost ve sméru y

vektor rychlosti

objem

numericka aproximace

aproximace Riemannova problému
vektor proménnych 1, zo, ...
mnozina celych ¢isel

thel mezi vektorem rychlosti a osou x
thel mezi osou dyzy a osou x
mensi z prifezu dvou sousednich bunék
Kroneckerovo delta

uméla viskozita

normalova soutadnice

Poissonova konstanta

druhé vazkost

zlomek ﬁ—i

rychlosti vin v Riemannové problému
dynamicka viskozita

hustota produkce veli¢iny

hustota

tenzor napéti

te¢na souradnice

tenzor te¢nych napéti

hustota veli¢iny

obecny skalar

testovaci skalarni funkce

testovaci vektorova funkce
bilancované veli¢ina

numericky tok (MKO)

obecny skalar

vektor

podmnozina RP

€<<S@dqcﬁﬁﬂﬂg§@m%ﬁ@

3 SR NAM
N <.

T T > >IN

22
<

<.

DES/EEEE D

52



Q; bunka
At velikost bunky v case
Ax velikost bunky v prostoru
09, hranice bunky
oV hranice objemu

Seznam zkratek
Zkratka Vyznam
CFD Computational Fluid Dynamics
FDM Finite Difference Method
FEM Finite Element Method
FVM Finite Volume Method
HLL Harten Lax van Leer
HLLC Harten Lax van Leer Contact
MKD Metoda koneénych diferenci
MKO Metoda konec¢nych objemi
MKP Metoda konec¢nych prvki
N-S Navier-Stokes
0] Okrajové podminky
1D Jednodimenzionalni
2D Dvoudimenzion4lni
3D Trojdimenzionalni

Dolni indexy

Zkratka Vyznam

e entropické reseni

) index bunky

i+1/2 rozhrani bunky

[, L stav nalevo od rozhrani
n novy stav

r, R stav napravo od rozhrani
0 pocatecni stav

Horni indexy

Zkratka

Vyznam

n

¢asova vrstva
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