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Úvod

Teorie diferenciálních rovnic pat°í k základním disciplínám matematické analýzy. Vzni-
kala p°irozen¥ z pot°eb fyziky. Posléze na²la uplatn¥ní v celé °ad¥ dal²ích oblastí lidské
£innosti. Díky diferenciálním rovnicím totiº m·ºeme modelovat chování rozli£ných sys-
tém· v¥decké a inºenýrské praxe, od mechaniky, p°es chemii, biologii aº po elektrotech-
niku.

Základní d¥lení diferenciálních rovnic je na takzvané oby£ejné a parciální diferenci-
ální rovnice. V p°ípad¥ oby£ejných diferenciálních rovnic, kterými se budeme výhradn¥
v této práci zabývat, jsou hledané neznámé funkcemi jedné prom¥nné. Základním p°íkla-
dem rovnic tohoto typu jsou slavné Newtonovy pohybové rovnice z klasické mechaniky,
které popisují pohyb hmotného bodu. Dal²ím velmi d·leºitým p°íkladem jsou obvodové
rovnice, které popisují £asový vývoj proud· a nap¥tí v elektrickém obvodu.

V parciálních diferenciálních rovnicích jsou hledané neznámé funkcemi více prom¥n-
ných. Parciální diferenciální rovnice se p°irozen¥ objevují p°i popisu fyzikálních polí, tj.
systému s nekone£n¥ mnoha stupni volnosti. Z nes£etného seznamu jejich konkrétních
aplikací vyberme nap°íklad analýzu proud¥ní tekutin (Navierovy-Stokesovy rovnice),
kvantovou mechaniku (Schrödingerova rovnice), vedení tepla (rovnice vedení tepla),
nebo popis elektromagnetického pole (Maxwellovy rovnice) £i gravita£ního pole (Ein-
steinovy rovnice).

Z matematického pohledu je základní otázkou v teorii diferenciálních rovnic exis-
tence a jednozna£nost °e²ení. Z aplika£ního hlediska je v²ak d·leºité konkrétní °e²ení
nalézt. K tomu nám v¥ty o existenci p°íli² nepomohou, protoºe jejich d·kaz není £asto
konstruktivní (tj. neobsahuje návod, jak °e²ení najít). Jak jiº bylo °e£eno, tato práce bu-
de pojednávat pouze o oby£ejných diferenciálních rovnicích. V nejjednodu²²ím p°ípad¥
lineárních oby£ejných diferenciálních rovnic s konstantními koe�cienty existuje obecný
postup, jak nalézt (alespo¬ v principu) jejich °e²ení analyticky. Pro nalezení analytické-
ho °e²ení obecné oby£ejné diferenciální rovnice v²ak ºádný takový postup neexistuje. V
p°ípad¥ nelineárních oby£ejných diferenciálních rovnic se tak musíme £asto spokojit s je-
jich numerickým °e²ením. K tomu je hojn¥ vyuºívána výpo£etní technika a numerický
software.

Numerické metody pro °e²ení oby£ejných diferenciálních rovnic nebo jejich soustav
jsou nej£ast¥ji metody itera£ní. Nejjednodu²²ím p°íkladem je metoda Eulerova. �asto se
vyuºívá ²iroká t°ída metod typu Runge-Kuta. Z °ady d·vod· by výb¥ru vhodné metody
m¥l p°edcházet d·kladný analytický rozbor problému. Takový rozbor v²ak nemusí být
jednoduchou záleºitostí.

Tato práce se skládá ze t°í kapitol. První kapitola pojednává o obecné teorii oby£ej-
ných diferenciálních rovnic a prezentuje základní analytické metody jejich °e²ení.

Ve druhé kapitole se soust°edíme na numerickou Eulerovu metodu pro hledání apro-
ximace °e²ení soustav oby£ejných diferenciálních rovnic prvního °ádu.

T°etí kapitola se týká teorie elektrických obvod· a ukazuje aplikace oby£ejných di-
ferenciálních rovnic v této oblasti. Krom¥ standardního RLC obvodu zde zmíníme také
van der Polovu rovnici, která popisuje nelineární oscilátor. Její °e²ení budeme hledat
numericky Eulerovou metodou vysv¥tlenou ve druhé kapitole.
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1. Základy oby£ejných
diferenciálních rovnic

Diferenciální rovnice vyjad°uje vztah mezi neznámou funkcí a jejími derivacemi v ur-
£itém de�ni£ním oboru. Pokud je neznámá funkce funkcí jedné prom¥nné, pouºíváme
pro rovnice ozna£ení oby£ejná diferenciální rovnice, v p°ípad¥ funkce více prom¥nných
mluvíme o parciálních diferenciálních rovnicích.

V této práci se budeme zabývat výhradn¥ oby£ejnými diferenciálními rovnicemi.
Za£n¥me stru£ným p°ehledem teorie. V²echny v¥ty budeme uvád¥t bez d·kaz·. D·kazy
m·ºe £tená° nalézt ve standardních u£ebnicích o oby£ejných diferenciálních rovnicích,
viz nap°. [BDH09] a [Wal98].

Tuto kapitolu za£neme se základními pojmy z teorie oby£ejných diferenciálních rov-
nic, následn¥ rozebereme jejich °e²itelnost a na záv¥r uvedeme p°ehled n¥kterých ana-
lytických metod pro hledání °e²ení ur£itých typ· rovnic.

1.1 Základní pojmy a de�nice

De�nice 1.1. Nech´ F je funkce n + 2 prom¥nných, která není konstantní vzhledem
k poslední prom¥nné. Oby£ejnou diferenciální rovnicí n-tého °ádu rozumíme rovnici

F (x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)) = 0 (1.1)

�ád diferenciální rovnice odpovídá nejvy²²ímu °ádu derivace, který se v diferenciální
rovnici vyskytuje. V dal²ím se budeme zabývat oby£ejnými diferenciálními rovnicemi
n-tého °ádu, které jsou roz°e²ené vzhledem k nejvy²²í derivaci, tj. mají tvar

y(n)(x) = f(x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n−1)(x)). (1.2)

De�nice 1.2. �e²ením rovnice (1.1) na intervalu I nazveme funkci y(x), která má na
I n-tou derivaci a spl¬uje (1.1) v kaºdém bod¥ intervalu I.

Podívejme se je²t¥ na soustavy oby£ejných diferenciálních rovnic prvního °ádu. Kro-
m¥ jiného jsou zajímavé proto, ºe do nich lze p°epsat rovnici (1.2).

De�nice 1.3. Nech´ f1, f2, . . . , fn jsou funkce n + 1 prom¥nných. �e²ením soustavy
oby£ejných diferenciálních rovnic prvního °ádu

y′1(x) = f1(x, y1(x), y2(x), . . . , yn(x)),
y′2(x) = f2(x, y1(x), y2(x), . . . , yn(x)),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′n(x) = fn(x, y1(x), y2(x), . . . , yn(x)),

(1.3)

na intervalu I nazveme systém

(y1(x), y2(x), . . . , yn(x)) (1.4)

diferencovatelných funkcí na I, které vyhovují soustav¥ rovnic (1.3) v kaºdém bod¥
intervalu I.
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1.2 V¥ty o existenci a jednozna£nosti

D·leºitou otázkou v teorii diferenciálních rovnic je existence a jednozna£nost °e²ení.
Uve¤me si dv¥ v¥ty na toto téma. Tyto v¥ty mají pouze lokální charakter. �íkají nám
totiº, ºe p°i spln¥ní ur£itých podmínek °e²ení existuje na n¥jakém okolí bodu. Tato lokál-
nost je zp·sobena tím, ºe se zatím bavíme o velmi obecných oby£ejných diferenciálních
rovnicích a jejich soustavách. Pozd¥ji také formulujeme v¥tu o existenci a jednozna£nosti
pro speciální typ rovnic, která jiº bude mít globální charakter.

V¥ta 1.1. M¥jme rovnici (1.2) a bod P = (x0, y01, y02, . . . , y0n) ∈ Rn+1. Nech´ pravá

strana rovnice a její derivace

f,
∂f

∂y
,
∂f

∂y′
, . . . ,

∂f

∂y(n−1)

jsou spojité v okolí bodu P . Pak v okolí bodu x0 existuje práv¥ jedna funkce y(x), která
°e²í rovnici (1.2) a vyhovuje po£áte£ním podmínkám

y(x0) = y01, y
′(x0) = y02, . . . , y

(n−1)(x0) = y0n.

V¥ta 1.2. M¥jme soustavu (1.3) a bod P = (x0, y01, y02, . . . , y0n) ∈ Rn+1. Nech´ fi, i =
1, . . . , n, v soustav¥ (1.3) jsou spojité v okolí O bodu P a mají v O spojité parciální

derivace podle yi, i = 1, . . . , n. Pak v okolí bodu x0 existuje práv¥ jeden systém funkcí

(1.4), který °e²í soustavu (1.3) a vyhovuje vztah·m yi(x0) = y0i, i = 1, . . . , n. Tyto

vztahy ozna£íme jako po£áte£ní podmínky.

1.3 Metody °e²ení oby£ejných diferenciálních rovnic

1.3.1 P°ímá integrace

Nejjednodu²²í rovnice má tvar y′(x) = f(x), kde f(x) je v spojitá v intervalu I. Hledejme
°e²ení této rovnice, které pro x0I spl¬uje y(x0) = y0. �e²ením takové úlohy na intervalu
I je primitivní funkce k funkci f(x) na I vyhovující po£áte£ní podmínce, tj. funkce

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t)dt.

P°íklad 1.1. M¥jme úlohu y′(x) = ex − 1, y(0) = 1. Funkce ex − 1 je spojitá na R.
�e²ením této rovnice na R je dle p°edchozího funkce

y(x) = 1 +

∫ x

0
et − 1dt = 1 + ex − x− 1 = ex − x.

1.3.2 Separace prom¥nných

V¥ta 1.3. Nech´ je f(x) spojitá v intervalu I, g(y) spojitá a nenulová v intervalu J .
M¥jme rovnici a po£áte£ní podmínku

y′(x) =
f(x)

g(y)
,

y(x0) = y0,

(1.5)

kde x0 ∈ I a y0 je vnit°ní bod J . Potom existuje okolí bodu x0 (v p°ípad¥, ºe x0 je krajním
bodem, se jedná o p°íslu²né jednostranné okolí), ve kterém má úloha (1.5) práv¥ jedno

°e²ení. Toto °e²ení je implicitn¥ dáno vztahem∫ x

x0

f(t)dt =

∫ y(x)

y0

g(t)dt.
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Poznámka 1.1. M¥jme dánu úlohu

y′(x) = f(x)g(y),

y(x0) = y0,
(1.6)

kde f(x) je spojitá v I, g(y) je spojitá v J , x0 ∈ I a y0 je vnit°ní bod J . Je-li g(y0) 6= 0,
pak díky spojitosti existuje otev°ený interval J0 ⊆ J obsahující bod y0, na kterém je
g(y) nenulová. Na J0 proto platí

g(y) =
1
1

g(y)

.

Podle p°edchozí v¥ty existuje okolí bodu x0, ve kterém má (1.6) práv¥ jedno °e²ení
a toto °e²ení je implicitn¥ dáno vztahem∫ x

x0

f(t)dt =

∫ y(x)

y0

dt

g(t)
.

Pokud g(y0) = 0, je °e²ením úlohy (1.6) funkce y(x) ≡ y0. V tomto p°ípad¥ v²ak
obecn¥ nemáme zaji²t¥nu jednozna£nost °e²ení na ºádném okolí bodu x0, jak uvidíme
v následujícím p°íkladu.

O rovnicích z V¥ty 1.3 a Poznámky 1.1 °íkáme, ºe mají separované prom¥nné.

P°íklad 1.2. M¥jme úlohu y′(x) = y
2
3 (x), y(0) = 1. Protoºe g(y) = y

2
3 (x) nabývá klad-

ných hodnot an intervalu (0,∞), dostaneme pro °e²ení zadané úlohy vztah∫ y(x)

1

dt

t
2
3

=

∫ x

0
dt.

Odtud 3y
1
3 (x) − 3 = x. Tedy y(x) = (x+3)3

27 . Protoºe jsme poºadovali, aby y(x) > 0,
musí platit x > −3. Dle vý²e uvedené v¥ty máme zaji²t¥no, ºe tato funkce je jedno-
zna£n¥ ur£eným °e²ením zadané úlohy na n¥jakém okolí bodu 0. P°irozená otázka je,
na jakém nejv¥t²ím intervalu je °e²ení ur£eno podmínkou y(0) = 1 jednozna£n¥. Touto
zajímavou otázkou se zde v²ak zabývat nebudeme. Pouze poznamenejme, ºe dosazením
snadno ov¥°íme, ºe y(x) = (x+3)3

27 °e²í úlohu dokonce na R. Ale na R není °e²ení po£á-

te£ní podmínkou y(0) = 1 ur£eno jednozna£n¥, protoºe y(x) = max
{

0, (x+3)3

27

}
je také

°e²ením uvedené úlohy.
Jestliºe si p°edepí²eme podmínku y(0) = 0 místo podmínky y(0) = 1, pak y(x) ≡ 0

je °e²ení na R. Av²ak identicky nulová funkce není jednozna£n¥ ur£eným °e²ením na
ºádném okolí bodu 0, protoºe y(x) = x3

27 je také °e²ením vyhovujícím podmínce y(0) = 0

a z°ejm¥ x3

27 6= 0 pro kaºdé x 6= 0.
Grafy °e²ení pro ob¥ po£áte£ní podmínky m·ºete vid¥t ma Obrázku 1.1.

1.3.3 Lineární diferenciální rovnice prvního °ádu

M¥jme oby£ejnou lineární diferenciální rovnici

y′(x) + a(x)y(x) = b(x) (1.7)

a k ní p°íslu²nou homogenní lineární rovnici

y′(x) + a(x)y(x) = 0. (1.8)

P°edpokládejme, ºe funkce a(x) a b(x) jsou spojité v intervalu I. Potom je dle V¥ty 1.4
uvedené dále v textu zaru£ena v intervalu I existence a jednozna£nost °e²ení rovnice
(1.7) s po£áte£ní podmíkou y(x0) = y0, kde x0 ∈ I, y0 ∈ R.
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Obrázek 1.1: �e²ení úlohy z P°íkladu 1.2

Homogenní lineární rovnici (1.8) m·ºeme °e²it separací prom¥nných. S p°ihlédnutím
k podmínce y (x0) = y0 m·ºeme pro y0 6= 0 psát∫ y(x)

y0

dt

t
= −

∫ x

x0

a (t) dt,

log

∣∣∣∣y(x)

y0

∣∣∣∣ = −
∫ x

x0

a (t) dt,∣∣∣∣y(x)

y0

∣∣∣∣ = exp

(
−
∫ x

x0

a (t) dt

)
,

y(x) = y0 exp

(
−
∫ x

x0

a (t) dt

)
,

(1.9)

kde odstran¥ní absolutní hodnoty je korektní vzhledem k následující poznámce.

Poznámka 1.2. Absolutní hodnotu v (1.9) m·ºeme odstranit, protoºe V¥ta 1.3 o separaci
prom¥nných lze aplikovat jen na takových intervalech, kde g(y) = y je nenulová. Máme
danou podmínku y(x0) = y0. Je-li tedy y0 > 0, pak se omezujeme jen na kladné hodnoty
funkce y(x) a naopak je-li y0 < 0, omezujeme se jen na záporné hodnoty funkce y(x).
Podíl y(x)y0

musí tedy být vºdy kladný. V¥ta o separaci prom¥nných nám dává existenci
a jednozna£nost °e²ení jen na n¥jakém okolí x0, av²ak dosazením z (1.9) do (1.8) se
snadno p°esv¥d£íme, ºe se jedná o °e²ení na celém I, jehoº jednozna£nost na I plyne
z V¥ty 1.4.

Poznámka 1.3. Odvození (1.9) nelze aplikovat v p°ípad¥, kdy y0 = 0, le£ poslední výraz
platí i v tomto p°ípad¥ a plyne z n¥j y(x) ≡ 0.

�e²ení rovnice (1.7) získáme tzv. metodou variace konstanty. Vyjdeme z p°edpokla-
du, ºe °e²ení rovnice (1.7) má tvar

y(x) = C(x) exp

(
−
∫ x

x0

a (t) dt

)
, (1.10)
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kde
C(x0) = y0. (1.11)

Derivací (1.10) získáme

y′(x) = C ′(x) exp

(
−
∫ x

x0

a (t) dt

)
− C(x)a(x) exp

(
−
∫ x

x0

a (t) dt

)
(1.12)

Po dosazení (1.10) a (1.12) do (1.7) a vyuºití metody p°ímé integrace z £ásti 1.3.1
s podmínkou (1.11) m·ºeme psát

C ′(x) exp

(
−
∫ x

x0

a (t) dt

)
− C(x)a(x) exp

(
−
∫ x

x0

a (t) dt

)
+ a(x)C(x) exp

(
−
∫ x

x0

a (t) dt

)
= b(x),

C ′(x) exp

(
−
∫ x

x0

a (t) dt

)
= b(x),

C(x) = y0 +

∫ x

x0

b(t) exp

(∫ t

x0

a (s) ds

)
dt (1.13)

�e²ení rovnice (1.7) dostaneme po dosazení (1.13) do (1.10), tedy

y(x) =

(
y0 +

∫ x

x0

b(t) exp

(∫ t

x0

a (s) ds

)
dt

)
exp

(
−
∫ x

x0

a (t) dt

)
.

P°íklad 1.3. Chceme °e²it rovnici

y′(x) + 3x2y(x) = 3x2, y(0) = 2. (1.14)

Za£neme °e²ením p°íslu²né homogenní rovnice y′(x) + 3x2y(x) = 0. M·ºeme vyuºít
odvozeného vzorce z (1.9), ale pro ilustraci na tomto p°íklad¥ zopakujeme celé odvození.
M·ºeme psát ∫ y(x)

1

dt

t
= −

∫ x

0
3t2dt,

log

∣∣∣∣y(x)

2

∣∣∣∣ = −x3,∣∣∣∣y(x)

2

∣∣∣∣ = e−x
3
,

y(x) = 2e−x
3
,

kde odstran¥ní absolutní hodnoty je korektní vzhledem k Poznámce 1.2.
Dle (1.10) bude mít °e²ení (1.14) tvar

y(x) = C(x)e−x
3
, (1.15)

kde
C(0) = 2.

Po derivaci (1.15) dostaneme

y′(x) = C ′(x)e−x
3 − 3C(x)x2e−x

3
(1.16)

a po dosazení (1.15) a (1.16) do (1.14) máme podle (1.13)

C ′(x)e−x
3 − 3C(x)x2e−x

3
+ 3x2C(x)e−x

3
= 3x2,
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C ′(x)e−x
3

= 3x2,

C(x) = 2 +

∫ x

0
3t2et

3
dt = 1 + ex

3
(1.17)

�e²ení rovnice (1.14) dostaneme po dosazení (1.17) do (1.15), tedy

y(x) =
(

1 + ex
3
)
e−x

3
= e−x

3
+ 1.

1.3.4 Lineární diferenciální rovnice n-tého °ádu

V p°edchozí £ásti jsme se zabývali oby£ejnými lineárními diferenciálními rovnicemi prv-
ního °ádu. Nyní se podíváme na obecný p°ípad lineárních diferenciálních rovnic n-tého
°ádu. Zejména si zde formulujeme v¥tu pro tuto t°ídu rovnic, která má globální charak-
ter.

De�nice 1.4. Lineární diferenciální rovnice n-tého °ádu je rovnice tvaru

y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + · · ·+ a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = f(x). (1.18)

Funkce ai(x), i = 0, . . . , n− 1, ozna£íme jako koe�cienty rovnice (1.18)

V¥ta 1.4. Jsou-li funkce a0(x), . . . , an−1(x), f(x) z rovnice (1.18) spojité v intervalu I,
pak existuje práv¥ jedno °e²ení y(x) rovnice (1.18), které spl¬uje podmínky

y(x0) = y01, y
′(x0) = y02, . . . , y

(n−1)(x0) = y0n.

kde x0 ∈ I a y0i ∈ R, i = 1, . . . , n, p°i£emº toto °e²ení je de�nováno v celém intervalu

I.

De�nice 1.5. De�nujeme homogenní lineární rovnici p°íslu²nou k nehomogenní lineární
rovnici (1.18) jako

y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + · · ·+ a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = 0. (1.19)

D·leºitou vlastností oby£ejných lineárních diferenciálních rovnic je princip superpo-

zice, který je formulován v následující v¥t¥.

V¥ta 1.5. M¥jme funkce y1(x), y2(x), . . . , yk(x), které °e²í rovnici (1.19). Potom rovnici

(1.19) °e²í také libovolná lineární kombinace t¥chto funkcí.

De�nice 1.6. M¥jme funkce f1(x), f2(x), . . . , fk(x), které mají v intervalu I spojité
parciální derivace aº do °ádu k−1. De�nujemeWronského determinant p°íslu²ný k t¥mto
funkcím jako

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x) f2(x) · · · fk(x)
f ′1(x) f ′2(x) · · · f ′k(x)
...

...
. . .

...
fk−11 (x) fk−12 (x) · · · fk−1k (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
V¥ta 1.6. Nech´ yi(x), i = 1, . . . , n jsou °e²ení rovnice (1.19), která jsou lineárné ne-

závislá v intervalu I, v n¥mº jsou koe�cienty rovnice spojité. Potom Wronského deter-

minant

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)
y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)
...

...
. . .

...

yn−11 (x) yn−12 (x) · · · yn−1n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

pro v²echna x ∈ I. Jsou-li naopak °e²ení rovnice lineárn¥ závislá v I, je W (x) = 0 pro

v²echna x ∈ I.
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P°íklad 1.4. M¥jme rovnici
y′′(x) + y(x) = 0 (1.20)

v R. �e²eními této rovnice jsou nap°íklad funkce sinx a cosx. Wronského determinant
p°íslu²ný k t¥mto funkcím

W (x) =

∣∣∣∣sinx cosx
cosx − sinx

∣∣∣∣ = − sin2 x− cos2 x = −1

pro v²echna x ∈ R. Funkce sinx a cosx jsou tedy lineárn¥ nezávislé v²ude, kde má
rovnice (1.20) spojité koe�cienty, tedy v celém oboru reálných £ísel.

De�nice 1.7. Jako fundamentální systém rovnice (1.19) ozna£íme systém n lineárn¥
nezávislých °e²ení této rovnice yi(x), i = 1, . . . , n.

V¥ta 1.7. Pokud známe fundamentální systém yi(x), i = 1, . . . , n, rovnice (1.19), pak
v²echna °e²ení této rovnice mají tvar

y = c1y1(x) + c2y2(x) + · · ·+ cnyn(x),

kde ci ∈ R pro i = 1, . . . , n.

V¥ta 1.8. Pro kaºdou rovnici (1.19) se spojitými koe�cienty v intervalu I existuje v I
fundamentální systém.

P°íklad 1.5. Budeme hledat °e²ení rovnice (1.20) z P°íkladu 1.4, které spl¬uje podmínky

y(0) = 0, y′(0) = 1. (1.21)

Fundamentální systém této rovnice tvo°í nap°íklad funkce sinx a cosx. V²echna °e²ení
a jejich derivace tedy mají tvar

y(x) = c1 sinx+ c2 cosx,

y′(x) = c1 cosx− c2 sinx,
c1, c2 ∈ R. (1.22)

Dosadíme-li podmínky (1.21) do (1.22), dostaneme soustavu linerních algebraických
rovnic, která má °e²ení c1 = 1 a c2 = 0. Hledané °e²ení má tedy tvar y(x) = sinx.

Nyní p°ejdeme od homogenní rovnice (1.19) k rovnici (1.18) s obecn¥ nenulovou
pravou stranou.

V¥ta 1.9. Pokud máme fundamentální systém yi(x), i = 1, . . . , n, homogenní rovnice

(1.19), potom obecné °e²ení p°íslu²né nehomogenní rovnice (1.18) má tvar

y(x) = yp(x) + c1y1(x) + c2y2(x) + · · ·+ cnyn(x),

kde ci ∈ R, i = 1, . . . , n, a yp(x) je libovolná funkce, která vyhovuje rovnici (1.18), tzv.
partikulární °e²ení.

Funkci yp(x) z V¥ty 1.9 najdeme pomocí metody variace konstant ve tvaru

yp(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) + · · ·+ cn(x)yn(x), (1.23)

kde yi(x), i = 1, . . . , n, je fundamentální systém rovnice (1.19).
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V¥ta 1.10. M¥jme fundamentální systém yi(x), i = 1, . . . , n rovnice (1.19) a funkce

ci(x), i = 1, . . . , n, které vyhovují rovnicím

c′1(x)y1(x) + c′2(x)y2(x) + · · · + c′n(x)yn(x) = 0,
c′1(x)y′1(x) + c′2(x)y′2(x) + · · · + c′n(x)y′n(x) = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c′1(x)y
(n−2)
1 (x) + c′2(x)y

(n−2)
2 (x) + · · · + c′n(x)y

(n−2)
n (x) = 0,

c′1(x)y
(n−1)
1 (x) + c′2(x)y

(n−1)
2 (x) + · · · + c′n(x)y

(n−1)
n (x) = f(x),

(1.24)

kde yi(x), i = 1, . . . , n, je fundamentální systém rovnice (1.19) a f(x) je funkce z rovnice
(1.18). Potom funkce (1.23) je partikulární °e²ení, které vyhovuje rovnici (1.18).

P°íklad 1.6. Budeme hledat obecné °e²ení rovnice

y′′(x) + y(x) = 3 sinx cosx. (1.25)

Z p°íkladu 1.4 víme, ºe fundamentální systém p°íslu²né homogenní rovnice je y1(x) =
sinx a y2(x) = cosx. Obecné °e²ení rovnice (1.25) bude mít tvar

y(x) = yp(x) + c1 sinx+ c2 cosx, (1.26)

kde c1, c2 ∈ R. Soustava (1.24) bude mít tvar

c′1(x) sinx + c′2(x) cosx = 0,
c′1(x) cosx − c′2(x) sinx = 3 sinx cosx.

(1.27)

�e²ením soustavy (1.27) a následnou p°ímou integrací dostaneme

c′1(x) = 3 sinx cos2 x,

c′2(x) = −3 sin2 x cosx,
⇒

c1(x) = − cos3 x+ k1,

c2(x) = − sin3 x+ k2,

kde k1, k2 ∈ R. Partikulární °e²ení rovnice (1.25) bude nap°íklad

yp(x) = − cos3 x sinx− sin3 x cosx = − sinx cosx

a obecné °e²ení bude mít tvar

y(x) = − sinx cosx+ c1 sinx+ c2 cosx,

kde c1, c2 ∈ R.
Nyní se více zam¥°íme na lineární diferenciální rovnice s konstantními koe�cienty.

Za£n¥me s rovnicí homogenní

y(n)(x) + an−1y
(n−1)(x) + · · ·+ a1y

′(x) + a0y(x) = 0, (1.28)

kde ai ∈ R, i = 0, . . . , n−1. P°edpokládejme, ºe °e²ení rovnice (1.28) má tvar y(x) = eαx

pro α ∈ R. Dosadíme-li toto °e²ení do (1.28), dostaneme po vyd¥lení výsledné rovnice
výrazem eαx tzv. charakteristickou rovnici

αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a1α+ a0 = 0. (1.29)

Je-li nyní αi ∈ R ri-násobný ko°en rovnice (1.29) pro i = 1, . . . , k, pak fundamentální
systém rovnice (1.28) je dán n funkcemi

yij(x) = xjeαix, i = 1, . . . , k, j = 0, . . . , ri − 1.
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P°íklad 1.7. M¥jme rovnici

y′′′(x)− y′′(x)− y′(x) + y(x) = 0. (1.30)

P°íslu²ná charakteristická rovnice má tvar

α3 − α2 − α+ 1 = 0

a po úprav¥
(α− 1)2(α+ 1) = 0.

Tato rovnice má jednoduchý ko°en α1 = −1 a dvojnásobný ko°en α2 = 1. Fundamen-
tální systém rovnice (1.30) se bude skládat z funkcí

y1(x) = e−x, y2(x) = ex, y3(x) = xex.

Ko°eny charakteristické rovnice nemusí být vºdy reálné, le£ vºdy je moºné nalézt
reálný fundamentální systém. Pokud je r-násobným ko°enem charakteristické rovnice
imaginární £íslo a + bi, je také komplexn¥ sdruºené £íslo a − bi r-násobným ko°enem
charakteristické rovnice. T¥mto ko°en·m p°íslu²í ve fundamentálním systému 2r funkcí

xjeax cos bx,

xjeax sin bx,
j = 0, . . . , r − 1.

V praxi se £asto setkáme s lineárními diferenciálními rovnicemi s konstantními koe-
�cienty, jejichº pravá strana má speciální tvar. V dal²ím se na takové rovnice podíváme
blíºe. M¥jme tedy rovnici tvaru

y(n)(x)+an−1y
(n−1)(x)+· · ·+a1y′(x)+a0y(x) = eax (P (x) cos bx+Q(x) sin bx) , (1.31)

kde a0, a1, . . . , an−1, a, b ∈ R, P (x) je mnoho£len p-tého stupn¥ a Q(x) je mnoho£len
q-tého stupn¥, P (x) i Q(x) mají reálné koe�cienty. Jeden z mnoho£len· P (x) nebo
Q(x) m·ºe být nulový, v takovém p°ípad¥ de�nujeme stupe¬ mnoho£lenu £íslem −1.
Upozorn¥me zde, ºe podle V¥ty 1.4 existuje pro takové rovnice °e²ení na celé reálné ose.

V p°ípad¥, ºe má pravá strana rovnice speciální tvar jako rovnice (1.31), nebývá
vhodné hledat partikulární °e²ení yp(x) metodou variace konstant, ale pomocí níºe uve-
dené v¥ty. P°íslu²ná homogenní rovnice k rovnici (1.31) má charakteristickou rovnici

αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a1α+ a0 = 0. (1.32)

Ozna£íme s = max{p, q}.

V¥ta 1.11. Pokud a+bi není ko°enem rovnice (1.32), potom partikulární °e²ení rovnice

(1.31) má tvar

yp(x) = eax (R(x) cos bx+ S(x) sin bx) ,

kde R(x) a S(x) jsou mnoho£leny nejvý²e s-tého stupn¥.

Pokud a+bi je r-násobným ko°enem rovnice (1.32), potom partikulární °e²ení rovnice

(1.31) má tvar

yp(x) = xreax (R(x) cos bx+ S(x) sin bx) ,

kde R(x) a S(x) jsou mnoho£leny nejvý²e s-tého stupn¥.
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P°íklad 1.8. Budeme °e²it rovnici

y′′(x)− y′(x)− 2y(x) = (x+ 1)e2x. (1.33)

Porovnáním s (1.31) máme a = 2, b = 0, P (x) = x+1, Q(x) ≡ 0. Tím pádem s = p = 1.
Charakteristická rovnice

α2 − α− 2 = 0

rovnice (1.33) má ko°eny α1 = −1, α2 = 2, takºe a + bi = 2 je jednoduchým ko°enem
této charakteristické rovnice. Podle V¥ty 1.11 hledáme tedy partikulární °e²ení rovnice
(1.33) ve tvaru

yp(x) = xe2x (Ax+B) = e2x
(
Ax2 +Bx

)
, (1.34)

kde A,B jsou zatím neur£ené konstanty. Dosadíme (1.34) za y(x) do (1.33) a dostaneme

e2x (6Ax+ 2A+ 3B) = e2x (x+ 1) .

Porovnáním koe�cient· u stejných mocnin x dostaneme soustavu rovnic

6A = 1,

2A+ 3B = 1,

z £ehoº plyne A = 1
6 , B = 2

9 . Dosazením do (1.34) dostaneme partikulární °e²ení rovnice
(1.33)

yp(x) = e2x
(
x2

6
+

2x

9

)
a obecné °e²ení tedy bude mít tvar

y(x) = e2x
(
x2

6
+

2x

9

)
+ c1e

−x + c2e
2x,

kde c1, c2 ∈ R.

1.3.5 Soustavy oby£ejných diferenciálních rovnic

De�nice 1.8. Soustava oby£ejných diferenciálních rovnic se nazývá lineární, pokud má
tvar

y′1(x) = a11(x)y1(x) + a12(x)y2(x) + · · · + a1n(x)yn(x) + h1(x),
y′2(x) = a21(x)y1(x) + a22(x)y2(x) + · · · + a2n(x)yn(x) + h2(x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′n(x) = an1(x)y1(x) + an2(x)y2(x) + · · · + ann(x)yn(x) + hn(x).

(1.35)
Soustava (1.35) se nazývá homogenní, pokud hi(x) ≡ 0, i = 1, . . . , n, v opa£ném p°ípad¥
se nazývá nehomogenní.

V¥ta 1.12. Jsou-li funkce aij(x), hi(x), i, j = 1, . . . , n, ze soustavy rovnic (1.35) spo-

jité v intervalu I, pak existuje práv¥ jedno °e²ení soustavy (1.35), tj. systém funkcí

(y1(x), y2(x), . . . , yn(x)), které spl¬ují podmínky yi(x0) = y0i, i = 1, . . . , n, kde x0 ∈ I
a y0i ∈ R, i = 1, . . . , n, p°i£emº toto °e²ení je de�nováno v celém intervalu I.

De�nice 1.9. M¥jme soustavu (1.35), která je homogenní. Dále m¥jme n °e²ení této
soustavy, tj. n systém· funkcí (y1i(x), y2i(x), . . . , yni(x)) , i = 1, . . . , n. Tuto n-tici °e²ení
nazveme fundamentálním systémem homogenní soustavy (1.35) v I, pokud determinant

D(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y11(x) y12(x) · · · y1n(x)
y21(x) y22(x) · · · y2n(x)

...
...

. . .
...

yn1(x) yn2(x) · · · ynn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 (1.36)

pro v²echna x ∈ I.
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V¥ta 1.13. Jsou-li funkce aij(x), i, j = 1, . . . , n, ze soustavy rovnic (1.35) spojité v I,
potom pro determinant (1.36) platí bu¤ D(x) 6= 0 pro v²echna x ∈ I nebo D(x) ≡ 0 v

I.

V¥ta 1.14. M¥jme n systém· funkcí (y1i(x), y2i(x), . . . , yni(x)) , i = 1, . . . , n, které tvo°í
fundamentální systém homogenní soustavy (1.35). Obecné °e²ení této soustavy má poté

tvar
y1(x) = C1y11(x) + C2y12(x) + · · · + Cny1n(x),
y2(x) = C1y21(x) + C2y22(x) + · · · + Cny2n(x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn(x) = C1yn1(x) + C2yn2(x) + · · · + Cnynn(x),

kde Ci ∈ R, i = 1, . . . , n.

Nyní se zam¥°íme na soustavy lineárních diferenciálních rovnic s konstantními koe-
�cienty. M¥jme homogenní soustavu

y′1(x) = a11y1(x) + a12y2(x) + · · · + a1nyn(x),
y′2(x) = a21y1(x) + a22y2(x) + · · · + a2nyn(x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′n(x) = an1y1(x) + an2y2(x) + · · · + annyn(x),

(1.37)

kde aij ∈ R, i, j = 1, . . . , n. P°edpokládejme, ºe °e²ení soustavy (1.37) má tvar(
k1e

λx, k2e
λx, . . . , kne

λx
)

pro λ, k1, k2, . . . , kn ∈ R. Dosadíme-li toto °e²ení do (1.37), dostaneme po vyd¥lení v²ech
výsledných rovnic výrazem eλx soustavu

(a11 − λ)k1 + a12k2 + · · · + a1nkn = 0,
a21k1 + (a22 − λ)k2 + · · · + a2nkn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1k1 + an2k2 + · · · + (ann − λ)kn = 0,

která má nenulové °e²ení práv¥ tehdy, kdyº determinant∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 · · · a1n
a21 a22 − λ · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (1.38)

Je-li nyní λi ∈ R ri-násobný ko°en charakteristické rovnice (1.38) pro i = 1, . . . , k,
de�nujeme-li navíc r0 ≡ 0, pak fundamentální systém soustavy (1.37) je dán n systémy
funkcí (y1i(x), y2i(x), . . . , yni(x)) , i = 1, . . . , n, ve tvaru

yjli(x) = Pjli(x)eλix, i = 1, . . . , k, li = 1 +
i−1∑
m=0

rm, . . . ,
i∑

m=0

rm, j = 1, . . . , n,

(1.39)
kde Pjli je mnoho£len stupn¥ nejvý²e (ri − 1).

P°íklad 1.9. Budeme °e²it soustavu

y′1(x) = 2y1(x),
y′2(x) = − 2y1(x) + 4y2(x) − 2y3(x),
y′3(x) = − 4y1(x) + 4y2(x) − 2y3(x).

(1.40)
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P°íslu²ná charakteristická rovnice má tvar∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 0
−2 4− λ −2
−4 4 −2− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

a po úprav¥
λ(λ− 2)2 = 0.

Tato rovnice má jednoduchý ko°en λ1 = 0 a dvojnásobný ko°en λ2 = 2. �e²ení, p°íslu²ná
ko°enu λ1, hledáme podle (1.39) ve tvaru

y11(x) = A1, y21(x) = B1, y31(x) = C1, (1.41)

kde A1, B1, C1 ∈ R. Dosazením (1.41) do (1.40) dostaneme rovnice

2A1 = 0,

−2A1 + 4B1 − 2C1 = 0,

−4A1 + 4B1 − 2C1 = 0,

z £ehoº plyne po zp¥tném dosazení do (1.41)

y11(x) = 0, y21(x) = D1, y31(x) = 2D1, (1.42)

kde D1 ∈ R. Jelikoº sou£tem mnoho£len· stupn¥ nejvý²e (r2 − 1) dostaneme op¥t
mnoho£len stupn¥ nejvý²e (r2 − 1), m·ºeme °e²ení, p°íslu²ná ko°enu λ2, hledat podle
(1.39) ve tvaru

y12(x) + y13(x) = (A2x+A3)e
2x,

y22(x) + y23(x) = (B2x+B3)e
2x,

y32(x) + y33(x) = (C2x+ C3)e
2x,

(1.43)

kde A2, A3, B2, B3, C2, C3 ∈ R. Dosazením (1.43) do (1.40) dostaneme po úprav¥ rovnice

A2 = 0,

2A3 +B2 − 2B3 + 2C3 = 0,

B2 − C2 = 0,

C2 = 0,

z £ehoº plyne po zp¥tném dosazení do (1.43)

y12(x) + y13(x) = D2e
2x,

y22(x) + y23(x) = D2e
2x +D3e

2x,

y32(x) + y33(x) = D3e
2x,

(1.44)

kde D2, D3 ∈ R. Z (1.42) a (1.44) dostaneme obecné °e²ení rovnice (1.40)

y1(x) = D2e
2x,

y2(x) = D1 +D2e
2x +D3e

2x,

y3(x) = 2D1 +D3e
2x,

kde D1, D2, D3 ∈ R.
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Ko°eny charakteristické rovnice nemusí být vºdy reálné, le£ vºdy je moºné nalézt
reálný fundamentální systém. Pokud je r-násobným ko°enem charakteristické rovnice
imaginární £íslo a+bi, je také komplexn¥ sdruºené £íslo a−bi r-násobným ko°enem cha-
rakteristické rovnice. T¥mto ko°en·m p°íslu²í ve fundamentálním systému 2r systém·
funkcí ve tvaru

yji(x) = (Pji(x) cos bx+Qji(x) sin bx) eax,

kde Pji(x) a Qji(x) jsou mnoho£leny stupn¥ nejvý²e r − 1.
Na záv¥r této £ásti je²t¥ stru£n¥ rozebereme soustavy nehomogenní.

V¥ta 1.15. Pokud máme fundamentální systém (y1i(x), y2i(x), . . . , yni(x)) , i = 1, . . . , n,
soustavy (1.35), která je homogenní, potom obecné °e²ení p°íslu²né nehomogenní sou-

stavy má tvar

y1(x) = y1p(x) + C1y11(x) + C2y12(x) + · · · + Cny1n(x),
y2(x) = y2p(x) + C1y21(x) + C2y22(x) + · · · + Cny2n(x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn(x) = ynp(x) + C1yn1(x) + C2yn2(x) + · · · + Cnynn(x),

kde Ci ∈ R, i = 1, . . . , n, a (y1p(x), y2p(x), . . . , ynp(x)) je libovolný systém funkcí, který

vyhovuje soustav¥ (1.35), tzv. partikulární °e²ení.

Systém funkcí (y1p(x), y2p(x), . . . , ynp(x)) z V¥ty 1.15 najdeme pomocí metody va-
riace konstant ve tvaru

y1p(x) = C1(x)y11(x) + C2(x)y12(x) + · · · + Cn(x)y1n(x),
y2p(x) = C1(x)y21(x) + C2(x)y22(x) + · · · + Cn(x)y2n(x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ynp(x) = C1(x)yn1(x) + C2(x)yn2(x) + · · · + Cn(x)ynn(x),

(1.45)

kde (y1i(x), y2i(x), . . . , yni(x)) , i = 1, . . . , n, je fundamentální systém homogenní sou-
stavy (1.35).

V¥ta 1.16. M¥jme funkce Ci(x), i = 1, . . . , n, které vyhovují rovnicím

C ′1(x)y11(x) + C ′2(x)y12(x) + · · · + C ′n(x)y1n(x) = h1(x),
C ′1(x)y21(x) + C ′2(x)y22(x) + · · · + C ′n(x)y2n(x) = h2(x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C ′1(x)yn1(x) + C ′2(x)yn2(x) + · · · + C ′n(x)ynn(x) = hn(x),

, (1.46)

kde (y1i(x), y2i(x), . . . , yni(x)) , i = 1, . . . , n, je fundamentální systém homogenní sou-

stavy p°íslu²né k soustav¥ (1.35) a hi(x), i = 1, . . . , n, jsou funkce ze soustavy (1.35).
Potom systém funkcí (1.45) je partikulární °e²ení, které vyhovuje soustav¥ (1.35).

P°íklad 1.10. Budeme hledat obecné °e²ení rovnice

y′1(x) = y2(x),
y′2(x) = y1(x) + 2.

(1.47)

Snadno zjistíme, ºe obecné °e²ení homogenní soustavy p°íslu²né k soustav¥ (1.47) má
tvar

y1(x) = C1e
x + C2e

−x,

y2(x) = C1e
x − C2e

−x.

Sestavíme soustavu (1.46)

C ′1(x)ex + C ′2(x)e−x = 0,
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C ′1(x)ex − C ′2(x)e−x = 2,

z které plyne
C ′1(x) = e−x,

C ′2(x) = −ex,
⇒

C1(x) = −e−x +K1,

C2(x) = −ex +K2,

kde K1,K2 ∈ R. Partikulární °e²ení rovnice (1.47) bude nap°íklad

y1p(x) =− e−xex − exe−x =− 2,

y2p(x) =− e−xex + exe−x = 0

a obecné °e²ení bude mít tvar

y1(x) = −2 + C1e
x + C2e

−x,

y2(x) = C1e
x − C2e

−x,

kde C1, C2 ∈ R.
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2. Eulerova metoda

V první kapitole jsme se z V¥ty 1.2 dozv¥d¥li, ºe soustava oby£ejných diferenciálních
rovnic prvního °ádu (1.3) s po£áte£ními podmínkami v bod¥ x0 má jednozna£né °e²ení
v okolí x0 p°i spln¥ní podmínek na lokální spojitost funkcí fi ze soustavy (1.3) a jejich
parciálních derivací. Tento zajisté zajímavý výsledek nám ov²em nedává ºádný návod
k tomu, jak toto °e²ení najít. Vý£et metod na hledání °e²ení soustav diferenciálních
rovnic z první kapitoly není zdaleka úplný, p°esto se v praxi £asto setkáme s rovnicemi,
jejichº °e²ení není moºné nalézt tzv. analyticky, tzn. symbolickou manipulací s rovnicemi
pomocí aritmetických a diferenciálních operací jak jsme práv¥ £inili v první kapitole.

Musíme tedy k problému p°istoupit jinak. Jedna z moºností je pouºít metodu, kte-
rou publikoval ²výcarský matematik Leonhard Paul Euler jiº v roce 1768 a nazývá se
po n¥m Eulerova metoda. Jedná se o nejjednodu²²í metodu numerického °e²ení sou-
stav oby£ejných diferenciálních rovnic prvního °ádu. Jak tato metoda funguje? M¥jme
dány po£áte£ní podmínky yi(x0) = y0i, i = 1, . . . , n, kde (x0, y01, y02, . . . , y0n) ∈ Rn+1

a (y1(x), y2(x), . . . , yn(x)) je °e²ení soustavy

y′1(x) = f1(x, y1(x), y2(x), . . . , yn(x)),
y′2(x) = f2(x, y1(x), y2(x), . . . , yn(x)),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′n(x) = fn(x, y1(x), y2(x), . . . , yn(x)),

(2.1)

spl¬ující zadané po£áte£ní podmínky. Pokud máme libovolné i ∈ {1, 2, . . . , n}, plyne
z t¥chto podmínek, ºe funkce yi(x) prochází bodem (x0, y0i). Navíc ze soustavy (2.1)
známe hodnotu derivace y′i(x0) = fi(x0, y01, y02, . . . , y0n). Tím pádem m·ºeme napsat
rovnici te£ny funkce yi(x) v bod¥ x0

τ0i(x) = y0i + fi(x0, y01, y02, . . . , y0n)(x− x0). (2.2)

Na dostate£n¥ krátkém intervalu, kde se derivace °e²ení znateln¥ nem¥ní, je tato te£na
dobrou aproximací tohoto °e²ení, viz Obrázek 2.1. Proto, pokud je x1 dostate£n¥ blízko
k x0, m·ºeme yi(x1) aproximovat hodnotou y1i ≡ τ0i(x1) dosazením x = x1 do rovnice
te£ny (2.2), tedy

yi(x1) ≈ y1i ≡ τ0i(x1) = y0i + fi(x0, y01, y02, . . . , y0n)(x1 − x0).

Dále m·ºeme zkusit zopakovat stejný postup. Neznáme sice hodnotu °e²ení yi(x1),
nabízí se nám ov²em její aproximace y1i a pro x2 > x1 m·ºeme de�novat

yi(x2) ≈ y2i = y1i + fi(x1, y11, y12, . . . , y1n)(x2 − x1).

Pokra£ujeme-li tímto zp·sobem, dostaneme obecný vztah pro aproximaci yi(xk+1)

yi(xk+1) ≈ y(k+1)i = yki + fi(xk, yk1, yk2, . . . , ykn)(xk+1 − xk), k = 0, 1, . . . .

De�nujeme-li nakonec fki ≡ fi(xk, yk1, yk2, . . . , ykn) a p°edpokládáme-li konstantní krok
xk+1 − xk = h pro v²echna k, dostaneme vzorec Eulerovy metody ve tvaru

y(k+1)i = yki + fkih, k = 0, 1, . . . . (2.3)

Eulerovu metodu pouºijeme tak, ºe opakovan¥ vy£íslíme rovnici (2.3) a tím bude-
me generovat posloupnost hodnot y1i, y2i, . . . , které aproximují °e²ení yi(x) v bodech
x1, x2, . . . .
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Obrázek 2.1: Eulerova metoda - te£na k °e²ení

P°íklad 2.1. Uvaºujme soustavu rovnic

y′1(x) = − y2(x)
y′2(x) = 2y1(x) + 2y2(x),

(2.4)

s po£áte£ními podmínkami
y1(0) = 0, y2(0) = 1. (2.5)

Pouºijeme Eulerovu metodu s krokem h1 = 0, 1 a h2 = 0, 05, abychom na²li p°ibliºné
hodnoty °e²ení úlohy (2.4)�(2.5) na intervalu [0, 2π]. Tyto hodnoty následn¥ porovnáme
s p°esným °e²ením.

V úloze (2.4)�(2.5) se jedná o soustavu lineárních diferenciálních rovnic, která je
homogenní. Metodou z £ásti 1.3.5 získáme p°esné °e²ení ve tvaru

y1(x) = −ex sinx, y2(x) = ex(sinx+ cosx).

Aproximaci tohoto °e²ení Eulerovou metodou s h = 0, 1 získáme pomocí vzorce (2.3).
Máme

y11 = y01 + 0, 1f01 = 0 + 0, 1 · −1 = −0, 1

y12 = y02 + 0, 1f02 = 1 + 0, 1 · 2 = 1, 2

V dal²ím kroce máme

y21 = y11 + 0, 1f11 = −0, 1 + 0, 1 · −1, 2 = −0, 22

y22 = y12 + 0, 1f12 = 1, 2 + 0, 1 · 2, 2 = 1, 42
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Obrázek 2.2: Eulerova metoda - srovnání p°esného °e²ení y1(x) s p°ibliºným °e²ením p°i
kroku h = 0, 1 a h = 0, 05

Opakováním tohoto postupu dostaneme hodnoty yk1, yk2, k = 0, 1 . . . , které aproximují
°e²ení úlohy (2.4)�(2.5). Stejn¥ budeme postupovat i pro h = 0, 05. K celému výpo£tu
m·ºeme vyuºít vhodný numerický software, nap°. [WR12], který výsledné hodnoty in-
terpoluje a následn¥ m·ºeme srovnat p°ibliºné a p°esné °e²ení, viz obrázky 2.2 a 2.3.

Z obrázk· 2.2 a 2.3 je z°etelné, ºe £ím dále se nacházíme od po£áte£ního bodu
x0 = 0, tím hor²í je aproximace p°esného °e²ení. Krat²í krok metody vede dle o£ekávání
k lep²í aproximaci p°esného °e²ení. Dal²í vlastnost p°ibliºného °e²ení, která je z obrázk·
patrná, je, ºe v intervalech, kde je p°esné °e²ení konvexní, je p°ibliºné °e²ení men²í,
neº °e²ení p°esné. Naopak interval·m, kde je p°esné °e²ení konkávní, odpovídá p°ibliºné
°e²ení s hodnotami v¥t²ími, neº má °e²ení p°esné. Tato vlastnost plyne z polohy grafu
te£ny v·£i grafu p°esného °e²ení. Pokud je p°esné °e²ení konvexní, leºí graf te£ny pod
grafem tohoto °e²ení a naopak.

Eulerova metoda lze pouºít na soustavy oby£ejných diferenciálních rovnic prvního
°ádu. Jak ale °e²it rovnice vy²²ích °ád· (roz°e²ených vzhledem k nejvy²²í derivaci)?
Takové rovnice m·ºeme substitucí snadno p°evést na soustavu diferenciálních rovnic
prvního °ádu a aplikovat poté Eulerovu metodu. Ukaºme si tento postup na jednodu-
chém p°íkladu. M¥jme rovnici y′′(x)− y(x) = 0. Poloºme y′(x) = v(x). Pak dostáváme
soustavu v′(x) = y(x), y′(x) = v(x). Na tuto soustavu jiº m·ºeme aplikovat Eulerovu
metodu.

Na záv¥r je nutné poznamenat, ºe p°i uºití Eulerovy metody nebo obecn¥ jakékoliv
jiné numerické metody je vºdy pot°eba mít na pam¥ti, ºe metoda je pouze p°ibliºná
a je na míst¥ se ptát, zda výsledné °e²ení je dostate£n¥ p°esné k tomu, aby bylo po-
uºitelné pro na²e ú£ely. V p°edchozím p°ípad¥ jsme mohli p°esnost p°ibliºného °e²ení
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Obrázek 2.3: Eulerova metoda - srovnání p°esného °e²ení y2(x) s p°ibliºným °e²ením p°i
kroku h = 0, 1 a h = 0, 05

posoudit p°ímo srovnáním s °e²ením získaným analyticky. Obvykle ov²em analytické °e-
²ení nemáme k dispozici a musíme se spolehnout na odhady, které znalost tohoto °e²ení
nevyºadují. Pro více informací o Eulerov¥ metod¥ (nap°íklad odhadech chyb, kterých se
dopou²tíme) a dal²ích numerických metodách °e²ení diferenciálních rovnic viz [BDH09],
[HSD12], [Rek63] nebo [DB12].
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3. Elektrické obvody

Elektrickým obvodem budeme rozum¥t idealizovaný model elektrického za°ízení tvo-
°ený propojením ideálních sou£ástek za pomoci perfektních vodi£·. V prostoru mimo
uvaºované prvky musí být ve²keré elektromagnetické pole zanedbatelné. Budeme p°ed-
pokládat, ºe v²echny prvky obvod· mají idealizované vlastnosti a ºe jejich parametry
jsou známy. Více informací o °e²ení elektrických obvod· lze nalézt nap°. v [HPZ14].

V této kapitole formulujeme základní zákonitosti z teorie elektrických obvod·, ma-
tematicky popí²eme hlavní sou£ástky, z kterých se elektrické obvody skládají a nakonec
uvedeme konkrétní aplikace oby£ejných diferenciálních rovnic v teorii elektrických ob-
vod·.

3.1 Kirchho�ovy zákony

�áste£ný matematický popis obvodu lze získat z Kirchho�ových zákon·, které je moºné
odvodit z Maxwellových rovnic, popisujících elektromagnetické pole. Kirchho�ovy záko-
ny jsou p°ímé d·sledky dvou obecných fyzikálních zákon·. Jedná se o zákon zachování
elektrického náboje a zákon zachování energie.

3.1.1 První Kirchho�·v zákon

První Kirchho�·v zákon lze odvodit z rovnice kontinuity pro elektrický náboj, viz
[Nov05]. P°edpokládejme, ºe se v obvodu nachází uzel, tj. bod, ve kterém je spoje-
no n¥kolik vodi£·. Pokud do tohoto uzlu p°itékají proudy ij , j = 1, . . . ,m a odtékejí
z n¥j proudy ik, k = m+ 1, . . . , n, m·ºeme první Kirchho�·v zákon napsat ve tvaru

m∑
j=1

ij =
n∑

k=m+1

ik. (3.1)

P°íklad 3.1. Pro uzel A v obvodu na Obrázku 3.1 by m¥la rovnice (3.1) tvar

i1 = i2 + i3.

3.1.2 Druhý Kirchho�·v zákon

Druhý Kirchho�·v zákon m·ºeme odvodit z Faradayova induk£ního zákona, viz [Nov05].
Budeme p°edpokládat, ºe se v obvodu nachází smy£ka, tj. uzav°ená dráha tvo°ená jed-
notlivými prvky obvodu, které jsou spojeny perfektními vodi£i. Pokud tato smy£ka ne-
obepíná £asov¥ prom¥nný magnetický tok a obsahuje prvky o nap¥tích uj , j = 1, . . . ,m

u

u1

i1 A

u3

i3

u2

i2

R� S�

Obrázek 3.1: Kirchho�ovy zákony
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shodn¥ orientovaných s orientací smy£ky a prvky o nap¥tích uk, k = m+ 1, . . . , n opa£-
n¥ orientovaných neº je orientace smy£ky, m·ºeme druhý Kirchho�·v zákon napsat ve
tvaru

m∑
j=1

uj =

n∑
k=m+1

uk. (3.2)

P°íklad 3.2. Pro smy£ky R a S v obvodu na Obrázku 3.1 by m¥ly rovnice (3.2) tvar

u = u1 + u3,

u2 = u3.

3.2 Prvky elektrických obvod·

V této £ásti si probereme základní prvky elektrických obvod·, tzn. idealizované sou£ástky
tvo°ící elektrický obvod. Omezíme se na prvky lineární, jejichº vlastnosti jsou nezávis-
lé na velikostech nap¥tí a proud·. Jedná se o zjednodu²ení, jelikoº v²echny skute£né
sou£ástky jsou nelineární, nicmén¥ pokud není vliv nelinearit p°íli² velký, lze analýzu
linearizací t¥chto sou£ástek usnadnit. Prom¥nná t v následujícím zna£í £as.

3.2.1 Rezistor

Rezistor je pasivní dvojpól, ve kterém dochází k p°em¥n¥ elektrické energie na jinou
formu energie. Je jednozna£n¥ popsán vztahem mezi nap¥tím u a proudem i, tzv. vol-
tampérovou charakteristikou ve tvaru

u = Ri, (3.3)

kde konstanta R je odpor rezistoru s jednotkou ohm [Ω]. Vztahu (3.3) se také ozna£uje
jako Ohm·v zákon.

Schematickou zna£ku resistoru vidíme na Obrázku 3.2a.

3.2.2 Kapacitor

Kapacitor je pasivní dvojpól, ve kterém dochází k akumulaci elektrické energie ve form¥
elektrického pole. Je jednozna£n¥ popsán vztahem mezi nábojem q a nap¥tím u, tzv.
voltcoulombovou charakteristikou ve tvaru

q = Cu, (3.4)

kde konstanta C je kapacita kapacitoru s jednotkou farad [F].
Pro elektrický proud i platí vztah

i =
dq

dt
, (3.5)

který nám spolu s (3.4) dává

i = C
du

dt
.

Schematickou zna£ku kapacitoru vidíme na Obrázku 3.2b.
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(a)
(b)

(c)

Obrázek 3.2: Prvky elektrických obvod· - rezistor (a), kapacitor (b), induktor (c)

3.2.3 Induktor

Induktor je pasivní dvojpól, ve kterém dochází k akumulaci elektrické energie ve form¥
magnetického pole. Je jednozna£n¥ popsán vztahem mezi cívkovým magnetickým tokem
Φc a proudem i, tzv. ampérweberovou charakteristikou ve tvaru

Φc = Li, (3.6)

kde konstanta L je induk£nost induktoru s jednotkou henry [H].
Pro nap¥tí u platí vztah

u =
dΦc

dt
,

který nám spolu s (3.6) dává

u = L
di

dt
. (3.7)

Schematickou zna£ku induktoru vidíme na Obrázku 3.2c.

3.3 Aplikace

V této £ásti vyuºijeme p°edchozí poznatky z teorie oby£ejných diferenciálních rovnic
a elektrických obvod· k aplikaci na konkrétní úlohy z elektrotechniky. Za£neme s jed-
nodu²²ím lineárním problémem, který vy°e²íme analyticky, a budeme pokra£ovat s nu-
merickým °e²ením problému nelineárního.

3.3.1 RLC obvod

Uvaºujme jednoduchý RLC obvod bez zdroje podle Obrázku 3.3, kde R,L respektive
C jsou kladné hodnoty odporu rezistoru, induk£nosti induktoru respektive kapacity
kapacitoru. Z prvního Kirchho�ova zákona pro uzel A dostaneme rovnici

iR(t)− iC(t)− iL(t) = 0, (3.8)

z druhého Kirchho�ova zákona pro smy£ku R dostaneme rovnici

uR(t) + uL(t) = 0 (3.9)

a pro smy£ku S rovnici
uC(t)− uL(t) = 0. (3.10)

Dosadíme do rovnice (3.9) z (3.3) a (3.7) a máme

RiR(t) + Li′L(t) = 0. (3.11)

Dále dosadíme do rovnice (3.10) z (3.4), (3.7), následn¥ rovnici zderivujeme a s pouºitím
(3.5) dostaneme

qC(t)

C
− Li′L(t) = 0 ⇒ iC(t)− LCi′′L(t) = 0. (3.12)
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Obrázek 3.3: RLC obvod bez zdroje

Dosadíme-li je²t¥ do (3.11) z (3.8) a následn¥ z (3.12), m·ºeme psát

RiC(t) +RiL(t) + Li′L(t) = 0 ⇒ RLCi′′L(t) + Li′L(t) +RiL(t) = 0, (3.13)

coº je homogenní lineární oby£ejná diferenciální rovnice druhého °ádu s konstantními
koe�cienty, která má dle V¥ty 1.4 °e²ení na R. Se znalostí funkce iL(t) dostaneme z (3.12)
iC(t) a následn¥ z (3.8) také iR(t).

P°íklad 3.3. Uvaºujme obvod podle Obrázku 3.3 s hodnotami R = 200Ω, L = 0, 25H
a C = 1µF. Spo£ítejme pr·b¥h proud· iR(t), iL(t) a iC(t) p°i po£áte£ních podmínkách
iL(0) = 4A, iC(0) = 1A.

Rovnice (3.13) bude mít tvar

0, 5 · 10−4i′′L(t) + 0, 25i′L(t) + 200iL(t) = 0, (3.14)

p°íslu²ná charakteristická rovnice je

0, 5 · 10−4α2 + 0, 25α+ 200 = 0.

Její ko°eny jsou
α1 = −4000 α2 = −1000

a obecné °e²ení rovnice (3.14) má tedy tvar

iL(t) = C1e
−4000t + C2e

−1000t, (3.15)

kde C1 a C2 jsou zatím neup°esn¥né konstanty. Dosadíme-li iL(t) do (3.12), získáme

iC(t) = 4C1e
−4000t + 0, 25C2e

−1000t. (3.16)

Dosazením z po£áte£ních podmínek do (3.15) a (3.16) obdrºíme soustavu dvou lineár-
ních rovnic pro C1 a C2, která má °e²ení C1 = 0, C2 = 4, z £ehoº spolu s (3.8) plyne

iR(t) = 5e−1000t,

iL(t) = 4e−1000t,

iC(t) = e−1000t.

Nyní do obvodu p°idáme zdroj st°ídavého nap¥tí jak je vid¥t na Obrázku 3.4. V tom-
to p°ípad¥ dostaneme z druhého Kirchho�ova zákona pro smy£ku R rovnici

uR(t) + uL(t) = u(t). (3.17)
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Obrázek 3.4: RLC obvod se zdrojem nap¥tí

Pro smy£ku S a uzel A jsou rovnice stejné jako v p°edchozím p°ípad¥. Výsledná rovnice
pro iL(t) bude mít tvar

RLCi′′L(t) + Li′L(t) +RiL(t) = u(t), (3.18)

coº je obecn¥ nehomogenní lineární oby£ejná diferenciální rovnice druhého °ádu s kon-
stantními koe�cienty, která má dle V¥ty 1.4 °e²ení na intervalu, na kterém je funkce
u(t) spojitá.

P°íklad 3.4. Uvaºujme obvod podle Obrázku 3.4 op¥t s hodnotami R = 200Ω, L =
0, 25H a C = 1µF. Nap¥tí na zdroji nech´ je u(t) = 1500 sin 2000t. Spo£ítejme pr·b¥h
proud· iR(t), iL(t) a iC(t) p°i po£áte£ních podmínkách iL(0) = 0A, iC(0) = 0A.

Rovnice (3.18) bude mít tvar

0, 5 · 10−4i′′L(t) + 0, 25i′L(t) + 200iL(t) = 1500 sin 2000t. (3.19)

�e²ení p°íslu²né homogenní rovnice jsme získali v P°íkladu 3.3. Partikulární °e²ení (3.19)
dostaneme pomocí V¥ty 1.11, jelikoº pravá strana rovnice má speciální tvar. Bude

iLp(t) = P cos 2000t+Q sin 2000t, (3.20)

kde P a Q jsou zatím neup°esn¥né polynomy nejvý²e nultého stupn¥, tedy konstanty.
Dosazením (3.20) za iL(t) do (3.19) a porovnáním koe�cient· u sin 2000t a cos 2000t
dostaneme P = −3, Q = 0. Obecné °e²ení rovnice (3.19) má tedy tvar

iL(t) = −3 cos 2000t+ C1e
−4000t + C2e

−1000t, (3.21)

kde C1 a C2 jsou zatím neup°esn¥né konstanty. Dosadíme-li iL(t) do (3.12), získáme

iC(t) = 3 cos 2000t+ 4C1e
−4000t + 0, 25C2e

−1000t. (3.22)

Dosazením z po£áte£ních podmínek do (3.21) a (3.22) obdrºíme soustavu dvou lineár-
ních rovnic pro C1 a C2, která má °e²ení C1 = −1 a C2 = 4, z £ehoº spolu s (3.8)
plyne

iR(t) = − 5e−4000t + 5e−1000t,

iL(t) = −3 cos 2000t− e−4000t + 4e−1000t,

iC(t) = 3 cos 2000t− 4e−4000t + e−1000t.

Grafy °e²ení vyná²íme na Obrázku 3.5.
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Obrázek 3.5: Pr·b¥h proud· v obvodu se zdrojem nap¥tí z P°íkladu 3.4
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Obrázek 3.6: Elektrický obvod s tunelovou diodou pro van der Pol·v oscilátor

3.3.2 Van der Polova rovnice

D·leºitým p°íkladem nelineárního problému je van der Polova rovnice

u′′(t)− µ(1− u2(t))u′(t) + u(t) = 0, µ > 0, (3.23)

která popisuje nap¥tí u(t) ve van der Polov¥ oscila£ním obvodu. Na obrázku 3.6 je
jedna z moºných realizací tohoto obvodu. Detailn¥j²í rozbor tohoto obvodu je v knize
[Enn11]. Tuto rovnici m·ºeme povaºovat za nelineární zobecn¥ní rovnice tlumeného
harmonického oscilátoru. Za �útlum� odpovídá �koe�cient� −µ(1 − u2(t)). P°esn¥ji
platí, ºe nap¥tí je tlumené, je-li |u(t)| > 1. Jestliºe je naopak |u(t)| < 1, pak nap¥tí
bude nar·stat.

Po£átky van der Polovy rovnice se datují do roku 1927. Byla zavedena kv·li popisu
oscilací v nelineárním elektrickém obvodu. V dne²ní dob¥ se jedná o d·leºitou rovnici
p°i studiu oscilací nejen ve fyzice, ale také nap°íklad v ekonomii, viz [Mil99]. Krom¥
svého aplika£ního potenciálu je rovnice d·leºitá také z £ist¥ matematického pohledu
kv·li relativní jednoduchosti a velmi zajímavým vlastnostem.

Pro zajímavost uve¤me, ºe existuje jedno netriviální periodické °e²ení van der Po-
lovy rovnice a kaºdé dal²í °e²ení (krom¥ konstantního) se k n¥mu p°ibliºuje. Zd·vod-
n¥ní tohoto tvrzení v²ak výrazn¥ p°esahuje rámec této práce. Je moºné ho najít nap°.
v [HSD12].

Rovnici (3.23) si m·ºeme napsat jako soustavu dvou rovnic. Sta£í provést substituci
x(t) = u(t), y(t) = u′(t), z které plyne

x′(t) = y(t),

y′(t) = −x(t) + µ(1− x2(t))y(t).
(3.24)

K °e²ení této soustavy nelze vyuºít ºádné analytické metody z první kapitoly, lze ov²em
vyuºít numerickou Eulerovu metodu z kapitoly druhé.

P°íklad 3.5. �e²me Eulerovou metodou rovnici (3.23) s po£áte£ními podmínkami u(0) =
2, u′(0) = 0 a s dv¥ma hodnotami µ = 1, µ = 10.

P°eformulujeme úlohu do tvaru soustavy (3.24), zvolíme krok Eulerovy metody h =
0.01 a pouºijeme software [WR12], který nám dá výsledky na Obrázku 3.7. Je vid¥t, ºe
amplituda °e²ení se s µ m¥ní velmi málo, naopak perioda s rostoucím µ roste.

P°íklad 3.6. �e²me op¥t Eulerovou metodou rovnici (3.23), nyní s po£áte£ními pod-
mínkami u(0) = 0, u′(0) = 1

100 a s µ = 1.
Pouºitím stejného postupu jako v p°edchozím p°íkladu obdrºíme výsledky na Ob-

rázku 3.8. Je vid¥t, ºe amplituda °e²ení se postupn¥ zv¥t²uje aº se po n¥jakém £ase
ustálí.
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Obrázek 3.7: �e²ení van der Polovy rovnice pro u(0) = 2, u′(0) = 0

Obrázek 3.8: �e²ení van der Polovy rovnice pro u(0) = 0, u′(0) = 1
100
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Obrázek 3.9: �e²ení van der Polovy rovnice pro u(0) = 5, u′(0) = 0

Obrázek 3.10: �e²ení van der Polovy rovnice s nenulovou pravou stranou pro u(0) =
2, u′(0) = 0

P°íklad 3.7. �e²me op¥t Eulerovou metodou rovnici (3.23), nyní s po£áte£ními pod-
mínkami u(0) = 5, u′(0) = 0 a s µ = 1.

Pouºitím stejného postupu jako v p°edchozím p°íkladu obdrºíme výsledky na Ob-
rázku 3.9. Je vid¥t, ºe amplituda °e²ení je na po£átku tlumena.

P°íklad 3.8. �e²me nyní Eulerovou metodou rovnici

u′′(t)− µ(1− u2(t))u′(t) + u(t) = sin

(
t

5

)
(3.25)

s nenulovou pravou stranou a s po£áte£ními podmínkami u(0) = 2, u′(0) = 0 a s µ = 1.
Pouºitím stejného postupu jako v p°edchozím p°íkladu obdrºíme výsledky na Ob-

rázku 3.10. Je vid¥t, ºe °e²ení se chová �chaoticky� . Jedná se o odpov¥¤ van der Polova
oscilátoru na periodické buzení.
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Záv¥r

V této práci jsme se zabývali oby£ejnými diferenciálními rovnicemi a jejich soustava-
mi. Krom¥ základních pojm· a de�nic jsme uvedli v¥ty o existenci a jednozna£nosti
°e²ení. Provedli jsme rozbor základních analytických metod pro °e²ení oby£ejných di-
ferenciálních rovnic a jejich soustav s d·razem na rovnice lineární. V²echny metody
jsme ilustrovali na názorných p°íkladech. Samostatnou kapitolu jsme v¥novali Eulerov¥
metod¥. Provedli jsme její odvození a pouºití jsme demonstrovali na konkrétní úloze.
Ukázali jsme jak funguje itera£ní proces této numerické metody a vyuºili jsme software
pro výpo£et a gra�cké zobrazení výsledk·. Jak analytické, tak numerické metody, jsme
pouºili na konkrétní aplikace z teorie elektrických obvod·. Formulovali jsme základní
zákony elektrických obvod· a popsali hlavní prvky, z kterých se obvody skládají. Ukázali
jsme sestavení rovnic pro RLC obvod, které jsme vy°e²ili analyticky. Eulerovou metodou
jsme °e²ili r·zné modi�kace nelineární van der Polovy rovnice a gra�cky jsme zobrazili
její °e²ení.
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