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Uvod

Teorie diferencidlnich rovnic pati{ k zakladnim disciplinam matematické analyzy. Vzni-
kala pfirozené z potieb fyziky. Posléze nasla uplatnéni v celé fadé dalsich oblasti lidské
¢innosti. Diky diferencialnim rovnicim totiz mtizeme modelovat chovani rozli¢nych sys-
tému védecké a inzenyrské praxe, od mechaniky, ptes chemii, biologii az po elektrotech-
niku.

Zakladni déleni diferencidlnich rovnic je na takzvané oby¢ejné a parcialni diferenci-
alni rovnice. V p¥ipadé obycejnych diferencidlnich rovnic, kterymi se budeme vyhradné
v této praci zabyvat, jsou hledané neznamé funkcemi jedné proménné. Zakladnim prikla-
dem rovnic tohoto typu jsou slavné Newtonovy pohybové rovnice z klasické mechaniky,
které popisuji pohyb hmotného bodu. Dalgim velmi ddlezitym prikladem jsou obvodové
rovnice, které popisuji ¢asovy vyvoj proudd a napéti v elektrickém obvodu.

V parcialnich diferencialnich rovnicich jsou hledané neznamé funkcemi vice promeén-
nych. Parcidlni diferencialni rovnice se piirozené objevuji p¥i popisu fyzikalnich poli, t].
systému s nekone¢né mnoha stupni volnosti. Z nes¢etného seznamu jejich konkrétnich
aplikaci vyberme napiiklad analyzu proudéni tekutin (Navierovy-Stokesovy rovnice),
kvantovou mechaniku (Schréodingerova rovnice), vedeni tepla (rovnice vedeni tepla),
nebo popis elektromagnetického pole (Maxwellovy rovnice) ¢ gravitacniho pole (Ein-
steinovy rovnice).

7 matematického pohledu je zakladni otdzkou v teorii diferencidlnich rovnic exis-
tence a jednoznacnost FeSeni. Z aplika¢niho hlediska je vSak dulezité konkrétn{ feseni
nalézt. K tomu nam véty o existenci pfili§ nepomohou, protoze jejich dikaz neni ¢asto
konstruktivni (tj. neobsahuje navod, jak FeSeni najit). Jak jiz bylo fefeno, tato prace bu-
de pojednavat pouze o obycejnych diferencidlnich rovnicich. V nejjednodussim piipadé
linearnich oby¢ejnych diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty existuje obecny
postup, jak nalézt (alesponn v principu) jejich feSeni analyticky. Pro nalezeni analytické-
ho FeSeni obecné oby¢ejné diferencidlni rovnice vSak zadny takovy postup neexistuje. V
pripadé nelinedrnich obycejnych diferencidlnich rovnic se tak musime ¢asto spokojit s je-
jich numerickym fefenim. K tomu je hojné vyuzivana vypocetni technika a numericky
software.

Numerické metody pro feSeni obyéejnych diferencidlnich rovnic nebo jejich soustav
jsou nejcast&ji metody iteracni. Nejjednodussim p¥ikladem je metoda Eulerova. Casto se
vyuziva Siroka tfida metod typu Runge-Kuta. Z fady divodd by vybéru vhodné metody
mél predchazet dikladny analyticky rozbor problému. Takovy rozbor vSak nemusi byt
jednoduchou zalezitosti.

Tato prace se sklada ze ti{ kapitol. Prvnf kapitola pojednava o obecné teorii obycej-
nych diferencidlnich rovnic a prezentuje zakladni analytické metody jejich feSeni.

Ve druhé kapitole se soustfedime na numerickou Eulerovu metodu pro hledani apro-
ximace FeSen{ soustav obycejnych diferencialnich rovnic prvniho #adu.

Treti kapitola se tyké teorie elektrickych obvodi a ukazuje aplikace obycéejnych di-
ferencidlnich rovnic v této oblasti. Kromé standardniho RLC obvodu zde zminime také
van der Polovu rovnici, kterd popisuje nelinedrni oscilator. Jeji feSeni budeme hledat
numericky Eulerovou metodou vysvétlenou ve druhé kapitole.






1. Zaklady obyc¢ejnych
diferencialnich rovnic

Diferencidln{ rovnice vyjadfuje vztah mezi nezndmou funkci a jejimi derivacemi v ur-
¢itém definiénim oboru. Pokud je nezndma funkce funkci jedné proménné, pouzivame
pro rovnice oznaceni obycejnd diferencidlni rovnice, v pripadé funkce vice proménnych
mluvime o parcidlnich diferencidlnich rovnicich.

V této préaci se budeme zabyvat vyhradné obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi.
Zactnéme stru¢nym piehledem teorie. VSechny véty budeme uvadét bez dikazt. Dikazy
muze ¢tenaf nalézt ve standardnich ucebnicich o oby¢ejnych diferencialnich rovnicich,
viz napft. [BDHO09| a [Wal9§].

Tuto kapitolu za¢neme se zakladnimi pojmy z teorie oby¢ejnych diferencidlnich rov-
nic, nasledné rozebereme jejich fesitelnost a na zavér uvedeme prehled nékterych ana-
lytickych metod pro hledani feSeni ur¢itych typl rovnic.

1.1 Zakladni pojmy a definice

Definice 1.1. Necht F' je funkce n + 2 proménnych, kterd nen{ konstantni vzhledem
k posledni proménné. Oby¢ejnou diferencialni rovnici n-tého faddu rozumime rovnici

F(z,y(@),y' (x),y" (), ...,y (2)) = 0 (1.1)
Rad diferencialn{ rovnice odpovida nejvyssimu Fadu derivace, ktery se v diferencidlni

rovnici vyskytuje. V dalsim se budeme zabyvat obyc¢ejnymi diferencidlnimi rovnicemi
n-tého radu, které jsou roziesené vzhledem k nejvyssi derivaci, tj. maji tvar

v (@) = flz,y(@) ¢ (2),y" (@), .y "D (@) (1.2)

Definice 1.2. Resenim rovnice (T.1)) na intervalu I nazveme funkci y(z), kterd mé na
I n-tou derivaci a spliwje ([1.1) v kazdém bodé intervalu I.

Podivejme se jesté na soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Kro-
mé jiného jsou zajimavé proto, ze do nich lze pfepsat rovnici (|1.2)).

Definice 1.3. Necht fi, fo,..., fn jsou funkce n 4+ 1 proménnych. Regenim soustavy
obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho #adu

vix) = filz, (@), y2(2), ..., yn(2)),
yé(:U) = f2($>y1(x)ay2(m)’ 7yn($))a (1.3)
y;(x) = fn(xayl(x)vyZ(x)a ,yn(x)),
na intervalu I nazveme systém
(W1(x), y2(2), -, yn(2)) (1.4)

diferencovatelnych funkci na I, které vyhovuji soustavé rovnic (1.3) v kazdém bodé
intervalu I.



1.2 Véty o existenci a jednoznac¢nosti

Diilezitou otazkou v teorii diferencialnich rovnic je existence a jednoznacnost feseni.
Uvedme si dvé véty na toto téma. Tyto véty maji pouze lokilni charakter. Rikaji nam
totiz, Ze pii splnéni urcitych podminek feseni existuje na néjakém okoli bodu. Tato lok4l-
nost je zptisobena tim, 7e se zatim bavime o velmi obecnych obyc¢ejnych diferencidlnich
rovnicich a jejich soustavich. Pozdéji také formulujeme vétu o existenci a jednoznacénosti
pro specialni typ rovnic, kterd jiz bude mit globalni charakter.

Véta 1.1. Mé&jme rovnici (1.2) a bod P = (z0, Y01, Y02, - - - , Yon) € R, Necht pravd
strana rovnice a jeji derivace

af of of

fvaiyvaiyla”'vay(nil)

jsou spojité v okoli bodu P. Pak v okoli bodu xo ezxistuje prdvé jedna funkce y(x), kterd
resi rovnici (1.2)) a vyhovuje pocdteénim podminkdm
y(z0) = yo1, ¥ (z0) = Yoz, - - -, ¥ (20) = yon-

Véta 1.2. Méjme soustavu (1.3) a bod P = (x0, %01, Y02, - - - » Yon) € R L. Necht f;,i =
1,...,n, v soustavé (L.3) jsou spojité v okoli O bodu P a maji v O spojité parcidlni
derivace podle y;,1 = 1,...,n. Pak v okoli bodu xo existuje prdvé jeden systém funkci

(L.4), ktery fesi soustavu (1.3) a vyhovuje vztahim y;(xo) = yoi,i = 1,...,n. Tyto
vztahy oznacime jako pocdtecni podminky.

1.3 Metody reSeni obycCejnych diferencidlnich rovnic

1.3.1 Piima integrace

Nejjednodussi rovnice ma tvar ¢’ () = f(x), kde f(z) je v spojita v intervalu I. Hledejme
feSeni této rovnice, které pro xol spliiuje y(xg) = yo. ReSenim takové tlohy na intervalu
I je primitivni funkce k funkci f(x) na I vyhovujici poc¢ateéni podmince, tj. funkce

—yo+/ f(t)

Priklad 1.1. M&me ulohu ¢'(z) = e* — 1,y(0) = 1. Funkce e* — 1 je spojitd na R.
Refenim této rovnice na R j je dle predchomho funkce

€T
y(m)—l—i—/ e —ldt=14+¢"—x—1=¢"—2.
0

1.3.2 Separace proménnych

Véta 1.3. Necht je f(x) spojitd v intervalu I, g(y) spojitd a nenulovd v intervalu J.
Meéjme rovnici a pocdtecni podminku

1y (&)
V(@ =2y (1.5)
y(zo0) = Yo,

kde xg € I ayo je vnitini bod J. Potom existuje okoli bodu xo (v piipadé, Ze xq je krajnim
bodem, se jednd o prislusné jednostranné okoli), ve kterém md 4loha (1.5) prdvé jedno
reseni. Toto resent je implicitné ddno vztahem

/ " Fydt = / v g(t)dt.
Zo Yo



Pozndmka 1.1. Méjme danu ulohu

y'(x) = f(z)g(y),

y(z0) = vo, (16)

kde f(x) je spojita v I, g(y) je spojita v J, xg € I a yg je vnitini bod J. Je-1i g(yo) # 0,
pak diky spojitosti existuje otevieny interval Jy C J obsahujici bod yg, na kterém je
g(y) nenulova. Na Jy proto plati
9(y) = i
9(y)
Podle pfedchozi véty existuje okoli bodu xg, ve kterém ma pravé jedno feseni
a toto Teseni je implicitné dano vztahem

/m:f(t)dt - /yj(m) gif).

Pokud ¢(yo) = 0, je feSenim tulohy funkce y(z) = yo. V tomto pFipadé vsak
obecné neméme zajisténu jednoznacnost feSeni na zadném okoli bodu xg, jak uvidime
v nasledujicim piikladu.

O rovnicich z Véty a Poznamky [I.1] fikdme, ze maji separované promeénneé.
Priklad 1.2. Mg&jme ulohu 3/ (z) = y%(x),y(O) = 1. Protoze g(y) = yg(x) nabyva klad-
nych hodnot an intervalu (0, 00), dostaneme pro Fedeni zadané tlohy vztah

y(@) q¢ x
1t 0

0d 1 . _ (z+3)3 .. . .

tud 3ys(x) — 3 = z. Tedy y(x) = “57—. ProtoZe jsme pozadovali, aby y(z) > 0,
musi platit x > —3. Dle vySe uvedené véty mame zajisténo, Zze tato funkce je jedno-
znacné uréenym reSenim zadané tlohy na néjakém okoli bodu 0. Pfirozena otéazka je,
na jakém nejvétsim intervalu je feSeni ur¢eno podminkou y(0) = 1 jednoznacéné. Touto

zajimavou otazkou se zde vSak zabyvat nebudeme. Pouze poznamenejme, Ze dosazenim
(z+3)3
27

o . P . o - Y . _ (z+3)3 | .
tecni podminkou y(0) = 1 urceno jednoznacné, protoze y(r) = max {0, 5= ¢ je takeé

snadno ovéfime, Ze y(x) = fesi tlohu dokonce na R. Ale na R neni feSeni poca-

feSenfm uvedené tlohy.

Jestlize si predepieme podminku y(0) = 0 misto podminky y(0) = 1, pak y(x) =0
je TeSeni na R. AvSak identicky nulovd funkce neni jednozna¢né urcenym feSenim na
zadném okgli bodu 0, protoze y(x) = 92”—; je takeé FeSenim vyhovujicim podmince y(0) = 0
a ziejmé 5= # 0 pro kazdé x # 0.

Grafy feSeni pro obé pocatetni podminky muizete vidét ma Obrazku

1.3.3 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Méjme obycejnou linedrni diferencialni rovnici

y'(z) + a(z)y(z) = b(z) (1.7)
a k ni prislusnou homogenni linedrni rovnici
y'(z) + a(z)y(z) = 0. (1.8)

Predpokladejme, ze funkce a(z) a b(x) jsou spojité v intervalu /. Potom je dle Véty
uvedené dale v textu zarucena v intervalu I existence a jednoznac¢nost feSeni rovnice
(1.7) s pocateéni podmikou y(zg) = yo, kde xo € I,y € R.



- — y@=22E, y0)=]
' — y®)=Z,¥(0)=0

-4}

Obréazek 1.1: Reseni tlohy z Piikladu

Homogenni linearni rovnici ((1.8]) miZzeme Fesit separaci proménnych. S pfihlédnutim
k podmince y (z¢) = yo muzeme pro yo # 0 psat

y(x) z
/ dt_ —/ a(t)dt,
Yo t o

‘yg) — oxp <_/zo a(t)dt> ,

o) =mexo (- [ a(vat).

kde odstranéni absolutni hodnoty je korektni vzhledem k néasledujici poznamce.
Pozndmka 1.2. Absolutni hodnotu v (1.9) mtizeme odstranit, protoze Vétao separaci
proménnych lze aplikovat jen na takovych intervalech, kde ¢g(y) = y je nenulova. Mame
danou podminku y(xg) = yo. Je-li tedy yo > 0, pak se omezujeme jen na kladné hodnoty
funkce y(x) a naopak je-li yop < 0, omezujeme se jen na zaporné hodnoty funkce y(x).
Podil %Z) musi tedy byt vzdy kladny. Véta o separaci proménnych nam dava existenci
a jednoznalnost fedeni jen na néjakém okoli zg, avSak dosazenim z (1.9) do (1.8) se
snadno pfesvéd¢ime, Ze se jednd o feSeni na celém I, jehoz jednoznacnost na I plyne
z Véty
Pozndmka 1.3. Odvozeni (1.9) nelze aplikovat v pfipadé, kdy yo = 0, le¢ posledni vyraz
plati i v tomto pfipadé a plyne z néj y(x) = 0.

Regenf rovnice (L.7) ziskdme tzv. metodou variace konstanty. Vyjdeme z predpokla-
du, ze FeSeni rovnice ((1.7) m4 tvar

y(z) = C() exp (- /a ) dt) , (1.10)



kde
C(z0) = yo. (1.11)

Derivaci ziskdme
y'(z) = C'(x) exp < /m: a(t) dt> — C(x)a(z) exp < /m: a(t) dt> (1.12)

Po dosazeni (L.10) a (1.12) do (L.7) a vyuziti metody pFfimé integrace z ¢asti [1.3.1]
s podminkou (1.11)) miZeme psat

C'(x) exp (— /x: a(t) dt> — C(z)a(x)exp (— /m: a(t) dt>

+ a(@)C(x) exp <_ / :a(t) dt) — ba),
O () exp (- / :a(t) dt> — b(a),
Clx) = yo + / b(t) exp (/t a(s) ds> dt (1.13)

zo 0

Reseni rovnice (I.7) dostaneme po dosazeni (T.13) do (T.10), tedy

y(z) = (yo + / b(#) exp (/t a(s) ds) dt) exp <— /z:a(t) dt) .

Priklad 1.3. Chceme Tesit rovnici
Y () + 32%y(z) = 322, y(0) =2. (1.14)

Zacneme fefenim piisluiné homogenni rovnice y'(z) + 322y(z) = 0. Mizeme vyuzit
odvozeného vzorce z ([1.9)), ale pro ilustraci na tomto piikladé zopakujeme celé odvozeni.

Mtzeme psat
y(@) q¢ z
/ = — / 3t3dt,
1 0

t
log y(;) = —23,
'y(w) _
2
y(x) = 26_9”3,

kde odstranén{ absolutni hodnoty je korektni vzhledem k Poznamce [1.2

Dle (1.10) bude mit FeSeni (1.14) tvar

y(@) = C(a)e™, (1.15)
kde
C(0) =2.
Po derivaci dostaneme
Y (z) = C'(at)(fgﬁ3 - 3C(m)x2e*"”3 (1.16)

a po dosazeni (1.15)) a (1.16)) do (1.14) mame podle (1.13)

C’(ac)e_”"”3 - 30(1?)1‘26_303 + 3302(3'(%')6_””3 = 322,



C”(x)e*:’“"3 = 3272,

Cz) =2+ / 3t2el’dt = 14 ¢* (1.17)
0

Regeni rovnice (T.14) dostaneme po dosazeni ([.17) do (T.15)), tedy

y(z) = (1 + e“tg) e = e 4 1.

1.3.4 Linearni diferencialni rovnice n-tého fadu

V ptedchozi ¢ésti jsme se zabyvali obyc¢ejnymi linedrnimi diferencialnimi rovnicemi prv-
niho fadu. Nyni se podivame na obecny piipad linearnich diferencialnich rovnic n-tého
Ffadu. Zejména si zde formulujeme vétu pro tuto t¥idu rovnic, kterd ma globalni charak-
ter.

Definice 1.4. Linearni diferencialni rovnice n-tého fadu je rovnice tvaru
v (@) + an 1 (@) V(@) + -+ a @)y (2) + ao(2)y(x) = f(2). (1.18)
Funkce a;(x),i =0,...,n — 1, oznacime jako koeficienty rovnice
Véta 1.4. Jsou-li funkce ap(z),...,an—1(x), f(x) z rovnice (1.18)) spojité v intervalu I,
pak existuje pravé jedno FeSeni y(x) rovnice , které splniuje podminky
y(z0) = yo1, ¥ (z0) = Yoz, - - -, ¥ (20) = yon-

kde xzg € I a yo; € R,i = 1,...,n, pFficemZ toto Tesend je definovano v celém intervalu

1.

Definice 1.5. Definujeme homogenni linedrni rovnici pfislusnou k nehomogenni linearni

rovnici jako
Yy (2) 4 a1 (2)y™ (@) + -+ a1 @)y (2) + ao(x)y(z) = 0. (1.19)

Dulezitou vlastnosti oby¢ejnych linedrnich diferencidlnich rovnic je princip superpo-
zice, ktery je formulovan v nasledujici vété.

Véta 1.5. Méjme funkce y1 (), y2(2), . . ., yp(z), které fesi rovnici (1.19)). Potom rovnici
(1.19) 7esi také libovolnd linedrni kombinace téchto funket.

Definice 1.6. Mé&jme funkce fi(x), fo(x),..., fx(x), které maji v intervalu I spojité
parcialni derivace az do fadu k—1. Definujeme Wronského determinant p¥islusny k témto
funkcim jako

filz)  falz) o fir(2)
Wiz) = f{@ féfi) f;’ffx)
) SN ) )

Véta 1.6. Necht y;(x),i = 1,...,n jsou TeSent rovnice (1.19)), kterd jsou linedrné ne-
zdvisld v intervalu I, v némz jsou koeficienty rovnice spojité. Potom Wronského deter-
minant

yi(z) o) Yn ()

/ / /
() yh(x) Yn(z
W(ac) _ 1 2. n # 0
v @) g @) o oy (2)

pro vSechna x € I. Jsou-li naopak Feseni rovnice linedrné zdvisldé v I, je W (x) = 0 pro
vSechna x € 1.
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Priklad 1.4. Méjme rovnici
y'(2) +y(z) =0 (1.20)

v R. ReSenimi této rovnice jsou napiiklad funkce sinz a cosz. Wronského determinant
piislu$ny k t&mto funkcim

sinx coszx .
= —sin?z —cos’xz = —1

W(zx) =

cosxr —sinx

pro vSechna x € R. Funkce sinz a cosx jsou tedy linearn& nezavislé vsude, kde mé
rovnice (|1.20)) spojité koeficienty, tedy v celém oboru realnych &isel.

Definice 1.7. Jako fundamentalni systém rovnice (1.19) oznatime systém n linearné
nezavislych feseni této rovnice y;(x),i =1,...,n.

Véta 1.7. Pokud zndme fundamentdini systém y;(x),i = 1,...,n, rovnice (1.19)), pak
vSechna Teseni této rovnice maji tvar

y = c1y1(x) + coyz(x) + - + cayn(),
kde c; e R prot=1,...,n.

Véta 1.8. Pro kazdou rovnici (1.19) se spojitymi koeficienty v intervalu I existuje v I
fundamentdlni systém.

Priklad 1.5. Budeme hledat Yeseni rovnice (1.20)) z Prikladu[1.4] které spliiuje podminky

y(0) =0, ¥'(0)=1. (1.21)

Fundamentalni systém této rovnice tvori napiiklad funkce sinx a cosz. V8echna feSeni
a jejich derivace tedy maji tvar

T) =cysinx + cycosz,
y/( ) . c1,c2 € R (1.22)
Y (x) = cpcosx — cosinz,

Dosadime-li podminky (1.21) do (1.22), dostaneme soustavu linernich algebraickych
rovnic, kterda méa feseni ¢; = 1 a co = 0. Hledané FeSeni méa tedy tvar y(z) = sinz.

Nyni pfejdeme od homogenni rovnice (1.19) k rovnici (1.18)) s obecné nenulovou

pravou stranou.

Véta 1.9. Pokud mdme fundamentdlni systém y;(z),i = 1,...,n, homogenni rovnice
(1.19), potom obecné Feseni prislusné nehomogenni rovnice (1.18)) md tvar

y(z) = yp(z) + c1y1(x) + coya(x) + - + cayn(),

kde c; e R,i=1,...,n, a yp(z) je libovolnd funkce, kterd vyhovuje rovnici (L.18)), tzv.
partikuldrni Fesend.

Funkci y,(x) z Véty najdeme pomoci metody variace konstant ve tvaru
yp(2) = c1(@)y1(@) + c2(x)y2(x) + - + cn(@)yn(2), (1.23)

kde y;(z),i =1,...,n, je fundamentélni systém rovnice ((1.19)).
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Véta 1.10. Méjme fundamentdlni systém y;(x),i = 1,...,n rovnice (L.19) a funkce
ci(z),i =1,...,n, které vyhovuji rovnicim

ch(x)y(z) + cy(7)ya(z) + +  (@)yn(T) = 0,

i (2)y) (x) +  y(z)ys() + + @)y () = 0,
......................................................................... (1.24)
c’l(x)ygn_m(:c) + dy(x yén_z) x) + + c%(x)y,(ln_m(a: = 0,
GV @) + @y @) + e+ @) = f),

kde yi(x),i =1,...,n, je fundamentdini systém rovnice (1.19) a f(z) je funkce z rovnice
(1.18). Potom funkce (1.23)) je partikuldrni Tesent, které vyhovuje rovnici (1.18)).

Priklad 1.6. Budeme hledat obecné reSeni rovnice
y"(x) + y(z) = 3sinz cos x. (1.25)

Z piikladu vime, Ze fundamentalni systém piislusné homogenni rovnice je y;(z) =
sinx a yo(x) = cosx. Obecné feSeni rovnice (|1.25) bude mit tvar

y(z) = yp(x) + crsinz + cp cos z, (1.26)
kde ¢1,c2 € R. Soustava (1.24]) bude mit tvar

d(z)sine + dy(z)cosz = 0,
d(x)cosz — dy(x)sinx = 3sinzcosz.

(1.27)

Resenim soustavy (1.27)) a naslednou pf¥imou integraci dostaneme

cj(x) = 3sinx cos® c1(x) = —cos® x + ki,

/ i02 = i3
¢o(z) = —3sin” x cos z, ca(x) = —sin’ z + ko,

kde ki, ky € R. Partikularni feseni rovnice (1.25)) bude napiiklad

3 3

Yp(z) = —cos” xsinx —sin” x cosx = —sinz cosx

a obecné feSeni bude mit tvar
y(r) = —sinx cosx + ¢y sinz + ¢ cos x,

kde ¢1,c0 € R.

Nyni se vice zaméfime na linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty.
Zatnéme s rovnici homogenni

Yy (2) + a1y V(@) + - 4 ey (@) + aoy(x) =0, (1.28)

kde a; € R,i =0,...,n—1. Pfedpokladejme, Ze feseni rovnice ([1.28)) ma tvar y(z) = e**
pro a € R. Dosadime-li toto FeSeni do (1.28), dostaneme po vydéleni vysledné rovnice
vyrazem e®* tzv. charakteristickou rovnici

A" +ap_1a" M+ +aja+ag = 0. (1.29)

Je-li nyni a; € R r;-nasobny kofen rovnice (1.29) pro ¢ = 1,...,k, pak fundamentélni
systém rovnice (1.28) je dan n funkcemi

yij(x):yjjeaix, i=1,....k j=0,...,m—1.
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Priklad 1.7. Mé&jme rovnici
y" (@) —y"(2) —y'(z) + y(z) = 0. (1.30)
Ptislusna charakteristickd rovnice mé tvar
- —a+1=0

a po upravé
(@ —1)*(a+1)=0.

Tato rovnice mé jednoduchy kofen a; = —1 a dvojnasobny kofen as = 1. Fundamen-
talni systém rovnice (1.30) se bude skladat z funkei

xT

yi(z) =e ", wyar)=¢", y3(x)=xe”.

Koreny charakteristické rovnice nemusi byt vzdy reédlné, le¢ vidy je mozné nalézt
redlny fundamentalni systém. Pokud je r-ndsobnym kofenem charakteristické rovnice
imaginarni ¢islo a + be, je také komplexné sdruzené ¢islo a — bi r-nasobnym kofenem
charakteristické rovnice. Témto kofentim pfislusi ve fundamentélnim systému 2r funkci

27 e cos b,

27 e sin bz,

V praxi se ¢asto setkdme s linedrnimi diferencidlnimi rovnicemi s konstantnimi koe-
ficienty, jejichZ prava strana mé specidlni tvar. V dal§im se na takové rovnice podiviame
blize. Méjme tedy rovnici tvaru

Y™ (2)+an_ 1y (2)+ - +ary (z)+aoy(z) = e (P(z) cos bz + Q(z) sinbz), (1.31)

kde ag,ai,...,an—1,a,b € R, P(x) je mnohoé¢len p-tého stupné a Q(x) je mnoho¢len
g-tého stupné, P(x) i Q(x) maji realné koeficienty. Jeden z mnohoc¢lentt P(x) nebo
Q(z) muze byt nulovy, v takovém p¥ipadé definujeme stupeit mnohoé¢lenu ¢islem —1.
Upozornéme zde, Ze podle Véty existuje pro takové rovnice feSeni na celé realné ose.
V piipad€, Ze ma prava strana rovnice specidlni tvar jako rovnice , nebyva
vhodné hledat partikularni feseni y,(z) metodou variace konstant, ale pomoci nize uve-
dené véty. P¥islusnd homogenni rovnice k rovnici maé charakteristickou rovnici

a" 4+ ap_10™ M+ -+ aja + ag = 0. (1.32)
Oznacime s = max{p, q}.

Véta 1.11. Pokud a+bi nend korenem rovnice (1.32)), potom partikuldrni fesent rovnice

(1.31) md tvar
yp(x) = e (R(x) cosbx + S(z)sinbx),

kde R(x) a S(x) jsou mnohocleny nejvyse s-tého stupné.
Pokud a+bi je r-ndsobngm koienem rovnice (1.32), potom partikuldrni feSent rovnice

(1.31) md tvar

yp(x) = 2" (R(x) cosbr 4+ S(z)sinbzx),

kde R(x) a S(x) jsou mnohocleny nejvyse s-tého stupné.
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Priklad 1.8. Budeme feSit rovnici
y"(x) =y (x) — 2y(x) = (x + 1)e*". (1.33)

Porovnanim s (1.31)) mame a = 2,b =0, P(z) = x+1,Q(z) = 0. Tim padem s = p = 1.
Charakteristickd rovnice
a?—a—-2=0

rovnice (1.33) ma kofeny oy = —1, a0 = 2, takZe a + bi = 2 je jednoduchym kofenem
této charakteristické rovnice. Podle Véty hledame tedy partikuldrni feSeni rovnice

(L.33) ve tvaru

Yp(z) = 2e** (Az + B) = ¢** (Az® + Bz) , (1.34)
kde A, B jsou zatim neurcené konstanty. Dosadime za y(z) do a dostaneme
¥ (6Ax +2A +3B) = e** (z +1).

Porovnanim koeficient u stejnych mocnin x dostaneme soustavu rovnic
6A =1,
2A+3B =1,
7 ¢ehoz plyne A = %, B = %. Dosazenim do dostaneme partikularn{ feSeni rovnice

(1:33)
. (T2 2z
yp(l‘) = 62 <6 + 9>

kde cq,co € R.

1.3.5 Soustavy obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

Definice 1.8. Soustava oby¢ejnych diferencidlnich rovnic se nazyva linedrni, pokud ma
tvar

vi(z) = an(@)yi(z) + az(@)y(z) + +  aw(@)yn(z) + hi(z),

ya(z) = an(x)yi(z) + a(@)y(z) + + a()yn(z) + ha(x),

h(@) = am@ne) + ee@n@) + o+ @@ + ha).
(1.35)

Soustava ([1.35]) se nazyva homogenni, pokud h;(z) = 0,7 = 1,...,n, v opatném p¥ipadé
se nazyva nehomogenni.

Véta 1.12. Jsou-li funkce a;j(x), hi(x),i,5 = 1,...,n, ze soustavy rovnic (1.35)) spo-
Jité v intervalu I, pak ezistuje prdvé jedno FeSeni soustavy (1.35)), tj. systém funkci
(y1(2), y2(2), - . . s yn(@)), které splivuji podminky yi(wo) = yoi,i = 1,...,n, kde zo € I
ayo; € R,i=1,...,n, pficemZ toto TeSent je definovdno v celém intervalu I.

Definice 1.9. Mg&jme soustavu (|1.35)), ktera je homogenni. Dale mé&jme n feeni této
soustavy, tj. n systémi funkei (y1;(z), y2i(x), ..., yni(x)), 7 = 1,...,n. Tuto n-tici feSeni
nazveme fundamentalnim systémem homogenni soustavy (1.35)) v I, pokud determinant

yir(z) yiz(z) - yin(z)
D) = | v @) (1.36)

pro v8echna x € 1.
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Véta 1.13. Jsou-li funkce a;j(x),i,5 = 1,...,n, ze soustavy rovnic (1.35|) spojité v I,
potom pro determinant (1.36)) plati bud D(x) # 0 pro vSechna x € I nebo D(x) =0 v
I

Véta 1.14. Mé&jme n systémi funkei (y1i(x), yoi(x), ..., yni(x)) i = 1,...,n, které tvori
Jundamentdlni systém homogenni soustavy (1.35)). Obecné FeSeni této soustavy md poté
tvar

yi(x) = Ciynl(z) + Coyz(xz) + -+ + Chyin(z),
y(x) = Cyalzr) + Cowx(z) + - + Chyon(z),
yn(ﬂf) — C'1ynl (l‘) + CZynZ(l‘) + -+ Cnynn(x)a

kde C; €R,i=1,...,n.

Nyni se zaméfime na soustavy linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koe-
ficienty. M&me homogenni soustavu

yi(z) = anyi(x) + anye(r) + +  a1nyn(T),
yo(r) = anyi(x) + axy(r) + +  agnyn(x), (1.37)
y;L (l‘) = danl¥Y1 (.I) +  an2y2 (.T) + +  GnnYn (x)a

kde a;; € R,i,j =1,...,n. Pfedpokladejme, Ze FeSeni soustavy (1.37) ma tvar
(k:le’\x, ko, ... , k:nem)

pro A, ki, ko, ..., k, € R. Dosadime-li toto feseni do ([1.37]), dostaneme po vydéleni vech

vyslednych rovnic vyrazem e soustavu
(a1 — Nk + aigke + - + aink, = 0,
asikr + (a2 —AN)ky + -+ + aspk, = 0,
apikr  + an2ks  + + (ann —Nkn = 0,

ktera ma nenulové Teseni pravé tehdy, kdyz determinant

ail — A a2 “oeaip
a1 azr — A - a2,

=0. (1.38)
anl an2 o Qpp — )\

Je-li nyni A\; € R r;-nasobny kofen charakteristické rovnice (1.38)) pro ¢ = 1,...,k,
definujeme-li navic ro = 0, pak fundamentalni systém soustavy (1.37) je dan n systémy
funket (y1;(x), y2i(x), ..., yni(x)), i =1,...,n, ve tvaru

i

i—1
yjli(x):lei(x)e)\ix) izl?"‘7k7 li:1+zrm7---’ZTmu j:]-a"'un?
m=0

m=0
(1.39)
kde Pj;, je mnohoclen stupné nejvyse (r; — 1).
Priklad 1.9. Budeme feSit soustavu
yll(x) = 2y1(.’L‘),
yo(r) = — 2yi(z) + 4dpe(z) — 2y3(2), (1.40)
ys(v) = — dyi(z) + 4dpe(x) — 2y3(2).
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Prislusna charakteristickd rovnice mé tvar

2—X 0 0
-2 4—-—X =2 =0
—4 4 2=
a po upravé
A\ —2)2=0.

Tato rovnice m4 jednoduchy kofen A\; = 0 a dvojnasobny koten Ao = 2. Regeni, pifsluiné
kofenu Aj, hleddme podle (1.39)) ve tvaru

yi(e) = A, yar(z) = Bi,  ya(z) = Cy, (1.41)
kde Ay, B1,C; € R. Dosazenim (|1.41]) do (1.40) dostaneme rovnice

24, =0,
—2A1 +4B; —2C1 =0,
—4A1 +4B; — 2C1 =0,

z ¢ehoZ plyne po zpétném dosazeni do (|1.41)
yi(z) =0, ya(z)= D1, ys(z)=2D, (1.42)

kde D; € R. Jelikoz sou¢tem mnohoclenti stupné nejvyse (ro — 1) dostaneme opét
mnoho¢len stupné nejvyse (ro — 1), mizeme FeSeni, piislusna ko¥enu Ao, hledat podle

(1.39) ve tvaru

y12(x) + yi3(x) = (Agw + Az)e™,
Yoo (2) + y23(x) = (Bax + Bs)e™, (1.43)
ys2(z) + yss(x) = (Coz + C3)e*”,

kde Ay, As, Ba, B3, Cy,C3 € R. Dosazenim ([1.43)) do ([1.40)) dostaneme po tpravé rovnice

Ay =0,

2A3 + By —2B3 4+ 2C35 =0,
By —Cy =0,

Cy =0,

z ¢ehoZ plyne po zpétném dosazeni do (|1.43)

y12(x) + y13(x) = Dae™,
y22() + y23(x) = Dae®* + Dse™, (1.44)
y32(x) + y33(z) = D3e*,

kde Dy, D3 € R. Z (1.42)) a ([1.44) dostaneme obecné Feseni rovnice ([1.40))

yl(x) = D262$,
y2(x) = Dy + Dge®® + D3e?*,
y3(z) = 2Dy + D3e?®,

kde Dl, DQ, D3 e R.
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Koreny charakteristické rovnice nemusi byt vzdy reédlné, le¢ vidy je mozné nalézt
redlny fundamentalni systém. Pokud je r-ndsobnym kofenem charakteristické rovnice
imaginarni ¢islo a+bi, je také komplexné€ sdruzené ¢islo a — bi r-nasobnym kofenem cha-
rakteristické rovnice. Témto kofentim piislusi ve fundamentalnim systému 2r systému
funkei ve tvaru

yji(x) = (Pji(z) cos bx + Qj;(x) sin bx) e**,
kde Pj;(z) a Qji(x) jsou mnohocleny stupné nejvyse r — 1.

Na zavér této Casti jeSté stru¢né rozebereme soustavy nehomogenni.

Véta 1.15. Pokud mdame fundamentdlni systém (y1;(z), y2i(x), .. ., yni(x)) i =1,...,n,
soustavy (1.35), kterd je homogenni, potom obecné feSeni piislusné nehomogenni sou-
stavy md tvar

yi(r) = yip(z) + Cwul(z) + Coyre(z) + +  Cuyin(z),
va(r) = yp(z) + Ciya(z) + Coyx(z) + +  Cpyan(z),
yn(‘T) = ynp(x) + Clynl(x) + ngnz(l’) + -+ Cnynn(x)v

kde C; e Ryi=1,...,n, a (yip(x), y2p(z), ..., ynp(x)) je libovolny systém funkci, ktery
vyhovuje soustavé (1.35), tzv. partikuldrni Fesent.

Systém funkei (y1p(z), yop(2), ..., ynp(z)) z Véty najdeme pomoci metody va-
riace konstant ve tvaru

yip(x) = Ci@yn(z) + Ca(@)ya(z) + +  Cn()yin(2),
yop(r) = Ci(x)ya(x) + Ca(z)yae(r) + +  Cn(x)yan(z), (1.45)
ynp('r) = Ci(@)ym(r) + Co(@)yn2(z) + - + Cu(@)ynn(z),
kde (y1i(2),y2i(z), ..., yni(2z)),7 = 1,...,n, je fundamentalni systém homogenni sou-
stavy (L.35).
Véta 1.16. Meéjme funkce Ci(x),i = 1,...,n, které vyhovuji rovnicim
Ci(@yn(z) + Cyx)ya(z) + - + Culz)ym(z) = h(z),
Clalm() + Chalm(e) + -+ + Ch@lm() = hale). 0
Cl@)ym(z) + Cyx)yna(z) + -+ + CL(@)ymn(z) = ha(z),
kde (y1i(x),y2i(x),...,yni(x)),i = 1,...,n, je fundamentdlni systém homogenni sou-

stavy prislusné k soustavé (1.35) a hi(x),i = 1,...,n, jsou funkce ze soustavy (1.35)).
Potom systém funkci (1.45) je partikuldrni fesend, které vyhovuje soustavé (1.35)).

Priklad 1.10. Budeme hledat obecné feSeni rovnice

vi(z) = (),
yg(x) = yx) + 2 (1.47)

Snadno zjistime, %e obecné feSeni homogenni soustavy p¥islusné k soustavé (1.47) ma
tvar

yi1(z) = Cre® + Coe™ ",
ya2(z) = C1e” — Coe™ ",

Sestavime soustavu (|1.46|)

Cl(x)e” + Ch(x)e ™ = 0,
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Ci(z)e” — Ch(z)e ™ = 2,

z které plyne
Ci(z)= e, Ci(z) = —e* + K,

Cy(x) = —e*, Cy(r) = —€e" + Ko,
kde K1, K2 € R. Partikularni feseni rovnice (1.47)) bude napiiklad

yip(r) =—e "e’ —ee " = -2,

yop(r) =—e "’ +e%e " = 0
a obecné feSeni bude mit tvar

yi(z) = =2+ Che” + Cae™ 7,
ya2(z) = Cre® — Coe™ ",

kde C1,Cs € R.
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2. Eulerova metoda

V prvni kapitole jsme se z Véty dozvédéli, Ze soustava obyCejnych diferencialnich
rovnic prvniho Ffadu s pocatetnimi podminkami v bodé x¢p mé jednoznacné reSeni
v okoli xg pfi splnéni podminek na lokilni spojitost funkci f; ze soustavy a jejich
parcidlnich derivaci. Tento zajisté zajimavy vysledek nam ovSem nedava zadny navod
k tomu, jak toto FeSeni najit. Vycet metod na hledani Fefeni soustav diferencidlnich
rovnic z prvn{ kapitoly neni zdaleka tplny, pfesto se v praxi ¢asto setkdme s rovnicemi,
jejichz feSeni neni mozné nalézt tzv. analyticky, tzn. symbolickou manipulaci s rovnicemi
pomoci aritmetickych a diferencidlnich operaci jak jsme pravé ¢inili v prvni kapitole.
Musime tedy k problému piistoupit jinak. Jedna z moznost{ je pouzit metodu, kte-
rou publikoval §vycarsky matematik Leonhard Paul Euler jiz v roce 1768 a nazyva se
po ném Fulerova metoda. Jedna se o nejjednodussi metodu numerického Feseni sou-
stav obycejnych diferencidlnich rovnic prvnfho fadu. Jak tato metoda funguje? Mé&jme
dany pocateéni podminky y;(zo) = yoi, i = 1,...,n, kde (20, %01, Y02, - - -, Yon) € R

a (y1(x),y2(x), ..., yn(x)) je FeSeni soustavy
(@) = filz,y1(2),y2(2), ..., yn(2)),
yé(ﬂf) = f2($,3/1(13)ay2($),~-w?/n(x))a (21)
Yn(2) = fulz,y1(2),92(2), .. ., yn(2)),
spliiujici zadané pocatetni podminky. Pokud mame libovolné i € {1,2,...,n}, plyne
z téchto podminek, ze funkce y;(z) prochazi bodem (zg,yo;). Navic ze soustavy (2.1)
zname hodnotu derivace y)(xo) = fi(zo, %01, Y02, - - -, Yon). Tim padem mtZeme napsat

rovnici tetny funkce y;(x) v bodé xg

10i(2) = yoi + fi(x0, Yo1, Yo2, - - -, Yon)(x — o). (2.2)

Na dostate¢né kratkém intervalu, kde se derivace feSeni znatelné neméni, je tato tecna
dobrou aproximaci tohoto Feseni, viz Obrazek Proto, pokud je x1 dostate¢né blizko
k xg, muzeme y;(x1) aproximovat hodnotou y1; = 70;(x1) dosazenim x = x; do rovnice

tecny (2.2)), tedy
yi(x1) = y1i = 10i(21) = yoi + fi(zo, yo1, Yoz, - - -, Yon) (1 — X0).

Dale miizeme zkusit zopakovat stejny postup. Nezname sice hodnotu feSeni y;(z1),
nabizi se ndm ovSem jeji aproximace yy; a pro xo > xr1 muZzeme definovat

yi(z2) = y2i = y1i + fil@1, 911, Y12, - - -, Y1) (X2 — 21).
Pokra¢ujeme-li timto zptsobem, dostaneme obecny vztah pro aproximaci y;(zxy1)
Yi(Tht1) = Yerr)i = Uki + Fi(Trs Ykt U2 - - Ukn) (Tr1 — 1), b =10,1,....

Definujeme-li nakonec fi; = fi(Tk, Yk1, Yk2, - - - » Ykn) a predpokladame-li konstantni krok
Tk4+1 — T = h pro v8echna k, dostaneme vzorec Eulerovy metody ve tvaru

Y(k+1)i = Yki + feih, k=0,1,.... (2.3)

Eulerovu metodu pouzijeme tak, Ze opakované vy¢islime rovnici (2.3 a tim bude-

me generovat posloupnost hodnot y1;,y2;, . .., které aproximuji feSeni y;(z) v bodech
L1y, T2y
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Obrazek 2.1: Eulerova metoda - te¢na k feSeni
Priklad 2.1. Uvazujme soustavu rovnic
ya(z) = 2y(z) + 2y2(w),
s pocateénimi podminkami
y1(0) =0, 2(0) =1. (2.5)

Pouzijeme Eulerovu metodu s krokem h; = 0,1 a hy = 0,05, abychom nasli p¥iblizné
hodnoty Fesent tlohy (2.4)-(2.5) na intervalu [0, 2r]. Tyto hodnoty nasledné porovname
s pfesnym feSenim.

V dloze f se jedna o soustavu linedrnich diferencialnich rovnic, kterd je
homogenni. Metodou z ¢asti ziskdme presné Feeni ve tvaru

y1(x) = —e"sinz, ya(x) = e"(sinx + cosx).

Aproximaci tohoto fefeni Eulerovou metodou s h = 0,1 ziskdme pomoci vzorce (2.3).
Méme

yi1 =yo1 + 0,101 =0+0,1-—-1=-0,1
yi2 =yo2 +0,1foa =1+0,1-2 = 1,2

V dalsim kroce méame

yo1 = y11 +0,1f11 =—0,1+0,1--1,2=—0,22
yo =y12+0,1fi2= 1,2+40,1-2,2 = 1,42
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Obrazek 2.2: Eulerova metoda - srovnéni pfesného feSeni y; (x) s pfibliznym fesenim pii
kroku h =0,1a h=0,05

Opakovanim tohoto postupu dostaneme hodnoty yg1,yre, k = 0,1..., které aproximuji
feSeni dlohy f. Stejné budeme postupovat i pro h = 0,05. K celému vypoétu
mizeme vyuZit vhodny numericky software, napt. [WR12|, ktery vysledné hodnoty in-
terpoluje a nasledné muZzeme srovnat priblizné a pfesné feSeni, viz obrazky a

Z obrazki a je zfetelné, ze ¢im dale se nachézime od pocatetniho bodu
xo = 0, tim hor3i je aproximace piesného reSen{. Kratsi krok metody vede dle ocekévani
k lep&i aproximaci pfesného FeSeni. Dal$i vlastnost pfiblizného feSeni, které je z obrazku
patrnd, je, ze v intervalech, kde je pfesné feSen{ konvexni, je pfiblizné FeSeni mengi,
nez feSeni presné. Naopak intervaltim, kde je pfesné feSeni konkavni, odpovida priblizné
feSeni s hodnotami vét§imi, nez mé feSeni pfesné. Tato vlastnost plyne z polohy grafu
teCny viifi grafu pfesného FeSeni. Pokud je pfesné Feseni konvexni, lezi graf te¢ny pod
grafem tohoto feseni a naopak.

Eulerova metoda lze pouzit na soustavy obyCejnych diferencidlnich rovnic prvniho
fadu. Jak ale FeSit rovnice vysSich fada (roz¥eSenych vzhledem k nejvyssi derivaci)?
Takové rovnice miiZzeme substituci snadno pfevést na soustavu diferencidlnich rovnic
prvniho fadu a aplikovat poté Fulerovu metodu. Ukazme si tento postup na jednodu-
chém piikladu. Mé&jme rovnici 3" (z) — y(x) = 0. Polozme 3/ (z) = v(z). Pak dostavame
soustavu v'(z) = y(z),y'(z) = v(z). Na tuto soustavu jiz muZeme aplikovat Eulerovu
metodu.

Na zavér je nutné poznamenat, ze pri uziti Eulerovy metody nebo obecné jakékoliv
jiné numerické metody je vzdy potfeba mit na paméti, ze metoda je pouze pfiblizna
a je na misté se ptat, zda vysledné FeSeni je dostateéné presné k tomu, aby bylo po-
uzitelné pro nage ucely. V pfedchozim pifpadé jsme mohli pfesnost piiblizného fesen{
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Obrézek 2.3: Eulerova metoda - srovnani piesného Feseni yo(z) s pFibliznym feSenim pii
kroku h = 0,1 a h = 0,05

posoudit pfimo srovnanim s feSenim ziskanym analyticky. Obvykle ovSem analytické fe-
Senf neméme k dispozici a musime se spolehnout na odhady, které znalost tohoto Teseni
nevyZzaduji. Pro vice informaci o Eulerové metodé (napiiklad odhadech chyb, kterych se
dopoustime) a dalsich numerickych metodéch feseni diferencialnich rovnic viz [BDHQ9],

[HSD12], [Rek63] nebo [DBI2].
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3. Elektrické obvody

Elektrickym obvodem budeme rozumét idealizovany model elektrického zafizeni tvo-
Feny propojenim idealnich soucastek za pomoci perfektnich vodi¢i. V prostoru mimo
uvazované prvky musi byt veskeré elektromagnetické pole zanedbatelné. Budeme pied-
pokladat, Ze vSechny prvky obvodi maji idealizované vlastnosti a Ze jejich parametry
jsou znémy. Vice informaci o ¥eSeni elektrickych obvodu lze nalézt napt. v [HPZ14].

V této kapitole formulujeme zdkladni zakonitosti z teorie elektrickych obvodi, ma-
tematicky popiseme hlavni soucastky, z kterych se elektrické obvody skladaji a nakonec
uvedeme konkrétni aplikace oby¢ejnych diferencialnich rovnic v teorii elektrickych ob-
vodil.

3.1 Kirchhoffovy zakony

Casteény matematicky popis obvodu lze ziskat z Kirchhoffovych zakont, které je mozné
odvodit z Maxwellovych rovnic, popisujicich elektromagnetické pole. Kirchhoffovy zéko-
ny jsou piimé disledky dvou obecnych fyzikalnich zakont. Jedna se o zdkon zachovani
elektrického naboje a zdkon zachovani energie.

3.1.1 Prvni Kirchhofftiv zakon

Prvni Kirchhoffiv zakon lze odvodit z rovnice kontinuity pro elektricky néboj, viz
[Nov05]. Piedpokladejme, Ze se v obvodu nachazi uzel, tj. bod, ve kterém je spoje-
no nékolik vodicti. Pokud do tohoto uzlu pfitékaji proudy i;,j = 1,...,m a odtékeji

z néj proudy ix, k =m+1,...,n, mizeme prvni Kirchhoffiv zdkon napsat ve tvaru
m n
dij= Y i (3.1)
j=1 k=m-+1

Priklad 3.1. Pro uzel A v obvodu na Obréazku [3.1| by méla rovnice (3.1]) tvar

11 = 1 + 3.

3.1.2 Druhy Kirchhoffiv zdkon

Druhy Kirchhofftiv zdkon muZzeme odvodit z Faradayova indukéniho zakona, viz [Nov05].
Budeme predpokladat, Ze se v obvodu nachézi smycka, tj. uzaviend draha tvorena jed-
notlivymi prvky obvodu, které jsou spojeny perfektnimi vodic¢i. Pokud tato smycka ne-

obepind ¢asové proménny magneticky tok a obsahuje prvky o napétich u;, 7 =1,...,m
11 A
| G
——
u1
= ® o] ® -
13 12

Obréazek 3.1: Kirchhoffovy zakony
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shodné orientovanych s orientaci smyc¢ky a prvky o napétich ug,k =m+1,...,n opad-
né orientovanych nez je orientace smycky, miazeme druhy Kirchhoffiv zdkon napsat ve
tvaru

m n
ZUJ' e Z Uk - (3.2)
j=1 k=m-+1

Priklad 3.2. Pro smycky R a S v obvodu na Obrazku by mély rovnice (3.2) tvar

'U,:U1+U3,

U9 = us.

3.2 Prvky elektrickych obvodu

V této ¢asti si probereme zakladni prvky elektrickijch obvodi, tzn. idealizované soucastky
tvorici elektricky obvod. Omezime se na prvky linearni, jejichz vlastnosti jsou nezévis-
1é na velikostech napéti a proudt. Jednéd se o zjednoduSeni, jelikoz vSechny skutecné
soucéstky jsou nelinedrni, nicméné pokud neni vliv nelinearit pfili§ velky, lze analyzu
linearizac{ téchto soucastek usnadnit. Proménnd ¢ v néasledujicim znaci ¢as.

3.2.1 Rezistor

Rezistor je pasivni dvojpdl, ve kterém dochézi k pFeméné elektrické energie na jinou
formu energie. Je jednoznatné popsan vztahem mezi napétim v a proudem 4, tzv. vol-
tampérovou charakteristikou ve tvaru

u = Ri, (3.3)

kde konstanta R je odpor rezistoru s jednotkou ohm [§2]. Vztahu (3.3)) se také oznacuje
jako Ohmiiv zdkon.
Schematickou znacku resistoru vidime na Obrazku

3.2.2 Kapacitor

Kapacitor je pasivni dvojpdél, ve kterém dochézi k akumulaci elektrické energie ve formé
elektrického pole. Je jednozna¢né popsan vztahem mezi ndbojem ¢ a napé&tim u, tzv.
voltcoulombovou charakteristikou ve tvaru

q=Cu, (3.4)

kde konstanta C' je kapacita kapacitoru s jednotkou farad |F].
Pro elektricky proud i plati vztah

dg
= — 3.5
i= 9, 35)
ktery nam spolu s (3.4) dava
du
| =C—.
T

Schematickou znac¢ku kapacitoru vidime na Obrazku [3.2b
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(a) (b) ‘

Obréazek 3.2: Prvky elektrickych obvodu - rezistor (a), kapacitor (b), induktor (c)

3.2.3 Induktor

Induktor je pasivni dvojpdl, ve kterém dochézi k akumulaci elektrické energie ve formé
magnetického pole. Je jednozna¢né popsan vztahem mezi civkovym magnetickym tokem
®. a proudem i, tzv. ampérweberovou charakteristikou ve tvaru

®, = Li, (3.6)

kde konstanta L je indukcnost induktoru s jednotkou henry [H].
Pro napéti u plati vztah

_do
oAt
ktery nam spolu s (3.6) dava
di
u g (3.7)

Schematickou znagku induktoru vidime na Obrazku B.2d

3.3 Aplikace

V této Casti vyuZijeme piedchozi poznatky z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic
a elektrickych obvodi k aplikaci na konkrétn{ alohy z elektrotechniky. Za¢neme s jed-
nodu$sim linedrnim problémem, ktery vyfe$ime analyticky, a budeme pokracovat s nu-
merickym feSenim problému nelinedrniho.

3.3.1 RLC obvod

Uvazujme jednoduchy RLC obvod bez zdroje podle Obrazku [3.3] kde R, L respektive
C jsou kladné hodnoty odporu rezistoru, induk¢énosti induktoru respektive kapacity
kapacitoru. Z prvniho Kirchhoffova zakona pro uzel A dostaneme rovnici

ir(t) —ic(t) —iL(t) =0, (3.8)

z druhého Kirchhoffova zdkona pro smycku R dostaneme rovnici

ur(t) +ur(t) =0 (3.9)
a pro smy¢ku S rovnici
uc(t) —ur(t) = 0. (3.10)
Dosadime do rovnice (3.9) z (3.3) a (3.7) a mame
Rig(t) + Li},(t) = 0. (3.11)

Dale dosadime do rovnice (3.10) z (3.4), (3.7), nasledné rovnici zderivujeme a s pouzitim
(3.5) dostaneme

qcc(t) —Lib()=0 = ic(t)— LCVL(t) =0. (3.12)
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Obrazek 3.3: RLC obvod bez zdroje

Dosadime-li jesté do (3.11) z (3.8) a nasledné z (3.12)), mitizeme psat
Ric(t) + Rip(t) + Li,(t) =0 = RLCi[(t) + Li,(t) + RiL(t) = 0, (3.13)

coZ je homogenni linedrni oby¢ejna diferencilni rovnice druhého ¥adu s konstantnimi
koeficienty, ktera ma dle Véty f"eéeni na R. Se znalosti funkce iz (t) dostaneme z (3.12))
ic(t) a nasledné z také ip(t).
Priklad 3.3. Uvazujme obvod podle Obrazku s hodnotami R = 20012, L = 0,25H
a C = 1uF. Spocitejme priabéh proudt ig(t),ir(t) a ic(t) pi potatetnich podminkich
ir.(0) = 4A,ic(0) = 1A.

Rovnice bude mit tvar

0,5- 1074 () + 0, 254’ (t) 4+ 20041, (t) = 0, (3.14)
prislugna charakteristickd rovnice je
0,5-107%a2 4 0,25a + 200 = 0.

Jeji kofeny jsou
ap = —4000 g = —1000

a obecné feSen{ rovnice mé tedy tvar
in(t) = Cpe4000t | (e —1000t (3.15)
kde Cy a C jsou zatim neupfesnéné konstanty. Dosadime-li iz (¢) do (3.12), ziskame
ic(t) = 4C e~ 4090 10 25C,e 1000, (3.16)

Dosazenim z po¢atecnich podminek do (3.15) a (3.16]) obdrzime soustavu dvou lineér-
nich rovnic pro C; a Cy, ktera ma feseni C; = 0,Cy = 4, z ¢ehoz spolu s (3.8]) plyne

ZR(t) — 567100025’
iL(t) — 46_1000t,

iC (t) _ 6_1000t.

Nyni do obvodu pfidame zdroj st¥idavého napéti jak je vidét na Obrazku[3.4 V tom-
to piipadé dostaneme z druhého Kirchhoffova zdkona pro smycku R rovnici

ur(t) +ur(t) = u(t). (3.17)

26



— IR
— L1 =
uR
ul@ @ ur|< I @ uc |__ C
wir yiC

Obrazek 3.4: RLC obvod se zdrojem napéti

Pro smy¢ku S a uzel A jsou rovnice stejné jako v pfedchozim pfipadé. Vyslednd rovnice
pro ir(t) bude mit tvar

RLC# (t) + Li',(t) + Rir(t) = u(t), (3.18)

coZ je obecné nehomogenni linedrni obycéejné diferencidlni rovnice druhého Fadu s kon-
stantnimi koeficienty, kterda ma dle Véty FeSeni na intervalu, na kterém je funkce
u(t) spojita.

Priklad 3.4. Uvazujme obvod podle Obrazku opét s hodnotami R = 20012, L =

0,25H a C' = 1uF. Napéti na zdroji necht je u(t) = 1500 sin 2000¢. Spoé&itejme pribéh

proudt ig(t),ir(t) a ic(t) pfi pocateénich podminkach iz (0) = 0A,ic(0) = OA.
Rovnice bude mit tvar

0,5- 104" () + 0, 254, (t) -+ 200i(t) = 1500 sin 2000. (3.19)

Resgenf prislusné homogenni rovnice jsme ziskali v Pfikladu Partikularni feseni (3.19)
dostaneme pomoci Véty [1.11] jelikoZ prava strana rovnice mé specialni tvar. Bude

irp(t) = P cos2000t 4+ @ sin 2000¢, (3.20)

kde P a @ jsou zatim neupfesnéné polynomy nejvyse nultého stupné, tedy konstanty.
Dosazenim (3.20) za ir(t) do (3.19) a porovnanim koeficienti u sin 2000t a cos 2000t
dostaneme P = —3,@Q = 0. Obecné feseni rovnice (3.19) ma tedy tvar

ir,(t) = —3cos 2000 4+ Cre~ 400 4 Cye 1000, (3.21)
kde Cy a Cy jsou zatim neupfesnéné konstanty. Dosadime-li i7,(¢) do (3.12), ziskame
ic(t) = 3cos 2000t + 4C e~ 1000 1 (), 250,100, (3.22)

Dosazenim z poc¢atetnich podminek do (3.21) a (3.22)) obdrzime soustavu dvou lineér-
nich rovnic pro C; a Cy, kterd ma feseni C; = —1 a Cy = 4, z ¢ehoZ spolu s (3.8)
plyne

—4000¢ —1000¢
— de + be ,

ir(t)
ir(t) = —3cos 2000t — 4000 4 4=1000t
ic(t) = 3cos2000t — 44000t | ,—1000t

Grafy feSeni vynasime na Obrazku [3.5]
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— ir(t)
— iL(t)
— ic(t)

Obrézek 3.5: Priibéh proudi v obvodu se zdrojem napéti z P¥ikladu
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Obréazek 3.6: Elektricky obvod s tunelovou diodou pro van der Polav oscilator

3.3.2 Van der Polova rovnice

Dtlezitym pifkladem nelinedrnfho problému je van der Polova rovnice
u” (t) — p(l —u? () (t) +u(t) =0, u>0, (3.23)

ktera popisuje napéti u(t) ve van der Polové oscila¢nim obvodu. Na obrazku je
jedna z mozZnych realizaci tohoto obvodu. Detailnéjsi rozbor tohoto obvodu je v knize
|[Ennli]. Tuto rovnici mizeme povazovat za nelinedrni zobecnéni rovnice tlumeného
harmonického oscildtoru. Za ,utlum“ odpovida ,koeficient —pu(1 — u?(t)). Pfesngji
plati, Ze napéti je tlumené, je-li |u(t)| > 1. Jestlize je naopak |u(t)] < 1, pak napéti
bude nartstat.

Pocatky van der Polovy rovnice se datuji do roku 1927. Byla zavedena kvili popisu
oscilaci v nelinedrnim elektrickém obvodu. V dne$n{ dobé se jedna o dtileZitou rovnici
pfi studiu oscilaci nejen ve fyzice, ale také napiiklad v ekonomii, viz [Mil99]. Kromé
svého aplika¢ntho potencidlu je rovnice dilezita také z Cisté matematického pohledu
kvili relativni jednoduchosti a velmi zajimavym vlastnostem.

Pro zajimavost uvedme, Ze existuje jedno netrividlni periodické fegeni van der Po-
lovy rovnice a kazdé dalsi feseni (kromé konstantniho) se k nému p¥iblizuje. Zdavod-
néni tohoto tvrzeni v8ak vyrazné presahuje rdmec této préce. Je mozné ho najit napft.
v [HSD12].

Rovnici si miZzeme napsat jako soustavu dvou rovnic. Sta¢i provést substituci
z(t) = u(t),y(t) = v'(t), z které plyne

2'(t) = y(t),
Y (1) = —x(t) + p(l —2*(1)y(t).

K teSeni této soustavy nelze vyuzit zadné analytické metody z prvni kapitoly, 1ze ovSem
vyuzit numerickou Eulerovu metodu z kapitoly druhé.

Piiklad 3.5. Resme Eulerovou metodou rovnici s po¢atecnimi podminkami u(0) =
2,4/'(0) = 0 a s dvéma hodnotami p = 1, u = 10.

Preformulujeme tlohu do tvaru soustavy , zvolime krok Eulerovy metody h =
0.01 a pouzijeme software [WR12], ktery nam da vysledky na Obréazku[3.7 Je videt, ze
amplituda TeSeni se s © méni velmi mélo, naopak perioda s rostoucim pu roste.

Priklad 3.6. Resme opét Eulerovou metodou rovnici , nyni s pocatetnimi pod-
minkami u(0) = 0,4/(0) = 1t5 as p = 1.

Pouzitim stejného postupu jako v predchozim pfikladu obdrzime vysledky na Ob-
razku B.8] Je vidét, Ze amplituda FeSeni se postupné zvétsuje az se po néjakém Case
ustali.

(3.24)
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Obrazek 3.7: Reseni van der Polovy rovnice pro u(0) = 2,u/(0) = 0
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Obrézek 3.8: Regeni van der Polovy rovnice pro u(0 0,u'(0) = 5
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Obrazek 3.9: Reseni van der Polovy rovnice pro u(0) = 5,u/(0) = 0
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Obréazek 3.10: ReSeni van der Polovy rovnice s nenulovou pravou stranou pro u(0) =
2,4'(0)=0
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Priklad 3.7. Resme opét Eulerovou metodou rovnici , nyn{ s pocatecnimi pod-
minkami u(0) = 5,4/(0) =0as u=1.

Pouzitim stejného postupu jako v predchozim pfikladu obdrzime vysledky na Ob-
razku 3.9 Je vidét, Zze amplituda FeSeni je na pocatku tlumena.

Piiklad 3.8. Resme nyni Eulerovou metodou rovnici

W) — (1 — w20 () + ult) = sin (;) (3.25)

s nenulovou pravou stranou a s po¢ateénimi podminkami w(0) = 2,4/(0) =0 as p = 1.

Pouzitim stejného postupu jako v predchozim pfikladu obdrzime vysledky na Ob-
razku Je vidét, ze Fefeni se chova ,chaoticky®. Jedna se o odpovéd van der Polova
osciladtoru na periodické buzeni.
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Zaver

V této praci jsme se zabyvali obyCejnymi diferencidlnimi rovnicemi a jejich soustava-
mi. Kromé zikladnich pojmi a definic jsme uvedli véty o existenci a jednoznacnosti
FeSeni. Provedli jsme rozbor zékladnich analytickych metod pro feSeni obyCejnych di-
ferencialnich rovnic a jejich soustav s diirazem na rovnice linearni. VSechny metody
jsme ilustrovali na nazornych piikladech. Samostatnou kapitolu jsme vénovali Eulerové
metodé. Provedli jsme jeji odvozeni a pouZiti jsme demonstrovali na konkrétni dloze.
Ukézali jsme jak funguje iteraéni proces této numerické metody a vyuzili jsme software
pro vypocet a grafické zobrazeni vysledkt. Jak analytické, tak numerické metody, jsme
pouzili na konkrétni aplikace z teorie elektrickych obvoda. Formulovali jsme zakladni
zékony elektrickych obvodi a popsali hlavni prvky, z kterych se obvody skladaji. Ukazali
jsme sestaveni rovnic pro RLC obvod, které jsme vyfesili analyticky. Fulerovou metodou
jsme Fesili rizné modifikace nelinearn{ van der Polovy rovnice a graficky jsme zobrazili
jeji TeSeni.
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