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Abstrakt

Monoidy s linedrnim usporadanim
(zkracené tomonoidy) jsou matema-
tickou strukturou, kterd mulze mimo
jiné popisovat sémantiku konecnych
fuzzy logik. Cilem této prace je imple-
mentovat v jazyce C/C++ algoritmus
popsany Milanem Petrikem a Tho-
masem Vetterleinem v c¢lancich ,,Rees
coextensions of finite, negative tomo-
noids“ a ,Algorithm for generating
finite totally ordered monoids®, jenz
k libovolnému tomonoidu vygeneruje
vSechna jeho jednoprvkova rozsireni,
tzv. reesovské koextenze, kterda jsou
opét tomonoidy. Timto zplusobem je
v principu mozné vygenerovat vsechny
reprezentace konecnych fuzzy logik,
nicméné casovd narocnost algoritmu
je exponencidlni v zavislosti na poctu
prvki tomonoidu. Price se tedy také
zabyvd moznostmi paralelizace procesu
a vhodnym zpusobem ukladani vygene-
rovanych vysledkt. Cilovou platformou
implementace je opera¢ni systém Linux.

Klicova slova: konecné negativni to-
monoidy, vicehodnotova logika, fuzzy lo-
gika

/ Abstract

Vi

Totally ordered monoids (abbrevi-
ated as tomonoids) are mathematical
structures which can be utilized -
among other — to describe semanthics of
finite-valued fuzzy logics. Main goal of
the thesis is an implementation of the
algorithm described by Milan Petrik
and Thomas Vetterlein in articles
“Rees coextensions of finite, negative
tomonoids” and ‘Algorithm for gener-
ating finite totally ordered monoids”
in C/C++. The algorithm generates
one-element extensions (called Rees co-
extensions) to a given tomonoid which
are, in turn, tomonoids as well. Using
this approach it is possible - in principle
- to create all the representations of
finite-valued fuzzy logics, however the
time complexity of the algorithm is
exponential in respect to the cardinality
of tomonoid. Due to this fact the the-
sis also considers parallelization of the
algorithm and an appropriate method
of storing the generated results. The
target implementation platform is the
Linux operating system.

Keywords: finite negative tomonoids,
multivalued logic, fuzzy logic
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Kapitola ].
Uvod

Cilem préce je implementovat v jazyce C/C++ algoritmus generujici operace v konec-
nych vicehodnotovych logikdch navrzeny v ¢lanku Rees coextensions of finite, negative
tomonoids[l]. K jejich popisu je pouzita struktura tzv. kone¢nych negativnich monoidu
s linedrnim usporadénim, zkracené (z anglictiny) tomonoidi. Ukazuje se, ze pocet to-
monoidd, a tim padem i ¢asova naroc¢nost algoritmu, roste exponencidlné v zavislosti
na poctu prvku tomonoidu. Dalsim tkolem préace tedy je prozkoumat moznosti paraleli-
zace vypoctu a navrhnout vhodny zptsob ukladani a reprezentace vysledku. Teoretické
zéklady vedouci k algoritmu jsou vysvétleny v sekci 1.2, nasleduje rozbor algoritmu
v kapitole 2 a jeho implementace je popsana v kapitole 3.

I 1.1 Fuzzy mnoziny a fuzzy logika

Tomonoidy jsou obecnou matematickou strukturou, kterd miize slouzit k popisu operaci
v rozli¢nych odvétvich matematiky ¢i informatiky. V ¢lancich, které slouzi jako zakladni
zdroj pro tuto praci[l,2], jsou tomonoidy interpretovany predevsim jako reprezentanti
konjunkci v konecnych vicehodnotovych logikach, proto je na tivod prace zarazena tato
sekce.

Za prvotni prispévek k teorii fuzzy mnozin je povazovan ¢lanek Fuzzy Sets[3] z roku
1965, jehoz autorem je Lofti A. Zadeh. Na ni pak v 70. letech dale formuloval zéklady
fuzzy logiky. Nicméné vicehodnotovymi logikami se zabyvali matematici uz diive, napt.
Jan Lukasiewicz nebo Kurt Godel[4, s. 21]. Jako piiklad v praxi ¢asto uzivané vicehod-
notové logiky uvedme trihodnotovu logiku dotazovaciho jazyka SQL.

Jednou z motivaci k zavedeni teorie fuzzy mnozin a fuzzy logiky je skutecnost, ze
lidé v bézném zivoté ¢asto operuji s vagné definovanymi pojmy, které v klasickych pro-
t&jscich téchto teorii nelze snadno (nebo vystizné) popsat. Zatimco k zavedeni mnoziny
neplnoletych ob¢anti Ceské republiky zcela postacuje klasicka teorie mnozin, u mnoziny
mladych obcantt Ceské republiky uz by pravdépodobné vznikl problém kvili nejasné
definici toho, kdo je jesté mlady a kdo uz ne. Lze samoziejmé zavést pevnou vékovou
hranici, napt. 26 let, do které osobu prohlasime za mladou, nicméné je otazkou, jestli
tato pevna hranice dostatecné dobre vystihuje pojem mlady. Opravdu je ¢lovek do 26
let iplné mlady a v den svych 26. narozenin uz najednou viibec mlady neni?

Prislusnost prvku z z univerzalni mnoziny X k mnoziné A lze v klasické teorii mnozin
popsat charakteristickou funkei pa : X — {0, 1}:

|1 proxceA,
'uA_{O pro x ¢ A.

V teorii fuzzy mnozin se pouziva zobecnénd charakteristickd funkce (také zvana funkce

prislusnosti)
pa s X — <0, 1>.
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Obrazek 1.1. Funkce piislusnosti p14 z rovnice (1).

Pokud nyni oznac¢ime vék ¢lovéka jako x a mnozina A bude reprezentovat vék, do kte-

.....

takto:
1 pro z € (0, 20),
pa =14 255%  pro x € (20,50) (1)
0 pro z € (50, +00).

Tedy do 20 let bychom clovéka oznacili jako jasné mladého, pak by se do 50 let pti-
slusnost ¢lovéka k mnoziné mladych lidi postupné snizovala a nakonec ¢lovéka starsiho
50 let bychom uz do mnoziny mladych lidi nezatfadili. Obdobné bychom mohli zavést
mnozinu B, ktera by reprezentovala vék, od kterého uz je ¢lovék stary. Nemuseli bychom
se vsak nutné drzet toho, ze ugp = 1—pu 4. Mohli bychom treba definovat, ze 35lety ¢lovék
prislusi z 0,5 k mnoziné mladych lidi, ale pouze z 0,1 k mnoziné starych lidi.

Dalsim ze zptsobil popisu fuzzy mnoziny je popis pomoci systému rezi

Ra:(0,1) = P(X).
Ten kazdému « € (0, 1) priradi tzv. a-Tez:
Rle) = pa' (o, 1)) = {z € X : pa(z) > a}

Poznamenejme, ze mnozina ,u;‘l je ostrd (tj. klasickd, neni fuzzy). Reprezentace fuzzy
mnoziny systémem Tezl se také nazyva horizontdlni reprezentace, reprezentace funkci
prislusnosti se nazyva vertikdlni reprezentace.

B 1.1.1 Fuzzy konjunkce

K vyrokovym a mnozinovym operacim z klasickych teorii zavadi fuzzy teorie jejich
fuzzy protéjsky. Pro tcely prace se omezime pouze na definici pojmu fuzzy konjunkce.
Fuzzy konjunkce je bindrni operace A, : (0,1)2 — (0,1) spliiujici nasledujici axiomy
pro vsechna a, 8,y € (0,1) [4, s. 30]:

aNe S =0 Nex (komutativita)
aNe (BNey) = (e ) Ne 7y (asociativita)
B<y=aNheB<aNey (monotonie)
alNel=a (okrajova podminka)

Tecka u znaménka pro klasickou konjunkci naznacuje, ze ve fuzzy logice muze tyto
podminky spliiovat vice operaci, které lze rozliSovat napt. indexem. Fuzzy konjunkce se
také jinak oznacuji jako trojihelnikové normy (t-normy). Nize jsou uvedeny tii jejich
priklady:

« standardni konjunkce:
aNg /B = min(awB)v



« Lukasiewiczova konjunkce:

_Ja+pB-1 proa+p—-1>0,
ahLf= {O jinak,

« drastickd konjunkce:

a pro =1,
alApfB=<¢ 8 proa=1,
0 jinak.

I 1.2 Teorie a terminologie

Tato sekce shrnuje teorii a vysvétluje terminy, které budou vyuzity pri popisu imple-
mentovaného algoritmu. Zakladnim pojmem, se kterym zachézi celd prace, je monoid
s linedrnim uspordaddnim, dale v praci zkracovany jako tomonoid (z anglického totally
ordered monoid).

Monoid je mnozina M, na niz je definovana binarni operace @ : M x M — M. Tuto
dvojici zapisujeme jako (M, ®) a vyznacuje se nasledujicimi vlastnostmi:

« @ je asociativni, tj. V a,b,ce M : (a©®b) ®c=a® (bOc)
e existuje v ni neutralni prvek, tj. Ine M Vr e M :z2On=n®zx = x.

Prikladem monoidu je operace s¢itani prirozenych ¢isel (N, 4+) nebo ndsobeni matic
velikosti n x n (R™",.). Druhy piiklad ukazuje, Ze s vyjimkou operaci zahrnujicich
neutralni prvek (zde jednotkova matice prislusnych rozméri) nelze od bindrni operace
definované na monoidu oc¢ekavat komutativitu. Dale v praci bude neutralni prvek mo-
noidu znacen jako 1, nebot pouzitd operace ® bude mit multiplikativni charakter.

Linedrni (neostré) uspordadani na mnoziné M je binarni relace R, kterd je:

« reflexivni (V a € M : aRa)

« antisymetrickd (V a,b € M : aRb A bRa = a=10)
e tranzitivni (V a,b,c € M : aRb N bRc = aRc)

« trichotomicka (V a,b € M : aRbV bRa).

Trichotomie zarucuje, ze kazdy prvek mnoziny M lze v rdmci R porovnat s jakym-
koliv jinym, ¢imz se linearni usporadani 1isi od obecnéjsiho cdstecného usporddani.
Zaménou reflexivity za ireflexivitu (V a € M : = aRa) je definovano ostré linearni uspo-
fadani. Typickym piikladem linedrniho usporadéni je relace ,<* (mensi nebo rovno)
na zakladnich ¢iselnych oborech (N, Z,Q,R).

Linearni usporadani < nazveme kompatibilnim s operaci ®, pokud pro vsSechna
a,byc € M platia < b= (a@c<bGc AN c®a < c®b). V takovém piipadé
nazveme operaci ® monotonni viuci <. Prikladem monoidu s kompatibilnim linearnim
usporadanim je nasobeni pfirozenych ¢isel (N; <, - 1).

Tomonoidem budeme zvat monoid (S, ®) s kompatibilnim linedrnim usporadanim <
a neutrdlnim prvkem 1 — znaceno jako (S;<,®,1). Prdce se bude déle zabyvat pfe-
devsim koneénymi negativnimi (tj. 1 je nejvétsim prvkem S) tomonoidy. Nebude-li
uvedeno jinak, bude se pfi pouziti pojmu tomonoid predpokladat také splnéni téchto
dvou vlastnosti.

Jak bylo predvedeno vyse, tomonoidy nemusi byt nutné komutativni (pro vsechna
a,b € M plati a © b = b ® a), ovSem pokud jsou, predstavuji fuzzy konjunkci a kore-
sponduji tedy s diskrétnimi trojihelnikovymi normami. Nejmensi (trividini) tomonoid
obsahuje pouze prvek 1.
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Obrazek 1.2. Reprezentace pétiprvkového tomonoidu S s prvky 0, =, y, z, 1 pomoci S2.
Jednotlivé bunky tabulky predstavuji vysledek operace ®, pficemz levy operand je v fadku
a pravy ve sloupci — vysledek operace zOy = x je tedy v 2. faddku a 3. sloupci. Je evidentni,
Ze tomonoid reprezentovany touto tabulkou neni komutativni (z ®y # y ® z2).

B 1.2.1 Reprezentace tomonoidi

Pro zachédzeni s tomonoidem (S;<,®,1) je v nasem pripadé vhodnéjsi misto prace
primo nad samotnou mnozinou S uvazovat jeho reprezentaci nad kartézskym soucinem
S x S — S% Konkrétnéji pro viechny dvojice prvki (a,b), (c¢,d) € S? je definovdna
relace ~ predpisem

(a,b) ~ (¢,d) ©a®b=cOd.

Relaci ~ nazveme vrstevnicovou ekvivalenci. Znakem <! pak oznacéme uspotraddni S?
po komponentach, tedy:

Va,b,c,d € S : (a,b) < (¢,d) = (a<bAc<d)

(toto je na rozdil od relace < pouze ¢asteéné uspoiddani). Necht ~ je ekvivalence na S?
splnujici nasledujici podminky|[2, s. 2-3]:

(i) pro vSecha a,b,c,d,e € S: (a,b) ~ (1,d) a (b,c) ~ (1,e) implikuje (d,c) ~ (a,e)
(tato podminka souvisi s asociativitou tomonoidu),
(ii) pro vSechna a,b € S existuje praveé jedno ¢ € S takové, ze (a,b) ~ (1,¢) ~ (¢, 1),
(iii) pro v8echna a,b,c,d,a’,b',c,d" € S:, (a,b) ~ (a’,b') < (¢,d) ~ (¢, d') < (a,b).

V takovém pifpadé nazveme (S?%; <, ~, (1,1)) systémem vrstevnic tomonoidu (angl.
tomonoid partition). Mezi tomonoidy a jejich systémem vrstevnic existuje vzajemné
jednozna¢né zobrazeni[2, s. 3|. Pro jednotlivé t¥idy ekvivalance na systému vrstevnic
tomonoidu budeme déle pouzivat misto zapisu (a,b) ~ (1,¢) ~ (¢, 1) zkrdcené (a, b) ~ c.

B 1.2.2 Reesovské koextenze

Na tvod sekce zavedeme k neutralnimu prvku 1 dalsi t¥i vyznac¢né prvky tomonoidu:

« nula (0) — nejmensi prvek tomonoidu,
« atom («a) — druhy nejmensi prvek tomonoidu,
 koatom (k) — druhy nejvétsi prvek tomonoidu.

Vzhledem k monoténnosti operace ® plati a ©® 0 =0® a = 0 pro vSechna a € S.
Kongruence na monoidu (M, ®, 1) je relace ekvivalence ~ na M (tj. =~ C M x M),
ktera pro vsechna a, b, c,d € M spliuje:

a~rcANbx~d=a0ObrcOd.

Kongruence tomonoidu S je relace ekvivalence =~ takova, ze (i) = je kongruence
na monoidu S, (ii) kazdd z t¥id ekvivalence =~ je konvexni[l, s. 4]. Podmnozina C
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Obrazek 1.3. Geometrickd interperetace pozadavku (i) ze sekce 1.2.1. Vytvorme nad ta-
bulkou vysledku dva obdélniky tak, aby se jeden dotykal horni hrany a druhy prvé hrany
tabulky. Pokud dvojice jejich pravych hornich vrcholt, pravych dolnich vrchola a levych
hornich vrcholi lezi ve stejné tridé ekvivalence, potom i dvojice levych dolnich vrcholu
musi lezet ve stejné tridé ekvivalence. Toto je disledek asociativity tomonoidi a jeho in-
terpretace souvisi s tzv. Reidemeisterovou podminkou [2, s. 4][5, s. 12].

¢asteéné usporadané mnoziny je konvexni, pokud z predpokladu a,c € Caa<b<c
vyplyva b € C.

TFidu ekvivalence kongruence = obsahujici prvek a € M znacime [a]~, mnozinu vsech
tiid ekvivalence pak (M)~. Na (M)~ muzeme zavést bindrni operaci ®~ predpisem:

[a]~ O [blx = [a © b~

Struktura ((M)~, Ox, [1]~) je opét monoidem a nazyvéa se kvocientem monoidu M
podle kongruence &~ (znaceno M/ =).

Operaci indukovanou ® na (S)~ oznac¢ime opét jako ®. Déle definujeme linearni
usporadéni < na (S)~ tak, Ze pro a,b € S plati [a]~ < [b]~ pokud a =~ b nebo a < b.

Mnozina ((S)~; <, ®x, [1]~) je opét tomonoidem a nazyvé se tomonoidovym kvocientem
viuci ~. Jednim z typu kongruence tomonoidu, ktery bude déle vyuzit, je tento:

* Necht (5;<,®,1) je tomonoid a ¢ € S. Pro a,b € S definujeme a = b, pokud a =~ b
nebo a,b < g. Potom =, je kongruence tomonoidul[l, s. 4].

Jinak feceno, vsechny prvky tomonoidu S mensi nez ¢ jsou slouceny do jedné t¥idy
ekvivalence, zatimco ostatni prvky zlstanou jedinymi prvky svych vlastnich t¥id. Jak
je ukédzano nize, takova kongruence souvisi s pojmem idedlu pologrupy.

(M, ®) je pologrupa, pokud ® je asociativni bindrni operace. Na rozdil od monoidu
tedy v pologrupé neni vyzadovana existence neutralniho prvku (ale ani zakézana, tu-
diz kazdy monoid je i pologrupou). Mnozina I C M je idedlem pologrupy M, pokud
pro vSecha a € I, b € M plati (a©®b) € I a (b®a) € I (tedy pokud je jeden z ope-
randu prvkem idedlu, pak je i vysledek operace prvkem idedlu). Aplikaci téchto pojmu
na tomonoid S s prvkem ¢ € S nahlédneme, ze mnozina {a € S | a < ¢}, odpovidajici
ssloucené” tiidé ekvivalence z vyse definované relace ~,, je diky negativité tomonoidu
idealem pologrupy S.

Relace ~,; na tomonoidu S je tzv. reesovskou kongruenci podle g. Prislusny kvocient
oznacime S/q a nazveme ho reesovsky kvocient S podle q. Reesovsky kvocient tomonoidu
je opét tomonoid, ktery vzniké slou¢enim vSech prvku mensich nebo rovnych ¢ do 0[6, 1].
Z libovolného tomonoidu Ize tedy jednoduchym zptisobem ziskat tomonoid s mensim
poc¢tem prvki.
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Obrazek 1.4. Retézec reesovskych kvocientit, ve kterém jsou z Sestiprvkového tomonoidu
postupné vytvareny mensi tomonoidy, dokud nevznikne trividlni tomonoid. Kazdy mensi
tomonoid vznika slou¢enim nuly a atomu do jednoho prvku (,nové nuly*).

Tomonoid S nazveme reesovskou koextenzi tomonoidu S/q a specidlné koextenzi podle
kvocientu « pak nazveme jednoprvkovou reesovskou koextenzi (tomonoidu S/«). Jak
bylo predvedeno, ziskat z daného tomonoidu s mensim poctem prvka jako jeho ree-
sovsky kvocient je snadné. V praci bude vysvétleno, jakym zpiisobem naopak ziskat
z tomonoidu novy tomonoid s vétsim poctem prvki, a to tak, ze k nému budou vytvo-
feny vsechny jeho jednoprvkové reesovské koextenze.

B 1.2.3 Jednoprvkové reesovské koextenze

V této sekci bude vysvétlen postup, jakym k libovolnému tomonoidu sestrojit vsechny
jeho jednoprvkové reesovské koextenze. Dilezitou roli pri tom budou mit idempotentni
proky. Prvek a tomonoidu S je idempotentni, pokud a ® a = a. V kazdém netrividlnim
tomonoidu existuji alespon dva idempotentni prvky — 1 a 0 (v trividlnim pouze 1).
Pokud v tomonoidu kromé téchto dvou prvku neni zadny dalsi idempotentni prvek,
jednd se o tzv. archimédovsky tomonoid (a opa¢né, pokud je v tomonoidu kromé 1 a 0
jesté jiny idempotentni prvek, jednd se o tzv. nearchimédovsky tomonoid). Vlastnosti
tomonoidd zarucuji, ze v archimédovském tomonoidu pro vSechna a,0 < a < 1 plati
a®a<a.

Nyni zavedeme nékolik dalsich mnozin, které maji vztah k tomonoidu (S;<,®,1)
a jeho systému vrstevnic (S?; <, ®, (1, 1)). Pii zachdzeni s S oznaéime jako S* mnozinu
viech prvki S kromé nejmensiho, tedy S* = S\ {0}, a jako S linedrné uspofadanou
mnozinu S = S* U {0, a}, ve které pro viechna a € S* plati 0 < a < a. Mnozinu S
nazveme nulu zdvojujici extenzi tomonoidu S.

Zavedem dvé podmnoziny mnoziny S2 :

P = {(a,b) € S? | a,b € S* a existuje c € S* takové, 7e (a,b) ~ c}, (2)
Q=352\"P. (3)

Tedy P je mnozina vsech dvojic, které se v tomonoidu vyhodnoti jinak, nez 0, a na-
opak Q obsahuje vsechny ostatni dvojice a navic i dvojice s nové pridanym prvkem a.

Zvolme v tomonoidu dvojici nenulovych idempotentnich prvka (g;,e,) a oznacme
symbolem ~ nejmens{ relaci ekvivalence nad S2, pro kterou plati nasledujici pravi-
dla[2, s. 5-6]:

(E1)  (a,b)~(c,d) pro vsechna (a,b), (¢,d) € P takova, ze (a,b) ~ (c,d).

(E2)  (d,c)~(a,e) pro vSechna (a,b), (b,c) € P a (d,c), (a,e) € Q takova,

ze (a,b) ~d a (b,c) ~e.
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Obrazek 1.5. Priiklady komutativnich tomonoidu reprezentujicich diskrétni trojihelnikové
normy pro Sestiprvkovou mnozinu. Vlevo: drastickd konjunkce. Uprostied: standardni kon-
junkce. Vpravo: Lukasiewiczowa konjunkce — jedind archimédovskd konjunkce, ve které
pro vSechna z,y € S,z < y existuje z takové, ze y ©® z = 2 ®y = = (geometricky: v kazdém
fadku/sloupci s indexem y jsou vSechny prvky od 0 do y) [7].

(E3’a)  (a,e)~0 pro vSechna a, b, c,e € S* takova, 7Ze (a,b) € Q, (b,c) ~ea c < g,.
Zaroven (d,c)~0 pro vSechna a,b, c,d € S* takova, ze (b,c) € Q,(a,b) ~ d
aa<el.

(E3b)  (a,e)~(a,b) pro vsechna a,b,c,e € S* takova, ze (a,b) € Q, (b,c) ~ e
a ¢ > ¢g,. Zaroven (d, c) ~ (b, c) pro vSechna a, b, c,d € S takova,
ze (b,c) € Q,(a,b) ~daa>e.

(E3’¢)  (a,b)~0 pro vSechna a, b, c > 0 takova, ze (a,b),(b,c) € Q,a <e ac>e,.
Zaroven (b, c) ~0 pro vSechna a, b, c > 0 takova, zZe (a,b), (b,c) € Q,a > ¢
ac<ep.

(E4’a)  (1,0)~(0,1)~(a,a)~(a,b) pro vSechna a < €; a b < ,. Zaroven (a,b) ~0
pro vsechna (a,b), (¢,d) € Q takovd, ze (a,b) < (c,d) ~0.

(E4b) (1, ) ~(a, 1)~ (g, ) ~ (e, &,). Zaroven (a,b) ~ a pro vSechna
(a,b),(c,d) € Q takova, ze (a,b) > (¢,d) ~ «

Strukturu (5% <, <, (1,1)) nazveme (g, e, )-ramifikaci (S%; <, ~, (1,1)).

Nyni jesté kratce okomentujeme jednotliva pravidla. V bodé (E1) preneseme do ra-
mifikace nenulové vysledky z S? a v bodé (E2) si vynucujeme piislusnost asociovanych
prvku v Q ke stejné tiidé ekvivalence. Body (E3’a) a (E3’c) vyhledévaji prvky z Q, které
budou kviili monotonii nebo asociativité vzdy v tridé ekvivalence s 0, a to podle pozice
jejich komponent vuci idempotentnim prvkiam. Tu zkoumé i bod (E3’b), ktery vsak
jenom vyhledava, které prvky jsou spolu v relaci. Koneéné, v bodech (E4’a) a (E4’b)
se prvky (g, @) a (o, e,) (a vSechny vétsi z Q) prifadi do t¥idy ekvivalence s «, vSechny
mensi pak do t¥idy ekvivalence s 0.

Nyni jesté zavedeme pojem seskupeni (angl. coarsening) relace na S2. Necht ~q, ~o
jsou relace ekvivalence na S?. Relace ~s je seskupenim ~1, pokud ~; C ~g, tedy kazd4
tiida ekvivalence ~3 je sjednocenim tiid ekvivalence ~; [2, s. 5].

Pokud u (g, &,)-ramifikace tomonoidu

(i) nedojde k tomu, ze (1,0) ~ (1, a),
(ii) a provedeme dostatecné seskupeni relace ~ do ~ tak, aby v kazdé t¥idé ekvivalence
~ byl pravé jeden prvek typu (1,c),

ziskdme systém vrstevnic tomonoidu (S%;<,~,(1,1)), ktery je jednoprvkovou ree-
sovskou koextenzi S? viiéi idempotentnim prvkiim ¢, €,. Navic viechny jednoprvkové
koextenze S? viidéi g, €,, pokud existujf, vzniknou timto zptisobem][1, s. 17].

Nyni tedy dokazeme obréatit postup zminény v sekci 1.2.2 a k tomonoidu sestrojit
novy tomonoid, ktery obsahuje o jeden prvek wvice.



Kapitola 2
Algoritmus

Ze zavéru zminénych v sekci 1.2.3 a pravidel (E1)-(E4’b) byl formulovan nésledujici
algoritmus|2, s. 7-9], ktery k tomonoidu S vygeneruje vSechny jeho jednoprvkové ree-
sovské koextenze. Po provedeni prvniho kroku (zkopirovani nenulovych vysledk rozsiro-
vaného tomonoidu) mohou byt zbylé dvojice v jednom ze tii stavii — ve t¥idé ekvivalence
s 0, ve tridé ekvivalence s «, nebo jsou dosud neprirazené.

Algoritmus pracuje se dvéma operacemi: (a, b) ~ z pfiradi dvojici do tfidy ekvivalence
se z (z € {0,a}) a (a,b) ~ (c,d) pritadi dvé dvojice do stejné t¥idy ekvivalence. Velmi
dulezité je zachovani tranzitivy a monotonie operace ®. Operace (a,b) ~ « tedy napf.
vyzaduje, aby také nédsledné probéhlo (u,v)~ « pro vsechny (u,v) € Q : (a,b) < (u,v),
a také pro vSechny dalsi prvky, které jsou s nimi ve stejné tridé ekvivalence. Obdobné
(a,b) ~ (c,d) slucuje do jedné tiidy ekvivalence i vSechny dalsi dvojice, které uz jsou
ve ttidé ekvivalence s (a,b) nebo (c,d). Pfi béhu algoritmu se muze stét, ze néjaka
dvojice bude ptifazena do tiidy ekvivalence s 0 i s a. V takovém ptipadé k dané dvojici
idempotentnich prvkt reesovska koextenze neexistuje.

Vstup:

—(8%;<,~,(1,1)) ... systém vrstevnic tomonoidu (S; <, ®, 1)
— (e1,&r) ... dvojice nenulovych idempotentnich prvka tomonoidu

Vystup:

~(8%;9,~,(1,1)) ... jednoprvkové Reesova koextenze (S?; <, ~, (1,1)) v (g, &,)
Algoritmus:
Inicializace

1. Necht S je nulu zdvojujici extenze S.

2. Necht 0, a, a & jsou nulou, atomem a koatomemem S a mnoziny P a Q jsou defino-
vany podle (2) a (3).

3. Necht ~ je relace ekvivalence na S? (nasledujici kroky ji budou definovat).

Cast (E1)
4. Pro vSechna (a,b), (c,d) € P:
- pritadime (a, b) ~ (¢, d), pokud (a,b) ~ (¢,d) ~ e pro e € S~ {0, a}

Cast (E2)

5. Pro vSechna (a,b), (b,c) € P:
- necht pro d € S plati (a,b) ~ d,
- necht pro e € S plati (b,c) ~ e,
- potom (a,e) ~(d,c).
Casti (E4’a) a (E4’b)

6. Pritadime (1,0) ~ (0,1) ~0.



10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

. Priradime (a, ) ~ (a,b) ~0 proa < g a b < &,.
. Pritadime (e, @) ~ (o, ;) ~ .

Cast (E3’a)

. Pro vSechna a € S takové, 7e a < a < ¢;:

- necht b € S je nejvétsim prvkem takovym, ze (a,b) € Q,
- necht ¢ € S je nejvétsim prvkem takovym, Ze ¢ < &,
necht pro e € S plati (b, c) ~ e,

- pokud e > «, potom pritadime (a,e)~ 0.

Pro vsechna ¢ € S takova, 7e o < ¢ < &,:

- necht b € 51 je nejvétsim prvkem takovym, ze (b, c) € Q,
- necht a € S je nejvétsim prvkem takovym, ze a < g,

- necht pro d € S plati (a,b) ~ d,

- pokud d > «, potom prifadime (d,c)~0

Cast (E3’c)

Pro vSechna a € S takova, ze ¢, < a < 1:

- necht b € b:’ je nejvétsim prvkem takovym, ze (a,b) € Q,
- necht ¢ € S je nejvétsim prvkem takovym, ze (b,c) € Q a ¢ < &,
- potom prifadime (b, c) ~ 0.

Pro vSechna ¢ € S takova, 7e €, < ¢ < 1:

- necht b € 5: je nejvétsim prvkem takovym, ze (b,c) € Q,

- necht a € S je nejvétsim prvkem takovym, ze (a,b) € Q a a < g,
- potom prifadime (a,b) ~ 0.

Cast (E3’b)

Pro vsechna b € S takova, ze o < b < 1:

- necht pro e € S plati (b, &,) ~ e,
- pokud e < b, tak:

» pro viechna a € S takovi, Ze a < a < ¢; a (a,b) € Q, piitadime (a,e) ~ (a,b)

Pro vSechna b € S takova, 7e o < b < 1:

- necht pro d € S plati (g;,b) ~ d,
- pokud d < b, tak:

« pro viechna c € S takova, 7e a < ¢ < &, a (b, c) € Q, ptitadime (d, c) ~ (b, c)

Seskupeni

Necht ~ = ~.

Viem dvojicim (a,b) € S?, které ziistaly nepfifazené k 0 nebo k «, libovolné pfifa-

dime (a, b) ~0 nebo (a,b) ~ a.

K ziskdni vsech jednoprvkovych koextenzi tomonoidu opakujeme algoritmus
pro vsechny mozné dvojice jeho nenulovych idempotentnich prvkia. Navic mtzeme



vytvorit jesté jednu (nearchimédovskou) koextenzi tak, ze provedeme pouze prvni dva
kroky a nasledné prifadime:

- (170)/:/(071)':}0, _
- (a,b) ~ (¢, d) pro vSechna (a, b), (c,d) € P takovd, ze (a,b) ~ (¢,d) ~ e, e € S\{0, a},
- (o, ) ~a.

Pokud chceme generovat pouze komutativni tomonoidy, je treba jesté za krok 5 pridat
podminku (a,b) ~ (b,a) pro vSechna a,b € S.

I 2.3 Poznamky

Ukazuje se, ze k nékterym dvojicim idempotentnich prvkd nelze sestrojit jednoprv-
kové reesovské koextenze. Je otevienou otazkou, zdali o sestrojitelnosti koextenze lze
rozhodnout jesté pred vykonanim algoritmu.

V casti (E2) lze, ozna¢ime-li nejmensi idempotentni prvek tomonoidu jako ¢, vyne-
chat vsechny dvojice (a,b), (b,c) € P takové, ze (a,b), (b,c) > (¢, ¢), protoze potom
nutné i dvojice (a,e), (d,c) > (p, ¢), a tudiz musi byt i ony prvky P.

Oznacime-li jako n pocet prvkil rozsirovaného tomonoidu S, potom je ¢asova naroc-
nost algoritmu od inicializace az do ¢asti (E3’a) polynomialni vici n. Za predpokladu,
ze vysledek operace a ® b jsme schopni zjistit v konstantnim case, je nejnarocnéjsi cast
(E2), ve které se pii uré¢ovani asociovanych dvojic pro O(n?) dvojic z P provede az O(n)
porovnani, tudiz jej{ Gasova narocnost je O(n?).

Casova néaro¢nost posledni fize algoritmu, seskupeni, je uz ovem exponencialné
zavisla na n. Obecné, pokud po predchozich krocich algoritmu ztstane k nepfiraze-
nych tiid ekvivalence, miizeme provést az 2* jejich rznych piifazeni do t¥id ekviva-
lence 0 nebo a (ne vsechny ovsem musi byt validni, protoze muze dojit k nesplnéni
pozadavku na monotonii). Nejhorsi pfipad nastane pfi rozsifovani tomonoidu reprezen-
tujictho drastickou t-normu (drasticky tomonoid — viz Obrézek 1.5 Vlevo na str. 7), kdy
vznikne (n — 2)? nepfifazenych tifd ekvivalence (kazda dvojice (a,b) € S%,1 > a >
a,1 > b > a). Lze ukazat [8], ze pocet p jednoprvkovych archimédovskych!) koextenzi
drastického tomonoidu je potom
(2") (obecné),

n

P= { 2" (vyzadujeme-li komutativitu).

1) Jesté lze navic vytvorit jednu nearchimédovskou koextenzi.
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Kapitola 3
Implementace

Zadani prace vyzadovalo, aby byl algoritmus naprogramovan v jazyce C nebo C++.
Pro implementaci byl zvolen jazyk C++ ve standardu C++11, ktery — kromé mnoha
dalsich véci — zavedl do standardni knihovny jazyka tzv. chytré ukazatele (angl. smart
pointers) a hashovaci tabulky.

Chytré ukazatele slouzi ke snadnéjsi spravé dynamicky alokované paméti, v imple-
mentaci je pouzivan std::shared_ptr, ktery umoznuje v programu pouzivat vicena-
sobné ukazatel na objekt, pricemz ke smazani referencovaného objektu dojde auto-
maticky (z pohledu programdatora) ve chvili, kdy zanikne posledni aktivné pouzivany
ukazatel na néj.

Hashovaci tabulky umoznily ve standardu C++11 vytvoreni kontejnerti std: :unor-
dered map a std::unordered_set, u kterych standardni operace (vyhledavani prvku,
vlozeni nového prvku a smazani prvku) ma v priméru konstantni ¢asovou slozitost. Pi-
vodni implementace abstraktnich datovych typi mnozina (std: :set) a asociativni pole
(std: :map) vyuziva bindrnich vyhledavacich strom, kvili kterym standardni operace
na nich maji v pruméru logaritmickou ¢asovou slozitost[9].

I 3.1 Generator tomonoidi

Hlavnim vystupem prace je generator tomonoida, ktery je spustitelny z prikazové radky.
Jeho vystupem je soubor se vSemi vygenerovanymi tomonoidy do predem zadané ve-
likosti (syntaxe souboru je blize popsédna v sekci 3.4). Program pak nabizi i moznost
nacist tomonoid z ulozeného souboru a pouzit ho jako kofen pro generovani (implicitnim
kotfenem je trividlni tomonoid). Pfed spusténim lze také specifikovat, jestli vygenerované
soubory maji byt archimédovské a/nebo komutativni.

B 3.1.1 Seznam piepinacii

V této sekci jsou uvedeny prepinace programu. Obdobny seznam je zobrazen, pokud je
pri spusténi programu pouzit prepina¢ -h nebo --help.

-max <LEVELS>

Urcuje hloubku prohledavani. Parametr LEVELS musi tedy byt vétsi nez 0. Implicitni
hodnota je 5.

-a
Generovat pouze archimédovské tomonoidy.
-c

Generovat pouze komutativni tomonoidy.
-i <FILENAME> -id <ID>

Nagcist tomonoid ze souboru FILENAME s identifikdtorem ID. Ten je nasledné pouzit
jako kofen pro generovani.
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-o <FILENAME>

Ulozit vygenerované tomonoidy do souboru FILENAME. Pokud neni pouzit, vystup
se ukladé do souboru se jménem vygenerovanym podle éasu spusténi ve slozce output.

-odir <DIRNAME>
Ulozit vystup s generickym jménem do slozky DIRNAME.
-multi [<THREADS>]

Povoli béh programu ve vice vlaknech. Nepovinnym parametrem THREADS lze nastavit
pocet spusténych vladken, musi tedy byt nezdpornym celym ¢islem (1 je validni, nicméné
evidentné neuzitecnd hodnota). Pokud je parametr THREADS vynechén, nastavi se pocet
vlaken na hodnotu vracenou funkci std: :thread: :hardware_concurrency.

—optsave

Povoli optimalizaci pti uklddani. Pokud neni pouzit, ulozi se vSechny nové vysledky,
v opacném pripadé program vynechd ty, které jsou diky monotonii operace ® redun-
dantni. Toto prohledavani je jen mirné pomalejsi, proto lze v zasadé doporucit pouzit
tento prepinac¢ vzdy.

Vsechny pfepinace jsou nepovinné a pri spousténi programu nezalezi na jejich potradi.
Mohou byt kombinovany zcela libovolné s vyjimkou pfepinaci -odir a -o, ze kterych
muze byt vzdy pouzit nejvyse jeden.

./tomonoid [-max <LEVELS>] [-a] [-c] [-i <FILENAME> -id <ID>]
[(-o <FILENAME> | -odir <DIRNAME>)] [-multi [<THREADS>]]
[-optsave]

Nyni bude uvedeno nékolik prikladt spusténi programu z prikazové radky.
./tomonoid

Takto spustény program vygeneruje vSechny tomonoidy do velikosti 7 (nejmensi to-
monoid pouzivany v programu neni trivialni, ale dvouprvkovy, vice v sekci 3.2.1) a ulozi
je ve slozce output do souboru s generickym jménem podle ¢asu spusténi. Program po-
bézi pouze v jednom vlakné.

./tomonoid -max 8 -a -odir out -optsave -multi 3

Program vygeneruje pouze archimédovské tomonoidy do velikosti 10, které ulozi v op-
timalizované formé ve slozce out do souboru s generickym jménem. Program pobézi
ve tfech vlaknech.

./tomonoid -max 6 -a -c -o output/example.txt -optsave -i input/in.txt
-id 7 -multi

Program vygeneruje archimédovské komutativni koextenze tomonoidu nacteného
ze souboru input/in.txt s ID 7, které maji nejvyse o 6 prvku vice nez zvoleny kofen.
Vystup bude optimalizovan a uloZzen do souboru output/example.txt. Je povolena
paralelizace, ovSem program sam urci, kolik vlaken bude pouzito.
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B 3.1.2 Objektovy navrh

Tato sekce podéava kratky popis tiid, které byly vytvoreny pri implementaci algoritmu.
enum ElementType{BOTTOM, ORDINARY, TOP};

Vycet tii vyznacnych typu prvka v tomonoidu — BOTTOM reprezentuje nejmensi pr-
vek 0, TOP neutralni a nejvétsi prvek 1 a ORDINARY vSechny ostatni.

class Element {
unsigned int order;
ElementType type;
public:
static const Element bottom_element, top_element;

};

Trida reprezentujici prvky tomonoidu. Kromé statickych instanci bottom_element
a top_element jsou vSechny ostatni typu ORDINARY. Atribut order udavéa sestupné poradi
prvku od druhého nejvétsiho prvku (tj. nejvétsiho ORDINARY prvku). To je vhodnéjsi
pro indexaci, protoze zustava zachovano napri¢ tomonoidy rtznych velikosti.

class TableElement {
std: :shared_ptr<const Element> left, right;

};

Dvojice prvku z kartézského soucinu S x .S tomonoidu S. K referencovani jednotlivych
instanci tiidy Element je pouzit vyse zminény chytry ukazatel.

class ElementCreator {
std: :vector<std::shared_ptr<const Element>>* elements_array;

};

Singleton, ktery pred zacatkem generovani vytvori potfebny pocet instanci tiidy Ele-
ment (ten snadno urcime z velikosti korenového tomonoidu a maximalni hloubky pro-
hleddvani).

class Tomonoid {
public:
std: :vector<Tomonoid*>* calculateExtensions();
typedef std::unordered_map<TableElement,
std: :shared_ptr<const Element> >
results_map;

private:
Tomonoid* previous;
unsigned int size;
results_map importantResults;
bool atomNotIdempotent;

};

voew

Nejdulezitéjsi tiida celého programu reprezentujici tomonoid. Vétsina béhu programu
probiha na instancich této tiidy v téle metody calculateExtensions, kterd generuje
vsechny jednoprvkové reesovské koextenze daného tomonoidu. Nové vygenerované vy-
sledky operace ® jsou ukladédny v atributu importantResults. Kazdy tomonoid si také
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udrzuje ukazatel na tomonoid, ze kterého vznikl (tedy na svij reesovsky kvocient S/,
viz sekci 1.2.2). Implementace algoritmu a zpusob uklddani vysledkt v rdmci béhu
programu jsou podrobnéji vysvétleny v nasledujici sekci.

I 3.2 Implementace algoritmu

Tato sekce popisuje, jakym zpusobem byl formulovany algoritmus preveden do kédu
v jazyce C++. Predevsim je objasnéno, jaké kroky skryva vysSe zminénd metoda
calculateExtensions tfidy Tomonoid. Nejdiive bude ovSsem vysvétleno, jakym
zpusobem udrzuje program v paméti vygenerované vysledky operace v jednotlivych
tomonoidech.

B 3.2.1 Reprezentace tomonoidii v programu

Na 1ivod se vratme k obrazku 1.4 na strané 6, ktery zobrazuje fetézec reesovskych
kvocientii vedoucich od tomonoidu se Sesti prvky az k trividlnimu tomonoidu. Pozna-
menejme, ze jinym zpusobem z ptivodniho tomonoidu k trividlnimu dojit nelze, nejvyse
miuze byt do jeho idedlu zahrnuto vice prvki, ¢imz by se nékteré kroky ptreskocily. Tuto
moznost nicméné nebudeme brat v ivahu, protoze algoritmus vychazi z predpokladu,
ze vzdy vytvarime jednoprvkové koextenze. Kazdy netrividlni tomonoid je tedy jed-
noprvkovou koextenzi jediného mensiho tomonoidu, ktery muizeme oznacit jako jeho
rodi¢e. Tomonoidy tim padem maji stromovou strukturu.

Program této struktury vygenerovanych tomonoidd vyuzivd ke snizeni pamé-
tové narocnosti ukladani vysledkti a pouziva k tomu trojici atributl previous,
importantResults a atomNotIdempotent. Pokud plati a ® a ~ «, potom je
atomNotIdempotent nastaven na false a to k reprezentaci novych vysledki zcela
postacuje. Pokud « neni idempotentni, pak jsou do importantResults ulozeny
vSechny dvojice (a,b) ~ «a (tedy instance tfidy TableElement). Vysledky pro (¢, d) ~ e,
kde e > «a, se zjisti rekurzivné z predchoziho tomonoidu referencovaného ukazatelem
previous. Algoritmus pro zjisténi vysledku pro dvojici (a,b) na tomonoidu S je
nasledujici:

1. Pokud je (a,b) ~ ¢ v importantResults, vrat c, jinak

2. pritad do hodnoty d nejvétsi znamy idempotentni prvek ¢ takovy, ze (¢, ¢) < (a,b),
3. pokud je a = a nebo b = «, vrat d,

4. jinak vrat maximum z d a vysledku (a, b) pro tomonoid previous.

Krok 2 obvykle znamena pouze kontrolu hodnoty atomNotIdempotent, pokud je true,
provede se d := 0, jinak d := «. Pouze v pripadé pouziti prepinace -i se u zvoleného
korenového tomonoidu ukladaji i hodnoty ostatnich idempotentnich prvkid a v tom
pripadé muze byt do d prifazena hodnota vyssi nez a.

Diky tomuto rekurzivnimu pfistupu lze v algoritmu preskocit ¢ast (E1), ve které
se kopiruji vysledky z rozsifovaného tomonoidu. Casova naroc¢nost zjisténi vysledku
operace je pak linedrni v zavislosti na poc¢tu prvka tomonoidu.

Vzhledem k tomu, Ze pro vsechna a € S jsou uz z definice zndmy vysledky operaci
a®0,00a a®1lal®a, neni nutné tyto pripady uklddat v paméti. K popisu
tomonoidu velikosti n tedy stac¢i znit jen nenulové vysledky nejvyse pro jeho (n — 2)?
dvojic ORDINARY prvku. Timto zpusobem také reprezentace tomonoidi v programu
funguje, dtsledkem toho je, ze v rdmci programu je nejmensim tomonoidem jediny
existujici dvouprvkovy tomonoid S = (0, 1).
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Obrazek 3.1. Priklad vyhledani vysledku y ® z v Sestiprvkovém tomonoidu. Otaznikem
jsou znaceny vysledky, které jsou v daném tomonoidu neznamé.

B 3.2.2 Generovani reesovskych koextenzi

Tato sekce popisuje, jakym zpusobem byly implementovany jednotlivé kroky algoritmu
ukryté v metodé calculateExtensions tiidy Tomonoid. Jak bylo zminéno v piede-
slé sekci, diky zvolené reprezentaci tomonoidi zac¢ing implementace az od ¢asti (E2).
V té se urcuji asociované dvojice prvka z Q, coz je v programu reprezentovano tak,
ze k instanci ttidy TableElement je prifazena mnozina dalSich instanci TableElement:

typedef std::map< TableElement, std::set<TableElement> >
associated_mapset;

V této fazi se prifazeni (a,e) ~ (d, ¢) z kroku 5 algoritmu provede tak, ze do instance
typu associated_mapset jsou vlozeny jako klice (a,e) i (d,c) a druha dvojice je pak
vzdy pridéana do objektu std::set<TableElement>.

Kroky 6-13 algoritmu (¢asti (E4), (E3’a) a (E3’c)), ve kterych se urcuje, které prvky
musi nutné spadat do t¥id ekvivalence s 0 nebo s «, jsou implementovany pomoci dvou
poli sloupcovych ,,zarazek".

int atomCol [this->size - 1];

int zeroCol[this->size - 1];

Do téchto poli se uklada order prvku, ktery v daném sloupci S? tvoif hranici mezi
neprifazenou a prirazenou tiidou ekvivalence.

Cast (E3'b) je implementovana obdobné jako krok 5. Po jejim provedeni se iteraci
pres associated_mapset vytvori sjednocenim jednotlivé tiidy ekvivalence ~, coz je
v programu reprezentovano jako mnozina mnozin.

typedef std::set<TableElement> equivalenceClass;
std: :set<equivalenceClass> classes_set;

Necht 17 a T3 jsou tridy ekvivalence ~. Definujme relaci 17 <g To:
Necht (a,b) € Ty, (¢,d) € Ty a Ty # Ty. Pak T} <¢ Tz, pokud (a,b) < (¢, d).

Z pohledu reprezentace tomonoidu pomoci 52, T} < Ts, pokud néktery z prvka T} lezi
vlevo dole od nékterého z prvka Ts. Pomoci této relace nyni muzeme formulovat pravidla
nutnd pro zachovani monotonie ve chvili, kdy nékterou tridu ekvivalence priradime
k 0 nebo a:

e Pokud T1 <15 a T ~ a, pak i Th ~ a.
» Pokud T2 el Tl a Tl '\'JO, pak i TQNO

Z poli atomCol a zeroCol urc¢ime, které tridy ekvivalence je potfeba sloucit do tridy
ekvivalence s 0, resp. a. Z mnoziny classes_set pak tyto tfidy ekvivalence vyradime,

15



O|IO0O|O|O|O|O|O|O|O
OOOOOO@CC
olo|EIEm™) =< |<
SOOI 5] =
o| oM = |x | x
olo|@ET™MT = | |<
olel<|s|x|<|[N|[—]|+
O C < ¥ XXX N

o@::::><NN

Obrazek 3.2. Vlevo: Tomonoid s vyznacenymi neprifazenymi tiidami ekvivalence
pred krokem 16 algoritmu. Uprostfed: Orientovany graf G reprezentujici relaci <g
na predchozim tomonoidu. Vpravo: Kondenzace grafu G do silné souvislych komponent.
Ta je nasledné vyuzita pro urceni vSech validnich prifazeni jednotlivych trid ekvivalence
k 0 nebo k a.

Pozn.: Pro vétsi prehlednost byly v grafu vynechany hrany spojujici vrcholy, mezi kterymi
vede orientovand cesta pres jiny vrchol. Podle definice relace < by napi. z vrcholu A
spravné meéla vést hrana do vSech ostatnich vrcholid, nicméné i v prirazovacim algoritmu
postacuje, pokud z A vedou hrany pouze do B a C. Obecné ovSsem relace <g neni
tranzitivni.

¢imz v ni ziistanou pouze neprirazené t¥idy ekvivalence, které je podle kroku 16 mozno
libovolné (za dodrzeni predchozich pravidel) priradit bud k 0, nebo k «.

Nésledujici algoritmus predvadi, jakym zptisobem program generuje vSechna validni
pritazeni zbylych tiid. Vychdzi z reprezentace vztaht mezi neprirazenymi tfidami ekvi-
valence pomoci orientovaného grafu G, jehoz vrcholy jsou t¥idy ekvivalence a hrany
vedou z T; do Tj, pokud T; < T);. Obrazek 3.2 ukazuje, Ze tento graf mize byt cyk-
licky (a obecné ani nemusi byt souvisly). Algoritmus vSak vyzaduje, aby vstupni graf
byl acyklicky, proto je jesté nutné graf G kondenzovat. V programu je k tomu pou-
zit Tarjanuv algoritmus pro hledéni silné souvislych komponent[10]. Mnozina T' znadi
nepfifazené tiidy ekvivalence tomonoidu S2.

Vstup:

- G ... graf reprezentujici vztahy neprifazenych trid ekvivalence podle relace <.
- f:T —{0,a} ... funkce pritazujici vysledek operace ® k volnym t¥idam ekvivalence
- K ... mnozina reesovskych koextenzi tomonoidu S

Vystup:

- K ... mnozina znamych reesovskych koextenzi doplnéna o ty, které vznikly z grafu G

Algoritmus

1. Vytvoiime mnozinu V' vrcholi grafu G, do kterych nevede zadné hrana.

2. Pokud je V prazdnd, sestrojime podle funkce f reesovskou koextenzi k, priftadime
K = K U {k} a ukonéime algoritmus.

3. Vybereme libovolny vrchol v € V' a vytvorime mnozinu vrchola U:

U ={u € G| u=v nebo z v vede orientovand cesta do u}

4. Pro vsechna v € U : f(u) = a.

5. Sestrojime graf odebranim vsech vrchola v U: Gy = G\ U.

6. Provedeme algoritmus pro vstup (G, f, K) a jeho vystup ozna¢ime K.
7. Sestrojime graf odebranim vrcholu v: Go = G \ v.

8. f(v) =0.
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9. Provedeme algoritmus pro vstup (Ga, f, K) a jeho vystup oznacime K.
10 K = KUK, UK,.

I 3.3 Paralelizace vypoctu

Kvtli ¢asové ndrocnosti algoritmu bylo dalsim tkolem této prace navrhnout zpusob,
jakym generovani tomonoidt paralelizovat. K tomuto tucelu byla vyuzita dalsi novinka
v standardu C++11, t¥idy std::thread a std::mutex[l1]. Tyto t¥idy byly do stan-
dardu zahrnuty pro lepsi prenositelnost aplikaci mezi riznymi platformami a poskytuji
programatorovi vyssi miru abstrakce, nez napr. v ramci Unixovych systému obvyklé
pouzivani funkci knihovny pthread vychazejici ze standardu POSIX Threads[12]').
Program paralelizuje generovani tomonoidt tak, ze kazdému vlaknu je vzdy prira-
zen jeden tomonoid, na kterém je nésledné zavolana metoda calculateExtensions.
VsSechny vygenerované koextenze daného tomonoidu jsou pak ulozeny do prioritni
fronty, ze které si vldkno po skonceni metody calculateExtensions vyzada dalsi
tomonoid k rozsifeni. Pro kontrolu paralelizace byly vytvofeny néasledujici struktury.

struct TomoCount {
Tomonoid* tomo;
TomoCount* previous = NULL;
unsigned int id;

inline bool operator<(TomoCount& other)

{
return this->tomo->getSize() < other.tomo->getSize() 7
true :
this->id > other.id;
}

};

V této strukture se ulozi ukazatel na Tomonoid, ktery bude dale rozsifovan,
a na strukturu reprezentujici jeho rodice. Také je v ni uloZeno unikatni ID tomonoidu,
které je pouzito pozdéji pri jeho uklddéni (ID rodice se zjisti v atributu previous).
Také je definovan operator <, ktery je vyuzit pii zafazovani do prioritni fronty.

struct NextCall
{

int level;
TomoCount* currentTomo;

inline bool operator<(NextCall& other)
{
return *(this->currentTomo) < *(other.currentTomo) ;
+
};

std: :priority_queue<NextCall*> tomonoid_queue;

Této strukture se pritadi ukazatel na TomoCount a také aktualni hloubka prohledavani.
Je na ni opét definovan operator <, ktery jen odkazuje na obdobnou metodu struktury

1) Na POSIXovych platforméach jsou nicméné funkce knihovny pthread voldny tiidou std::thread
interné.
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TomoCount. Podle tohoto operatoru jsou instance NextCall zarazovany do prioritni
fronty tomonoid_queue — ta pak ve chvili, kdy si od ni nékteré z vlaken vyzada dalsi
tomonoid, preda ke zpracovani ten aktualné nejvétsi. Podle definice operatoru v téchto
stukturach je TomoCount vétsi, pokud jim reprezentovany tomonoid ma vice prvku.
V piipadé shodné velikosti je vétsi ten, ktery ma mensi ID (byl vytvoren diive). Diky
tomuto Tazeni se prioritni fronta chova podobné, jako zasobnik pouzivany pro prohle-
ddvdni do hloubky (angl. depth-first search — DFS).

B 3.3.1 Prohledavani stromu tomonoidii

Jak jiz bylo zminéno, tomonoidy maji stromovou strukturu, nebot ke kazdému netrivi-
alnimu tomonoidu lze najit pravé jeden tomonoid, ktery je jeho reesovskym kvocientem
podle atomu. Tento strom muzeme prochazet bud do sitky (angl. breadth-first search —
BFS), coz by v pripadé tomonoidu znamenalo (pokud mé kofenovy tomonoid n prvki),
ze nejdrive vytvorime vsechny tomonoidy velikosti n 4+ 1, poté vSechny tomonoidy ve-
likosti n 4 2 atd.; nebo do hloubky, tj. v kazdé drovni se vybere jeden tomonid, ktery
je dale rozsitovan, a jeho sourozenci prijdou na fadu, az kdyz jsou vytvoreny koextenze
ke vSem jeho potomkum (a potomkum potomku atd.).

Vzhledem k tomu, Ze cilem programu je vygenerovat vSechny tomonoidy do dané
velikosti, je z pohledu vysledku jedno, jestli pouzijeme BFS nebo DFS. Vzhledem k ex-
ponencialnimu néristu poc¢tu tomonoidu mezi jednotlivymi tirovnémi je vSak lepsi vy-
brat méné paméfové narocnou variantu, kterou je v tomto pripadé DFS. Jednotlivé
tomonoidy se totiz v implementaci odkazuji na své rodice, takze je nutné udrzovat
v paméti ke kazdému tomonoidu velikosti n vSech (n — 1) jeho predchudcu. V pripadé
BFS bychom tedy museli drzet v paméti vsechny dosud vygenerované tomonoidy. Alter-
nativné bychom mohli pocet tomonoidil v paméti snizit tim, ze bychom rodice mazali
a jejich vysledky ulozili do vsech jejich potomkii, nicméné tento pristup je ve skutecnosti
pameétoveé jesté narocnéjsi. Vysledek, ktery byl pfedtim ulozen pouze v rodicovském to-
monoidu, by nyni byl uloZen ve wvsech jeho jednoprvkovych koextenzich.

V pripadé idedlntho DFS by k tomonoidu velikosti n stacilo mit v paméti prave
pouze (n — 1) jeho predchidci. Tohoto stavu nicméné v programu nemuze byt docileno
ani pri jeho spusténi v jediném vladkné, protoze metoda calculateExtensions vraci
vsechny koextenze k danému tomonoidu. Kvili tomu jsou v paméti také sourozenci
vsech predchozich tomonoidi.

Ve chvili, kdy pfi prohledavani stromu dojde program do maximalni povolené
hloubky, posta¢i novy tomonoid pouze ulozit do souboru a néasledné ho smazat.
Obdobné miizeme z paméti vymazat tomonoid ve chvili, kdy smazeme vSechny jeho
potomky. Timto zpusobem se tedy v paméti udrzuje jen aktualné rozpracovand vétev
stromu, a to i v pripadé spusténi ve vice vlaknech. Ty sice v kazdé arovni nadbytecné
oteviou dalsi vétve, nicméné diky pouziti prioritni fronty dojde na jejich zpracovani
nejdrive ve chvili, kdy je prozkouméan cely podstrom jednoho z jejich sourozencu.

B 3.3.2 Synchronizace

Dilezitym aspektem vicevlaknového programovani je synchronizace pristupu ke sdile-
nym prostfedktim a komunikace mezi vlakny. Synchronizace ptistupu je nutna v pri-
padé, ze vlakna méni obsah sdileného prostredku. Tehdy je nutné sekce kddu, ve kterych
se k prostfedku pristupuje (tzv. kritické sekce), blokovat, aby v jednu chvili mohlo pro-
stfedek ménit pouze jedno vladkno (a aby zadné vladkno prostiedek nepouzivalo, kdyz
ho jiné méni).

K blokovani kritickych ¢asti kddu byla v programu vyuzita na pocatku sekce zminéna
tfida std::mutex. Ta vynucuje synchronizaci tak, ze nad kritickou sekci vytvori tzv.
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zamek. Ve chvili, kdy néjaké vldkno chce pristoupit ke kritické sekci, musi zamek ode-
mknout. To se mu povede, pokud zadné jiné vlikno ve stejnou chvili nevykonava kéd
dané sekce. V opa¢ném pripadé je vlakno blokovano (musi ¢ekat) do doby, nez druhé
vlakno vykond kéd kritické sekce. Je tedy vhodné, aby mutext bylo co nejméné a aby
kritické sekce trvaly co nejkratsi dobu, protoze v opa¢ném mohou byt ostatni vldkna
zbytecné blokovana a vyhody paralelizace se tim zmensi.

V ramci programu bylo potfeba synchronizovat vlakna v téchto situacich:

« pri pristupu k prioritni fronté,

« pti uklddani tomonoida do souboru,
— zapisovani na disk je naro¢nou operaci, proto se fetézce reprezentujici tomonoid
ulozi nejdrive do tzv. bufferu
— k zapisu do souboru na disku dojde az ve chvili, kdy je buffer dostatecné zaplnény
— obé tyto operace je vSak tireba synchronizovat s ostatnimi vlakny

« pii pritazovani ID (k tomu je pouzit globalni ¢itac).

Naopak neni nutné synchronizovat ptistupy k predchozim tomonoidim ve chvili,
kdy hledame vysledek operace. Ten sice na jednom tomonoidu mize vyhledavat vice
vldken najednou, nicméné jednd se pouze o ¢teni a tomonoid neni nijak ménén. To
je pro program zcela zasadni, protoze nutnost synchronizace nad touto operaci by ho
mohla vyrazné zpomalit — pti pouziti DFS totiz vSechna vldkna prohledavaji stejnou
vétev tomonoid.

B 3.4 uUkiadani vysledka

Tomonoidy jsou ukladany do textovych soubori podle pravidel podobnych JavaScript
Object Notation (JSON)[13]. Kazdy vygenerovany tomonoid je objektem s nékolika
atributy - poc¢tem prvku (véetné 0 a 1), pfiznakem komutativity (booleanovsky 0/1),
unikatnim ID v rdmci souboru, ID rodice, vyctem idempotentnich prvka a nakonec
vyctem novych vysledki v usporadanych trojicich [levy operand, pravy operand, vy-
sledek] nebo dvojicich [levy operand, pravy operand|, v tomto piipadé se za vysledek
povazuje atom prislusného tomonoidu. Z vyctu atributi je patrné, ze pri ukladani je
vyuzito faktu, ze kazdy tomonoid (kromé trividlniho) je jednoprvkovou reesovskou ko-
extenzi rodi¢ovského tomonoidu, na ktery je odkazano. Pokud danému tomonoidu jeho
predchiidce chybi (bud se jednd o trivialni tomonoid, nebo byl kofenem pii generovani
souboru), je ID predchoziho tomonoidu 0 (tim padem zaddny tomonoid v sobouru nesmi
mit ID 0).

Pro dsporu paméti jsou pri ukladani vynechany nazvy atributd, tudiz vygenerované
soubory striktné vzato neodpovidaji specifikaci JSON, nicméné pievedeni do formy od-
povidajici JSON gramatice je trividlni. Na rozdil od JSON je vsak kvuli tomu nutné
dodrzovat presné jejich poradi. Obdobné jako pri generovani jsou také vynechany vy-
sledky v pripadech, kdy jednim z operandi je 0 nebo 1. Ostatnim prvkim v tomonoidu
velikosti n jsou prifazena sestupné ¢isla od 1 do (n — 2), nebot oproti prirozenéjsimu
vzestupnému poradi toto danému prvku pritazuje stejné ¢islo v tomonoidech libovolné
velikosti, a je tedy vhodnéjsi pro jejich rekurzivni definice.

Dalsim krokem pro tsporu paméti je ukladani pouze nenulovych vysledkt, ostatné
prvku 0 neni ani pritazeno ¢islo pro jeho reprezentaci. Jako disledek postacuje v kazdém
nové vygenerovaném tomonoidu uklddat pouze dvojice (a,b) ~ «, pripadné pouze [a],
do pole idempotentnich prvku, pokud (a, ) ~ a. Ukladani vysledki ve formatu [a,b,q]
je také validni, ale s vyjimkou tomonoidu bez predchidce, u kterého muze byt nutné
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definovat i dvojice (¢,d) ~ e pro e > «, je informace o vysledku operace zbytecn4.
Vyuzit 1ze i monotonie operace ®, diky které v pripadé, kdy pro dvé dvojice prvki plati
(a,b) ~ (¢,d) ~ a a (a,b) < (c¢,d), postacuje ulozit pouze dvojici (a,b). Tim padem je
v kazdém sloupci (nebo fadku) uloZena nejvyse jedna dvojice prvku, tudiz pamétova
naroc¢nost ulozeni novyjch vysledkt v tomonoidu velikosti n je O(n). 1)

o|lo|lo|o|o|o|©
o|lo|o|o|o|s |S
o|lo|lo|o|S | X | X
o|lo|lo|lo|S I |«
O|O|=|R[(|N|N
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Obrazek 3.3. Multiplikacni tabulka tomonoidu velikosti 6 a jeji mozné reprezentace:

1. {6,1,1,0,0,[[3,1]11},

2.{6,1,1,0,[1,[[1,3,4]11},

3.{6,0,1,0,01,[[3,11,[1,311},

4. {6,0,1,0,[1,[[3,1,4]1,[2,1,41,[1,3,4],[1,2,4]1,[1,1,4]11}.

Priklad 1 vyuziva vSech moznosti, jak zmensit velikost souboru, piiklad 2 redundantné
definuje vysledek operace, piiklad 3 nevyuziva komutativity tomonoidu a priklad 4 opét
redundantné definuje vysledky operace a nevyuziva ani jeji monotonie. Vsechny reprezen-
tace jsou nicméné validni.

Pozn.: V predchozim odstavci je diskutovan zptusob, jak co nejlépe ukladat vyge-
nerované tomonoidy, nicméné i méné optimalni zapisy jsou stale validni. Jako priklad
lze uvést ulozeni nearchimedovského tomonoidu do pole s vysledky jako [a,a] nebo do-
konce [a,a,a], pfipadné nevyuziti monotonie, pti kterém uz vsak pamétova naroc¢nost
uklddani novych vysledkti asymptoticky vzroste na O(n?).

Specifikace JSON vyzaduje ukladani znakd odpovidajici normé Unicode. Pro ukla-
déni tomonoidh jsou pouzity cislice a pét ze Sesti strukturovacich znakt JSON — {|
}, [, ] a, (vynechdna je :, kterd oddéluje jména atributi od jejich hodnot, jak je
vSak zminéno vyse, jména jsou v souboru vynechdna). P¥i pouziti kodovani UTF-8 je
k ulozeni kazdého z téchto znaka zapottebi 1 byte. Celkové je ovsem pouzito pouze
15 znaku, tudiz k ulozeni jednoho znaku postacuji 4 bity. To ukazuje, ze pfi pouziti mo-
difikovaného kédovani je mozno velikost uklddanych souborii snizit o polovinu, navic
pro pouziti ulozeného souboru ve formatu JSON je i bez toho nutny preklad, béhem
kterého by se pripadné provedla i zména kédovani ze modifikovaného na UTF-8. Modi-
fikované kédovani nicméné pri ukladani tomonoidu neni vyuzito predevsim kvuli tomu,
aby i zakladni forméat — obdobné jako format JSON — ztstal ¢itelny pro c¢lovéka.

B 3.4.1 Zobrazovani tomonoidi

Ackoli je format vystupu citelny pro clovéka, predstava o tom, jak dany tomonoid
vypadd, by se z vystupu tak jak je ziskavala jen stézi. Je tedy nutné jesté néjakym
zplisobem vygenerovany soubor prezentovat.

1y Abychom vsak ziskali vSechny vysledky v daném tomonoidu, musime zapoéitat i predchozi clanky
fetézce, tudiz celkovd pamétova naroénost nutné k ulozeni viech vysledk daného tomonoidu je O(n?)
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Puvodnim zdmérem (nad rdmec zadani prace) bylo vytvorit také grafické uzivatel-
ské rozhrani napt. v knihovné Qt'), které by kromé zobrazovini tomonoidi ulozenych
v souboru dovolovalo také jednodussi spousténi generatoru. Bohuzel, tento zadmeér v dobé
odevzdani prace zustal nenaplnén. Program je tedy spustitelny pouze z prikazové radky.

K zobrazovani tomonoidu lze nicméné pouzit internetovy prohlizec¢, protoze prvot-
nim (a ptivodné pouze provizornim) fesenim pro jejich prezentaci bylo vytvoreni HTML
stranky (viewer.html) se skriptem v jazyce JavaScript. V ni lze vybrat vygenerovany
soubor, ktery je preveden do validniho formatu JSON (pridaji se ndzvy atributii). Z néj
se pomoci JavaScriptové funkce JSON.parse vytvori objekty reprezentujici jednotlivé
tomonoidy. Po zadani ID do ptislusného pole se pak v prohlize¢i vykresli tabulka vy-
sledkt operace v daném tomonoidu.

Prochazet... | 21_05_2017_224045.txt
There are 535 tomonoids in selected file.

% | Check

Obrazek 3.4. Screenshot zobrazeni tomonoidu v internetovém prohlizeci.

I 3.5 Srovnani

Tato sekce porovnava novou vicevlaknovou implementaci v jazyce C+—+ s referencéni im-
plementaci v Pythonu[14]. Porovnavala se doba béhu pfi generovani tomonoidu za téchto
podminek:

1. Generovani archimédovskych tomonoidu do velikosti 9
2. Generovani archimédovskych komutativnich tomonoida do velikosti 10
3. Generovani vSech tomonoidu do velikosti 8

Test probihal na bézném notebooku s ¢tyfjadrovym procesorem Intel Core i3-2328M
CPU o taktovaci frekvenci 2,2 GHz, 4 GB opera¢ni paméti na OS Ubuntu 16.04. Vy-
sledky jsou uvedeny nize. Kazdy z testovacich pripadu byl spustén desetkrat na im-
plementaci v C++ (pétkrat v jediném vldkné a pétkrat ve ¢tyrech vldknech) a trikrat
na implementaci v Pythonu. V tabulkach jsou uvedeny prumeérné doby béhu programu.

tomonoidy doba béhu [s]
velikost pocet C++, 1 vl C++, 4 vl Python
1-8 3933 0,4 0,2 4,3
19 58887 6,4 2.7 83,9

Tabulka 3.1. Doba béhu nové a referen¢éni implementace pii generovani archimédovskych
tomonoidu do velikosti 9.

1Y https://www.qt.io/
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3. Implementace

tomonoidy doba béhu [s]
velikost pocet C++, 1 vl. C+-+, 4 vl. Python
1-9 3269 1,0 0,5 5,6
1-10 20656 9,2 3,6 48,8

Tabulka 3.2. Doba béhu nové a referenéni implementace pii generovani komutativnich

archimédovskych tomonoida do velikost 10.

tomonoidy doba béhu [s]
velikost pocet C++, 1 vl. CH++, 4 vl. Python
1-7 3005 0,5 0,3 3,9
1-8 30125 8,5 3,6 58,4

Tabulka 3.3. Doba béhu nové a referenéni implementace pri generovani obecnych tomo-

noidu do velikosti 8.

Je evidentni, Zze ve vSech pripadech je implementace v C++ vyrazné rychlejsi, a to
i pfi nevyuziti paralelizace. Nejmarkantnéjsi rozdil je pii generovani archimédovskych
tomonoidi, kdy je paralelizovand verze zhruba 20krat rychlejsi. V ostatnich pfipadech

je rozdil mensi, nova implementace je v nich vice nez 10krat rychlejsi.

Kromé doby béhu programu byla jesté srovnana velikost vystupnich soubort. Ta
je opét v pripadé nové implementace vyrazné mensi, nicméné je tieba podotknout,
ze implementace v Pythonu vystupni soubory nijak nekomprimuje — do souboru je
vytisknuta tabulkova reprezentace celého tomonoidu a navic jsou k ni pridany dalsi

doplnujici informace.

velikost souboru [MB]
pripad C++ Python
archim. do velikosti 9 1,9 80,7
archim. kom. do velikosti 10 0,7 32,1
obecny do velikosti 8 0,9 35,3

Tabulka 3.4. Porovnéni velikosti vystupnich soubori na testovacich piikladech.

22



Kapitola 4
Zaveér

Cile prace — naimplementovat v jazyce C/C++ algoritmus pro generovani tomonoidi
a navrhnout i jeho paralelizaci — byly splnény. Vytvoreny program umoziuje generovat
tomonoidy ve vice vlaknech, navic je mozné mu jako jeden z argumentt predat jiz
vygenerovany tomonoid, ktery je nasledné pouzit jako kotfen pii spusténi algoritmu.

V sekci Srovnéni bylo predvedeno, ze oproti referenéni implementaci v jazyce Python
je nova implementace v jazyce C++ na testovanych piikladech vyrazné rychlejsi, a to
i v pripadé, kdy je k jejimu vykonani pouzito pouze jedno vlakno. Zaroven i vystupy
programu ulozené do souboru jsou u nové implementace vyrazné mensi, nicméné je tfeba
rict, ze format vystupu referenéni implementace evidentné nebyl vytvoren za ucelem
vysledky néjakym zptusobem komprimovat.

Prace podala také negativni odpovéd na doposud otevienou otazku, jestli lze uspo-
radat tridy ekvivalence, které zlistanou v algoritmu nepfitazené i po kroku 15. Proti-
prikladem je obrazek 3.2 na strané 16. Ten nicméné také ukazuje, Ze neni slozité zbylé
tridy ekvivalence sloucit tak, aby se na nich dalo vytvorit ¢astecné usporadani.

Zdrojové kédy implementace jsou dostupné i v repozitaii na serveru GitHub.!)

1) https://github.com/kozakja4/thesis
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Priloha A
Seznam zkratek

angl.
BFS
DFS
ID
JSON
SQL

tomonoid

anglicky

prohledévani do sitky (angl. Breadth-first search)

prohledavani do hloubky (angl. Depth-first search)

identifikator

JavaScript Object Notation

Structured Query Language

monoid s linedrnim usporddanim (angl. totally ordered monoid)

27



Priloha B
Obsah prilozeného CD

Prilozené CD obsahuje nasledujici soubory:

root

O ottt slozka se zdrojovymi kédy
| odnstall.sh ..ot e instala¢ni skript
| _ Tomonoid............coovnennen. slozka se zdrojovymi kédy C++ implementace
EXAMPLES .o\ttt slozka s ulozenymi priklady tomonoida
IME e slozka s obrazky pouzitymi v préci
BEXE . PAL .« elektronické verze textu
BOOMO . JS e vvtie et skript pro nacitani tomonoidi ze souboru
viewer.html ... ... prohlize¢ tomonoidu
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