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Abstrakt

Cilem této préace je predstavit rekurentni grafy definované v BI-GRA a pti-
slusné linearni rekurentni rovnice k témto grafiim. Dale seznamit se s tridami
rekurzivné konstruovatelnych grafii a podobné jako u BI-GRA grafu pro né-
které tridy rekurzivné konstruovatelnych grafti najit odpovidajici rovnice pro
pocet uzli a hran. Vybrali jsme sedm trid — stromy, sériové-paralelni grafy,
k-stromy, parcidlni k-stromy, Halinovi grafy, kografy a treewidth-k grafy. Vy-
sledkem préce je predstaveni vybranych trid, prehled rekurzivnich konstrukei,
ukazky vybranych grafti a piislusné rekurentni rovnice.

Klicova slova teorie grafu, rekurzivné konstruovatelné grafy, linearni reku-
rentni rovnice, stromy, sériové-paralelni grafy, k-stromy, parcidlni k-stromy,
Halinovy grafy, kografy, stromova sitka grafu

Abstract

The aim of this work is to present the recurrent graphs defined in BI-GRA
and the corresponding linear recurrent equations, which describe number of
nodes and edges. Furthermore the recursively constructed graphs were in-
troduced, and the appropriate recurrent equation were presented for some
classes of recursively constructad graphs expressing the number of nodes and
edges. This work is focused on seven classes — namely trees, serial-parallel gra-
phs, k-trees, partial k-trees, Halin graphs, cographs, and treewidth-k graphs.
The result of the work is the introduction of these classes, a list of recursive
constructions of the graphs, examples of some graphs and the corresponding
recurrent equation.



Keywords graph theory, recursively constructed graphs, linear recurrent
equation, trees, series-parallel graphs, k-trees, parcial k-trees, Halin graphs,
cographs, treewidth of graph
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Uvod

Teorie grafi je v matematice Casto rozebiranym tématem, ve kterém vsak zi-
stava mnoho nevyfesenych problémi. Souvislé rekurentné zadané grafy jsou
souvislé grafy, pro které existuje postup jak ze zadaného grafu odvodit graf
novy, napr. pomoci jeho kopii a pridanim novych hran. V predmétu BI-GRA
(Grafové algoritmy a zéklady teorie slozitosti) jsme se s jednoduchymi reku-
rentnimi grafy jiz setkali. U téchto grafti jsme hledali popis jejich uzld, hran
a dalsich vlastnosti pomoci linedrnich rekurentnich rovnic s konstantnimi koe-
ficienty. Existuje také klasifikace [I], ktera definuje tzv. rekurzivné konstruo-
vatelné grafy. Pro tyto grafy existuje rekurzivni postup, jak ze zadaného grafu
vytvorit graf novy pomoci specificky definovanych operaci.

V této praci predstavime vybrané tiidy rekurzivné konstruovatelnych graft
a popiseme rekurentni rovnice, které vyjadiuji explicitni popis poctu uzla
a hran. Proto zanalyzujeme rekurentni grafy z BI-GRA a k nim prislusné re-
kurentni rovnice a na zakladé této analyzy zjistime, zda je také mozné pro
rekurzivné konstruovatelné grafy nalézt linedrni rekurentni rovnice, které by
odpovidaly vybranym tridam téchto grafu. Vysledkem tedy bude popis vy-
branych tiid s ukdzkami a ptislusejicimi linedrnimi rekurentnimi rovnicemi.
Vzhledem k tomu, ze materidly o rekurzivné konstruovatelnych grafech jsou
vétsinou v anglickém jazyce a stéle se vyvijeji (stéZejni kniha [1, ze které cer-
pame, je z roku 2013), bude také jednim z cili i vytvoreni odpovidajici ¢eské
terminologie.

V préci jsou zahrnuty clanky, které zkoumaji vybrané t¥idy z klasifikace [1].

vvvvvv

branych tiid a také predstaveni a analyza nezatrazenych trid z klasifikace.






KAPITOLA 1

Uvod do teorie graft

Teorie grafi patii mezi matematické discipliny, kterd zkoumad struktury zvané
grafy. Grafy lze aplikovat v nejrtiznéjsich oborech primyslu a vyzkumu, a také
v mnoha problémech z praktického zZivota. V této kapitole predstavime za-
kladni pojmy z teorie grafi, které pouzijeme. Pti definovani téchto pojmu se
opirame o [1, [2] a [3].

Formélné je graf definovan jako usporddana trojice G = (E,V,p), kde prvky
mnoziny F jsou hranami grafu G, prvky neprazdné mnoziny V' jsou uzly grafu
G a zobrazeni p, definované jako p : E — V x V nazyvame incidenci grafu G.
My budeme pracovat jen s koneénymi grafy, tj. £,V jsou konetné mnoziny.
Navic tyto grafy budou neorientované, souvislé a obycejné.

V nésledujicich definicich pouzijeme toto znaceni grafu G = (E,V,p) a budeme
pouzivat znaceni F;, V;, p; pro mnozinu uzli/hran/incidenci néjakého grafu G;.

Typy grafti, hran a uzla

e Neorientovany graf — graf G definovany vyse je neorientovany pokud
(v1,v2) bereme ve vyznamu {vy,vs}. Pro tento graf budeme zobrazeni p
chapat jako p : FE (‘2/)

e Trivialni graf — graf, kterym je izolovany uzel. Tedy G = (0, {v},0).

e Uplny graf — oby¢ejny graf, ve kterém existuje hrana pro kazdou dvojici
(ruznych) uzli. Znacime K, kde n je pocet uzlu.

e Planarni graf — také se mu rika rovinny graf, pro ktery existuje ta-
kové rovinné nakresleni, ze se zadné dvé hrany nektizi. Dané rovinné
zakresleni grafu nam rozdéli rovinu na tzv. stény. Jedna ze stén je ne-
omezena a nazyva se vnéjsi. Rovinné zakresleni stromtt ma pravé jednu
sténu (vnéjsi).

e Souvisly graf — graf, mezi jehoz dvéma libovolnymi uzly existuje cesta.
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UVOD DO TEORIE GRAFU

e k-souvisly graf — graf je (vrcholové) k-souvisly, & € N, pokud po ode-
brani méné nez k uzli zistane souvisly, ale po odebrani k uz souvisly
neni. Souvislé grafy jsou tedy 1-souvislé grafy.

e Bipartitni graf — graf, jehoz mnozinu vrchola lze rozdélit na dvé dis-
junktni mnoziny tak, ze zddné dva vrcholy z jedné mnoziny nejsou spo-
jeny hranou. Tedy graf pro ktery plati V = V3 U V5, Vi NVo = ) a dale
ple) = {u,v},Ve € E : u € Vi Av € V,. Plati-li navic p(e) = Vi x Vs
(tedy v grafu existuji vSechny hrany s touto vlastnosti), nazyva se tento
graf Giplny bipartitni graf. Znaci se K, ,, kde m a n jsou velikosti
obou partit.

e Rovnobézné (paralelni) hrany — hrany, které spojuji stejné dva uzly,
tedy plati p(e1) = (u,v) = p(e2). Graf s paralelnimi hranami nazyvame
multigraf. Graf, ktery neobsahuje rovnobézné hrany, nazyvame prosty
graf.

e Smycka — hrana, kterd vede z a do stejného uzlu. Piseme p(e) = (u,u)
prou € V a e € E. Prosty graf bez smycek nazyvame obycejny graf.

e Tétiva — neboli chordala, je hrana, kterd spojuje dva uzly v dané kruz-
nici, ale neni soucasti této kruznice.

e Sousedni uzly u,v — jakékoli dva uzly, které jsou spojené hranou, jsou
sousedni nebo téz incidentni tj. Je € E : p(e) = (u,v).

e Stupenn uzlu — pocet hran s nim incidujicich, smycka mé stupen 2.
Plati, zZe soucet stupna vsSech uzli je roven dvojndsobku poctu vsech
hran (princip sudosti).

e Izolovany uzel — uzel, ktery neinciduje s zddnou hranou.

e Cesta grafu — posloupnost uzli a hran viejvaes ... ep_1v; kde v; # vj,
e; # ej, pro libovolnd ruznd i,5 € {1,...,k}.

e KruZnice — uzavrena cesta, kde vy = vy.

e Hamiltonovska kruznice — kruznice v grafu G, ktera obsahuje vSechny
uzly grafu G.

e Strom — souvisly graf, ktery neobsahuje kruznice. Ekvivalentnimi vlast-
nostmi jsou:
— mezi kazdymi dvéma uzly existuje pravé jedna cesta,
— ma presné |V| — 1 hran a je souvisly,
— je souvisly a odebranim jakékoli hrany prestane graf byt souvisly,
— neobsahuje kruznici a pridanim libovolné hrany vznikne jedna kruz-
nice.



Korenovy strom — je strom, ktery ma jeden vyznacny vrchol r zvany
koren. Vsechny cesty v G jsou orientované z r do ostatnich uzlu.

Oznaceny strom — je strom konstrukce grafu G, ktery ukazuje poradi
operaci, pomoci kterych byl graf G zkonstruovan. Listy jsou uzly daného
grafu G. Ostatni uzly stromu jsou postupné pripojovany a oznaceny
operaci, kterd se provede s vybranymi uzly.

List — uzel stromu, ktery ma stupen jedna.

Typy podgrafu

Podgraf — graf G’ = (E',V’,p’) nazyvdme podgrafem grafu G (zapisu-
jeme G' C @), jestlize plati (E' C E) & (V! C V)& Vee E' :p/(e) =p(e).

Indukovany podgraf — je podgraf G’ = (E',V’,p') grafu G, pro ktery
plati, ze E' = EN (‘g) a p'(e) = p(e) pro kazdé e € E’. Pro podgraf
indukovany mnozinou hran E’ je definice obdobna.

Klika — klikou grafu G nazyvame libovolny tplny podgraf grafu G.

Minor — podgraf grafu G, ktery lze ziskat z G pomoci kone¢né posloup-
nosti operaci odebréni a kontrakce hrany (viz nize).

Komponenta souvislosti grafu — kazdy maximalni souvisly podgraf
grafu G.

MinimAalni separator — minimdlni separator z, y je podgraf G’ induko-
vany co nejmensi mnozinou vrchola V! C V', kde x,y ¢ V' a {z,y} ¢ E,
pro ktery plati, ze G \ G’ mé vyssi pocet komponent souvislosti nez
G a z,y nelezi ve stejné komponenté souvislosti.

Operace s hranami

Kontrakce hrany — operace, kdy z grafu G odstranime hranu e, ktera
inciduje s uzly u,v. Po jejim provedeni mé graf G mnozinu hran F \ e
a incidujici uzly se spoji. V pripadé obycejnych grafi, zanedbavame na-
sobné hrany a smycky.

Odebrani hrany — operace odebrani hrany e z grafu G. Mnozina hran
je rovna E(G —e) = E(G) —e.

Paleni hran — méjme hranu e € E, p(e) = {u, v}. Operace puleni hrany
je pridani nového uzlu w tak, ze po jeho pfidani nahradime hranu {u, v}
dvéma novymi hranami {u,w} a {w,v}.



1. UVOD DO TEORIE GRAFU

Podobnost a operace s grafy

e Izomorfismus grafa — je zobrazeni ¢ : G; — Ga, kde G1 = (E1,V1,p1)
a G = (E3,Va,p2) a pro které plati:

e v : Fy — FE5 je bijekee,
e o : V7 — V5 je bijekee,

e © zachovavd incidenci, tzn. pi(e) = {u,v} pro libovolné e € E;
au,ve VL < pa(ple) = {p(u),e(v)}, pro libovolné p(e) € Es.

e Homeomorfismus grafi — grafy G; a G2 nazveme homeomorfni (zapi-
sujeme G ~ G9), jestlize jsou bud izomorfni, nebo je-li mozné koneénym
poctem operaci puleni hran v téchto grafech dosahnout toho, ze vzniklé
grafy jsou izomorfni.

e Sjednoceni grafii — operace znacend G = G1U Ga, kterd definuje novy
graf G = (E,V, p) takto:

V = UV,
E = FE{UE,,
p = p1Up2

a pro p(e) plati:

p1(e), pokud e € Ey,
ple) =
p2(e), pokud e € Es.

e Rozdil grafu — necht G; je podgrafem grafu G. Rozdilem grafia G a Gy
(znac¢ime G\ G1) nazyvame takovy minimalni graf Gy C G, pro ktery
plati G = G1 U Gs.

e Doplnék grafu — nazyvam graf G = K,,\ G, tzn. graf vznikly odec¢tenim
grafu G od uplného grafu s n uzly.

Vlastnosti grafu

Nasledujici vlastnosti charakterizuji néjakym zptsobem zadany graf. Nékteré
z uvedenych problémi lze algoritmicky snadno urcit, nékteré ale nélezi do
tridy problému, které oznacujeme jako NP-iiplné. Pro problémy z této tridy
nezname efektivni, tj. polynomialni, deterministicky algoritmus, ktery by dany
problém fresil. Jak ale uvedeme v této praci, pro jisté tiidy grafi umime tyto
problémy fesit polynomialnim case, nékdy dokonce i v linearnim case.

e Vzdalenost mezi dvéma uzly u,v — pocet hran na nejkratsi cesté
z u do v.



Priameér grafu — nejkratsi vzdalenost dvou nejvzdalenéjsich uzla grafu.

Stromova dekompozice — dvojice ({X; | i € I},T),kde {X; | i € I} je
mnozina podmnozin V' s indexovou mnozinou I (tzv. systém podmno-
zin mnoziny V a indexové mnoziny I) a T je strom s mnozinou uzli
I takovou, ze:

— pro vSechny hrany {u,v} € F existuje prvek i € I a uzly u,v € X;

— pro vSechny trojice indext i, j, k € I plati, ze pokud j je na cesté
mezi ¢ a k € T potom X; N X, C Xj.

Nezavislost grafu — podmnozinu I uzli grafu G nazyvame nezavis-
lou, pokud mezi zddnymi dvéma z jejich uzlt nevede hrana grafu G.
Kazdy samostatné uvazovany uzel (bez smycky) tvori nezévislou pod-
mnozinu. Nezavislost grafu je velikost nejvétsi nezavislé mnoziny. Zna-
¢ime ho o(G).

Klikovost grafu — klikovosti grafu G nazyvame takové maximéalni pii-
rozené ¢islo n, pro které existuje klika K,, C G. Klikovost grafu znac¢ime

w(@Q).

Dominance grafu — podmnozinu D uzli grafu G nazyvame dominu-
jici, pokud D spole¢né s mnozinou svych sousedil tvori vsechny uzly.
Dominance grafu G je velikost nejmensi dominantni mnoziny. Znacime

i B(G).

Chromatické cislo grafu — graf G nazyvame k-barevnym, pokud lze
vsechny jeho uzly obarvit s pouzitim k rtiiznych barev tak, aby zadné dva
sousedni vrcholy nemély stejnou barvu. Chromatickym ¢islem grafu G
nazyvame takové nejmensi ptirozené ¢islo k pro nez je graf G k-barevny.
Barevnost grafu G znacime x(G).






KAPITOLA 2

BI-GRA grafy

Rekurentni grafy, se kterymi jsme se seznamili v predmétu Grafové algoritmy
a zéklady teorie slozitosti (BI-GRA), jsou takové grafy, které vznikaji z jed-
noho zékladniho grafu (typicky trividlniho) a pomoci jeho k kopii, kdy & > 1,
se vytvari grafy nové. Tyto grafy byly typicky zadané pomoci obrazki, ze
kterych byla zrejmé spravna rekurentni konstrukce. Jejich uzly, hrany a dalsi
vlastnosti je mozné popsat linedrnimi rekurentnimi rovnicemi s konstantnimi
koeficienty. Uvedme si nékolik piikladt takovych grafii. Pro takto definované
konstrukce zavedeme operaci *, kterym budeme zjednodusené zapisovat nize
popsanou konstrukci. Prvni ptiklady graft vzniknou ze ¢tyt kopii predchoziho
grafu pridénim péti hran. Ukazky dvou neizomorfnich grafi jsou na obrazku
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Obréazek 2.1: Prvni ukdzka dvou rekurentnich grafii, které vzniknou pomoci
¢ty kopif predchoziho grafu a pridanim péti hran. Zakladnim grafem Gy je
graf trivialni.



2. BI-GRA GRAFY

Graftim z obréazku [2.1] odpovidaji nasledujici rekurentni rovnice popisujici po-
¢et hran a uzla:

Go : Vo = 1,
|E0| = 0,

a pro kazdé n > 0 mame rovnice:

CTYn—i-l : ‘Vn—i-l’ = 4. ‘Vn’7
| Ept1] 4-|E,| + 5.

Druhou ukdzkou jsou grafy na obrazku které vzniknou ze tif kopii pred-
choziho grafu pridanim tii hran.

A A

\/
© /\
r Ko

Obrazek 2.2: Druha ukédzka rekurentnich grafti, které vzniknou pomoci tii
kopii predchoziho grafu a pridanim t¥{ hran. Zikladni grafem Gy je opét graf
trivialni.
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Grafum na obrazku odpovidaji nasledujici rekurentni rovnice popisujici
pocet hran a uzla:

Gy : Vol = 1,
’EO, = 0,

a pro kazdé n > 0 mame rovnice:

Gn—i-l: ’Vn—i-l’ = 3"Vn’a
|Eni1| = 3-|En|+3.

Treti ukazkou jsou grafy na obrazku které vzniknou ze ¢tyt kopii pred-
choziho grafu pridanim ¢ty hran.

Gn Gn
Gn Gn

Go Gr1

Gn Gn
Gﬂ Gn

Go Gt

Obrazek 2.3: Treti ukdzka rekurentnich grafl, které vzniknou pomoci ctyt
kopii predchoziho grafu a priddanim ¢ty? hran. Zikladni grafem Gg je opét
graf trivialni.

Grafum na obrazku odpovidaji nasledujici rekurentni rovnice popisujici
pocet hran a uzla:

Gy : Vol = 1,
|[Eol = 0,
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2. BI-GRA GRAFY

a pro kazdé n > 0 mame rovnice:

Gny1: |Vn+1’ = 4"Vn|7
|Ens1] = 4-|Ep|+4.

Posledni ukézkou jsou grafy na obrazku které vzniknou ze Sesti kopii pred-
choziho grafu pridanim Sesti hran.

S D

Go G1 G2 Gnsl
o AP dﬁ%ﬁ o-o
Go G1 G2

Obrazek 2.4: Ctvrta ukizka rekurentnich grafd, které vzniknou pomoci Sesti

kopii predchoziho grafu a pridanim Sesti hran. Zékladni grafem Gy je opét graf
trivialni.

Grafim na obrazku odpovidaji nasledujici rekurentni rovnice popisujici
pocet hran a uzli:

Go : Vol =
|E0’ = 0,
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a pro kazdé n > 0 mame rovnice:

Gn—i-l: |Vn+1’ = 6|Vn’7
Epit] = 6-|Eq|+6.

Obecné muzeme rekurentni rovnice pro rekurentni grafy zapsat jako:
Gnt1=k+xGp+ 1, kde k> 1,1 € Z.

Pro pocet hran a uzli plati nasledujici rovnice:

Gy : Vol = 1,
|Eo| = 0,
Gny1t Vol = k- [Val,
|Ens1l = k- [En|+1.

kde k vyjadiuje pocet kopii predchoziho grafu a [ predstavuje pocet pridanych
hran ke spojeni k kopii.

U vsech prikladi jsme se zamérné vyhnuli vyjadreni incidence. Dtvodem
bylo, Ze to neni jednoduché primo z rekurentniho predpisu jako u |V|] a |E|.
7 obrazku je rekurence ziejmé, ovsem jeji popis v p by potieboval jesté né-
jaky parametr (informaci) navic. U nékterych grafii by mohlo stacit o¢islovani
uzli, podminkou zachovani souvislosti a definici stupnt nové spojovanych uzla.
Ukézka je na obrazku

Obrazek 2.5: Ukazka izomorfnich grafii, kdy ocislovinim uzl, podminkou,
ze graf musi byt souvisly a ur¢enim stupni nové spojovanych uzli, mizeme
definovat pozadovanou incidenci novych hran a tedy presné pozadovany graf.

Zde bychom definovali, ze kazdému uzlu 1 a 4 zvysime stupen o 1 a to tak,
ze kazdy uzel 1 spojime s jednim uzlem 4, ktery bude pro kazdy uzel 1 razny.
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2. BI-GRA GRAFY

Také podminku, ze graf musi zistat souvisly. Pri dodrzeni téchto podminek,
pri jakémkoli napojeni ziskdme izomorfni grafy. Obecné tyto podminky vsak
stacit nemusi. Proto byly tyto grafy zadavané obrazkem. Nejednoznacnost
incidence, kterou neodstrani ani oc¢islovani, podminka souvislosti a definice
stupni uzli je zfejmé z prikladu na obrézku [2.6]

Obrazek 2.6: Ukazka grafu, kde jen ocislovani uzl, souvislost a urceni stupnt
nestaci pro definovani incidence. Konkrétné nejsme schopni rozlisit, které dva
uzly 3 maji byt spojeny hranou.

Zde definujeme stejné podminky jako pro graf na obrazku a pridame inci-
denci mezi dvéma uzly 3, kterym zvysime stupen o 1. Nejsme zde ale schopni
rozlisit, které dva uzly 3 to maji byt a mohou proto vzniknout dva rtizné grafy,
které nejsou izomorfni. Zde by bylo treba uz néjakym zptisobem rozliSovat jed-
notlivé kopie a definice zobrazeni by tak byla velmi slozita. Tento presny popis
neni cilem této prace.
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KAPITOLA

Rekurzivné konstruovatelné
grafy

Rekurzivné konstruovatelné grafy jsou definovany konecnym souborem zaklad-
nich grafi a operaci nebo operacemi, pomoci kterych se tvori nové grafy. Kazda
operace je bud slouceni specifickych vrchold, pridani novych hran mezi speci-
fické vrcholy, ¢i pridani uzli a hran na zakladé predem definovanych pravidel.
Tyto grafy byly popsany v knize [I], odkud uvddime jak definice, tak i nékteré
priklady. Oproti rekurentnim grafiim z predchozi kapitoly jsou tyto tiidy obec-
néjsi v tom smyslu, ze v kazdém kroku mtzeme pouzit libovolnou dvojici grafi
dané t¥idy (nejen .k kopii predchoziho®).

Diky této obecnéjsi definici se také studuje odpovidajici stromovy rozklad,
ktery ukazuje, jak byl graf postupné vytvoren ze zakladnich grafti. Zakladnimi
grafy mohou byt libovolné grafy, typicky zaciname s jednoduchymi grafy, jako
jsou jednouzlovy graf nebo dva uzly spojené hranou. Prvni tfidou klasifikace
z [1], kterou si uvadime, jsou stromy.

Struktura textu v nasledujicich podkapitolach je nasledujici. Predstaveni a de-
finice graft, které do této tiidy spadaji spojené s ukazkou konstrukce, nasle-
dované resersi znamych problémi a vlastnosti grafi této tiidy. Dale uvadime
nas popis grafi z dané tridy, tj. popis incidence, po¢tu vrcholi a poc¢tu hran
v podobé rekurentnich rovnic. Na konci kazdé z podkapitol jsou vybrané pii-
klady grafti a jejich konstrukce.

3.1 Stromy
Trida stromt je nejjednodussi z této klasifikace a odpovida tridé vsech stromu

v teorii grafii (coz ukdzeme ve vété [I). Pro konstrukei stromi zavddime zna-
ceni @, které bude zjednodusené vyjadrovat konstrukci popsanou nize.
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3. REKURZIVNE KONSTRUOVATELNE GRAFY

Induktivni definice stromt
1) Izolovany uzel r je stromem s kofenem r, oznacme (G, ).

2) Stromy s kofeny 71,79 ozna¢me jako dvojice (G1,71) a (G2,72). Potom
(G1,71) @ (Ga,r2) je strom (G, r) s kofenem r. Novym kofenem volime
r1 nebo ro a odpovidajici volbu budeme rozliSovat v operaci & jako @1
pror =17y a b pror = ro.

Formalné oznacuje dvojice (G,r) kofenovy strom. AvSak specifikace vyznac-
ného uzlu r je zde jen jako prostfedek k vyuziti rekurzivni konstrukce, nikoliv
ve vyznamu kofene z teorie grafi.

Obrazek 3.1: Ukdzka konstrukce stromu pomoci operace @q. Zdroj [1]

Vlastnosti charakterizujici néjakym zptsobem zadany graf lze nékdy algorit-
micky snadno urcit, nékteré ale nalezi do tridy problémt, které oznacujeme
jako NP-uplné. Pro problémy z této tfidy nezndme efektivni, tj. polynomialni,
deterministicky algoritmus, ktery by dany problém fesil. Pro jisté t¥idy grafu
v této praci umime tyto problémy fesit v polynomialnim c¢ase, nékdy dokonce
i v linedrnim case.

Uvedme si nyni prehledové slozitosti algoritmt na urcéeni nékterych vlastnosti
stromt. Slozitost délime do ¢tyt skupin:

e linedrni, coz znamend, ze slozitost této vlastnosti je shora omezena line-
arni funkci,

e polynomialni, coz znamend, ze slozitost této vlastnosti je shora omezena
polynomidlni funkci,

e omezena, coz znamend, ze je znama funkce, kterd shora omezuje slozitost
této vlastnosti (a neni to polynom),

e neomezena, coz znamena, ze neni vycislena funkce, ktera by shora ome-
zovala slozitost této vlastnosti.
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3.1. Stromy

Tabulka uvadi prehled vlastnosti stromu prevzaty z [4].

Problém Slozitost
Primér grafu neomezena
Chromatické c¢islo omezena
Klikovost grafu omezena
Nezavislost grafu neomezena
Dominance grafu neomezena
Stromova sitka neomezena
Izomorfismus dvou grafti linearni
Existence hamiltonovské kruznice linearni
Zarazeni do dané tridy linearni

Tabulka 3.1: Piehled slozitosti problémi uvedenych v ivodu pro tiidu strom.

Na zacatku této kapitoly jsme definovali dvé operace pro konstrukei stromt,
operaci ®1 s ®2. Pro obé operace plati nasledujici incidence, rozdil je jen ve
vysledném vybrani kotene:

Méjme dva stromy (G1,71) = (E1,Vi,p1) a (Ga,1m2) = (Ea, Va, pa), kde rq,
resp. rg jsou kofeny. Pomoci operace priddni hrany (spojeni korenti novou
hranou {r;,r2}) definujeme novy graf G; @ Gy oznaceny (G,r) = (E,V,p)
takto:

V. = Viuy,
EF = ElUEQU{Tl,’I“Q},
r = riresp. ro,

kde pro kazdou hranu v novém grafu e € E plati incidence p: E — V x V:

p(e), e € Fq,
pe) = {mle), eeh,
{r1,re}, jinak.

Nyni zde jesté doplnime dtikaz, ze stromy definované jako rekurzivné konstru-
ovatelné grafy odpovidaji stromtim definovanym v kapitole

Tvrzeni 1. Konstrukce @ zachovdvd vlastnosti stromai.

Diikaz. Chceme dokazat, ze graf G = G1 @ Ga je strom, tj. souvisly graf
s |V|—1 hranami a tedy je stromem podle definice |1l DokéZeme indukci podle
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3. REKURZIVNE KONSTRUOVATELNE GRAFY

pravidel konstrukce stromu:

e 7e pocet hran G je |V| —1:

1) ZK: Izolovany uzel mé |Vp| — 1 hran:

|%| = 1,
| Eo| Oa|Vh|—-1=1-1=0.

2) IK: Jestlize méme dva stromy (G1,71), (G2,72) pro které plati:

Vil = m, |Eil=m—1,
H/Q‘ ka |E2|:k_17

potom graf G = G & Gy mé |V| =n uzli a |E| =n — 1 hran.

Diikaz. Pocet uzlu |V| i pocet hran |E| je odvozen z konstrukce

G1 D Ga:
VI = Vi|+ Vel =m+k
|E| = |E1|+ |Eso|+1
= m—-1)+k-1)+1
= (m+k)—1

e Ze @ zachovava souvislost:

1) ZK: Izolovany uzel je souvisly graf.

2) IK: Jestlize G1, G2 jsou souvislé = G & G2 je souvisly.
Vime, ze pro kazdy strom plati, ze mezi kazdou dvojici uzld existuje
neorientovand cesta. Pokud tato vlastnost plati pro oba stromy Gy
a Go, tak pokud pridanim jedné hrany mezi vyznacné uzly r; € V;
a 19 € Vo, vznikne cesta nejen mezi rq, ro, ale také mezi libovolnymi
uzly u € Vi a v € Vs, protoze dle definice existuje cesta u — 71
a déle z 19 — v a mezi 11,79 je hrana.
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3.1. Stromy

Tvrzeni 2. KazZdy strom md odvozeni v tridé stromiu v rekurzivné konstruo-
vatelngch grafech popsangch v [1].

Diikaz. Chceme dokazat, ze kazdy strom G je mozné rozlozit na posloupnost
operaci @ s prislusnymi podgrafy G, neboli ma odvozeni O.

1) ZK: Stromy s jednim uzlem maji trividlni odvozeni.

2) IK: Predpokladejme, ze mame odvozeni pro vSechny stromy o k uzlech,
1 < k < n.Mame-li strom s n uzly, pak odebranim libovolné hrany,
kde uzly, mezi kterymi jsme hranu odebrali, oznac¢ime r a ry, do-
staneme dva grafy G1 s r1 a Ga s ro, které budou podle definice
také stromy a maji pocet uzlu k,m, kde (k +m = n). Podle IP
maji tyto dva stromy odvozeni O; a Oo, nas graf ma pak odvozeni
01 @ Os.

O

Dusledek 1. Trida stromi z klasifikace rekurzivné konstruovatelniych grafi
tvori tridu stroma z teorie grafii.

Jak jsme zjistili, je mozné najit rekurentni rovnice, které vyjadiuji pocet uzlt
a hran vysledného grafu G, ktery vznikne z ptredchozich grafi G; a Gy po-
uzitim operace @. Rekurentni rovnice jsou stejné pro oba typy této operace,
tedy @1 1 @9, rozdil je jen v jiném kofeni. Rekurentni rovnice odpovidajici
této konstrukei jsou nésledujici:

¢ ¥ Ggiea,
Vi = Wi+ Vel
|E| = |E1|+|Ea| +1,

kde zakladnim grafem je podle definice trividlni graf. Pro néj plati:

“/0‘ = 1,

|Eop] = 0.
Daéle uvedeme prehled vybranych zédkladnich grafa ze tiidy stromi. V prehledu
je uveden vzdy obrazek a popis toho, jak se grafy lisi v zavislosti na tom, zda

jsme pouzili operaci &1 nebo 9. VSechny vybrané grafy vznikly induktivni
konstrukel z trividlntho grafu a spojovanim opét jen s trividlnim grafem.
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3. REKURZIVNE KONSTRUOVATELNE GRAFY

. aals ikl

%&&

E)ffxf?j
KSPP A R

Obrazek 3.2: Graf A zobrazuje graf, kterym je cesta a vznikne opakovanim
operace @o. Graf B nazyvame hvézdice. Vznikne opakovanim operace @1. Graf
C vznikne pravidelnym stiiddnim operaci @1 a @2, kdy operaci B2 pouzivame
pii pridani i-tého uzlu pro ¢ liché a operaci ®; pro i sudé. Graf D vznikne
pravidelnym stiidanim operaci @1 a @9, kdy operaci @ pouzivame pii pridani
i-tého uzlu pro ¢ liché a operaci @9 pro ¢ sudé. Graf E nazyvame housenka.
Vznikne opakovanim operace @ k-krat, kdy k je pocet ,nohou* nasledované
jednou operaci @9 pro pridani dalsi casti ,télicka“. Graf D je konkrétnim
pripadem grafu, kdy k = 1.

3.2 Sériové-paralelni grafy

Sériové-paralelni grafy jsou t¥idou rekurzivné konstruovatelnych grafi popsané
nerekurzivni vlastnosti — a to, ze neobsahuji jako svlij podgraf graf, ktery je
homeomorfni grafu Ky [I]. Pfiklad takového grafu je na obrazku Pro kon-
strukci sériové-paralelnich grafti zavedeme znaceni ®, které bude zjednodusené
vyjadrovat konstrukce popsané nize.
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3.2. Sériove-paralelni grafy

Obréazek 3.3: Prvni dva grafy ukazuji rozdil mezi grafem, které neni sériove-
paralelni (graf a) a takovym, ktery je sériové-paralelni (graf b) [I]. Graf a) neni
sériové-paralelni, protoze obsahuje podgraf, ktery je homeomorfni s Ky (v ob-
razku zvyraznény). Pét obrdzku nize ukazuje postup, jak je mozné koneénym
poctem operaci puleni hran z grafu K, tento zvyraznény podgraf vytvorit.

Induktivni definice sériové-paralelnich grafi
Oznacme trojici (G, 1, r) jako sériové-paralelni graf s vyznaénymi uzly [ a r:

1) Graf tvoreny pouze dvéma vrcholy a jednou hranou, kterd je s nimi
incidentni, je sériové-paralelni graf (G, [, r).

2) Graf G = G ® Gy je sériové-paralelni graf vznikly ze sériové-paralelnich
grafu (G1,l1,71), (G2,l2,72), kde ® je jednou z nasledujicich operact:

e Sériova operace — (G1,l1,71)®s(G2,l2, r2) tvori novy graf pomoci
slouceni uzli r; s Iy a definuje novy graf (G,1,r),kdel =1y ar = ro.

e Paralelni operace — (G1,11,71) ©®p (G2, l2,72) tvori novy graf po-
moci slouéeni uzli l; s ls a r1 s ro a definuje novy graf (G,1,7), kde
= ll ar=rmr.

e Zaviraci operace — (G1,l1,71) @, (Ga,l2,r2) tvori novy graf po-
moci sloueni uzli r1 s Iy a definuje novy graf (G,l,r), kde | = 13
ar=r.
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Priklady pouziti operaci ®

l1 1 Iy 9 [ r

@v@ Os Q O O

O
Oh Ol O1

On O Or

i r1 la T2 l r

@@ ©z Q O O
@)

Obréazek 3.4: Ukazky grafti vzniklych za pouziti sériové operace ©g, paralelni
operace ®, a zaviraci operace ©,. [1]

Sériové-paralelni grafy jsou zajimavé tim, ze nékteré algoritmicky obtizné pro-
blémy pro obecné grafy, pro né umime resit v linedrnim c¢ase. Jsou to napriklad
miniméalni vrcholové pokryti, maximalni parovani nebo pokryti vrcholové dis-
junktnimi trojihelniky, které se neprekryvaji. Znéni téchto problému najdete
napiiklad v [5], kde je rozebrano i to, pro¢ jsou linedrni. Stejné jako v kapi-
tole uvadime tabulku s prehledem vlastnosti sériové-paralelnich grafa
prevzaty z [6].

Vlastnost Slozitost
Prameér grafu neomezena
Chromatické ¢islo omezena
Klikovost grafu omezena
Nezavislost grafu neomezena
Dominance grafu neomezena
Stromova sitka omezena
Izomorfismus dvou grafi linearni
Existence hamiltonovské kruznice linearni
Zatrazeni do dané ttidy linedrni

Tabulka 3.2: Piehled slozitosti problémt uvedenych v tivodu pro tiidu sériove-
paralelnich graft.
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3.2. Sériove-paralelni grafy

Dalsi zajimavou charakterizaci sériové-paralelnich grafti uvadi Shinoda a ko-
lektiv v préci [7]. Prokédzali, ze sériové-paralelni grafy mohou byt zcela cha-
rakterizovany vlastnosti jejich kostry. Kazda kostra tvori DFS strom (graf
tvoreny hranami pfi provadéni algoritmu prichodu do hloubky) k jedné z 2-
izomorfnich kopif grafu. Dva grafy jsou 2-izomorfni, pokud maji stejnou mno-
Zinu hran a také stejnou mnozinu moznych kruznic [7]. Dikaz v tomto ¢lanku
je vsak pouze existencni. Oproti tomu ¢lanek uvedeny v [8] poskytuje konstruk-
tivni dlikaz této vlastnosti. Sériové-paralelni grafy hraji vyznamnou tlohu pfti
analyze a syntéze elektrickych siti, komunikac¢nich siti a spinacich obvodt.
Mohou byt napriklad pouzity pii modelovani elektrickych sériové-paralelnich
obvodu a siti. PTi tomto modelovani se vyuziva hlavné sériova a paralelni ope-
race. Stejné jako [I] i jiné ¢lanky pri paralelni operaci umoznuji vytvéaret grafy
s paralelnimi hranami. My se témito grafy zabyvat nechceme, proto jsme tuto
definici upravili, tak aby odpovidala vytvareni obycejnych grafi. Pro vytva-
feni obvodu a siti je vSak moznost paralelnich hran podstatna.

Plati také, ze tiida stromi patii mezi sériové-paralelni grafy, které lze na-
vic podle [I] zkonstruovat pouze pomoci zaviraci operace ©,. Tato operace
je analogicka operaci @1. My ale konstruujeme stromy také pomoci operace
Do, kterd odpovidéd sériové operaci. Jak je ale vidét, toto zjednoduseni neni
v rozporu s tvrzenim v [I].

Na zacatku této kapitoly jsme definovali tii operace pro konstrukci sériové-
paralelnich grafii. Sériovou operaci @, paralelni operaci ©, a zaviraci operaci
®.. Pro operaci plati nasledujici vyjadreni incidence:

1) Méjme graf G1®5 G5 vytvoreny ze dvou sériové-paralelnich grafu (G, 11, 71)
a (Ga,la,r2). Déle ozna¢me jako X mnozinu hran v (Ga,la, r2) sousedi-
cich s o,

X = {f GEQ | p?(f) = {l27$}’| l2’x 6‘/2}’

a mnozinu novych hran v (G, 1, r) oznacme U,
U={ec E|ple) ={r1,z}, prokazdé f € X, kde pa(e) = {l2, 2} }.

Potom novy graf (G,l,r) = G1 ®s G2 je konstruovan takto:

V = ViuVWa\{le}, splynuti uzli r a ly
EF = E1U(E2\X)UU,

I = 1,

r o= T9
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3. REKURZIVNE KONSTRUOVATELNE GRAFY
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a pro kazdou hranu v novém grafu definujeme incidenci p: E+— V x V:

p1(6)7 e € El:
ple) = {pae), e€Er\X,
{r1,z}, pokud ps(e) = {la, x}.

Méjme graf G1©,G2 vytvoreny ze dvou sériové-paralelnich grafa (G, l1,71)
a (Ga,l2,79). Déle ozna¢me jako X mnozinu hran v (Ga, la, r2) sousedi-
cich s ls nebo ro,

X ={f€ B (p(f) = {lo, 2} V p2(f) = {r2,y})},

a mnozinu novych hran v grafu (G, [, r) ozna¢me U,

U={ee€ E|p(e)={li,z}Vple) ={r,y}},
pro kazdé f € X pokud pa(f) = {l2,2} nebo pa(e) = {ro,x}}.

Potom novy graf (G,l,r) = G1 ®, G2 je konstruovan takto:

V. = ViuW\{l,re}, splynuti uzla iy s lsa r1 s ro
E E1U(E2\X)UU,
l I,

r =7

a pro kazdou hranu v novém grafu definujeme incidenci p: F — V x V:

p(e), e€ B\ {l1,r1},

p2(e), e€ Ey\ X,

ple) = <{l1,z}, pokud pa(e) = {ls,x},

{r1,y}, pokud pa(e) = {r2,y},

{li,m}, pokud pi(e) = {l1,71} nebo pa(e) = {la,r2}.

Méjme graf G1©,G vytvoreny ze dvou sériové-paralelnich grafa (G, i, 71)
a (Ga,l2,72). Spojeni odpovidd operaci 1), ale ztistanou jiné vyznacéné
uzly. Oznacme jako X mnozinu hran v (Gg, ly, r2) sousedicich s [y,

X ={f € Ex| p2(f) = {l2,2}}

a mnozinu novych hran v grafu (G,[,r) ozna¢me U,

U={ecFE|ple) ={r,x}}, prokazdé f € X pokud pa(f) = {l2,x}}.
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Potom novy graf (G,l,r) = (E,V, p) je konstruovan takto:

V. = V1uVe\{la}, splynuti uzla 1 a lo
E = E1U(E2\X)UU,
I = llu

ro= 7]

a pro kazdou hranu v novém grafu e € E definujeme incidenci p : £

VxV:

Pl(e), e c E1
ple) = {pale), e€Ey\X,
{r1,z}, pokud pa(e) = {l2,z}.

Analogicky pro situaci kdy ponechame uzel I a zanikne uzel ry.

Jak jsme zjistili i pro tfidu sériové-paralelnich grafi existuji rekurentni rov-
nice vyjadiujici pocet uzli a hran vysledného grafu G, ktery vznikne z grafa
G1 a Ga pouzitim operaci Oy, ®p, ©,. Rekurentni rovnice se v zavislosti na
pouzité operaci lisi a jsou nasledujici:

Rekurentni rovnice odpovidajici sériové operaci:

G = G ©sGe viz jejl definice
VI = l+[Vl-1
|E| |Er| + | Ex

Rekurentni rovnice odpovidajici paralelni operaci:

¢ G1 ©p G viz jeji definice
VI = Wi+ -2
[E| = [Ex][+[Ea| = (8101 - 0rp.05)

kde pro 9;; plati:

{O, pokud neexistuje hrana mezi uzly i, j,

1, pokud existuje hrana mezi uzly ¢, J.

Rekurentni rovnice odpovidajici zaviraci operaci:

¢ ¥ o ©, Gy viz jeji definice
VI = [Vi|+[Va| =1
|E| = |Ei|+ |Es.
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3. REKURZIVNE KONSTRUOVATELNE GRAFY

Zakladnim grafem je podle definice graf o dvou uzlech a jedné hrané. Pro néj
plati:

|V0’ = 2
|Eo| =

Daéle uvedeme prehled vybranych grafii ze tridy sériové-paralelnich grafia. Nej-
prve uvedeme grafy, které vznikaji ze zakladniho grafu, dva uzly spojené hra-
nou, u kterych nekombinujeme operace a vzdy pouzivame jen jeden typ. Déle
uvedeme ukazky graft, u kterych kombinujeme vzdy jen dvé operace a na-
konec jednu ukazku grafu, u kterého pouzivame vsSechny t¥i operace. U vsech
grafi uvedenych v prehledu vychédzime ze zakladniho grafu a prvnim krokem
konstrukce je vzdy spojeni dvou zékladnich grafii o dvou uzlech a jedné hrané.

1
8 b5y @l B) I g

TR LASLS
olSeLe SNV IS

©s
r - r r
%} O /N — —
|
F) I

Obréazek 3.5: Graf A nazyvame cesta. Vznikne opakovanim sériové operace ®s.
Graf B, kterym je K3 (jedna hrana a dva uzly), vznikne opakovanim paralelni
operace ©,. Graf C nazgyvame hvézdice. Vznikne opakovanim zaviraci operace
®,.Graf D vznikne k-krat opakovanim sériové operace g, kde k je délka
kruznice a na zavér jednou paralelni operace ©, pro uzavieni kruznice. Graf
E se nazyva housenka. Vznikne st¥idanim k-krat zaviraci operace ©,, kdy k je
pocet ,nohou“ a jedenkrat sériové operace ®; pro pridani dalsi casti ,télicka“.
Graf F ukazuje kombinaci vSech ti{ operaci. Kdy byla kterd operace pouzita,
je uvedeno primo na obrazku.
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3.3. K-stromy

3.3 K-stromy

K-stromy je tiida rekurzivné konstruovatelnych grafi, kterd je pro dané pri-
rozené ¢islo k popsand nerekurzivni vlastnosti, ze zadny z grafu této tridy
neobsahuje Kjyo podgraf, a ze vSechny jeho minimalni separatory vytvareji
Ky, [9]. Soucasné také plati, ze t¥ida stromu z podkapitoly patii do této
tFidy mezi 1-stromy [I]. Pro konstrukeci k-stromu zavedeme znaceni @. Toto
znaceni bude zjednodusené vyjadrovat nasledujici konstrukei k-stromi.

Induktivni definice k-stromit
1) Kazdy uplny graf Ky s k uzly je k-strom, k > 1.

2) Je-li Gy k-stromem s n uzly (n > k), pak pfidanim nového uzlu a k hran
k néjakému Ky v G jiz obsazeném, vznikne také k-strom.

Ukazka konstrukce k-stromu

01

03 02

Obrazek 3.6: Ukazka 3-stromu, kde ¢isla uzla 01, 02,03 predstavuji zédkladni
K3 graf a ostatni poradi uzll, ve kterém byly pripojovany.

Trida k-stromi je tridou, o které donedavna nebylo zndmo prilis véci (pro
obecné k, na piiklad pro 2-stromy jsou ¢lanky uz z 60.let). Napiiklad uve-
deme charakteristiku k-stromu z ¢ldanku [I0]: Pokud G je graf s alespon k + 1
uzly, potom G je k-strom pravé tehdy, kdyz G neobsahuje zadny Kjo-minor,
neobsahuje zddnou kruznici bez tétivy o délce alespon ¢tyfi a G je k-souvisly.
Tato charakteristika je o néco presnéjsi nez charakteristika uvedend v ivodu
této kapitoly, nebot béhem dalsiho zkouméni se zjistilo, ze k-stromy konstru-
ované podle vyse uvedené definice obsahuji méné podgrafii, nez bylo ptivodné
popsano.

Dalsim zajimavym problémem bylo urceni poc¢tu ruznych k-stromt na zada-
ném poctu uzla, ktery sice byl vyresen v r. 1968, ale pouze pro ocislované
2-stromy [11], kde ocislovani stromi znamend néjaké pevné dané oindexovani
jeho uzld. Pro obecné k > 2 zlstala tato otdzka nevyfesena az do r. 2012,
kdy Gainer-Dewar [12] vy¢islil funkei, kterd pocet (neocislovanych) k-stromu
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3. REKURZIVNE KONSTRUOVATELNE GRAFY

stanovuje. Clanek [I3] uvadi jednodussi podobu této funkce.

U tiidy k-stromu vSak stéle zustava mnoho zajimavych problémii, které nejsou
uspokojivé vytreseny. Jednim z problému je napiiklad obarveni k-stromu, kde
k > 2, jak ukazuje clanek [I4]. Detailni analyza téchto zkoumanych problému
by mohla byt pokracovanim této prace.

Podobné jako v kapitole uvadime tabulku s prehledem vlastnosti k-
stromu s pevné dannym k prevzaty z [15].

Problém Slozitost
Primér grafu neomezena
Chromatické cislo omezena
Klikovost grafu omezena
Nezavislost grafu neomezena
Dominance grafu neomezena
Stromova, sitka omezena
Izomorfismus dvou grafi polynomialni
Existence hamiltonovské kruznice linearni
Zarazeni do dané tridy linearni

Tabulka 3.3: Prehled slozitosti problému uvedenych v tvodu pro tiidu k-
stromu.

Na zacatku této kapitoly jsme definovali operaci @ pro konstrukci k-stromi.
Pro operaci plati nasledujici vyjadieni incidence:

Graf G; @ Gy oznateny G = (E,V,p) vyjadiuje konstrukei k-stromi, kde
G1 = (E1, Vi, p1) je libovolny kstrom a G = (0, {v2}, D) a je definovand takto:

= Wu {Ug},
Fq1 U X, kde definujeme Xjako mnozinu k novych hran:

= {{v,z}ve € o,z € K}, C G1}
= pmUX,

- = o<

pro p(e) plati:

(e) p1(e), pokud e € Ej.
e =
P {v2,2}, pro vy € Va, a kazdé x € K, zvoleného Kj, C Gi.

Ptehled vybranych grafti z této tridy zacneme algoritmem, ktery vytvori k-
strom. Budeme pokrac¢ovat prehledem 2-stromi, protoze jak uz jsme zminovali
drive, 1-stromy jsou klasické stromy, tudiz bychom mohli vygenerovat stejné

grafy.
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U 2-stromt jsme vybrali zakladni grafy, které se lisi v konstrukci tim, ze je
dano, s jakymi dvéma uzly je novy graf spojen.
Nakonec prehledu uvadime jeden obrazek 3-stromu. 3-stromy obecné jsou jiz

vvvvv

Algoritmus pro konstrukci k-stromi

KROK 1) Vezmeme zékladni K}, graf a nastavime n na 1.

KROK 2) Uzly Kj oznac¢ime 0; kde i = 1,2, ... k.

KROK 3) Vybereme néjakou k-kliku Kj v G.

KROK 4) Priddme novy uzel a ozna¢ime ho n (n je pocet do té chvile prida-

nych uzli).

KROK 5) Novy uzel n spojime hranou s kazdy uzlem vybrané k-kliky Ky (k
hran celkem).

KROK 6) n:=n+1.

KROK 7) Opakujeme krok 3 az 6 dokud nemame pozadovany graf.

U vsech grafti uvedenych v prehledu jsme vychazeli z daného vybraného Kj
grafu a prvnim krokem konstrukce je spojeni izolovaného uzlu s K grafem
pomoci k hran.

Po prozkouménim této tridy jsme nasli rekurentni rovnice, kterymi je mozné
popsat presny pocet uzld a hran vysledného grafu G, ktery vznikne z grafa
G1 a Ga, kdy Gs je izolovany uzel, pouzitim operace @. Rekurentni rovnice
jsou nasledujici:

g G1 @ Gy viz jeji definice
Vi = Wl+1
[E| = [Ei]+k,

kde zédkladnim grafem je podle definice K} graf. Pro néj plati:

Vol =k,

Bol = @
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01

A) B)

Obrazek 3.7: A) Jako 2-klika (3. krok algoritmu) se vzdy vezme 01, 0s.

B) Jako 2-klika (3. krok algoritmu) se vzdy vezme 0; an — 1.

C) Jako 2-klika (3. krok algoritmu) se poprvé vezme 0; a Oz a déle se vzdy
vezme n — 1 an — 2.

D) Jako 2-klika (3. krok algoritmu) se vezmou postupné dvojice: 01 a 0z, 1 a
02, 2 a 02 a nakonec 1 a 2.

E) Tento graf se nazyva Goldner-Harary graf [20]. Jako 3-kliku jsme postupné
vybirali trojice: 01,09,03; 1,09,03; 2,09,03; 3,02,03; 1,2,09; 1,2,03; 2,3,09;
2,3,0s.

3.4 Parcialni k-stromy

Parcidlni k-stromy jsou definovany jako vsSechny podgrafy grafu ze tridy k-
stromil. Jak uvedeme pozdéji v kapitole mohou byt definovany i pomoci
stromové sitky grafu. Presto, ze jsou pouze podttidou, jsou velmi dulezité,
protoze mnoho NP-tiplnych problému je feSitelnych v polynomidlnim case,
pokud se omezime na parcidlni k-stromy s omezenou hodnotou k. Navic maji
vazbu i na dalsi tfidy definované v této klasifikaci. Stromy patii mezi parcidlni
1-stromy, sériové-paralelni grafy mezi paralelni 2-stromy, Halinovy grafy mezi
parcialni 3-stromy a treewidth-k odpovidaji parcidlnim k-stromtm. Pro kazdé
k ve tiidé parcidlnich k-stromu navic muzeme definovat mnozinu tzv. zaka-
zanych minort, tedy minory, které graf nesmi obsahovat, aby patfil do kon-
krétni t¥idy parcidlnich k-stromu. Na obrazku 3.8 uvedeme piiklady z [I] pro
k=1,2,3.
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Q) @
Obrazek 3.8: Obrazek A ukazuje zakdzany minor pro parcidlni 1-stromy,

obrazek B pro parcidlni 2-stromy a obrazek C ukazuje zakidzané minory pro
parcidlni stromy.

A) B)

Z obrézku [3.8 vidime, Ze pro parcidlni 1-stromy je zakdzany graf K3 a zdroven
vime, ze do této tiidy patii stromy. Z toho je velmi dobre viditelné, pro¢ je
graf K3 zakazany, nebot ve stromu nelze pridat zddnou hranu, aniz by zustal
bez kruznic, tedy pokud bychom ji pridali, vznikne graf Kj3. U parcidlnich
2-stromi je zakazany graf K4 a zaroven vime, ze sem patii sériové-paralelni
grafy a z definice vime, Ze nesmi jako minor obsahovat Kj.

Podobné jako v kapitole uvadime tabulku s prehledem vlastnosti par-
cidlnich k-stromu s pevné danym k prevzaty z [16].

Problém Slozitost
Prameér grafu neomezena
Chromatické ¢islo omezena
Klikovost grafu omezena
Nezavislost grafu neomezena
Dominance grafu neomezena
Stromova sitka omezena
Izomorfismus dvou grafi polynomidlni
Existence hamiltonovské kruznice linearni
Zatazeni do dané tridy linearni

Tabulka 3.4: Prehled slozitosti nalezeni vlastnosti pro parcialni k-stromy.

Po prozkoumani tiidy parcidlnich k-stromu jsme zjistili, Zze presné vyjadieni
poctu uzli a hran pomoci jednoduchych rekurentnich rovnic neni trivialni
ukol, nebot parcidlni k-stromy jsou definovany jako vSechny podgrafy k-stromu
a téch je velké mnozstvi, protoze muzeme vybrat jakékoli uzly s jakymikoli hra-
nami a neni tedy mozné presné definovat, kolik uzli a hran zrovna odebirame.
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3.5 Halinovy grafy

Halintiv graf je planarni graf majici alespon ¢tyri uzly a jehoz mnozina hran
E muze byt rozdélena jako E = (T, C), kde T je strom, kde kazdy uzel ma
stupen jedna nebo vétsi nez dva (tedy zadny uzel nemé stupen 2) a C' je kruz-
nice slozena ze vsech lista stromu 7.

Halinovy grafy jsou obsazeny ve tfidé parcidlnich 3-stromu a jsou tedy dvé
moznosti konstrukce. Bud jako strom, kterému spojime listy do kruznice a nebo
jako 3-strom, kterému odebereme potiebny pocet hran. Halinovy grafy nejsou
uzavieny na podgrafy, tedy nékteré podgrafy Halinovych grafii nejsou Ha-
linovy grafy [I]. Halinovy grafy jsou navic Hamiltonovské grafy, tedy maji
Hamiltonovskou kruznici. Navic ztstavaji Hamiltonovské i po odebrani jaké-
hokoli jednoho uzlu. Jsou 3-souvislé, nejsou bipartitni a obsahuji jako sviij
podgraf K3 [17]. Vlastnost, ze obsahuji jako podgraf K3 je velmi dobfe vidi-
telnd, nebot jsou tvoreny jako strom, do kterého na konci pridame hrany mezi
listy. Z [I] vSak vime, ze priddnim jakékoli hrany do stromu vznikne pravé pod-
graf K3. Stejné jako na ostatnich tiidach jsou prozkoumané slozitosti nalezeni
vlastnosti uvedenych v ivodu. Slozitosti pro Halinovy grafy ukazuje tabulka

B3] [18].

Obrazek 3.9: Ukazka Halinova grafu [1]

Pro Halinovy grafy existuji dva linedrni algoritmy, pomoci kterych muzeme
rozhodnout, zda graf patii mezi Halinovy grafy. Syslo a Proskurowski ukézali,
ze graf s n uzly a m hranami je Halinav graf pravé tehdy, kdyz je planarni,
3-souvisly a vnéjsi sténa sousedi se vSemi vnitinimi sténami. VSechny tyto
podminky mohou byt zkontroloviny v linedrnim case. [19] Fomin a Thilikos
zjistili, Ze v Halinové grafu existuje vnéjsi sténa s nejméné n/2 + 1 vrcholy
a kazdy plandrni graf mé ¢tyri takové stény [19].
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Problém Slozitost
Primér grafu neznama
Chromatické c¢islo omezena
Klikovost grafu omezena
Nezavislost grafu neomezena
Dominance grafu neznama
Stromova sitka omezena
Izomorfismus dvou grafti linearni
Existence hamiltonovské kruznice linedrni
Zarazeni do dané tridy linearni

Tabulka 3.5: Piehled slozitosti nalezeni vlastnosti pro Halinovy grafy.

V nasledujicim prehledu uvadime ukazky Halinovych grafi. Nejprve uvadime
vybrany Halintiv graf, dale 3-strom ze kterého vznikne dany graf a nakonec
graf s oznacenim, které hrany tvori mnozinu 7" a které C'. Patri tam napriklad
n-kolové grafy (1 centrélni uzel a n na obvodnim ,kole“) a 3-hranolovy graf
[17].

A)

B)

Obréazek 3.10: V prvnim sloupecku je vzdy ukazka Halinova grafu, ve druhém
ukazka 3-stromu, ze kterého mohl byt vytvoreb a ve tfetim graf, kde zvyraz-
néné hrany urcuji mnozinu 7" a ostatni hrany mnozinu C. Graf na obrazku A
se nazyva 3-hranolovy graf a graf na obrédzku B 5-kolovy graf.
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3. REKURZIVNE KONSTRUOVATELNE GRAFY

Jak jsme definovali na zacatku kapitoly, existuji dva zpiisoby jak vytvorit
Halintiv graf. Prvnim zptisobem je vytvoreni jako parcidlni 3-strom. Pro tuto
konstrukci nebudeme uvadét rekurentni rovnice, nebot je to stejny problém
jako v kapitole Druhym zptsobem je vytvoreni stromu, ktery nema zadny
uzel stupné 2 a spojit jeho listy do kruznice. Pro tuto konstrukci definujeme
operaci @y, kterda bude vyjadrovat spojeni dvou stromu, stejné jako v kapitole
kde oznaceni h znamené, Ze k témto stromtim na zavér priddéme kruznici
pres vSechny listy. Mame grafy G1 = (E1,Vi,p1) a Go = (Es, Vs, pa), kde
E, = (Th,Cy) a By = (T5,C5). Vyznaéné uzly, pres které budeme pomoci
operace Py, stromy spojovat, miuzeme vybrat nékolika zpusoby:

a) Jako vyznaéné uzly v grafu G; i v grafu Gy vybereme vnitini uzly.
Priddnim hrany mezi tyto dva uzly nemuze vzniknout kruznice (spojuje
dva stromy) ani uzel stupné 2 (stupné uzla jsme zvysili), proto i vysledny
graf bude Halintiv graf.

b) Jako vyznacéné uzly vybereme list z G a vnitini uzel z Go. Protoze list
ma stupen jedna, pridanim hrany mezi tyto dva uzly, vznikne z listu
uzel stupné 2. Vime vsak, ze Halintiv graf nesmi obsahovat takovyto
uzel. Tato konstrukce tedy neni korektni pro vytvofeni Halinova grafu.
(Obdobné kdybychom vybrali vnitini uzel z G a list z G3).

c¢) Jako vyznacéné uzly v Gy i v Gy vybereme listy. Stejné jako ve varianté b),
pridanim hrany k listu vznikne uzel stupné 2, v tomto pripadé vzniknou
dokonce dva takové uzly. Tedy ani tato konstrukce neni korektni.

d) Dalsi moznosti je pfidat nové listy. Pfipojime-li je k vnitinimu uzlu,
jeho stupen tim jen zvysime, ale nevytvorime kruznici. Tedy dostaneme
Haliniv graf.

e) Nové listy pripojujeme k listu. Toto je mozné pouze pokud k tomuto
listu pripojime alespon dva nové, aby vysledny stupen byl alespon tii.

Mame tedy tii moznosti jak vytvaret Halinovy grafy pomoci operace ®y. In-
cidence pri této konstrukci pro mnozinu 7" bude stejna jako pri operaci &,
kterd byla popsand v kapitole o stromech [3.1] Pro zbylé hrany z mnoziny
C dodefinujeme zobrazeni takto:

a) z mnoziny Cy vybereme libovolnou hranu a jeji krajni uzly oznacime
x1 a y1. Totéz v mnoziné Cs, kde krajni uzly oznacime xo a yo. Nova
kruznice C' = Cy\ e1 UCy \ ea U{f1, fo}, kde p1(e1) = {z1,y1}, p2(e2) =
{za,y2}, p(f1) = {z1,22} a p(f2) = {y1,y2}. Neboli odebereme hranu
z kazdé kruznice a nahradime je dvéma hranami, které tyto dvé kruznice
propoji.
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3.5. Halinovy grafy

d)

7 definice vime, ze Halinovy grafy jsou plandrni grafy. Zaroven vime, ze
jeho hrany muzeme rozdélit na mnozinu 7' (strom) a C' (kruznice). Také
plati, Ze rovinné zakresleni stromu mé pouze jednu sténu. Proto kdyz
mu spojime listy do kruznice, budou vsechny jeho vnitini stény sousedit
se sténou vnéjsi. Tedy kdyz pripojime novy list, musime ho vzdy umistit
do nékteré z vnitinich stén. Oznacme e hranu mezi touto vnitini a vnéjsi
sténou a jeji krajni uzly oznaéme u,v. Nové pripojovany list oznacime
w. Kruznice C pak vznikne z C] tak, ze odebereme hranu e a nahradime
ji hranami f; a fa, kde p(f1) = {u,w} a p(f2) = {w,u}.

List ke kterému pfipojujeme nové uzly u,v oznacime w. Déle ozna-
¢ime z, z sousedni uzly w v kruznici Cy. Z Cy odebereme hrany eg, es,
kde pi(e1) = {z,w} a p1(e2) = {w,z} a nahradime je tfemi hranami

J1, f2, f3, kde P(fl) = {x,u}, p(f?) = {uvv} a p(fS) = {U’Z}'

Vzhledem k tomu, Zze mame tii moznosti konstrukce, mame i tii varianty re-
kurentnich rovnic vyjadrujicich presny pocet uzli a hran po provedeni dané
operace. Pro variantu a plati nasledujici:

G = Gy Py Ge viz jeji definice
VI = il+ IV
B = |E1|l+|E|+1
Pro variantu d plati:
def e e, .
G = Gy Py Ge viz jeji definice
VI = Wil+1
E] = |Eif+2
Pro variantu e plati:
def < s er .
G = Gy ®p Gy viz jeji definice
Vi = Wl+2
|E| = |E1|+3

a pro vsechny je zdkladnim grafem podle definice Halintiv graf na c¢tyrech
uzlech. Pro néj plati:

‘VO‘ = 4,
‘EO‘ = 0,
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3. REKURZIVNE KONSTRUOVATELNE GRAFY

3.6 Kografy

Kografy jsou grafy, které jsou vytvofeny z izolovaného uzlu, tedy z K; za
pomoci operace sjednoceni grafi nebo operace tzv. kfizového soucinu grafi
definované nize. Jsou nejmensi tridou grafti, kterd je uzaviena na doplnék
a sjednoceni grafii, a soucasné obsahuje K [I]. Tedy doplnék jakéhokoli ko-
grafu je také kograf a sjednoceni dvou kograft je také kograf. Kografy byly
popsény nezavisle nékolika autory jiz v 70. letech 20. stoleti. Nejcastéji jsou
zminovany Lerchs (1971) [2I], Seinsche (1974) [22], Sumner (1974) [23] a Jung
(1978) [24]. Maji jednoduchy stromovy rozklad, reprezentovan v podobé ozna-
¢eného stromu, ktery se da vyuzit k efektivnimu reseni nékterych algoritmic-
jestli jsou dva kografy izomorfni je mozné v linearnim case diky porovnani,
zda jsou jejich oznacené stromy izomorfni.

Induktivni definice kograft
1) Izolovany uzel je kograf.
2) Pokud G a G3 jsou kografy, potom G = G1 U G4 je kograf.

3) Pokud G; a G2 jsou kografy, potom G = G ® G, provedeno jako
sjednoceni vrcholit G a G2 a pridani vsech hran e, tak ze p(e) = (v1,v2),
kde v1 € V1 a vy € V5.

Obrazek 3.11: Na levém obrazku je priklad kografu a na pravém obrazku je
jeho oznaceny strom, tedy ukazka, jak byl tento kograf konstruovan. [IJ
Kografy spliuji nékolik podminek, které je ekvivalentné definuji [25]:

1) V kazdém indukovaném podgrafu H grafu G je prunik jakékoliv maxi-
maélni kliky a jakékoliv maximélni nezdvislé mnoziny prave jeden vrchol.
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3.6. Kografy

2) Kazdy netrividlni podgraf grafu G mé alespon jednu dvojici uzlu, ktera
ma stejnou mnozinu soused.

3) Doplnék kazdého netrividlniho souvislého podgrafu grafu G je nesou-
visly.

4) Kazdy souvisly podgraf grafu G mé prumeér nejvyse dva.
5) G neobsahuje cestu délky ¢tyti jako indukovany podgraf.

Pocet neizomorfnich kografi na n uzlech vyjadreny jako funkce a(n) se asympto-
ticky blizi ¢fslu 2581° . 0,2 [26] a pro prvnich nékolik n je vyéislen takto:

3/3
al) = 1, a@2) = 2, a@3) = 4, a(4) = 10, a(5) = 24, a(6) = 66,
a(7) = 180, a(8) = 522 a (9) = 1532. Jak je vidét, také plati, Ze pro

kazdé n vétsi nez jedna je pocet kografu vzdy sudy [25]. Podobné jako v ka-
pitole [3.1] uvadime tabulku [3.6|s pfehledem vlastnosti kografu prevzaty z [27].

Problém Slozitost
Primér grafu omezena
Chromatické cislo neomezena
Klikovost grafu neomezena
Nezavislost grafu neomezena
Dominance grafu neomezena
Stromova Sitka neomezens
Izomorfismus dvou grafi linearni
Existence hamiltonovské kruznice linearni
Zarazeni do dané tridy linearni

Tabulka 3.6: Prehled slozitosti nalezeni vlastnosti pro kografy.

Na zacatku této kapitoly jsme definovali dvé operace pro konstrukci kografi
— sjednoceni a kiizovy soucin. Operace sjednoceni je definovana v kapitole
o stromech [I| vCéetné vyjadreni incidence. Zde se zamérime pouze na popis
incidence pro operaci kiizového soucinu.

Méjme graf G; ® Gy vytvoreny ze dvou kografi kde G = (E1, Vi, p1) a Gg =
(B9, Va, p2) a je definovana takto:

V = ViU,
EFE = EFiUEUX,
p = p1UpzU(todo),

pro p(e) plati:

p1(e), pokud e € Ey,
ple) =
p2(e), pokud e € Fs.
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3. REKURZIVNE KONSTRUOVATELNE GRAFY

Zkoumanim této t¥idy jsme nasli rekurentni rovnice, kterymi je mozné popsat
presny pocet uzli a hran kografu G, ktery vznikne z grafi G; a Go, pouzitim
operace U a ®. Rekurentni rovnice pro operaci U jsou nasledujici:

G ¥ G,UGy viz jej definice
VI = [Vi|+ V2|
|E| = |Er|+|E2,

kde zakladnim grafem je izolovany uzel. Pro néj plati:

|V0’ = 1
|Eo| = 0.

Rekurentni rovnice pro operaci ® jsou nasledujici:

def

G = G1® G viz jeji definice
VI = l+Va
|El = [Ei|+|E2| + Vil - [Val,

kde zakladnim grafem je izolovany uzel. Pro néj plati:

’VO, = 1
|Eo| = 0.

Jako ukazky jsme vybrali kografy, které je mozné vytvorit pomoci kombinaci
operaci sjednocen{ a kiizového soucinu na dvou uzlech, obrazek [3.12] tfech

uzlech a Ctyfech uzlech

U
O @)
a b O
a b
o—=O
a b L
a b

Obrazek 3.12: Ukazky kografli, které je mozné vytvorit na dvou uzlech.
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TR
A 2 A

.

Obrazek 3.13: Ukéazky kografii, které je mozné vytvorit na tfech uzlech.

coouam &

oo R o/—i—w@\\
o%om o@—\om

d U d X
U U
c b u c b
a a b ¢ d 4 a b ¢ d
X
b u d x
X b X
o G T W
a a b c d a a b c d

Obrazek 3.14: Ukéazky kografii, které je mozné vytvorit na ¢tyfech uzlech.

n.Oib

3.7 Treewidth-k grafy

Trida treewidth-k grafu je dulezitou tiidou této klasifikace nebot je zodpo-
védnd za vznik této klasifikace [I]. Od ostatnich uvedenych tfid se vsak lisi,
nebof nem4 definovany induktivni postup konstrukce. Grafy do této klasifikace
zalazujeme dle stromové sitky, kterou zkoumame na zkonstruovaném grafu.
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3. REKURZIVNE KONSTRUOVATELNE GRAFY

Koncept stromové sitky byl pivodné predstaven Umbertem Bertelem a Fran-
cescem Brioschim v roce 1972 pod nazvem dimenze [29]. Dale byla znovu
pouzita Rudolfem Halinem v roce 1976 pfi zkoumani spolec¢nych vlastnosti
s jinym parametrem grafu, tzv. Hadwigerovym ¢islem [30]. Pozdéji byla jesté
jednou popsana Neilem Robertsonem a Paulem Seymourem v roce 1984 a od
té doby byla zkoumdna jesté mnohokrat (uvedme napriklad [31],[32] 33]). Grafy
do této tridy zarazujeme na zakladé Sirky dané stromové dekompozice defi-
nované v |1}, kterd se méri jako velikost nejvétsi mnoziny v daném stromové
rozkladu bez jedné, tj. max;er{|X;| — 1} pro dané I. Stromové sitka grafu
G je minimalni{ sitka vybrana pres vSechny stromové dekompozice grafu G.
Graf je treewidth-k pokud jeho stromova sitka je nejvyse k. Trivialné kazdy
graf G mé stromovou dekompozici na jednotlivé uzly (vlastné reprezentuje
graf G samotny - treewith-1). Nés ale zajima stromova dekompozice grafu,
kde indexova mnozina I je co nejmensi. Bohuzel urceni, zda stromova sitka
daného grafu je nejvyse dané ¢islo k, je obecné NP-tplny problém. Pro nékteré
grafy v této préaci definované vsak umime stromovou sitku najit i v linearnim
case. Takové uvadime v tabulce V tabulce pak uvidime nékteré znamé
stromové sirky.

Vs
X1 X2 Vi V2

V7
Xa e v3 O\\f 3
i—/o @\—i
E "
Xs X6
G T

Obréazek 3.15: Obrazek zobrazuje ukazku stromové dekompozice. Pro graf G na
levém obrazku je jedna z moznych mnozin uzli tato: Xy = {vy, ve,v3}, Xo =
{1)2, v7, 1)8}, X3 = {Ug, V3, 1)7}, X4 = {1)3, Vs, 1}7}, X5 = {Ug, V4, 1)5}, X6 =
{vs, vg, v7}. Odpovidajici strom T je na obrazku uprostied a na obrazku vpravo
jsou zobrazeny prislusné podgrafy grafu G indukovany stanovenymi dvojicemi
({Xi},T). Navic G ma stromovou sifku 2, a je to sériové-paralelni graf. [I]
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Typ grafu Cas nalezeni stromové
sirky

Stromy linearni

Sériové-paralelni grafy linearni

Halinovy grafy linearni

Kografy polynomidlni

Bipartitni grafy NP-tuplné

Kruznice polynomidlni

Grafy se stromovou sitkou < k linedrni

Tabulka 3.7: Odhady nalezeni stromovych sitek.

Typ grafu Stromova sirka
Stromy 1

Halinovy grafy <3
Sériové-paralelni grafy 2

Uplny graf s n uzly K, n—1

Uplny bipartitni graf K, ., min(m,n)

Tabulka 3.8: Nékteré znamé stromové sirky:.

Podstatnym divodem pro¢ se zabyvat stromovou dekompozici je, ze pokud
mame stromovou dekompozici grafu a jeho stromovou sitku ohranic¢enou né-
jakou konstantou k, je mozné resit problémy, které jsou slozité pro libovolné
grafy, v polynomidlnim nebo linedrnim case [34]. Jak jsme jiz zminovali v ka-
pitole parcidlnich k-stromti |3.4} je zde i vztah mezi treewidth-k grafy a parci-
alnimi k-stromy. Plati, ze graf mé stromovou Sitku nejvyse k, pravé kdyz je to
parcidlni k-strom [I]. Tento vztah zjednodusuje feSeni nékterych NP-tiplnych
problému pro treewidth-k grafy.

Jak jsme jiz zminovali v ivodu této kapitoly, tato ttida se od ostatnich lisi,
nebot pro ni nejsou definované zddné konstrukéni operace, stromova Sirka se
zjistuje jiz na vysledném grafu. Z tohoto diivodu jsme pro tuto tridu nehledali
rekurentni rovnice.
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Zaver

Zadanim prace bylo seznamit se s rekurentné zadanymi grafy probiranymi
v predmétu BI-GRA. Déle se seznamit s tiidami rekurzivné konstruovatel-
nych [I] grafi a nésledné zjistit, zda k vybranym t¥iddm rekurzivné kon-
struovatelnych grafi je mozné najit odpovidajici rekurentni rovnice, stejné
jako u rekurentnich grafii. Rekurentni grafy jsme pfedstavili a vybrali ukazky
konkrétnich graf i s prislusnymi rekurentnimi rovnicemi. Z t¥id rekurzivné
konstruovatelnych grafii jsme si vybrali sedm trid, které jsme zanalyzovali
a rekurzivni konstrukce téchto grafi jsme popsali prislusnymi rekurentnimi
rovnicemi. Tyto vybrané tridy jsou stromy, sériové-paralelni grafy, k-stromy
rozsitené o souvisejici parcidlni k-stromy, Halinovy grafy, kografy a treewidth-
k grafy.

Navic jsme uvedli piehled konstrukei jednoduchych grafi z vybranych tiid.
Grafy v prehledu jsme konstruovali z téch nejjednodussich zakladnich grafi,
kterymi byly bud trivialni graf nebo Ky, a ukazali jsme rozdilnost vyslednych
grafi na zakladé jednotlivych operaci.

Pokracovanim mé prace by mohla byt analyza dalSich tfid rekurzivné kon-
struovatelnych grafti a prozkouméni, zda i pro tyto dalsi t¥idy je mozné na-
lézt odpovidajici rekurentni rovnice. Zajimavé by dale bylo zkoumat, do které
z t¥id rekurzivné konstruovatelnych grafii by bylo mozné zatadit rekurentni
grafy z BI-GRA.

Také by bylo mozné zabyvat se algoritmy a jejich pfipadnym zrychlenim pro
nékteré tiidy v [I]. Dalsim pokracovanim této prace by mohla byt analyza

vvvvv
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PRILOHA A

Seznam pouzitych znaceni

* oznaceni pro vytvoreni k kopii grafu

@1 spojeni dvou stromu, r = 71

@2 spojeni dvou stromt, r = 79

(s sériova operace pro sériové-paralelni grafy

©®p paralelni operace pro sériové-paralelni grafy

®, zaviraci operace pro sériové-paralelni grafy

© operace pro k-stromy, pripojeni jednoho izolovaného uzlu k£ hranami
® operace kiizovy soucin pro kografy

@y, operace pro zvétseni Halinova grafu

K} Oznaceni pro Uplny graf s k uzly.

K, m Oznaceni pro plny bipartitni graf s n uzly v jedné a m uzly druhé v
partité.
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PRILOHA B

Obsah prilozeného CD

readme.tXE. ..ot i e strucny popis obsahu CD

src

tBP_Stépénkové_AneZka_QO17 .zdrojova forma prace ve formatu INTEX
PlCEUTEC. ottt e obrazky k praci

1775 v text prace

tBP_Stépénkové_AneZka_2017.pdf ........ text prace ve formatu PDF
ZZP.pdf ... zadani prace ve formatu PDF



