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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva implementaci a analyzou algoritmi vyuziva-
nych pro LU faktorizaci fidkych matic. Literarni reserSe obsahuje teoretické
zaklady potfebné pro pochopeni algoritmii, kterymi se prace zabyva. Tyto
algoritmy jsou zde také popsdny a vysvétleny. Praktickd ¢ast obsahuje popis
konkrétni implementace a jeji analyzu. Implementace je realizovana v jazyku
C++ za pomoci knihovny OpenMP, ktera je pouzita pro pararelizaci. Hlav-
nim vysledkem této prace je sada dat vypovidajicich o vlastnostech a schop-
nostech zvolenych algoritmt. Tyto idaje mohou pomoci zdjemcim pii volbé
algoritmt pro pouziti v aplikacich vyuzivajici fidké matice. V priloze prace lze
nalézt zdrojové kédy implementace testované v této praci.

Klicova slova LU faktorizace, ridké matice, implementace, analyza, heuris-
tika

Abstract

This bachelor thesis deals with the implementation and analysis of algorithms
used for LU factorization of sparse matrices. The literary research contains the
theoretical foundations needed to understand the algorithms that the thesis
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deals with. These algorithms are also described and explained here. The practi-
cal part contains a description of the selected implementation and its analysis.
Implementation is implemented in C++ using the OpenMP library, which is
used for parallelization. The main result of this work is a set of data showing
the properties and abilities of the chosen algorithms. This data can help anyone
interested in selecting algorithms for use in applications using sparce matrices.
In the appendix, the implementation source codes tested in this work can be
found.

Keywords LU factorization, sparce matrices, implementation, analysis, heu-
ristic
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Uvod

V dnesni dobé se staly pocitace a Internet soucasti kazdodenniho zivota pro
velkou ¢ast populace. Velké mnozstvi aplikaci, jako naptiklad doporucovaci
systémy, strojové uceni a pocitacova grafika, vyuziva pro reprezentaci zpraco-
vavanych dat pravé ridké matice. Na zna¢né mnozstvi téchto aplikaci je kladen
duraz na jejich rychlost, a zde se nachazi uzitek této prace. Vysledky této prace
napomohou pfi tvorbé aplikaci vyuzivajici fidké matice.

Zaroven také poslouzi jako jako nauc¢ny materidl pro zajemce o téma rid-
kych matic ¢i efektivniho programovani.

Prace se zabyva implementaci a analyzou Doolittlova algoritmu pro LU fak-
torizaci fidkych matic a heuristik snazicich se minimalizovat tak zvany fill-
in“. 1.¢ast prace se vénuje seznamenim s algoritmy, heuristikami a nezbytnymi
teoretickymi zaklady. 2.Cast se vénuje implementaci Doolittlova algoritmu a
heuristik. 3.¢ast se vénuje analyze vysledné implementace Doolittlova algo-
ritmu a heuristik.






KAPITOLA 1

Teoreticky zaklad

LU faktorizace se v praxi pouziva predevsim ke zrychleni feseni linedrnich
rovnic s vice pravymi stranami.

Jelikoz tato préace se zabyva maticemi a algoritmy s nimi pracujicimi, na-
chazi se v této kapitole definice matice a s maticemi souvisejici pojmy vyuzité
v této praci. Zaroven je zde sezndmeni se s ruznymi formaty ulozeni matic v
programech.

Nékteré heuristiky obsazené v této praci také potiebuji k praci grafy, proto
tato kapitola obsahuje také definice grafu a pojmu s grafy souvisejicimi.

1.1 Matice
V této sekei je ¢erpano z [1].

Matice Usporadany soubor mn cisel, kde m,n € N, usporadanych do ta-
bulky o m fadcich a n sloupcich nazyvame matice m x n. Znac¢ime napiiklad
takto:

a1 ai2 o Qip

a1 a2 - Ao
Am,n =

Um,1 Om2 -~ amn

kde a;; je prvek matice na i-tém radku a j-tém sloupci. Cislo 7 nazyvime
radkovy index a j sloupcovy index. Mnozinu vSech matic typu m X n znac¢ime
R™™,

Ctvercova matice Ctvercova matice je specidlni pripad obecné matice, kde
m = n. Nazyvame také matice n xn. Mnozinu vSech matic typu n xn znac¢ime
™™,
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Vektor Vektorem nazyvame usporadanou n-tici prvkil, kde n € N. Znac¢ime
A= (alaa2a s 7an)'

Diagonala matice Diagondlou ¢tvercové matice A € T™" je vektor

(a1,1,a22,...,ann) € T"

Horni/Dolni trojihelnikovid matice Horni trojihelnikovd matice je ma-
tice A € R"™", pro kterou plati Vi > j : a;; = 0. Analogicky pro dolni
trojihelnikovou matici plati Vi < j : a; ; = 0.

Nasobeni matic Pokud mame matice A € R™™ a B € R™P, kde m,n,p €
N, tak jejich souc¢inem bude matice C a B je matice C € R"P pro kterou plati:

n
Cij =D ikbr;
k=1
Znac¢ime AB = C.

Jednotkova matice Jednotkovd matice je matice E € T™" pro kterou plati
Ez‘jzéij i,jEﬁ

1 S
Pro 51’]’ plati 51']' = {0’ il;lc;f{ J

Regularni a singularni matice Meéjme matici A € T™". Existuje-li matice
B € T™" takova, ze plati
AB =BA =E

nazyvime matici A regularni a matici B inverzni k A. Znacime B = A~
Pokud A neni regularni, nazyvame ji singularni.

Transponovana matice Transpozici matice A € R™" je matice z R™™ pro
kterou plati, Ze jeji prvek v j-tém radku a i-tém sloupci se rovnd a; ;. Tuto
matici zna¢ime A7,

Symetricka matice Matici nazveme symetrickou, kdyz pro ni plati A =
AT,

LU rozklad LU rozkladem regularni matice A je rozklad na dolni troja-
helnikovou matici L a horni trojihelnikovou matici U. Pro tyto matice plati

LU = A.



1.2. Formaty ulozeni ridkych matic

Ridk4 matice Ridk4 matice nemé pfesnou definici. Obecné pro fidké ma-
tice plati, ze vétsina jejich prvka je nulovych. Tato hranice vsak neni nikde
presné stanovena. Analogicky, pokud je vétsina prvkia matice nenulovych, na-
zveme ji matici hustou.

1.2 Formaty ulozeni ridkych matic

V této sekci je cerpano z [2] a [3].

1.2.1 Husty format

Husty format ulozeni matice je forméat bez jakékoli komprese. Matice ulozené v
tomto formatu jsou ulozeny jako dvourozmérné pole hodnot, kde hodnota ma-
tice a;; je ulozena v poli na adrese A [7, j]. Dvourozmérna pole jsou v progra-
movacich jazycich vétsinou ulozena jako pole poli, coz umoznuje jednoduché
a rychlé prochéazeni a hledani hodnot v matici.

Pro ridké matice, zvlastné rozsahlé, ale tento format neni prilis idealni.
Obsahuje velké mnozstvi redundantnich dat v podobé nulovych prvki, které
v pripadé rozsahlych matic zabiraji znacné mnozstvi paméti. Pro malé ridké
matice vsak tento format muze byt atraktivni diky své rychlosti, ale musi se
pocitat s vétsim vyuzitim paméti.

1.2.2 COO format

Souradnicovy formét (Coordinate format) pouziva pro uklddéni nenulovych
prvki matice 3 jednorozmérna pole s velikosti stejnou jako je pocet nenulovych
prvka v matici. Tyto pole jsou Row, Column a Data, tedy radek, sloupec a
data. V idedlnim ptipadé by tyto pole byla sefazena primarné podle éisla radku
a sekundarné podle ¢isla sloupce pro rychlejsi vyhledavani, ale toto usporadani
neni explicitné vyzadovano.

Tento format je vice pamétové naroény oproti jingym komprimovanym for-
matam ulozeni, je ale vhodny pro postupnou konstrukci matice a prevod do
jinych formétu ulozeni.

Ukazka ulozZeni matice ve formatu COO

4 0 0 6 00
030000
0 00 0O00O0
A_190003
0007 00
0 00 0 O0 8

Matice A ve formatu CCO pri indexovani od 1:



1. TEORETICKY ZAKLAD

[ Row [[1]1]2[4]4]4]5]6]
[Column [[1[4]2]1]2][6]4]6]
[Data  [[4]6[3[1[9]3]7[8]

1.2.3 CSR forméat

Compressed Sparse Row format pouziva pro ukladani nenulovych prvka 3 jed-
norozmérnd pole, z nichz 2 pole maji velikost stejnou jako je pocet nenulo-
vych prvki, a treti je velké jako je pocet Fadku matice plus 1. Tyto pole
jsou Index, Pointer a Data. Pole Data obsahuje nenulové prvky matice v po-
fadi primarné podle ¢isla fadku a sekundarné podle cisla sloupce. Pole In-
dex obsahuje sloupcové indexy korespondujici k datiim z pole Data v identic-
kém poradi. Pole Pointer obsahuje data definovina touto rekurzivni funkei:
Pointer [0] = 0 :  Pointer [i{] = Pointer [i — 1] + (nnz;_1), kde nnz;_1 je po-
¢et nenulovych prvkia na faddku (i — 1) pivodni matice. Prvnich m hodnot
pole Pointer tedy obsahuje indexy prvniho nenulového prvku daného radku
v polich Index a Data a prvek m + 1 obsahuje celkovy pocet nenulovych
prvka v matici. Je zajimavé podotknout, Ze jelikoz prvni prvek pole Poin-
ter je vzdy 0 a posledni je vzdy pocet nenulovych prvkit v matici, jsou tyto
hodnoty v podstaté redundantni. Je ale vyhodné tyto hodnoty v poli pone-
chat, jelikoz diky témto hodnotdm neni potfeba zvlast oSetfovat mezni pri-
pady pristupu do takto uloZzené matice. Tyto hodnoty tak zajistuji platnost
Pointer [i + 1] — Pointer [i] = (poc¢et nenulovych prvku na i-tém fadku).
Tento format je vhodny pokud je potreba prochazet matici po radcich.

Ukazka uloZeni matice ve formatu CSR

4 0 0 6 0O
03 0000
0 00 0O0O
A_190003
000 7 00
0 00 0O 8

Matice A ve formatu CRS pri indexovani od 1:

[Index [1[4]2][1]2][6]4]6]
|Data [[4]6[3[1]9]3][7][8]
| Pointer [ 0[2[3[3[6][7]8]

1.2.4 CSC format

Compressed Scarse Column forméat je velmi podobny formatu CRS, rozdil
mezi nimi je ze CSR uklada data po radcich, CSC uklada data po sloupcich.
Vyuziva k uloZeni matice 3 jednorozmérna pole, stejné jako CSR. Namisto
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poc¢tu nenulovych prvka v radku se ve vzorci pro vypocet hodnot v poli Pointer
vyuzivd pocet nenulovych prvki ve sloupci a v poli Index jsou namisto indext
sloupcti indexy radka.

Tento formét je vhodny pokud je potieba prochazet matici po sloupcich.

Ukazka uloZeni matice ve formatu CSC

OO = OO =
OO O O wo
OO OO oo
OO OO
OO O O OO
o O W o oo

Matice A ve formatu CRS pfi indexovani od 1:

[Index [1[4]2[4]1[5]4]6]
|Data [[4[1]3[9]6][7]3]8]
| Pointer [ 0[2[4[4]6][6]38]

1.2.5 Matrix Market

Format Matrix Market je vyuzivany stejnojmennym verejnym zdrojem matic.
Tento format ma 2 druhy: ,Coordinate* vyuzivany k uklddani fidkych matic
a ,Array“ vyuzivany pro ukladani hustych matic. Tento formét se vyuziva
pro ukladani matic do souborti na rozdil od formatu zminénych v piredchozich
castech préce.

Jelikoz se tato prace zabyva fidkymi maticemi, je zde vysvétlen pouze
Coordinate format. Data v souboru maji ve formatu Matrix Market pevné
danou strukturu. Na prvnim radku se nachazi hlavicka. Ta povinné zacina
Fetézcem ,%%MatrixMarket“. Nésleduji informace o matici: formét ulozeni,
datovy typ prvka a typ matice. Typ matice je budto ,general“ ktery rika,
ze v souboru budou vSechny nenulové prvky, anebo ,symmetric“ ktery rika,
ze soubor obsahuje pouze nenulové prvky na diagonale a pfimo pod diagoné-
lou. V tomto ptipadé jsou totiz prvky nad diagonédlou redundantni, jsou totiz
totozné s prvky pod diagonélou.

Na dalsich Fadcich mize byt dobrovolny komentar. Pocet fadkt komentare
neni omezen, vSechny fadky komentare vSak musi za¢inat znakem ,%¢.

Réadek nasledujici ihned po komentafi obsahuje tfi ¢isla v tomto pofadi:
pocet radku matice, pocet sloupct matice a pocet nenulovych prvka matice.

Zbylé radky souboru obsahuji nenulové prvky matice. Ty jsou v nasledu-
jicim formatu: index fadku, index sloupce a hodnota.
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Ukazka matice ulozené ve formatu Matrix Market

SO = OO
OO O o wo
o O O o O
O N O O O
o O O O O
o O W o oo

%%MatrixMarket matrix coordinate integer general
%

% Dobrovolny komentaf
%

668

114

146

223

411

429

463

547

668

1.3 Grafy

V této sekci je ¢erpano z [4].

Neorientovany graf Neorientovany graf je usporadand dvojice (V, E), kde

e V je neprazdna koneénd mnozina vrcholu (nebo také uzli)
e F je mnozina hran

Hrana je neuspofddand dvojice vrcholfi, plati tedy E C 2V. Mnozinu vech
dvouprvkovych podmnozin mnoziny V' oznacujeme (‘2/)

Prosty graf Graf nazyvame prosty v pripadé, ze zadné 2 uzly nejsou spojeny
vice jak jednou hranou, tedy neobsahuje rovnobézné hrany.

Smycka grafu Smycka grafu je specidlni pripad hrany, kterd spojuje uzel
v grafu sam se sebou.

Obycejny graf Obycejny graf je takovy graf, ktery neobsahuje smycky.
Uplny graf Uplny graf na n vrcholech je graf (V, (‘2/)), kde |V| = n.
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1.3. Grafy

Podgraf Graf H je podgrafem grafu G, pokud plati V (H) C V (G) a zaro-
ven F (H) C E (G). Toto znac¢ime H C G.

Stupen uzlu Necht mame graf G = (V, E) a vrchol v € V. Stupném uzlu v
je pocet hran grafu G, které obsahuji uzel v. Znac¢ime jako degq (v).

Klika grafu Klikou nazveme tplny podgraf grafu G.

Matice sousednosti Necht mame graf G = (V, E), kde V = (v1,v2,...,vp).
Matici sousednosti nazveme ¢tvercovou matici Ag = (aij)?jzl pro kterou plati
1, kdyz {v;,v;} €FE

predpis a; j = { 0. jinak






KAPITOLA 2

Doolittliv algoritmus pro LU
faktorizaci

Doolittluv algoritmus([5] pro LU faktorizaci je zalozeny na Gaussové eliminaci.
Mezi jeho vyhody patii jeho jednoduchost na pochopeni a implementaci, a to i
pro slozitéjsi formaty ulozeni fidkych matic. Algoritmus je také zaroven duka-
zem, ze dand faktorizace je unikatni. Je také mozné algoritmus implementovat
sin-place“, tedy s pfidanou paméti konstantni O (1) velikosti. Tento pristup
ma vsak nevyhodu ztraty ptivodni matice, jelikoz jsou na jeji misto ukladany
hodnoty z obou vyslednych matic.

Algoritmus provede LU faktorizaci matice A na dolni trojuhelnikovou ma-
tici L a horni trojihelnikovou matici U. Pro prvky matice L plati, ze prvky
na jeji diagonéle jsou rovné 1 a prvky pod diagonalou jsou urceny

7j—1
aij — Y likuk
k=1

Uj,j

lij =

a pro matici U plati, ze jeji prvky na a zaroven nad diagondlou jsou urceny

—1
Uig = ij— > liktp;.
k=1

Z téchto vztaht je vidét, Ze po pfecteni hodnoty a;; uz neni nikdy vyuzita.
Toto a zaroven fakt, ze prvky na diagonale matice IL jsou rovné 1, tedy v pod-
staté redundantni, znamena, ze prvky jak matice IL i matice U lze ulozit zpét
do matice A, a tim odstranit nutnost alokovat dodatec¢né misto v paméti na
ulozeni matic L a U. To znamen4, zZe algoritmus je mozné implementovat ,,in-
place“, jak bylo zminéno v predchozim odstavci.
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2. DOOLITTLUV ALGORITMUS PRO LU FAKTORIZACI

2.1 Pruabéh algoritmu

I kdyz je slovni popis algoritmu postacujici pro jeho definici, pro jeho vysvét-

Vv

vych krokt. Z tohoto duvodu nésleduje nédzorny priklad na matici o rozmérech
3 x 3.

a1 a2 a13 lia Ul U1,2 U3
a1 a2 a3 | = |la1 lo2 U2 U3
az1 asz2 a33 l31 l32 I33 u3 3

2 -1 =2 1

-4 6 3 =1. 1

-4 -2 8 o1

Tento zapis reprezentuje matice vyuzité v Doolittlové algoritmu pred jeho
spusténim. Tecky oznacuji prvky k nalezeni.
Algoritmus zac¢ind vyplnénim prvniho fadku v matici U.

2 -1 -2 1 2 -1 -2
-4 6 3 1=1.1
-4 -2 8 |

Tyto prvky jsou vypocteny dle vzorce uvedeném v definici algoritmu.
Nasleduje vyplnéni prvniho sloupce matice L.

2 -1 =2 1 2 -1 -2
-4 6 3 |=]-21
-4 -2 8 -2 .1

Podobné jako v predchozim kroku, nové prvky jsou vypocteny dle vzorce uve-
deném v definici algoritmu.

Zbylé kroky jsou identické jako oba predchozi kroky, popisky uz tedy nejsou
potieba.
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2 -1 =2 1 2 -1 =2
-4 6 3 |=]|-21 4 -1
-4 -2 8 -2 1
2 -1 -2 1 2 -1 -2

-4 6 3 -2 1 4 -1
-4 -2 8 -2 -1

2 -1 -2 1 2 -1 -2
-4 6 3 -2 1 4 -1
-4 -2 8 -2 -1 3




2.2. Pseudokdd algoritmu

Jak jiz bylo zminéno, algoritmus lze implementovat ,in-place, tedy obé
vysledné matice ulozit do matice ptivodni. Pro tento piiklad by vysledna ma-
tice vypadala takto:

2 -1 =2
-2 4 -1
-2 -1 3

2.2 Pseudokdd algoritmu

Algorithm 1 Doolittliv algoritmus
Vstup: Matice A(dim,dim)
Vystup: Matice L(dim, dim), U(dim, dim)

1: function DOOLITTLE

2 for i < 1 to dim do

3 for j < 7 to dim do

1 u(isj) < a(i,j)

5: for k< 1toi—1do

6 u(i,g) «—u(i,j)—10i,k)*u(k,j)
7 end for

8 end for

9: for j «+ i+ 1 to dim do

10 1(iy7) < a(i,g)

11: for k< 1toi—1do

12: L(iy7) < 1(iy7) =L (J, k) *u(k,i)
13: end for

14: 1(i,7) < 1(i,7) Ju (i)

15: end for

16: end for
17: end function

2.3 Slozitost algoritmu

2.3.1 Casova slozitost

Podle pseudokoédu lze vyvodit ¢asova slozitost
n n i—1 n -1
0 (Z (ZZH 5 zl)) o).
i=1 \j=i k=1 j=i+1 k=1

Casova slozitost algoritmu je tedy kubicka a zalezi na dimenzi vstupni matice.
Tato slozitost ovsem plati pouze pro forméty uloZeni s konstantnim casem

13



2. DOOLITTLUV ALGORITMUS PRO LU FAKTORIZACI

pristupu a zapisu, tedy hlavné husty format ulozeni. Pro komprimované for-
maty ulozeni rfidkych matic je slozitost vyssi, a to o slozitost ¢teni a zapisu do
matice.

2.3.2 Pamétova slozitost

Presna pamétova slozitost algoritmu zalezi na zptusobu implementace a for-
matu ulozeni matic. Pro implementaci popsanou pseudokédem v této préci
a husty format uloZeni matic je slozitost O (2n?). Toto miZeme sniZit na
O (n?) pokud obé vysledné matice L a U ulozime do jedné matice. Avsak
pokud pouzijeme in-place* implementaci algoritmu, mizeme slozitost snizit
na O (1). Tento pristup ale neni vzdy hodny, jelikoz tento zptsob implemen-
tace prepise vstupni data.

Situace je slozitéjsi pokud je pouzit néktery z formatu ulozeni pro ridké
matice. Nadale bude uvazovan format ulozeni CSR nebo CSC. Moznosti imple-
mentace jsou stejné jako pro husty format ulozeni, avsak pamétové slozitosti se
lisi. Pri ulozeni vysledku do novych matic, je potieba O (2nnzr + 2nnzy + 2n)
paméti navic, kde nnz je pocet nenulovych prvka v matici. Tento pristup mé
vyhodu volnosti ve volbé formatu ulozeni pro obé vysledné matice. Mizeme
také obé vysledné matice ulozit to jedné matice. Pii tomto pfistupu usettime
oproti pfedchozimu piipadu O (n) paméti, avsak ztratime volbu vybéru for-
matu ulozeni pro obé matice nezavisle. Lze také ulozit vysledky do vstupni
matice. V tomto ptipadé je pamétova slozitost O (nnzy, + nnzy — nnza), ztra-
time vsak volbu formatu ulozeni vystupnich matic a zaroven ztratime vstupni
data.

2.4 Moznosti paralelizace

Moznosti paralelizace toho algoritmu jsou limitované, ale existuji. Z pseudo-
kédu algoritmu lze vycist nemoznost paralelizace hlavniho cyklu, jelikoz jeho
1 + 1-ni iterace primo zavisi na vysledku i-té iterace. Vnitini cykly j a k uz
paralelizovat jdou.

V cyklu j jsou vysledky iteraci na sobé nezavislé, lze tedy snadno parale-
lizovat rozdélenim iteraci cyklu mezi dostupnd vldkna. Situaci stézuje vyuziti
formatu CSR a CSC, ktery znemoznuje nezavislé pridavani novych prvka do
matice. Toto lze vyTesit, avSsak je nastane zpomaleni kvili nutnosti oSetfeni
pristupu do matice.

Cyklus k lze také snadno paralelizovat. Existuje sice hazard v podobé
zmény prvku [ (i,7) au (i, j), toto vsak lze snadno vyresit pomoci mechanizmu
reduction dostupnym v knihovné OpenMP.
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KAPITOLA 3

Heuristiky pro snizeni poctu
nové vzniklych nenulovych prvkii

P1i operacich s fidkymi maticemi je ¢asto kvili jejich rozméram pozadovano
zachovani fidkosti ve vyslednych maticich. Existuje celd rada heuristik snazici
se minimalizovat tzv. fill-in“, tedy vytvoreni novych nenulovych prvki ve
vyslednych maticich. V této kapitole jsou popsany nékteré z nich.

3.1 Symetrické matice

Nasledujici algoritmy pro fungovani potfebuji moznost vstupni matici inter-
pretovat jako matici sousednosti. Je tedy pozadovana jeji symetri¢nost.

Tyto algoritmy vsak lze pouzit na nesymetrické matice, a to kdyz se k ne-
symetrické vstupni matici pfi¢te matice transponovand, tedy AS = A + AT,

3.1.1 Minimum Degree Ordering

Hlavni ideou algoritmu MD[6] je minimalizace fill-in odstranovanim uzla z eli-
minac¢niho grafu v poradi podle jejich stupné aktudlniho stupné. Eliminaéni
graf se ziskd vytvorenim grafu matice sousednosti. Jako matice sousednosti
se bere samotnd vstupni matice s ignorovanymi smyckami, tedy prvky na di-
agondle. Vystupem algoritmu je permutac¢ni vektor obsahujici indexy uzlt v
poradi v jakém byli smazany z elimina¢niho grafu.

Algoritmus za¢ne nalezenim uzlu v elimina¢nim grafu s nejnizsim stupném.
Jeho index ulozi na pocatek vektoru, ktery na konci algoritmu bude obsaho-
vat permutacni vektor. Tento uzel z grafu vymaze a vytvori kliku obsahujici
sousedy smazaného uzlu. Vytvoreni kliky dosdhne sjednocenim vlastnim se-
znamem sousedul se seznamy sousedu svych sousedu. Pri sjednocovani je tieba
nepridat do seznamu sousedu uzlu sam onen uzel, aby se zabranilo vzniku
smycek. Ze seznamu sousedu se také smaze smazany uzel. Toto se opakuje
dokud eliminac¢ni graf obsahuje uzly ke smazani.
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3. HEURISTIKY PRO SNIiZENI POCTU NOVE VZNIKLYCH NENULOVYCH
PRVKU

3.1.1.1 Prubéh algoritmu

N O OO
S OO W o
O O Tt O
S 0 O O O

OO W w
S O O 0 O

0900 0 6

Tuto matici si algoritmus prevede na nasledujici graf.

SOACORCD,
OIS

Obrazek 3.1: Pocateéni graf MDO

vV,

tacéniho vektoru. Jako dalsi je smazan uzel 6. Je pfiddn na konec permutacéniho
vektoru.

Obréazek 3.2: Graf MDO po odstranéni uzla 4 a 6

V aktudlnim grafu maji vSechny uzly stejny. V tomto piipadé je vybran

evvs

Obréazek 3.3: Graf MDO po odstranéni uzlu 1

16



3.1. Symetrické matice

Takto algoritmus pokracuje dokud nejsou vsechny uzly smazany. Na konci
béhu algoritmu je vysledny Vektor’ 4 \ 6 \ 1 \ 2 ‘ 3 ‘ 5 ‘

3.1.1.2 Pseudokdd algoritmu

Algorithm 2 Minimum Degree Ordering
Vstup: Matice A(dim,dim)
Vystup: Permutacéni vektor perm
1: function MDO
2 while perm.size < dim do
3 node < graph.min
4: perm.pushback (node)
5: for ¢ «+ 1 to node.neigh.size do
6
7
8

node.neigh.delete (node)
node.neigh.union (node.neigh)
end for
9: end while
10: end function

3.1.2 Multiple Minimum Degree Ordering

Multiple Minimum Degree Ordering je vylepseni algoritmu Minimum Degree
Ordering navrhnuto H. Liu. Dle jeho pozorovani, pokud elimina¢ni graf ob-
sahuje vice uzla se stejnym minimélnim stupném, tak po smazani jednoho z
nich urc¢ité budou zbylé uzly mezi témi s minimalnim stupném. Tato modifi-
kace tedy odstranuje vSechny uzly se stejnym minimalnim stupném v jednom
kroku. Motivaci za touto modifikaci je snaha snizit Cas potrebny k prepoctu
stupna uzli afektovanych pii mazani uzli z elimina¢niho grafu.

V prikladu béhu algoritmu budou odstranény uzly 1,2,3 a 5 v jednom
kroku. Poradi pridani uzli do permutac¢niho vektoru neni explicitné zadano.

3.1.2.1 Moznosti paralelizace

Pararelizace algoritmu Multiple Minimum Degree Ordering je pomérné limi-
tovand. Nejlépe lze paralelizovat vytvareni klik v grafu, jelikoz mtzeme zpra-
covavat nékolik sousednich uzli smazaného uzlu, jelikoz tyto operace jsou na
sobé nezavislé. U MMDO by se také mohlo zdét ze zpracovavani nékolika sma-
zanych uzli najednou je vyhodné, tento pristup vsak prinasi znac¢né mnozstvi
hazardi a vyzaduje tedy pomérné agresivni synchronizaci.

3.1.3 Cuthill-McKee

Algoritmus Cuthill-McKee|7] se snazi minimalizovat ,fill-in“ priuchodem grafu
vzniklého z matice sousednosti ve sméru nejnizsiho stupné. Jako matice sou-
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3. HEURISTIKY PRO SNIiZENI POCTU NOVE VZNIKLYCH NENULOVYCH
PRVKU

sednosti se bere vstupni matice se zanedbanymi smyckami, stejné jako v algo-
ritmu MD. Algoritmus je podobny algoritmu Breath-first search se zménénym
poradim prochazenim uzli. Vystupen algoritmu je permutacni vektor.

Algoritmus zacne selekci uzlu z grafu s nejnizsim stupném. Ten je vloZen
do permutac¢niho vektoru. Do predpripravené fronty jsou vlozeny sousedé vy-
braného stupné v poradi dle jejich stupné. Nasledné je vybran uzel z fronty
a je pro néj opakovan stejny proces jako pro prvni uzel. Toto se opakuje, dokud
fronta neni prazdné. Pokud se fronta vyprazdni a délka permutacniho vektoru
se nerovna dimenzi vstupni matice, vybere se novy, zatim nevybrany uzel s

sV

3.1.3.1 Prubéh algoritmu

OoON O OO =
O O O O W o
O O O Ut O
O O oo oo

O O W w
SO O O w O

Tato matice je prevedena na tento graf.

Obrazek 3.4: Graf pro Cuthill-McKee

Ten je prochazen podle definice algoritmu. Vysledny permutac¢ni vektor
je] 4 ‘ 6 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 1 ‘ 5 ‘ . Pro pripad ze ma algoritmus vice moznych cest,
neni zadefinovano pravidlo pro rozhodnuti. V tomto piipadé mély prioritu uzly
s nizsim indexem.
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3.2. Nesymetrické matice

3.1.3.2 Pseudokéd algoritmu

Algorithm 3 Cuthill-McKee

Vstup: Matice A(dim,dim)

Vystup: Permutacni vektor perm
1: function CM

2 while perm.size < dim do

3 node < graph.min

4: perm.pushback (node)

5: queue.push (node.neigh)

6

7

8

9

while !queue.empty do
node < queue.pop
perm.pushback (node)
: queue.push (node.neigh)
10: end while
11: end while
12: end function

3.1.4 Reverse Cuthill-McKee

Reverse Cuthill-McKee je modifikace algoritmu Cuthill-McKee Alanem Geor-
gem. Modifikace spoCiva v obraceni vysledného permutacniho vektoru.

3.1.4.1 Moznosti paralelizace

Moznosti paralelizace tohoto algoritmu jsou velmi limitované. Jednoducha
a efektivni ¢ast k paralelizaci je obraceni permutacniho vektoru. Ve zbytku
algoritmu je kazdy krok zavisly na kroku predeslém, neni tedy mozno rozdé-
leni algoritmu na ¢ésti pro paralelizaci. Rozdéleni by zptisobilo zna¢nou zménu
vysledku.

3.2 Nesymetrické matice

Nasledujici heuristika je urcena pro nesymetrické matice. Nesymetri¢nost vsak
neni podminkou, lze tak pouzit i na symetrické matice.

3.2.1 Markowitzova strategie

Markowitzova strategie[8] se snazi minimalizovat ,fill-in“ pomoci permutace
radkid a sloupcit matice na zakladé tzv. Markowitzovych cen.

Algoritmus v kazdé svoji iteraci pracuje s pravou dolni ¢asti matice o ve-
likosti (n — i) x (n — 1), kde i € (0,n — 2) je aktudlni iterace algoritmu. Pro
kazdy nenulovy prvek aktudlni matice je spoctena tzv. Markowitzova cena
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3. HEURISTIKY PRO SNIiZENI POCTU NOVE VZNIKLYCH NENULOVYCH
PRVKU

definovana

price (ajr) = (nnz (j) — 1) x (nnz. (k) — 1)

kde nnz, (j) je poet nenulovych prvku j-tého fadku aktudlni matice a nnz. (k)
pocet nenulovych prvka k-tého sloupce aktualni matice. Po vypocteni téchto
cennou. Zvoleny riddek se presune na prvni fadek v aktudlni matici, slou-
pec na prvni sloupec v aktudlni matici. Toto se opakuje pro vsechny hodnoty
i€ (0,n—2).

3.2.1.1 Pruabéh algoritmu

OoON O OO -
O o0 OO WwWwo
O O O Ut O
O O 0w o oo

O O W w
SO OO o

Pro tuto matici algoritmus spocitda Markowitzovy ceny jednotlivych nenulo-
vych prvki

4 2 4
4 4 2
2 01
0
4 4 4
2 1

Prvek s minimalni Markowitzovo cennou je a4 4, je tedy prohozen radek 0 a 4
a sloupec 0 a 4. V Dalsim kroku se pracuje s pravym dolnim rohem matice o
rozmeéru 5 x 5.

=

Il
O© O O O W
S O =~ ot O
SON O o O

w O W
S OO O o

Toto se opakuje dokud se nezpracuje posledni vytez matice velikosti 2 x 2.
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3.2. Nesymetrické matice

3.2.1.2 Pseudokéd algoritmu

Algorithm 4 Markowitzova strategie
Vstup: Matice A(dim,dim)
1: function MARKOWITZ

2: NNZ (nnz_row,nnz__col)

3: for i < 1 to A.size — 2 do

4: N <— 00

5: min_ row < min_ col < 1
6: for j < i to A.size do

7: for k < i to A.size do
8: if A(j,k)# 0 then
9: cost < (nnz_row (j) — 1) * (nnz_col (k) — 1)
10: end if

11: if min > cost then
12: min < cost

13: min_row <— j

14: min__col < k

15: end if

16: end for

17: end for

18: if © # min_row then

19: swap_row (i, min__row)
20: end if

21: if ¢ # min_ col then

22: swap__col (i, min__col)
23: end if

24: update_ NN Z (nnz_row,nnz_col, 1)
25: end for

26: end function

Funkce NN Z spocité pocty nenulovych prvki na daném fadku/sloupci, funkce
update_ NN Z tyto hodnoty aktualizuje pro aktudlni vyrez matice vyuzity
v dalsi iteraci algoritmu.

3.2.1.3 Moznosti paralelizace

Moznosti paralelizace Markowitzovy strategie jsou znatelné lepsi nez pred-
chozi heuristiky. Jednotlivé iterace cyklu i na sobé jsou primo zavislé, tento
cyklus tedy paralelizovat nelze. Co vsal lze pararelizovat jsou funkce NNZ
a update_ NN Z. Hlavné jde ale pararelizovat cyklus k. Ten je sice ¢astecné
zavisly na svoji predchozi iteraci, toto vsak lze obejit prifazenim lokélni ko-
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3. HEURISTIKY PRO SNIiZENI POCTU NOVE VZNIKLYCH NENULOVYCH
PRVKU

pie kazdému vldaknu a po skonceni cyklu vybrat instanci vlakna, které naslo
opravdové minimum.
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KAPITOLA 4

Existujici reseni

Tato kapitola obsahuje razné diplomové prace zabyvajici se podobnymi tématy
a jiz existujici aplikace budto urc¢ené piimo k feseni této problematiky, nebo
obsahujici algoritmy tykajici se LU faktorizace.

4.1 Diplomové prace

liv algoritmus a heuristiky Multiple Minimum Degree Ordering, Reverse Cuthill-
McKee a Markowitzovu strategii. Rozdil mezi touto praci a praci Gabriely
Turcajové je inkluze paralelniho zpracovani.

Préce Lukéase Turcana[10] méla za kol vytvorit fesicku ridkych soustav
linedrnich rovnic porovnavajici rtizné metody feseni. Konkrétné LU rozklad,
Gaussovu elimina¢ni metodu, metodu konjugovanych gradientii a metodu bi-
konjugovanych gradientii.

Prace Milada Jiraska[l11] méla za tikol také vytvorit Fesicku ridkych soustav
linearnich rovnic, avsak za pomoci Doolittlova algoritmu, Choleskyho dekom-
pozice a Gaussovy eliminaéni metody. Obsazeny také byly heuristiky AMD,
COLAMND a RCM.

Prace Stanislava Kusého[12] se zabyvala stejnym tématem jako tato prace,
ale algoritmy pro LU faktorizaci byly Croutova dekompozice, Choleskyho de-
kompozice a QR dekompozice.

4.2 Software

R [13] R je volné dostupny software urc¢eny pro statistické vypoéty. LU fak-
torizace je vyuzita ve funkcich ,det“ a ,solve“. Dostupna je také funkce
ysparseLU“ | které primo vypocita LU faktorizaci zadané matice.
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4. Existujici RESENI

MATLAB [14] MATLAB je software uréeny pro praci s maticemi. LU fak-
torizace je vyuzita ve funkcich ,det* kterd vypocte determinant matice, ,inv*
kterd vypocte inverzi matice a ,lu“ kterd vypocte LU faktorizaci matice.

SuperLU [15] SuperLU je software urceny pro feseni soustav linedrnich rov-
nic. Pii vypoctech vyuziva LU faktorizaci i heuristiky pro snizeni ,fill-in“.

SciPy [16] SciPy je matematicka knihovna pro programovaci jazyk Python.
Obsahuje nékolik algoritmt pro faktorizaci matic.
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KAPITOLA

Implementace

Tato kapitola popisuje nastroje pouzité pro implementaci, presnou implemen-
taci Doolittlova algoritmu a jiz zminénych heuristik.

5.1 Pouzité nastroje

Pro implementaci je pouzit jazyk C++. Z C++ jsou pouzity kontejnery z
knihovny STL, jmenovité kontejner vector, queue, set a multimap, knihovna
algorithm a knihovna limits, kterd je pouzita pro ziskani hodnoty FEpsilon.
Jako Epsilon se v programovacich jazycich oznacuje povolenda odchylka pfti
porovnavani ¢isel s pohyblivou desetinnou ¢arkou.

7 kontejneru vector jsou pouzity funkce insert, size, reserve, resize, push__back
a clear. Funkce push__back, size a reserve maji slozitost O (1). Funkce clear mé
obecné slozitost O (n), ale pro primitivni datové typy je funkce optimalizovana
na O (1). Funkce insert ma slozitost O (n), kde n je pocet prvku nésleduji-
cich po nové vlozeném a funkce resize ma slozitost O (n), kde n je pocet nové
vzniklych prvki.

7 kontejneru queue jsou vyuzity funkce push, pop, empty a front. VSsechny
maji slozitost O (1).

7 kontejneru set jsou vyuzity funkce insert, erase a size. Funkce insert
a erase ma slozitost O (logn), funkce empty ma slozitost O (1).

7 kontejneru multimap jsou vyuzity funkce insert a erase. Implementace
umoznuje vyuziti verzi téchto funkci s amortizovanou slozitosti O (1).

7Z knihovny algorithm jsou vyuzity funkce lower__bound, upper__bound a sort.
Funkce lower__bound a upper_bound maji slozitost O (logn), sort mé slozitost
O (nlogn).

Pro realizaci paralelizace je vyuzita knihovna OpenMP. Je také vyuzivana
k presnému méreni casu.
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5. IMPLEMENTACE

5.2 Organizace implementace

Kompletni implementace Doolittlova algoritmu a heuristik pro snizeni ,fill-in“
je obsazena ve tiidé Matrix. Tato tiida reprezentuje jak vstupni tak vystupni
matice a obsahuje podpurné funkce pro operace s matici. Mezi tyto funkce
patii get_elem kterd vrati hodnotu prvku na zadané pozici. Slozitost této
funkee je O (logn), kde n je pocet nenulovych prvki v daném radku pii pouziti
CSR a sloupci pri pouziti CSC. Funkce insert_elem pridda do matice novy
nenulovy prvek na uréenou pozici. Slozitost této funkce je O (logn +m + k),
kde n je pocet prvku na daném fadku/sloupci, m je pocet prvka k aktualizaci
v poli Pointer a k je pocCet prvku urcenych k posunu v polich Index a Value.

Trida Matriz obsahuje vnitini t¥idu Graph, kterd reprezentuje graf vyu-
zivany v nékterych heuristikdch. Tato tiida také obsahuje podpurné funkce,

Podle vysledku prace Stanislava Kusého[12] jsou nejvyhodnéjsi forméty
ulozeni CSC a CSR, jsou proto zvoleny tyto 2 formaty. Jelikoz je v Doolittlove
algoritmu vstupni matice prochézena jak po radcich tak po sloupcich, tak lze
zvolit jak format CSC, tak format CSR. V této praci byl zvolen format CSC.
Pro heuristiky je format ulozeni irelevantni.

U vystupnich matic vSak jiz na zvoleném forméatu zélezi. Matice L je ulo-
zena pomoci formatu CSC, jelikoz je stavéna po sloupcich. Matice U je ulozena
pomoci formatu CRS, jelikoz je stavéna po fadcich. Tyto volby maji sice za
efekt mensi efektivnost prochazeni matic v Doolittlové algoritmu, zabranuji
ale posouvani zna¢ného mnozstvi prvka pri vkladani novych prvkia do matic.

5.3 Implementace algoritmi

5.3.1 Doolittltiv algoritmus

Doolittlav algoritmus je implementovan podle pseudokédu 2.2 s modifikacemi
popsanymi v 2.4.

5.3.2 Multiple Minimum Degree Ordering

Multiple Minimum Degree Ordering je implementovan podle pseudokdédu 3.1.1.2
s modifikacemi na 3.1.2 a 3.1.2.1.

Ovsem pii implementaci se s teorii popsanou v 3.1.2.1 vyskytl problém,
konkrétné se snahou zpracovavat nékolik sousedi smazaného uzlu najednou.
Budto se pro reprezentaci sousedii pouzije bindrni strom (tedy kontejner set)
s kterym se ovsem stane z operace + pro prifazovani prace vlaknum operace
se slozitosti O (n). Timto se zastini jakakoli snaha pararelizace. Pokud se pro
reprezentaci pouzije pole (tedy kontejner vector), operace + bude sice O (1),
ale z O (logn) operace pridani a smazani prvku se stane operace se slozitosti
O (n), tedy znovu zastinujici jakoukoli snahu o pararelizaci. Zvolen byl tedy
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5.3. Implementace algoritmt

zpusob implementace v teoretické ¢asti popsan jako horsi, avsak v praxi real-
néjsi.

5.3.3 Reverse Cuthill-McKee

Reverse Cuthill-McKee je implementovan podle pseudokddu 3.1.3.2 s modifi-
kacemi na 3.1.4 a 3.1.4.1.

5.3.4 Markowitzova strategie

Markowitzova strategie je implementovana podle pseudokdédu 3.2.1.2 s modi-
fikacemi na 3.2.1.3.
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KAPITOLA 6

Testovani

6.1 Hardware

Vysledna implementace je testovdna na serveru star.fit.cvut.cz. Na vypo-
cetnich uzlech je zde zajistén béh pouze jednoho programu v jeden cCas, béh
tedy neni ovlivnén vnéjsimi vlivy. Vypocetni uzly na serveru star.fit.cvut.cz
obsahuji néasledujici hardware:

e 2x Intel Xeon 2620 v2 @ 2.1Ghz, Turbo 2.6Ghz
6 jader, 12 vldken

15MB cache
AVX

e 32GB RAM

Na vypocetnich uzlech jsou také dostupné GPU, pro tcely této prace vsak
nejsou vyuzity.

6.2 Kompilator

Pro kompilaci je pouzit kompilator g++. Kompildtor je spoustén s prepinaci
»-std=c++11 -Ofast -mavx -fopenmp“.

Prepina¢ ,-std=c++11* aktivuje standart C++11, ktery pridava ruzné
syntaktické zkratky a nové funkce do riznych knihoven. Nékteré jiz existujici
funkce také modifikuje ¢i rozsifuje. Bez tohoto prepinace je implicitni nasta-
veni kompildtoru standardné C++98.

Prepinac ,,-Ofast“ je kombinaci pfepinacu

e -08
o -ffast-math
e -fno-protect-parens
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o -fstack-arrays

Prepina¢ ,,-mavz® zaruéi vyuzivani AVX vektorovych instrukci.

Prepinac ,,-fopenmp* zapne v programu podporu knihovny OpenMP. Tato
knihovna je vyuzita pro realizaci pararelizace. Je z ni také pouzita funkce
omp__get_wtime() pro presné méreni casu.

6.3 Testovaci data

Testovaci data jsou prevzata z portalu ,Matrix Market“, coz bezplatny portal
poskytujici mnozstvi riznych matic. Pro testovaci ucely jsou vybrany ridké
symetrické ¢tvercové matice o rozmérech zhruba 600 x 600 az 2000 x 2000.

6.3.1 Testované matice

BCSSTK14 dimenze 1806 x 1806, 32630 nenulovych prvka

Obrazek 6.2: Matice BCSSTKO0S
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6.3. Testovaci data

BCSSTK11 dimenze 1473 x 1473, 17857 nenulovych prvka

A R
N\

Obrazek 6.3: Matice BCSSTK11

BCSSTM13 dimenze 2003 x 2003, 42943 nenulovych prvki

. !

Obrazek 6.4: Matice BCSSTM13

662 BUS dimenze 662 x 662, 1568 nenulovych prvku

Obrazek 6.5: Matice 662 BUS
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6. TESTOVANT

685 BUS dimenze 685 x 685, 1967 nenulovych prvka

Obrazek 6.6: Matice 685 BUS

1138 BUS dimenze 1138 x 1138, 2596 nenulovych prvki

Obrazek 6.7: Matice 1138 BUS

6.4 Vysledky

7 téchto grafl lze vycist 2 hlavni zavéry. Jeden zavér je potvrzeni odvozené
slozitosti O (n®) Doolittlova algoritmu. Druhy z4vér ndm ¥iké, Ze ispéch heu-
ristik jak co se tyce Casové slozitosti tak tispéchu v redukci ,fill-in* zavisi silné
na organizaci nenulovych prvka ve vstupni matici. Je slozité tedy urcit nej-
lepsi heuristiku, jejich dspésnost se totiz lisi pripad od pripadu. V nékterych
pripadech je dokonce lepsi heuristiku nepouzit vibec, jelikoz pocet nenulovych
prvku ve vyslednych matici mize zdsadné vzrist.

Pri volbé vhodné heuristiky je tedy tfeba jako prvni prozkoumat, ktera z
heuristik dava primérné nejlepsi vysledky pro danou aplikace.
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6.4. Vysledky

108
1 I I T I
Z4dna heur.
MMD
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Pocet nenulovych prvkia vystupni matice

Ooo | |

| | I

| | I
0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45
Pocet nenulovych prvki vstupni matice 104

Obréazek 6.8: Pocet nenulovych prvkua po LU faktorizaci

3 T T
MMD
Tiine RCM |
: —e— Markowitz. strateg.
2 [ |
i)
2 151 |
L)
1 [ |
0.5 .
I I | | | |

| |
05 1 15 2 25 3 35 4 45 b
Pocet nenulovych prvki vstupni matice -10*

Obrazek 6.9: Casovd narocnost heuristik
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Dimenze vstupni matice

Obrézek 6.10: Casova naroc¢nost Doolittlova algoritmu
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Zaver

Tato prace méla za cil seznameni se s Doolittlovym algoritmem pro LU fakto-
rizaci matic, konkrétné fidkych matic, a heuristikami snazici se minimalizovat
tak zvany fill-in“. V této praci byly obsazeny heuristiky Multiple Minimum
Degree Ordering, Reverse Cuthill-McKee a Markowitzova strategie. Tyto al-
goritmy byly implementovany pararelné pomoci knihovny OpenMP. Zaroven
byl cil také tyto algoritmy implementovat a analyzovat. Vyslednd prace tyto
cile splnuje.

Prace se prilis nezabyva faktory uspéchu heuristik v redukeci fill-inu“,
jako rozsifeni by tedy bylo mozné algoritmy detailné prozkoumat a pokusit
se vyvodit vlastnosti matic, které dané heuristice prospivaji, a naopak které
skodi.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

COLAMD Column Approximate Minimum Degree

MMD Multiple Minimum Degree
MD Minimum Degree

COO Coordinate List

CSR Compressed Sparse Row

CSC Compressed Sparse Column
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PRILOHA B

Obsah prilozeného CD

readme . tXb. . oiiin it e struény popis obsahu CD
I o o zdrojové kédy
IMPL et e zdrojové kbédy implementace
MABTiCES ottt e testovaci data

thesis ....ovviiiiiinnnnnn.. zdrojova forma prace ve formatu KITEX

| PLCtUTES .ottt e obrazky

I =D v P text prace
L jurasluk_bak_prac_2017.pdf........... text prace ve formatu PDF

41



	Úvod
	Teoretický základ
	Matice
	Formáty uložení řídkých matic
	Grafy

	Doolittlův algoritmus pro LU faktorizaci
	Průběh algoritmu
	Pseudokód algoritmu
	Složitost algoritmu
	Možnosti paralelizace

	Heuristiky pro snížení počtu nově vzniklých nenulových prvků
	Symetrické matice
	Nesymetrické matice

	Existující řešení
	Diplomové práce
	Software

	Implementace
	Použité nástroje
	Organizace implementace
	Implementace algoritmů

	Testování
	Hardware
	Kompilátor
	Testovací data
	Výsledky

	Závěr
	Literatura
	Seznam použitých zkratek
	Obsah přiloženého CD

