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Abstrakt

Tato bakalarska prace je zaméfena na
open-source knihovnu pro grafové algo-
ritmy jGraphT. Nejprve porovnava tuto
knihovnu s dalsimi dostupnymi knihov-
nami, které se taktéz soustredi na mate-
matické grafy. Nasledné seznamuje cte-
nare s obsahem knihovny a jeho struktu-
rou. Ve své posledni ¢asti rozsituje obsah
knihovny o test, ktery detekuje rovinnost
zadaného grafu. Za timto ucelem je po-
psan a implementovan Hopcroft-Tarjan
algoritmus, ktery rozhoduje o rovinnosti
grafu v linedrnim case.

Klicova slova: teorie grafl, rovinnost,
Hopcroft-Tarjan algoritmus, grafova
knihovna

Vedouci prace: RNDr. Marko
Genyk-Berezovskyj
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Abstract

This bachelor thesis is focused on the
open-source library for graph algorithms
jGraphT. At first, it compares this library
with similar available libraries, which also
focus on mathematical graphs. Then it in-
troduces the contents of the library and its
structure. In its last part, the content of
the library is extended by the test that de-
tects the planarity of the specified graph.
For this purpose, the Hopcroft-Tarjan al-
gorithm is described and implemented. It
is able to determine the planarity of the
given graph in linear time.

Keywords: graph theory, planarity,
Hopcroft-Tarjan algotithm, graph library

Title translation:
algorithms library

Expansion of a graph
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Kapitola 1
Uvod

Pro svou praci jsem si vybrala grafovou knihovnu JGraphT [Nav]. Tato volné
dostupna knihovna je napsand v jazyce Java a zabyva se v podstaté vsSim,
co se tyka grafi. Umoznuje nejen jejich vizualizaci, ale také aplikaci jiz
pomérné rozsdhla. Presto se stale rozviji a jeji obsah se zvétsuje. I kdyz se
jeji autori snazi pristupovat ke grafim co nejobecnéji, prace s knihovnou neni
prilis slozitd. V kédu je uzivano generickych datovych typi, coz umoznuje
jeho univerzalni pouziti.

Ackoliv se to na prvni pohled nezda, matematické grafy jsou hojné uzivané
v praxi. Pomoci grafti 1ze modelovat rozmanité struktury a zkoumat jejich
vlastnosti, ¢ehoz lze vyuzit pri feseni mnoha rozlicnych problému spadajicich
do bézného zivota i do rtiznych védnich obori, které se zdanlivé grafové teorie
viibec netykaji. Své uplatnéni najdou napiiklad pri modelovani dopravnich
siti, vyhledavani ve strukturdch nebo planovani ¢innosti systémi.

Knihovna je tématicky rozdélena do nékolika balicki, jako jsou generovani
grafii a jiné. V této préaci se zamérim na ty Casti, které se vénuji grafovym
algoritmum. Nejprve definuji terminy, které budu v prvni ¢asti prace uzi-
vat. Implementované algoritmy se pokusim popsat, nékteré z nich otestovat
a ohodnotit. Knihovnu jako takovou porovnam z hlediska obsahu a funk¢nosti
s dalsimi dostupnymi knihovnami, které se zabyvaji timtéz nebo podobnym
tématem. Néasledné se budu vénovat implemetaci algoritmu pro testovani
rovinnosti orientovanych a neorientovanych grafi, ktery v knihovné prozatim
chybi. Predstavim Hopcroft-Tarjan algoritmus, objasnim specifika své verze
jeho implementace a demonstuji praci s nové naprogramovanym algoritmem.






Kapitola 2

Prehled uzité terminologie

Pro jednodussi orientaci v pojmech, které budu nadéle bézné uzivat, uvadim
jejich seznam s definicemi.

Definice 2.1 (Graf, vrchol, hrana). Graf je usporddana dvojice G = (V, E),
kde V' oznacuje mnozinu vrcholi (uzli - vertices) a E mnozinu hran grafu
(edges), pri¢emz existuje zobrazeni f : E — V x V. [MNQ7]

Definice 2.2 (Sjednoceni grafil). Sjednocenim dvou grafu G; = (Vi, E)
a Go = (Va, E2) rozumime graf G = (V,E),kde V. =Vi UV a E = E1 U Es.
[Hax]

Pozndmka. Opakovanym uzitim definice 1ze dosdéhnout sjednoceni spocetného
mnozstvi grafa.

Definice 2.3 (Podgraf). Méjme graf G = (V, E). Graf G; = (Vi, E1) nazveme
podgrafem grafu G, pokud V4 CV a E; C E. [Dem02]

Definice 2.4 (Bipartitni graf). Graf G = (V, E) nazveme bipartitni, pokud
existuji dvé disjunktni mnoziny (tzv. partity) Vi, Va spliujici V = V3 U V4
a vSechny hrany z E se zobrazuji do dvojice vrcholi vy a vy tak, ze v1 € V)
a vy € Vo [MNO'?J

Definice 2.5 (Orientovany a neorientovany graf). Graf G nazveme orientova-
nym, je-li zobrazeni f tvaru e — {v1,v2}, kde e € E a v1,vy € V. Vrchol vy
nazveme pocdtecni vrchol hrany e, vrchol vy nazveme koncovy vrchol hrany
e. Temto vrcholtim se 1ika krajni vrcholy hrany e. Pro vrchol v definujeme
prirozend ¢isla vstupni (respektivé vistupni) stupen vrcholu, jakozto pocet
hran, jejichz koncovym (respektivé po¢atecnim) vrcholem je vrchol v. Je-li
zobrazeni f tvaru e — (v1,v3), nazveme graf neorientovany. Vrcholy v1 a vy
opét nazveme krajnimi vrcholy hrany e (nebo muzeme ¥ici, Ze tyto vrcholy
jsou incidentni s hranou e). Pro vrchol v definujeme prirozené ¢islo stupen
vrcholu, jakozto pocet hran, pro néz je v krajnim vrcholem. [MNOQ7] [Dem02]

Definice 2.6 (Ohodnoceny graf). Graf nazveme ohodnoceny (nebo s ohodno-
cenim hran) je-li kazdé jeho hrané pfitazeno né&jaké redlné ¢islo. [CRKO04]

Definice 2.7 (Uplny graf). Neorientovany graf nazveme dplng, jsou-li v ném
vSechny dvojice vrcholu propojeny hranou. [MNO7]

Pozndmka. Uplny graf, s mnozinou vrchol@t o mohutnosti n, znaéime K,, .
Uplny bipartitni graf, jehoz partity maji mohutnost n a m, znac¢ime K, ,, .
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2. Prehled uzité terminologie

Definice 2.8 (Multigraf a jednoduchy graf). Graf nazveme multigraf, pokud
obsahuje dvé hrany, jejichz krajni vrcholy se shoduji (v pripadé orientovaného
grafu se musi shodovat vstupni vrchol se vstupnim a vystupni s vystupnim).
V opa¢ném piipadé nazveme graf jednoduchy (prosty). [Dem02]

Definice 2.9 (Pseudorgaf). Pseudograf je neorientovany multigraf, v némz se
objevuji smycky. [Hax]

Definice 2.10 (Indukovany podgraf). Mé&jme graf G = (V, E). Podgraf G;
grafu G nazveme indukovang mnozinou A C V, pokud A je mnozina vr-
choli grafu G; a mnozina hran grafu G; obsahuje vSechny hrany grafu G
s koncovymi vrcholy v mnoziné A. [Dem02]

Definice 2.11 (Druha mocnina grafu). Druhd mocnina orientovaného grafu
G = (V,E) je graf G1 = (V, E1), kde pro kazdou hranu e; € E existuji pravé
dvé hrany e, a e tak, ze pocatecni vrchol hrany e; je zaroven pocateénim
vrcholem hrany e,, koncovy vrchol hrany e; je koncovy vrchol hrany e,
a koncovy vrchol hrany e, se shoduje s poc¢atecnim vrcholem hrany ey,. [Eks07]

Definice 2.12 (Tranzitivni uzavér grafu). Tranzitivni uzdvér orientovaného
grafu G je orientovany graf GG; takovy, ze ma shodnou mnozinu vrchola
a hrana (u,v) patii mnoziné hran G1, kdyz existuje v grafu G orientovana
cesta z u do v. [CRK04]

Definice 2.13 (Sousedni vrcholy). Dvojici vrcholi nazveme sousedni, pokud
jsou spojeny hranou (jsou incidentni s toutéz hranou). [Dem02]

Definice 2.14 (lzomorfni grafy). Dva grafy jsou izomorfni, pokud existuje
vzajemné jednoznacné zobrazeni g : V — Vi a h : E — E; takové, ze
e = (u,v) < h(e) = (g(u), g(v)) pro orientované grafy a obdobné potom také
e ={u,v} < h(e) ={g(u),g(v)} pro grafy neorientované. [MNO7]

Definice 2.15 (Orientovany a neorientovany sled). Posloupnost vrcholi a hran
V1, €1,0V2,€2,...,€k 1,V Nazveme orientovany sled (respektive neorientovany
sled), je-li f(e;) = (vi,viy1) (vespektive f(e;) = {vi, viy1}). [Dem02]
Definice 2.16 (Tah). Sled nazveme tahem, pokud se v ném neopakuji hrany.
[Dem02]

Definice 2.17 (Cesta). Tah nazveme cestou , pokud se neopakuji ani vnitini
vrcholy. Délkou cesty rozumime pocet jejich hran. [Dem02]

Definice 2.18 (Uzavieny tah). Tah je uzavreny, pokud se shoduje jeho prvni
a posledni vrchol. [Dem02]

Definice 2.19 (Euleriv tah). Tah nazveme Euleriv, paklize prochazi kazdou
hranou grafu. [MNOQ7]

Definice 2.20 (Kruznice). Uzavfend cesta byva oznacena terminem kruznice.
[Dem02]

Definice 2.21 (Hamiltonovska kruznice). Rekneme, Ze graf obsahuje Hamilto-
novskou kruznici , pokud v grafu existuje kruznice obsahujici vsechny jeho
vrcholy. [MNOQ7]

Definice 2.22 (Vrcholové pokryti). Vrcholové pokryti grafu je podmnozina
vrcholu splnujici vlastnost, ze kazda hrana grafu je incidentni s alespon jednim
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2. Prehled uzité terminologie

vrcholem této mnoziny. [MNOT7]

Definice 2.23 (Parovani). Pdrovdni grafu je podmnozina hran grafu takova,
ze zadné dvé hrany z této mnoziny nemaji spolec¢ny vrchol. [MNOQ7]

Definice 2.24 (Cyklicky a acyklicky graf). Graf nazveme cyklicky, pokud
obsahuje kruznici. V opacném piipadé jej nazveme acyklicky. [Dem02]
Definice 2.25 (Diametr). Diametr nebo téz prameér grafu nazveme pfirozené
¢islo max d(u, v||u,v € V'), kde d znaci délku cesty mezi prislusnymi vrcholy.
[MNO7]

Definice 2.26 (Obarveni). Mé&jme graf G = (V, E) a k ptirozené ¢islo. Zob-
razeni g : V' — {1,2,...,k} nazyvame obarvenim grafu G k barvami, pokud
pro hranu s krajnimi vrcholy u, v plati g(u) # g(v). [MNOT]

Definice 2.27 (Strom). Souvisly graf bez kruznic nazyvame strom. [MNOQT7]
Definice 2.28 (Les). Sjednoceni vice stromt nazyvame les. [MNQT7]
Poznamka. Ojedinéle byva les také povazovan za strom.

Definice 2.29 (Kofen). Méjme orientovany strom G(V, E). Vrchol v € V je
korenem stromu G, pokud z v vede orientovana cesta do vsech vrcholt grafu

G. [MNO7]

Definice 2.30 (Kofenovy strom). Strom, ktery ma kofen, nazveme korenovy
strom. [MNOT]

Definice 2.31 (Hladina). Rekneme, Ze vrchol u € V kotfenového stromu lezi
v hladine vysky k, mé-li cesta od kofene tohoto stromu k vrcholu v délku k.
[Dem02)

Definice 2.32 (Spojity graf). Rekneme, ze graf je spojity (souvisly, slabé
souvisly), pokud mezi kazdou dvojici jeho vrcholu existuje neorientovana
cesta. [MNOT]

Definice 2.33 (Silné souvisly graf). Orientovany graf G = (V, E) je silné
souwisly, pokud existuje orientovand cesta z vrcholu v do vrcholu v a Vu,v € V.
[Dem02)

Definice 2.34 (Komponenta souvislosti). Mnozina vrcholi A grafu G je kompo-
nenta slabé souvislosti tohoto grafu, je-li nejvétsim slabé souvislym podgrafem
tohoto grafu (obdobné se silnou souvislosti). [MNQ7|

Definice 2.35 (PYedchidce, naslednik, rodi¢). Vrchol v orientovaného koreno-
vého stromu je predchidcem (respektivé ndslednikem) vrcholu u, existuje-li
orientovand cesta z v do u (respektivé z u do v). Predchudce vrcholu v, z néhoz
vede orientovana cesta k vrcholu v délky 1, se nazyva rodi¢ vrcholu v. [MNO7]
Definice 2.36 (Kostra). Kostra souvislého grafu G = (V, E) je podgraf grafu
G obsahujici vSechny vrcholy V, ktery je zaroven stromem. [MNQ7]
Definice 2.37 (Minimalini kostra). Jako minimdini kostru grafu s ohodnoce-
nymi hranami definujeme kostru s nejmensi moznou cenou. [MNO7]
Definice 2.38 (Vrcholové 2-souvisly graf a artikulace). Graf G = (V, E) je
(vrcholové) 2-souvisly, pokud graf G \ U je souvisly pro kazdou U € V
takovou, ze |U| < 2. Vrchol, po jehoZ vyjmuti se graf rozpadne na komponenty
souvislosti, nazveme artikulace. [MM96].
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2. Prehled uzité terminologie

Definice 2.39 (Klika). Klika je uplny podgraf néjakého grafu. [Dem02]
Definice 2.40 (Separator). Separdtor grafu G = (V, E) je podmnozina U € V
tohoto grafu takova, ze graf (V' \ U, E) neni souvisly. [Dem02]

Definice 2.41 (Tok v orientovaném grafu). Pojmem tok v orientovaném grafu
G = (V, E) nazyvame ohodnoceni hran redlnymi ¢isly g : £ — R, které
pro kazdy vrchol splnuje Kirchhoffiv zakon. Oznacime-li po fadé I(v), O(v)
mnoziny hran, pro néz je v poc¢ateénim (koncovym) vrcholem, musi platit:

> gle)= > gle).

e€l(v) e€O(v)

[Dem02]

Definice 2.42 (Rezy grafu). (Hranovy) ez grafu G = (V, E) je mnozina hran
F € E takova, ze graf G1 = (V, E '\ F) neni souvisly, s-t 7ez je mnozina hran
K takova, ze kazdy z vrcholt s, t lezi v riznych komponentach souvislosti
grafu (V, E'\ K). [Dem02]



Kapitola 3

Dostupné grafové knihovny

Pri podrobnéjsim hledani a volbé vhodné grafové knihovny narazi jeji bu-
douci uzivatel pravdépodobné na problém s vybérem. Na trhu je dostupnych
pomérné mnoho knihoven zabyvajicich se problematikou grafi pro rtzné
programovaci jazyky. Casto se odlisuji v rozsahu a zaméieni (nékteré grafové
knihovny se soustfedi hlavné na kvalitni vizualizaci grafti, jiné zase na im-
plementaci vice ¢i méné zndmych grafovych algoritmi). J& jsem mezi nimi
vybrala 9 dalsich a pokusila se je porovnat s knihovnou jGraphT|Nav] - 5
z nich je implementovano v jazyce Java, zbylé 4 v dalsich jazycich.

Pr1i blizsim zkouméni mé prekvapilo, ze vSechny mnou vybrané knihovny
podporuji praci s orientovanymi i neorientovanymi grafy. Mezi knihovnami
v Javé jsem objevila pouze jednu podobnou jGraphT, jedné se o knihovnu
grph[Hog|. Tyto dvé knihovny si mohou konkurovat, nebot jejich obsah je
podobné rozsahly. Nutno vSak podotknout, Ze knihovna grph mé vyrazné
méné informaci v javadocu. Pokud chce uzivatel najit néjaké blizsi udaje
k algoritmiim a implementaci, je tfeba hledat v dokumentaci dostupné na webu.
Knihovna JUNG|JUN] sice obsahuje méné implementovanych algoritmii, ale
jeji vnitini ¢lenéni je intuitivnéjsi - pro nezasvéceného Clovéka je prehlednéjsi,
tedy se v ni rychleji zorientuje. Knihovna JDSL[JDS| se grafim vénuje jen
v malé mitfe, mezi zkoumanymi knihovnami je vyrazné nejslabsi. Komercéni
knihovna yWorks|yWo] mé v sobé implementovany nékteré algoritmy, ma ale
také rozsitené funkce pro grafické zobrazeni, které vyénivaji nad zbyvajicimi
knihovnami. Na knihovné GraphStream|Gra] mne nejvice zaujala moznost
generovat zajimavé grafy (jako napriklad ¢tvercovou sit toru) a uzivatelska
pristupnost.

Knihovna igraphlfigr] je implementovéana v ruznych programovacich jazy-
cich, jeji rozsah odpovida rozsahu knihovny JGraphT, nabizi i mnoho moznosti
exportu dat dojinych formata.

V jazyce C++ jsou napsany dvé knihovny: LEDA[GA] a BGL[Boo|. Prvni
zminéna knihovna neni tak dukladné propracovand, chybi ji pro uzivatele
podstatné ukazky vyuziti a jeji dokumentace je dle mého nazoru méné pre-
hledna. Druh& knihovna je soucéasti rozsdhlejsi univerzalni knihovny BOOST,
ktera je casto aktualizovana.

V jazyce Python je implementovana knihovna NetworkX[Net], ktera je také
kvalitné zpracovana z algoritmického hlediska. Moznosti jejich vizualizaci jsou
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3. Dostupné grafové knihovny

ovSem omezené zatimco dokumentace je na vysoké trovni.

Pri snaze porovnat knihovny jsem zpracovala tabulku, kterd shrnuje nékteré
jejich vlastnosti. Jelikoz mym cilem je zkoumat predevsim algoritmickou ¢ast,
vybrala jsem nékolik pouzivanych algoritmu a snazila se je v téchto knihovnéch
najit. Tabulku uvadim na nasledujicich strankéch:

Nazev knihovny | jGraphT Graph grph
Stream
Jazyk Java Java Java
Rozsah velky stfedni velky
Volna dostupnost ano ano ano - bez vlast-
nich dprav
Udrzovanost ano ano ano
Zaméreni grafova teorie | modelovani grafova teorie
Podpora multigrafi | ano ano ano
Generator grafu ano ano ano
Souvislost grafu ano ano ano
Nejkratsi cesta ano ano ano
Miniméalni kostra ano ano ano
Maximalni tok ano ne ano
Minimalni fez ano ne ano
Izomorfismus grafi | ano ne ano
A* ne ne ne
Vizualizace pridavna ano pomoci
knihovna exportu
Demo ano ano ano
Export ano ano omezeny

Tabulka 3.1: Porovnani knihoven jGraphT, GraphStream a grph.



3. Dostupné grafové knihovny

Nazev knihovny | jGraphT yWorks igraph
Jazyk Java Java a dalsi C, R, Python
Rozsah velky stfedni velky
Volna dostupnost ano ne ano
Udrzovanost ano ano ano
Zaméreni grafova teorie | modelovani grafova teorie
Podpora multigrafii | ano ano ano
Generator grafu ano ano ano
Souvislost grafu ano ano ano
Nejkratsi cesta ano ano ano
Minimalni kostra ano ano ano
Maximalni tok ano ano ano
Minimalni fez ano ano ano
Izomorfismus grafti | ano ne ano
A* ne ne ne
Vizualizace pridavné dobra pomoci
knihovna exportu
Demo ano ano ano
Export ano ano ano

Tabulka 3.2: Porovnani knihoven jGraphT, yWorks a igraph.

Nazev knihovny | jGraphT JUNG JDSL
Jazyk Java Java Java
Rozsah velky stfedni maly
Volna dostupnost ano ano ano - pro neko-
mercni ucely
Udrzovanost ano ne ne
Zaméreni grafova teorie | modelovani zékladni
manipulace
Podpora multigrafi | ano ano ano
Generator grafu ano ano ne
Souvislost grafu ano okrajové ne
Nejkratsi cesta ano ano ano
Minimélni kostra ano ano ano
Maximalni tok ano ano ne
Minimalni fez ano ano ne
Izomorfismus grafi | ano ne ne
A* ne ne ne
Vizualizace pridavna dobra ne
knihovna
Demo ano ano ano
Export ano ano ne

Tabulka 3.3: Porovnani knihoven jGraphT, JUNG a JDSL.




. Dostupné grafové knihovny

Nazev knihovny | jGraphT | LEDA | BGL
Jazyk Java C++ C++
Rozsah velky stfedni velky
Volna dostupnost ano omezené ano
Udrzovanost ano ne ano
Zaméteni grafova teorie | grafova teorie | grafova teorie
Podpora multigraft | ano ano ano
Generator grafu ano ano ano
Souvislost grafu ano ano ano
Nejkratsi cesta ano ano ano
Minimalni kostra ano ano ano
Maximalni tok ano ano ano
Minimalni fez ano ano ano
Izomorfismus graf | ano ano ano
A* ne ne ano
Vizualizace ptridavné pomoci zakladni
knihovna exportu
Demo ano ne ano
Export ano omezené omezené

Tabulka 3.4: Porovnani knihoven jGraphT, LEDA a BGL.

’ Nazev knihovny ‘ jGraphT NetworkX
Jazyk Java Python
Rozsah velky velky
Volna dostupnost ano ano
Udrzovanost ano ano
Zaméreni grafova teorie grafova teorie
Podpora multigrafi | ano ano
Generator grafu ano ano
Souvislost grafu ano ano
Nejkratsi cesta ano ano
Minimélni kostra ano ano
Maximalni tok ano ano
Minimélni ez ano ano
Izomorfismus graf | ano ano
A* ne ne
Vizualizace pridavnd knihovna zakladni
Demo ano ano
Export ano omezené

Tabulka 3.5: Porovnani knihoven jGraphT a NetworkX.
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3.1. Test knihoven jGraphT a GraphStream

B 3.1 Test knihoven jGraphT a GraphStream

Za celem provéreni funkcénosti a efektivity béhu knihoven jsem provedla
jednoduchy prakticky test, na jehoz zakladé porovnam knihovny jGrapht
a GraphStream.

Aby bylo dosazeno co nejvérohodnéjsich vysledki, vSechny testy byly
neékolikrat opakovany za shodnych vnéjsich podminek. Z namérenych hodnot
byl nasledné vybran median. Testy byly provedeny pro grafy s po¢tem vrchola
0, 3,10, 30, 100, 300,1000 a 3000 (hodnoty se zvySuji o polovinu fadu, pfi
testech velkého mnozstvi grafii s vyssim poc¢tem vrcholi nékteré algoritmy
nedobéhly ani po desitkdch minut - to vsak bylo nejspise zptsobeno omezenim
hardwarovych moznost{). PakliZe test pro graf daného poc¢tu vrcholi probéhl
za dobu kratsi nez 0,1 vtefiny, bylo za tcelem vyssi presnosti provedeno
méreni casu tisice opakovani tohoto testu na raznych grafech. Jako vysledek
testu pak byl bran primérny c¢as jedné iterace.

Provedeme porovnani metod, které generuji pseudondhodny graf o daném
poctu vrcholu a hran a testu spojitosti grafu na dvou typech grafi - hustém
a Tidkém. Jako zastupce mnoziny fidkych grafi vybereme graf, jehoz pocet
hran je roven poctu jeho vrcholt. Z mnoziny hustych grafti zvolime graf

s poctem hran
{n < (n— 1)J
4 )

kde n je pocet vrcholu testovaného grafu. Tato hodnota priblizné odpovida
faktu, ze kazdy vrchol je hranou spojen s primérné

2
VIC]K)IS/.

Vysledné hodnoty zaneseme dografu, na vodorovné ose s linearni stupnici lze
vy¢ist pocet vrcholu testovaného grafu. Na svislé ose s logaritmickou stupnici
lze vycist median délky trvani testu na jedné instanci grafu v miliseknundach.

V knihovné jGrapht uzijeme generdtor, jehoz vstupni parametry jsou
pocet vrcholt a pocet hran grafu. V knihovné GraphStream jsou vstupnimi
parametry generatoru pocet vrcholil grafu a primérny pocet hran vedoucich
z vrcholu grafu.

7 grafu na obrazku3.1/ mizeme usoudit, ze asymptotickd ¢asova slozitost
generovani pseudoniahodného grafu je v obou knihovnach stejna. Knihovna
jGrapht dosahuje lepsich vysledkt nez knihovna GraphStream. Tvary kiivek
ve vizualizaci odpovidaji faktu, ze implementace grafovych generatora v obou
testovanych knihovnach maji polynomialni ¢asovou narocnost.

Graf na obrazku(3.2| vykresluje vysledky pro test spojitosti Fidkych a hustych
graf v obou knihovnach. V knihovné jGraphT tuto funkci zastdva metoda
isGraphConnected () obsazend ve tiidé ConnectivityInspector v balicku
org. jgraph.alg. Jeji navratova hodnota je typu boolean. Metoda nejprve
nalezne mnoziny vrcholu, které jsou spojité, a kontroluje jejich pocet. Zakla-
dem tohoto algoritmu je prohledavani grafu do sitky, jehoz Casova slozitost by
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3. Dostupné grafové knihovny

Porovnani generatori grafa knihoven jGraphT a GaphStream

100000

==— G5 husty
10000 GS fidky
—— |G husty
1000 iG Fidky
100
g
- 10
m
W
1
01 §
|
001 |
L
o |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

pocet vrcholi

Obrazek 3.1: Porovnéni generatoru grafi jGraphT a GraphStream.

méla byt O(E + V). V knihovné GraphStream je za timto ic¢elem imlemento-
vana metoda getConnectedComponentsCount (), jejiz navratovy typ je int.
Tento test probihal formou vygenerovani urc¢itého mnozstvi testovacich grafi,
které jsme dopfedu ulozili do struktury ArrayList. V testu pak dochazelo k
meéreni neprerusenych opakovani volani metody pro detekci spojitého grafu.
Knihovna jGrapht v tomto testu dosahuje vyrazné horsich vysledkd nez
knihovna GraphStream.

Podle vizualizace na obriazku odhaduji, ze testy spojitosti ridkych
grafu v obou knihovnéach budou skuteéné probihat v ¢ase O(E + V). Kiivky
vykreslujici ¢asovy prubéh testu na hustych grafech se mi nezdaji presvédcivé.
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3.1. Test knihoven jGraphT a GraphStream

Porovnani testu spojistosti grafi knihoven
jGraphT a GaphStream

cas fms]

1000 —_— 55 hIJS‘tS"
GS fidky
100 —— jG husty
—— jG Fidky
10
1
0.1
-
0.01
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

pocet vrcholl

Obrazek 3.2: Porovnani testu spojitosti grafi jGraphT a GraphStream.
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Kapitola 4
Knihovna jGraphT

B a1 Vystavba knihovny jGraphT

Jak jiz bylo zminéno v ivodu, knihovna JGraphT se skldda z nékolika balickt
jejichz obsah specifikujeme v této kapitole. Nespornou vyhodou této knihovny
je univerzalita jejiho vyuziti. Vrcholy grafi mohou byt libovolného typu - cela
¢isla, slova, seznamy objektl, nebo cokoliv jiného, dokonce i samotné grafy.

Bl 4.1.1 org.jgrapht

Tento balicek obsahuje nékolik rozhrani, ktera definuji metody prislusné urci-
tym typum grafu. Kupiikladu rozhrani Graph definuje metody pro pridavani
a odstranovani hran a vrcholt grafu, metodu kontrolujici zda graf obsahuje
hranu ¢i vrchol a metody, které vraci mnozinu vrcholu ¢i hran grafu (pfi-
padné mnozinu hran incidentnich s konkrétnim vrcholem). Toto rozhrani drive
rozsifovalo nékolik dalsich (specifi¢téjsich) rozhrani popisujici nové metody
pro konkrétni typy grafii - stupen vrcholu pro neorientovany graf, vstupni
a vystupni stupen vrcholu pro graf orientovany a prifazeni konkrétnich vah
hrandm grafu s ohodnocenim hran. Od tohoto pristupu se vsak nyni upustilo.

Balicek déle obsahuje rozhrani umoznujici tvorbu hran a vrcholt, roz-
hrani specifikujici praci s cestami v grafu (s metodami vracejicimi poc¢ateéni
a koncovy vrchol cesty, pripadné seznam jejich hran ¢i vrcholi) a rozhrani
umoznujici pracovat se vzdjemné jednozna¢nym zobrazenim dvou grafu (s me-
todami pro uréeni odpovidajicich si vrcholu ¢i hran), abstraktni tfidu Graphs,
kterd jiz konkrétné uvadi metody umoznujici zékladni operace s grafy (jako
naptiklad test incidence vrcholu s hranou, obraceni hran orientovaného grafu
¢i jeho pretvoreni v neorientovany, seznam sousednich vrcholi v neorientova-
ném grafu, resp. predchudct a naslednikii v grafu orientovaném a metody pro
pfidani hran a vrcholi ke grafu). V neposledni fadé je treba zminit abstraktni
tfidu GraphTests, kterd shromazduje testy riznych vlastnosti grafu. Do ného
jsem také pridala test pro zjisténi planarity grafu.
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4. Knihovna jGraphT

B 4.1.2 org.jgrapht.graph a org.jgrapht.graph.builder

Balicek org. jgrapht.graph obsahuje mnoho tiid, které implementuji roz-
hrani org. jgrapht. Tyto tridy udavaji, jak se budou chovat konkrétni typy
grafu, jako pseudografy, multigrafy, jednoduché grafy a dalsi. Dédle obsahuje
tridy umoznujici realizovat sjednoceni grafi a podgrafy.

Druhy zminény balicek, tedy org. jgrapht.graph.builder, obsahuje tiidy,
které realizuji tvorbu riznych typu graft.

B 4.1.3 org.jgrapht.generate

Tento balicek obsahuje tridy, jejichz metody umi vytvaret grafy konkrétnich
vlastnosti, jako jsou prazdny graf, uplny graf, kruznice dané velikosti, nebo
nahodny graf o daném poctu vrcholi a hran, pripadné o daném poctu vrchola
a pravdépodobnosti existence hrany.

B 4.1.4 org.jgrapht.alg a jeho souéasti

Tento balic¢ek je hlavni algoritmicky balicek celé knihovny. V jedné ze svych
casti org. jgrapht.alg.cycle definuje nékolik zptsobii pro hledani silnych
komponent v grafech - pro orientované grafy jsou implementovany Tar janiv,
Tiernaniv, Johnsontv a Szwarcfiter-Lauerdv algoritmus, pro neoriento-
vané Patoniv algoritmus. Oznac¢ime-li V' pocet vrcholu grafu, pocet hran
grafu F a pocet jednoduchych kruznic v grafu C', potom ¢asova naroc¢nost
algoritmi v nejhorsich pifpadech je udéna po fadé O(V - E - C), O(V - "),
O((V + E)C), O(V + EC) a O(V3).

V dalsich ¢astech jsou implementovana rtzna reseni jednotlivych algorit-
mickych problému.

Pro orientované grafy je uveden algoritmus detekujici cykly (kruznice),
na zakladé prohledévani do hloubky je schopen najit vSechny vrcholy obsazené
v cyklu, pripadné miize byt tento cyklus specifikovan konkrétnim vrcholem.

Dalsi trida je schopna rozhodnout, zda je orientovany ¢i neorientovany graf
spojity. Tuto skute¢nost urcuje porovnani poc¢tu komponent slabé souvislosti
grafu a jednicky. Prohledavani do $ifky rozlozi mnozinu vrcholi v komponenty
slabé souvislosti, dovede také rozhodnout, zda existuje cesta mezi dvéma
vrcholy.

Pro uplny graf s ohodnocenymi hranami, v némz plati trojihelnikova nerov-
nost, poskytuje priblizné minimélni ohodnoceni Hamiltonovské kruznice
(tato aproximace by neméla presdhnout dvojniasobek ohodnoceni optimalniho
Feseni).

7 neorientovaného grafu je mozné vratit Eulerdv uzavieny tah a na zakladé
toho rozhodnout, zda je graf eulerovsky.

Pro orientovany graf je mozno rozhodnout, zda je silné spojity, dale ziskat
seznam mnozin vrcholu jeho silnych komponent, ¢i seznam jeho silné spojitych
podgrafi.

Dale knihovna obsahuje tfidu, kterd rozhoduje, zda je neorientovany graf
vrcholové 2-souvisly, poskytuje seznam vsech artikulaci, nebo komponenty
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4.1. Vlystavba knihovny jGraphT

vrcholové 2-souvislosti obsahujici zadany vrchol.

Dalsi trida zachazejici s neorientovanymi grafy urcuje horni odhad poc¢tu
barev pii obarveni grafu hladovym algoritmem a vraci téz jeho obarveni
ve formé pole barev.

Pro neorientované grafy je také mozno hledat jejich vrcholové pokryti,
jedna ze tfid poskytuje metody hledajici aproximaci minimalniho vrcholo-
vého pokryti na zakladé hladového algoritmu, nebo jiny odhad ktery opét
neptresdhne dvojnasobek optimalniho vysledku.

Dalsi trida iterativné hledd tranzitivni uzavér orientovaného grafu a udava
horni odhad poctu iteraci tohoto postupu.

Mezi problémy resené touto knihovnou patri i hledani nejkratsi cesty mezi
dvéma vrcholy grafu s ohodnocenim hran. Za timto ic¢elem bylo implemento-
vano nékolik algoritmt: Di jkstriv algoritmus (vyzadujici kladné ohodnoceni
hran), Floyt Warshalliv algoritmus (nesmi obsahovat cykly zaporné délky,
ale je schopen najit vSechny nejkratsi cesty, urcit jejich pocet a diametr grafu),
Bellman Fordiv algoritmus (ten jiz povoluje i zdpornd ohodnoceni) a jeho
rozsiteni hledajici k nejkratsich cest (i tento algoritmus pozaduje na vstupu
graf bez kruznic zéporné vihy).

Dalsi béZznou tlohou teorie grafu je hledani minimalni kostry grafu které je
mozno realizovat na zakladé tri algoritmi - Kruskalova hladového algoritmu
(s ¢asovou narocnosti O(E'-log(E))), Boruvkova nebo Primova algoritmu (ten
je nékdy také nazyvan Jarnikav a jeho implementace podporuje neorientované
grafy s ohodnocenymi hranami).

Pro korenové stromy prindsi tento balicek také reseni problému hledani
spolec¢ného predka nejnizsi vrstvy dvou vrcholi. I tato tloha prinasi dvé ruzna
feseni, naivni prohledévani predkd vrchold a Tarianav algoritmus.

Dalsi problém feSeny timto balickem se tyka parovani grafu. Hledanim
maximalniho parovani se zabyva Hopcroft Karpiiv algoritmus (vhodny pro
neorientované jednoduché biparitni grafy, jehoz casové slozitost dosahuje
hodnoty O(E-v/V) - opét se jedna o tipravu hladového algoritmu) a Edmondav
algoritmus (s ¢asovou naroc¢nosti O(V*), jakozto tiprava prohledévani do &irky).
Pro tplné biparitni grafy s nezdpornym ohodnocenim hran je implementovan
Kuhn Munkresuv algoritmus (také zvany madarsky algoritmus) ktery hleda
perfektni parovani nejnizsi ceny grafu. Pracuje s ¢asovou narocnosti O(V3).

Dalsim podstatnym problémem teorie grafu je hledani maximélniho toku
¢i minimélniho fezu grafu. Za pomoci Edmont Karpova algoritmu je uzivatel
schopen spocitat maximalni tok sité. Uvedend horni hranice ¢asové narocnosti
je O(V E?). Zadan4 sit musi byt popsdna orientovanym grafem s nezapornym
ohodnocenim hran. Minimalni fez neorientovaného grafu s ohodnocenymi
hranami hled4d rekurzivni Stoer Wagneruv algoritmus, jeho uvedena casova
naro¢nost implementace v této knihovné je O(VE -log(FE)). Pro orientovany
graf s ohodnocenymi hranami lze nalézt miniméalni s-t fez za pomoci Edmont
Karpova algoritmu pro nalezeni maximalniho toku v kombinaci se zpétnym
prohledavanim hran.

Detekei klik grafii fesi Bron Kerboschuv algoritmus, tprava rekurzivniho
prohledavani do hloubky, hledani miniméalniho separatoru rozkladu na kliky
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4. Knihovna jGraphT

fesi takzvany "MCS-M+ algoritmus'.

Balicek org. jgrapht.alg. color implementuje algoritmy souvisejici s obar-
vovanim grafu - riznd fazeni vrcholu za celem obarveni, pocet pouzitych
barev v obarveni a horni a dolni odhad poctu téchto barev.

Nové je obsazen i balicek, zabyvajici se isomorfizmy grafi za pomoci VF2
algoritmu.

B 4.1.5 org.jgrapht.experimental

Tento balicek obsahuje algoritmy, které jsou ve fazi vyvoje, nejsou tedy pova-
zovany za hotové. Aktualné obsahuje jedinou tfidu implementujici Brownav
algoritmus vyuzivajici backtrackingu.

B 4.1.6 Dalsi balicky knihovny

Knohovna dale obsahuje nékolik mensich balickd, které zajistuji jeji spravny
chod.

Balicek org. jgrapht.traverse obsahuje iteratory, které prochazeji grafy
pomoci nékolika riznych technik - do hloubky, do sitky apod.

Balicek org. jgrapht.specifics obsahuje implementaci specifickych me-
tod pro konkrétni typy grafa.

Balicek org. jgrapht.event obsahuje tfidy, jez spravuji udélosti (Events)
a jejich posluchace (Listeners).

Balicky org. jgrapht.ext a org. jgrapht.io specifikuje nastroje pro ex-
port grafi do formatd podporovanych jinymi programy, jako tfeba Matlab.

Balicek org. jgrapht .util slouzi pro technické zalezitosti, které nesouviseji
s grafovou teorii (napt. vypocet faktoridlu).

Posledni balicek org. jgrapht.demo obsahuje nékolik ukazek pouziti kni-
hovny JGraphT, které novému uzivateli usnadnuji zacatek prace s touto
knihovnou.

B 4.2 Aplikace knihovny

Provedme nyni obdobné testy jako pii porovnani knihovny jGraph s knihovnou
GraphStream. Zaméime se na test algoritmii hledajicich minimélni kostru
grafu.

B 4.2.1 Hledani minimalni kostry

Pro hledani minimalni kostry grafi jsou v knihovné implementovany tii
algoritmy - Primiv, Boruvkiv a Kruskalav. Pro jejich porovnani jsem si
vygenerovala ndhodné grafy obdobné jako v predeslém pripadé, pricemz
zévislost po¢tu hran na poc¢tu vrchold jsem zvolila také obdobné. Cas potiebny
k provedeni téchto vypoctl je zachycen v grafech 4.1 a |4.2]

Dosazené vysledky ukazuji, ze Kruskaliv algoritmus dosahuje nejlepsich
vysledkt jak pro ridké, tak pro husté grafy. Méli-li bychom porovnat zbylé

18



4.2. Aplikace knihovny

Porovnani algoritm(i pro hledani minimalni
kostry grafu na hustych grafech
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Obrazek 4.1: Porovnéni testu algoritmt pro hleddni minimélni kostry hustych

grafi.
Porovnani algoritm(i pro hledani minimalni
kostry grafu na fidkych grafech
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Obrazek 4.2: Porovnani testu algoritmi pro hleddni minimalni kostry #idkych
graft.
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dva algoritmy, pak Primiv je vhodny pro husté grafy, oproti tomu Borivkiv
dosahuje lepsich vysledkt na grafech fidkych. Jejich ¢asova slozitost se vsak
zda byt stejnd. Deklarovanda ¢asova slozitost algoritmu pro hleddni minimalni
kostry je O(E -log(E)), kde E znad¢i pocet hran grafu. Vysledek vizualizace
tuto skutecnost potvrzuje.
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Kapitola 5

Rovinnost grafi

Prestoze je knihovna jGraphT obsahla, chybi v ni implementace algoritmu,
ktery testuje rovinnost grafli. Z definice lze snadno vyvodit, ze kazdy rovinny
graf 1ze zakreslit do roviny tak, aby se zadna dvojice jeho hran nekrizila.
Rovinné grafy maji vlastnosti, které lze prakticky aplikovat v riznych oborech.
Pomoci grafii je obecné mozné modelovat vztahy mezi ¢astmi néjakého celku.
Je-li treba prehledné zakreslit schéma tohoto celku, je vhodné vyuzit pravé
nakresleni bez kriZzeni hran, kterého lze dosdhnout jen u rovinného grafu.

® V matematice mizeme rovinnosti vyuzit pii zkouman{ mnohostént, nebot
jejich grafy jsou vzdy rovinné.

8 Rovnéz v chemii najdeme vyuziti pro poznatky o rovinnosti pti znézor-
novani molekularnich graft.

® Pri navrhovani pozemni dopravni site je také vyhodné zvazovat rovinnou
variantu, protoze kiizeni cest s sebou mize nést riziko kolize ¢i nutnost
vyssi finanéni investice.

B V elektrotechnice si své uplatnéni najde naptiklad pri navrhovani inte-
grovanych obvodi.

Pro detekci rovinnych grafti existuje vice riznych algoritmu. Velice znamé
je nésledujici tvrzeni [MNO7], [Cha96], [Pat13].

Tvrzeni 5.1 (nutna podminka pro rovinnost grafu). Necht G = (V, E) je rovinny
graf s minimalné tremi vrcholy. Potom |E| < 3-|V| — 6.

V roce 1930 byla publikovana nasledujici véta:

Véta 5.2 (Kuratowski). Graf G je rovinny, pravé kdyz zadny jeho podgraf
neni isomorfni déleni grafu K33 ani déleni grafu K.

Kuratowského véta, uvedena naptiklad v [MMO96], sice udava nutnou a po-
stacujici podminku pro rovinnost grafii, neni vSak vhodna pro jeji praktické
testovani.

Pozdéji vznikly jiné algoritmy s kubickou ¢i kvadratickou ¢asovou naroc¢nosti
vzhledem k poctu vrcholt grafu. Byly zalozené na postupné konstrukei grafu.

V roce 1974 byl védci predstaven prvni z nékolika algoritmi, které jsou
schopny klasifikovat graf v linearnim case. V nasledujici podkapitole tento
algoritmus rozebereme a teoreticky ovéiime jeho ¢asovou slozitost.
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5. Rovinnost grafii

. 5.1 Hopcroft-Tarjan algoritmus

B 5.1.1 Zavedeni pojmii

Pro jednodussi orientaci v nasledujicim textu nejprve uvedme definice pouzi-
vanych termint s nékolika poznamkami pro jejich lepsi pochopeni.

Definice 5.3. Méjme graf G = (V, E). Nakreslenim grafu G rozumime zob-
razeni f : (V U E) — R? | které kazdému vrcholu v € V pfifazuje bod f(v)
roviny a kazdé hrané e = (vy,v2) € E oblouk f(e) v roviné s koncovymi body
f(v1), f(vg). Pfedpokladejme, ze zadny z obrazu vrcholt neni nekoncovym
bodem zadného oblouku f(e).

Nakresleni grafu G, v némz se zadné dvojice neprotind v nekoncovém bodé
zadného oblouku, se nazyva rovinné nakreslent grafu G.

Ma-li graf G rovinné nakresleni, fekneme, ze je rovinny.

Souvislou otevienou oblast mnoziny R? nazveme sténa rovinného nakresleni
grafu G.

Neomezenou sténu rovinného nakresleni grafu G nazveme wvnéjsi sténou.
[Pat13]

Pozndmka. Kazdy graf mé pravé jednu vnéjsi sténu.

Definice 5.4 (klasifikace hran grafu). Méjme orientovany graf G. Aplikujme
na graf G algoritmus prohledédvani do hloubky. Hrany grafu, pomoci kterych
jsme v prubéhu algoritmu nalézali doposud nenavstivené vrcholy grafu, tvori
tzv. DFS-strom grafu G. Tyto hrany nazveme stromové. Je-li pocatecni
vrchol hrany e predchiidcem jejitho koncového vrcholu v DFS-stromé a hrana
e neni stromové, nazveme ji doprednou. Je-li naopak pocatecni vrchol hrany
e naslednikem jejiho koncového vrcholu v DFS-stromé, oznac¢ime hranu jako
zpéetnou. Pokud zadny krajni vrchol hrany e neni predchtidcem druhého
krajniho vrcholu, fikdme, ze hrana je pricnd. [MM96]

Na obrazku [5.1] vidime orientovany graf. Vrcholy jsou oznaceny ¢islem, které

popisuje poradi nalezeni daného vrcholu. Vrchol 1 je korenem DFS-stromu.
Hrany (1,2),(2,3),(2,4) a (4,5) jsou stromové. Hrana (3,1) je zpétnd, hrana
(1,4) dopfredna a hrana (5,3) pricna.
Poznamka. Podobné lze klasifikovat i hrany grafu neorientovaného. Pak se
z kazdé neorientované hrany stane orientovand a cely graf bude téz orientovany.
Mnoziny doprednych a priénych hran tohoto grafu vsak budou prazdné.
Mnozinu stromovych hran grafu budeme nadéle znacit 7', mnozinu zpétnych
hran B.

Pro néasledujici definice uvazujme existenci neorientovaného 2-souvislého
grafu G = (V| E), na némz probéhl algoritmus prohledédvani do hloubky.
Vrcholy tohoto grafu budeme znacit prirozenymi ¢isly podle poradi, v jakém
byly objeveny pri prohledavani grafu. Hranam grafu byla urcena orientace
podle predeslé poznamky a definice. PovS§imnéme si, ze takovy graf obsahuje
nejvyse jednu hranu vychazejici ze svého korene. Tuto skutecnost 1ze jednoduse
oduvodnit. Pokud je graf tvoren pouze jednim vrcholem, neobsahuje zadné
hrany. Pokud obsahuje vice vrcholi, musi existovat hrana vedouci z jeho
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5.1. Hopcroft-Tarjan algoritmus

Obrazek 5.1: Klasifikace hran grafu.

korfene (jinak by graf nemohl byt 2-souvisly). Pokud by existovala dalsi hrana
vedouci z jeho kofene, pak by pfi odebrani korene z mnoziny vrcholt graf jiz
nebyl souvisly (kdyby byl souvisly, algoritmus DFS by nemohl probéhnout
korektné). To by vSak opét znamenalo spor s 2-souvislosti.

Zavedme nasledujici znaceni. Sled s poc¢atec¢nim vrcholem u a koncovym
vrcholem v o minimélni délce 1, jehoz hrany nalezi mnoziné X, budeme znacit
u ? v. Sled s pocatecnim vrcholem u a koncovym vrcholem v o minimélni

s . v z v, ve v v * . ,
délce 0, jehoz hrany nélezi mnoziné X, budeme znacit u }—> v. Je-li délka
sledu skutecné 0, musi nastat rovnost u = v.

Definice 5.5 (V (e),low,lowy). Méjme stromovou hranu e = (u,v) € E.
Definujme mnozinu vrcholi V (e) nésledovné:

Vie) = {:c‘a; eV, P x}
Daéle definujme vrchol

low(v) = min({w‘(u,w) € B,u e V(e)} U {U})

lows(v) = mm(({w‘(u,w) € B,u¢€ V(e)} U {v}) \ {low(v)}).

[Pat13], [MM96]

Poznamka. Mnozinu V(e) chdpeme jako mnozinu vsech vrcholu grafu G,
do nichz vede orientovany sled libovolného mnozstvi stromovych hran.

Vrcholy low(v) a lows(v) miuzeme diky vastnostem 2-souvislého grafu
chépat jako vrcholy s nejnizsim oznacenim, do nichz vede orientovany sled
libovolného mnozstvi stromovych hran ukonceny nejvyse jednou zpétnou
hranou.
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5. Rovinnost grafii

Lze si vSimnout, ze kazdy 2-souvisly graf obsahujici alespon jednu hranu
urcité obsahuje hranu e = (1,2). To plyne primo z podstaty principu vystavby
DFS-stromu. Hodnoty low(2) a lows(2) jsou v tom piipadé poradé 1 a 2. Je
ziejmé, ze musi existovat vrchol v, z néhoz vede zpétna hrana do vrcholu
1. Kdyby tomu tak nebylo, po odebrani vrcholu 2 z grafu by se porusila
jeho spojitost, coz je ve sporu s 2-souvislosti grafu. Graf je nutné souvisly
a jelikoz z jeho kofenu (vrcholu 1) vede pouze jedna stromova hrana, a to
do vrcholu 2, musi byt vrchol v potomkem vrcholu 2. Nyni uz je ziejmé, ze
existuje sled s poc¢atecnim vrcholem 2 a koncovym vrcholem 1, jehoz posledni
hrana (v,1) je zpétnd a ostatni jsou stromové, a proto muzeme prohlasit, ze
low(2) = 1. Hodnotu lowy(2) 1ze odvodit z definice - mnozina, jejiZ minimum
hleddme, neobsahuje vrchol 1, ale obsahuje vrchol 2. Mensi hodnoty tedy
nelze dosdhnout.

Pro lepsi porozuméni zavedenych pojmt uvedme nasledujici ptiklad. V ta-
bulce 5.1} jsou uvedeny vlastnosti hran grafu znzornéného na obrazku |5.2.

Obrazek 5.2: Urceni vlastnosti hran grafu.

’ Stromova hrana e ‘ V(e) ‘ low(e) ‘ lows(e) ‘
(1,2) 2,3,4,5) 1 2
(2,3) {3,4,5} 1 3
(3,4) (4,5} 1 4
(4,5) {5} 2 5

Tabulka 5.1: Vlastnosti stromovych hran grafu z obrazku 5.2,

Definice 5.6. Necht e = (u,v) € E je hrana grafu G. Cyklus pak definujeme
nasledujicim vzorcem:

low(v) = wU (w, low(v)), pro e ;
C()_{ () 2+ wU (w, low(v)), proeeT

(u,v)Uv%)u, pro e € B.

Ozna¢me vrcholy cyklu C(e): C(e) = wo 7 WL Wa > Wo. Pro

¢ast cesty C(e) zacinajici vrcholem wy a koncici vrcholem u zavedme termin
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5.1. Hopcroft-Tarjan algoritmus

hlavni édst cyklu C(e). Je-li e stromova, pak cestu zaéinajici vrcholem v
a konéici vrcholem w, ozna¢me pojmem vedlejsi c¢dst cyklu C(e). Rekneme,
ze hrana (z,y) vystupuje z cyklu C(e), pokud cyklus C(e) obsahuje vrchol z,
ale neobsahuje hranu (z,y). [MM96]

Pozndmka. Cyklus C(e) muzeme interpretovat jako kruznici, ktera spliuje
nasledujici tfi podminky:

® obsahuje hranu e,
® obsahuje vrchol low(v),
® obsahuje pravé jednu zpétnou hranu.

V pripadé, Ze e je stromova hrana, cyklus nemusi byt uréen jednoznacné.
Hlavni ¢ast cyklu nikdy neni prazdna, vzdy obsahuje alespon vrchol wy.

Pro lepsi srozumitelnost nasledujici definice ozna¢me symblem G/(e) graf
G(e) = (Ve, E.) podgraf grafu G, kde V, = V(e) U {v|(u, v) € B,u € V(e)}
a Ee = {(u,v)|(u,v) € Bu € V(e)}.

Definice 5.7. Necht e = (u,v) € E je hrana grafu G. Potom definujeme
segment S(e) podle vzorce

o) — Cle)UG(V(e)) UG(e), proecT;
(e) = (u,v) Uv - W pro e € B.

Rekneme, ze segment S(e) mé silné rovinné nakreslend, pokud hlavni ¢ést
cyklu C(e) lezi na hranici vnéjsi stény. Takovy segment potom oznacime jako
silné rovinny. [Patl3], [MM96]

Pozndamka. Segment S(e) je vidy 2-souvisly graf. Narozdil od cyklu je jedno-
znacné urcen. Lze ho chapat jako sjednoceni vSech kruznic v grafu G, které
splnuji dvé podminky:

® obsahuje hranu e,
B obsahuji pravé jednu zpétnou hranu.

Lze si také povsimnout, ze kazdy segment S(e) je sjednocenim cyklu C/(e)
a vsech segmenttu S(e), kde € jsou hrany, které vystupuji z cyklu C(e).
Definice 5.8 (Pfipojeni). Mé&jme cyklus C(e). Necht hrana e = (u, v) vystu-
puje z cyklu C(e). Definujme pripojeni A(€) jako mnozinu vrcholi

Ae) = {{u} U {y‘y ¢gV(e),Iz,y)eB:xe V(é)}, proe e T}
ek pro e € B.

[MMO96)], [Patl3]

Pozndmka. Pripojeni A(e) obsahuje vrcholy, pomoci nichz je segment S(€)
napojen na cyklus C'(e), z néhoz hrana e vystupuje.
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5. Rovinnost grafii

Pomoci obrazku 5.3| se opét pokusime ukazat nové pojmy na konkrétnim
grafu. Existuje pouze jediny cyklus hrany (4, 2), nebot tato hrana je zpétn4,

C’((4, 2)) = (2,3,4). Hrana (8,9) je stromova, ale i pfesto pro ni také existuje
pouze jeden cyklus, C((S, 9)) = (1,2,8,9). Pro hranu (3, 4) existuji dva cykly:

C((3,4)) =(1,2,3,4) a C((3,4)) = (1,2,3,4,5). Poviimnéme si, 7e (2,3, 4)
neni cyklus hrany (3,4) - neobsahuje totiz vrchol low(4) = 1.

Segment hrany (2, 3) je cely graf po odebrani vrcholi 8 a 9. Segment hrany
(2,8) je pouze kruznice (1,2,8,9). Segment hrany (1,2) je cely graf - toto
tvrzeni plati pro vSechny 2-souvislé grafy a lze jednoduse dokazat z definice

segmentu, nebot V((1,2)) =V, a tedy G(V((l,?))) = G(V), coz je cely
pivodni graf.

Zvolme si cyklus C' = C’((2,3)) = (1,2,3,4). Vedlejsi ¢ast cyklu C je
cesta (3,4). Hrany vystupujici z cyklu C jsou (3,6) a (4,5). Pro tyto hrany
nalezneme pripojeni A((3,6)) ={1,2,3} a A((4,5)) ={1,5}.

Obrazek 5.3: Graf pro demonstraci pojmu segment, cyklus a pfipojeni

Definice 5.9 (konfliktni a kompatibilni segmenty). Méjme cyklus C, z néhoz
vystupuji dvé rizné hrany e; a ey. Segmenty S(ej) a S(ez) oznacime jako
konfliktni, pokud je splnéna alespon jedna z nésledujicich podminek:

® |A(e1) N A(ez)| > 2 (viz obrazek |5.4] vlevo),
B Jw,y € Ale1) N3z, z € A(e2) : w < x < y < z (viz obrazek 5.4 vpravo).

V opac¢ném pripadé segmenty oznacime jako kompatibilni. Piiklad kompa-
tibilnich segmentt vykresluje obrazek 5.5, [Pat13]
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5.1. Hopcroft-Tarjan algoritmus

Obrazek 5.4: Grafy s konfliktnimi segmenty

i

Obrazek 5.5: Graf s kompatibilnimi segmenty

B 5.1.2 Popis algoritmu

Uvedme nejprve v kratkosti hlavni myslenkové kroky algoritmu, pozdéji
objasnime jejich vyznam [GX88], [MMO96], [HT74], [Cha96], [Pat13].

1. Rozdélme graf na komponenty 2-souvislosti.
2. V kazdé komponenté 2-souvislosti priradme hrandm vhodnou orientaci.
3. Usporadejme hrany grafu do vhodného potradi pro testovani rovinnosti.

4. Zvolme pocateéni hranu, nasledné cyklus, ktery tuto hranu obsahuje.
Testujme silnou rovinnost segmenttt hran vystupujicich z daného cyklu.

5. Testujme, zda lze sloucit silné rovinnna nakresleni segmentt tak, aby
vysledné nakresleni grafu ztstalo silné rovinné.

Prvni krok algoritmu je motivovan nésledujicim tvrzenim zminéném v [GX88].

Tvrzeni 5.10 (Postacujici podminka pro rovinnost grafu). Méjme graf G. Jsou-li
jeho komponenty 2-souvislosti rovinné, potom je graf G rovinny.
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5. Rovinnost grafii

Pozndmka. Tvrzeni lze dokézat za pomoci indukce podle poc¢tu 2-souvislych
komponent grafu G, které bychom postupné pridavali k nakresleni. Ve sku-
tecnosti plati toto tvrzeni v podobé ekvivalence, jako je zminéno v [GX88].
Obrécend implikace, zminénd v modifikované podobé jako Véta II1.2 v [Zel77],
by sla jednoduse dokézat sporem, ale pro tento algoritmus neni dtlezita.

Predeslé tvrzeni jinymi slovy tika, ze pokud se podaii dokazat rovinnost
kazdé 2-souvislé komponenty zadaného grafu, je rovinny cely graf G. Jiz bylo
zminéno, ze segmentem hrany vedouci z kofene DFS-stromu 2-souvislého grafu
G je cely graf G. Hopcroft-Tarjan algoritmus na komponenty 2-souvislosti
grafu pohlizi jako na segmenty téchto hran a testuje jejich silnou rovinnost,
ktera je pro rovinnost postacujici podminkou.

Aby bylo mozné provést druhy krok algoritmu, je tfeba si uvédomit, Ze
rovinnost grafu nezavisi na orientaci jeho hran. Hopcroft-Tarjan algoritmus
vyzaduje, aby graf G obsahoval pouze stromové a zpétné hrany, cehoz mtizeme
dosdhnout pri pouziti algoritmu prohledavani do hloubky.

Podle [MM96] je v dalsim kroku z duvodu efektivity algoritmu potfeba
settidit hrany grafu, tentyz zdroj poskytuje casteéné usporadani hran daného
grafu:

® hranu (u,v) uvazujeme diive nez hranu (z,y), paklize u > z,

® v piipadé rovnosti u = x uvazujeme hranu (u,v) dfive, pokud plati
min(A(u,v)) < min(A(z,y)),

® v piipadé rovnosti min(A(u,v)) = min(A(z,y)) uvazujeme hranu (u,v)
drive, pokud |A(u,v)| = 2 a zéroven |A(z,y)| > 2,

B maji-li obé pripojeni mohutnost 2, nebo je-li mohutnost obou pripojeni
ostTe vetsi nez 2, pak tyto dvé hrany nelze porovnat.

Uvazujme nésledujici zobrazeni [HT74]:

20, pro (u,v) € B;
D ((u,v)) =14 2-low(v), pro (u,v) € T, lows(v) > u;
2-low(v) +1, pro (u,v) €T, lows(v) < u.

Setiidime-li hrany s tymz pocateénim vrcholem vzestupné podle hodnoty
zobrazeni ®(), doséhneme usporadani popsaného vyse.

Ve ¢tvrtém kroku algoritmu zvolime hranu eg vedouci z kofene DF'S jako
pocateéni hranu. Cyklus C'(eg) konstruujeme tak, aby hrana e;11 méla nejnizsi
hodnotu ®(e;+1) z hran, jejichz poc¢ateénim vrcholem je koncovy vrchol hrany
e;. Pro test silné rovinnosti segmenti hran vystupujicich z tohoto cyklu
zavoldme algoritmus rekurzivné. Pokud v libovolné ¢asti algoritmu narazime
na segment, ktery neni silné rovinny, okamzité mtzeme prohlasit, ze zadany
graf neni rovinny.

V poslednim kroku algoritmu je tfeba rozhodnout, zda lze silné rovinné
segmenty grafu spojit do vysledného rovinného grafu. Je tieba zvolit, zda
dany segment budeme kreslit dovnitt ¢i vné cyklu C. Za timto tc¢elem budeme
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testovat bipartitu grafu IG(C) definovaného v [MM96], kde C' = C(eq). Vr-
choly grafu IG(C) jsou segmenty puvodniho grafu. Mezi dvéma vrcholy grafu
IG(C) existuje hrana pravé tehdy, kdyz jim ptislusné segmenty puvodniho
grafu G jsou konfliktni. Je-li graf IG(C') bipartitni, je cely graf G rovinny.
Test bipartity grafu IG(C) spo¢iva v postupném pridavani jednotlivych seg-
ment k jiz zkonstruované ¢asti grafu. Komponenty souvislosti grafu IG(C)
lze (vzestupné) sefadit na zdkladé vrcholu jednotlivych segmentu, jimiz se
pripojuji k cyklu C. Tyto hodnoty se pro jednotlivé komponenty souvislosti
neprolinaji, coz je ziejmé z definice IG(C'). Segmenty ke grafu IG(C) pri-
dévame podle poradi hran definovaného za pomoci zobrazeni ®(). Segment
lze k jiz zkonstruované ¢asti grafu pripojit bez poruseni bipartity, pokud je
nejmensi prvek pripojeni tohoto segmentu vétsi nebo roven maximalnimu
prvku pripojeni alespon jedné z partit kazdé komponenty souvislosti grafu
IG(C). Praveé k této partité potom novy segment prifadime. Pfedtim, nez
budeme induktivné priddvat dalsi segment ke grafu IG(C'), bude tieba ak-
tualizovat seznam jeho komponent souvislosti. VSechny komponenty, jejichz
maximalni prvek ptipojeni je mensi nez minimélni prvek pripojeni posledniho
ptipojeného segmentu, se nové spoji do jedné komponenty souvislosti [MMO96],
[HT74)].

B 5.1.3 Implementace algoritmu

Do knihovny jGraphT jsem pridala balicek org.jgrapht.alg.planarity,
jehoz obsahem je implementace Hopcroft-Tarjan algoritmu pro zjisténi ro-
vinnosti grafu. Balicek obsahuje tfidy HopcroftTarjanPlanarityInspector,
HopcroftTarjanStrongPlanarityInspector a VertexProperties. Nyni si
priblizime obsah tohoto balicku.

V nékterych pasazich nésledujiciho textu bude popis metod doplnén jejich
pseudokédem. Poznamenejme, ze symbol < vyjadiuje prifazeni a zapis {}
znaci prazdny seznam.

B tiida HopcroftTarjanPlanarityInspector

Prvni zminén4 t¥ida je velice jednoduché, obsahuje pouze jediny atribut graph,
ktery uchovava zadany graf, ddle konstruktor a metodu isGraphPlanar (),
jejiz navratovy typ je boolean. Tiida zajistuje jednoduché predzpracovani
vstupniho grafu a prvotni orezavani na zakladé nutné podminky pro rovinnost
grafu z tvrzeni 5.1

Parametrem konstruktoru je graf, jehoz rovinnost je tfeba otestovat. Pokud
je graf orientovany, prevede jej pro své budouci potfeby na neorientovany.

Metoda isGraphPlanar() provede zminéné ofezavani. Déle zavola jiz
naimplementovanou metodu, kterd postupné vraci vSechny komponenty
2-souvislosti grafu, pro kazdou komponentu vytvori instanci tr¥idy pro tes-
tovani silné rovinnosti a zavola test silné rovinnosti. V pripadé, Zze narazi
na komponentu, ktera neni silné rovinna, vraci false. Paklize jsou vSechny
komponenty souvislosti silné rovinné, vraci hodnotu true.
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Pri implementaci posledni zminéné metody jsem si vSimla, Ze metoda
getBiconnectedVertexComponents () nepracuje vzdy spravné. Chyby vzni-
kaly u grafi, které nebyly spojité. Proto v grafu nejprve najdu komponenty
souvislosti a komponenty 2-souvislosti poté hledam u jednotlivych komponent
souvislosti zvlast.

B tfida VertexProperties

Ttida VertexProperties napoméhd uchovavat informace o vrcholech grafu
G. Jeji struktura je naznacena v Obrazku [5.6L

o YertexProperties

&0 -int vertex

&0 -int parent

&0 -int lowy

G0 -int low2

&7 -LinkedList=Integer= adjacent

o +VertexProperiesiint vertex
C+WartexProperties(int vertex, int parent)
D #int getvertexd

gint getlowd

Wgint getlow2

D gvoid setlowdint low)

gvoid setlow2{int [ow)

W gint getParent)
“DglinkedLlist=Integer= getddjacentd
Dgvoid settdjacent(LinkedList=Integer= list)
"D ghaolean addAdjacent{int nesxt)
gvoid lowTolow2(

D+ String toString O

Obrazek 5.6: Diagram t¥idy VertexProperties

Trida mé pét atributi, z nichz ¢tyri jsou celociselné. Jedna se o atribut ver-
tex, ktery uchovava poradi vrcholu v DFS-stromu, déle parent, ktery uchovava
poradi pfimého predchidce tohoto vrcholu (v pripadé kofenu DFS-stromu
uchovava hodnotu —1), a atributy low a low2, které uchovavaji odpovidajici
charakteristiku stromové hrany vedouci do daného vrcholu (v ptipadé korenu
DFS-stromu jsou tyto hodnoty nastaveny na nulu). Poslednim atributem je
spojovy seznam adjacent, ktery uchovava vrcholy, do nichz vede z daného
vrcholu néjaka orientovand hrana.

Také metody tiidy jsou jednoduché. Hlavni konstruktor tiidy mé dva ce-
lo¢iselné parametry, které urcuji hodnoty atributi vertex a parent. Druhy
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5.1. Hopcroft-Tarjan algoritmus

konstruktor mé pouze jeden celociselny parametr. Je to konstruktor pro koren
DFS-stromu. Pro kazdy atribut je implementovan getter (tj. metoda, ktera
vrati hodnotu atributu konkrétni instance tiidy). Pro atributy low, low?2
a adjacent jsou implementovany settery (tj. metody, které umozuji zménit
hodnotu atributu dané instance). Déle je definovdna metoda to String(),
jejiz navratovou hodnotou je retézec s vypisem hodnot atributt konkrétni
instance této tridy; metoda lowToLow2(), ktera zkopiruje hodnotu atributu
low do atributu low2, a metoda addAdjacent () s jednim celociselnym para-
metrem, kterd tento parametr prida na konec spojového seznamu adjacent.

B tfida HopcroftTarjanStrongPlanarityInspector

Posledni navrzena trida ma dva atributy typu ArrayList. Jednd se o se-
znam vertexList, v némz se uchovavaji vrcholy zadaného grafu, a seznam
vertexProperties, ktery uchovava objekty typu VertexProperties nesouci
informace o vrcholech ze seznamu vertexList v odpovidajicim poradi.

P1i zavolani jediného konstruktoru této tridy probéhne inicializace obou

atributt tfidy. Probéhne sestaveni DFS-stromu grafu. Pro kazdy vrchol se
spocitaji hodnoty low, lows a sestavi se spojovy seznam vrcholil, do nichz vede
néjaka orientovand hrana grafu. Tento seznam se nasledné settidi za pomoci
funkce ®().
Tato metoda méa dva celoc¢iselné parametry, které popisuji hranu urcujici
testovany segment, jejim navratovym typem je LinkedList. Metoda vraci
upraveny seznam pripojeni, pokud je segment silné rovinny, v opa¢ném ptipadé
vraci null. Pseudokdd jeji implementace je popsan v algoritmu [1.

Metoda isComponentPlanar () s navratovym typem boolean vyhodnocuje,
zda je konkrétni komponenta 2-souvislosti rovinna. Slouzi pro inicializaci algo-
ritmu. Po zavolani metody se vola isSegmentStronglyPlanar () s parametry
odpovidajicimi hrané vedouci z kofene DFS-stromu. Nasledné metoda vyhod-
noti vysledek a vrati hodnotu false v pripadé, ze komponenta 2-souvislosti
rovinna neni, v opacném pripadé vrati hodnotu true.

Metoda phi() mé dva celociselné parametry, které popisuji hranu grafu,
vraci hodnotu funkce ® pro zadanou hranu (jeji navratovy typ je tedy int).

Metoda getListMax () ma jako parametr seznam typu LinkedList, jehoz
prvky jsou prirozend c¢isla. Metoda vraci maximéalni prvek tohoto seznamu,
nebo —1, pokud je seznam prazdny. Jejim navratovym typem je opét int.

Metoda radsort slouzi k setfidéni sousednich vrcholi daného vrcholu. Ma
dva vstupni parametry: celé ¢islo, které urcuje dany vrchol, a spojovy seznam
sousednich vrchold. Vraci settidény spojovy seznam sousednich vrcholi. Pro
sefazeni sousenich vrchold konkrétniho vrcholu byl pouzit algoritmus radix
sort. Tento algoritmus vSak pozaduje omezenou mnozinu kli¢i vstupniho
seznamu. Sefazeni sousenich vrcholt probiha na zakladé hodnoty funkce @,
jejiz obor hodnot je skutecné omezeny - jeho minimem je dvojnasobek hodnoty
nejnizsiho oznaceni vrcholu grafu zvétseny o 1. Diky tomu je skuteéné mozné
vybrany algoritmus pouzit.
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5. Rovinnost grafii

Algoritmus 1 Urceni silné rovinnosti segmentu

function ISSEGMENTSTRONGLYPLANAR(S, T)
result < {}
aLefts < {}
aRights < {}
if (pocet vrcholu grafu < 4) then
‘ return result
end if
spine < vedlejsi ¢ast cyklu C((S,T)) pozpatku
if (hrana S,T je zpétnd) then
‘ result pripoj T'
else
‘ result pripoj posledni prvek spine
end if
while (spine neni prazdny) do
source < vyjmi posledni prvek spine
actAdjacent < vedlejsi vrcholy vrcholu source kromé prvniho
for all tagret € actAdjacent) do
A + isSegmentStrongly Planar(source, target)
if (A =null) then
‘ return null
end if
if (bipartityTest AndComponentsUpdate = false) then
‘ return null
end if
end for
parent < rodic¢ vrcholu source
odstran parent z posledniho seznamu v aLefts
odstran parent z posledniho seznamu v aRights
end while
wl « low(T)
while (aLefts neni prazdny) do
alb < vyjmi posledni prvek aLefts
arb < vyjmi posledni prvek aRights
if ( (maz(alb) > wl) & ((max(arb)> wl)) then
return null
end if
if (max(alb) > wl) then
result pripoj seznam arb
result pripoj seznam alb
else
result pripoj seznam alb
result pripoj seznam arb
end if
end while
return result
end function
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5.1. Hopcroft-Tarjan algoritmus

Metoda maxComponentAttachment mé dva parametry typu LinkedList,
které zastupuji serazené seznamy pripojeni urcité komponenty souvislosti
grafu IG(C). Vraci vétsi z maximélnich prvka téchto dvou seznami, nebo
hodnotu —1, pokud jsou oba seznamy prazdné.

Metoda attachmentSort slouzi k sefazeni spojového seznamu pripojeni,
ktery je také jejim vstupnim parametrem. Za timto tcelem opét vyuziva
algoritmu radix sort, coz je mozné, nebot hodnoty jednotlivych pfipojeni
mohou nabyvat pouze hodnot oznaceni vrcholt, a tedy jen omezeného mnoz-
stvi riznych hodnot. Vraci vzestupné setfazeny spojovy seznam pripojeni.

Metoda bipartityTestAndComponentsUpdate je posledni pomocnou me-
todou této tridy. Jejimi vstupnimi parametry jsou tti spojové seznamy a celé
¢islo. Jedna se o dva seznamy, jejichz prvky jsou opét spojové seznamy pri-
pojeni komponent souvislosti jednotlivych partit grafu, dile spojovy seznam
pripojeni pravé zpracovaného segmentu a hodnota jeho minimalniho prvku
pripojeni. Navratovy typ této metody je boolean. Metoda vraci true, paklize
pravé zpracovavany segment lze zaradit do jedné z komponent souvislosti jiz
zpracované ¢asti grafu IG(C'), v opacném pripadé vraci false. Jeji imple-
mentace je priblizena pseudokédem v algoritmu 2.

B 5.1.4 Pr¥iklad pouziti implementovaného algoritmu

Na zavér uvedme priklad kédu, ktery vygeneruje ndhodny graf s deseti vrcholy
a dvaceti hranami a otestuje jeho rovinnost:

GnmRandomGraphGenerator gg
= new GnmRandomGraphGenerator (10, 20);
Graph g = new SimpleGraph(DefaultEdge.class);
VertexFactory<Integer> vf
= new VertexFactory<Integer >() {
int counter = 0;
@Override
public Integer createVertex () {
return counter—++;
}

}s
gg.generateGraph (g, vf, null);
HopcroftTarjanPlanarityInspector pi

= new HopcroftTarjanPlanarityInspector(g);
pi.isGraphPlanar ();
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5. Rovinnost grafii

Algoritmus 2 Test bipartity dosavadni ¢ésti grafu IG(C) a aktualizace jeho
komponent

function BIPARTITYTESTANDCOMPONENTSUPDATE(m, A, alefts,
aRights)
if (graf IG(C) zatim nemd zadné komponenty) then
aLefts ptridej prvek A
aRights pridej prvek {}
return true
end if
ar < {}
al +— A
temp < posledni z aLefts spoj s poslednim z aRights
while (aLefts neni prazdny & (maz(temp) > m)) do
if (max(posledni z aLefts) > m) then
‘ prohod posledni aLefts a posledni aRights
end if
if (max(posledni z aLefts) > m) then
‘ return false
end if
al pridej vsechny prvky posledniho aLefts
ar pridej vSechny prvky posledniho aRights
odstran posledni prvek aRights
odstran posledni prvek aLefts
end while
al < attachmentSort(al)
ar < attachmentSort(ar)
aLefts pridej prvek al
aRights pridej prvek ar
return true
end function
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Kapitola 6
Zaveér

V ramci feSeni své bakalarské prace jsem se podrobné seznamila se strukturou
grafové knihovny jGraphT, naucila jsem se s ni pracovat a nasledné provedla
nékolik testt jiz implementovanych algoritm.

Dale jsem se pokusila vyhledat co nejvétsi mnozstvi jinych knihoven, které
se zabyvaji grafovou teorii, a tyto knihovny porovnat.

Nastudovala jsem Hopcroft-Tar jan algoritmus, pomoci néhoz lze urcit, zda
je zadany graf rovinny. Algoritmus jsem se snazila radné vysveétlit, k objasnéni
vyznamu nékterych pouzitych pojmi jsem vytvorila ilustrac¢ni obrazky (mate-
matické grafy byly vytvoreny v softwaru dostupném na https://www.draw.io/).
V [Patl3] je uvedeno, Ze tento algoritmus nedosahuje nejvyssi rychlosti mezi
znamymi algoritmy pro testovani rovinnosti, dle autoru je vSak schopen otes-
tovat rovinnost v ¢ase O(n), kde n znaci pocet vrcholu grafu. Algoritmus
jsem naprogramovala a zaclenila ho do knihovny jGraphT. Nasledné jsem se
pokusila otestovat jeho spravnost. Systematicky jsem prosla vsechny grafy,
jejichz mnozina vrcholi mé& mohutnost nejvyse sest. Tyto grafy vyhodnotila
m3a verze algoritmu korektné. Poté jsem algoritmus testovala na rozsahlej-
$ich mnou zadanych nebo ndhodné vygenerovanych rovinnych i nerovinnych
grafech, ani v tomto pripadé jsem neobjevila chybu. Systematické testovani
pro grafy s mnozinou vrcholit mohutnosti 7 by bylo slozité, nebot by bylo
tfeba otestovat 22!, coz je vice nez 2000000 riiznjch grafil. Implementaci jsem
doprovodila stru¢nou dokumentaci formou javadocu a podrobnym popisem
uvedenym v tomto textu.

Své rozsiteni pro knihovnu prikladdm na CD. Po rozsiteni dokumentace v
angli¢tiné planuji svou praci rozsitit repozitai knihovny jGraphT na serveru
GitHub.

V budoucnu je mozné rozsitit hlavni t¥idu o metodu, ktera vraci konkrétni
vnoteni grafu popisujici jeho rovinné nakresleni.
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P¥iloha A
Rejstfik

[ Symbols
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U — v,
X

uplny graf,
fez grafu, [6|
2-souvisly,

B A

acyklicky graf,
artikulace,

| !

bipartitni graf,

B c

cesta, 4]
cyklicky graf,
cyklus,

B o

délka cesty,
DFS-strom,

Diametr grafu,
doprfedné hrana,

druhd mocnina orientovanéhografu,

4

B e

Eulertv tah,

B G

graf,

graf s ohodnocenim hran,

B H

Hamiltonovské kruznice,
hladina,

hlavni ¢ast cyklu,
hrana,

hranovy fez grafu, [6]

incidentni vrcholy,
indukovany podgraf,
izomorfni grafy,

B

jednoduchy graf,
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A. Rejstrik

B« B R

klika, (6 rodic,

kofen stromu, rovinné nakresleni grafu,
kofenovy strom, rovinny graf,
kompatibilni segmenty,

komponenta silné souvislosti, . S

komponenta slabé souvislosti, 5
7 s-t Tez, 6

koncovy vrchol, :

konfliktni segmenty, segment, [25]

Kostra, separdton ®
krajni VI'ChOly, slne rovinne naxresieni,

Jrumice silné rovinny segment,
’ silné souvisly graf,

. L sjednoceni dvou graft,
slabé souvisly graf,
les, sousedni vrcholy, 4]
souvisly graf,
. M spojity graf,
e o sténa rovinného nakreslen,
minimalni kostra
) ’ strom, [5|
multigraf, stromova hrana,
. N stupen vrcholu,
néslednik, Iy
nakresleni grafu, tah,

neorientovany graf,

) ! tok v orientovaném grafu, 6
neorientovany sled,

tranzitivni uzavér orientovaného

. 0 grafu,

obarvent, . U

ohodnoceny graf, uzavreny tah
orientovany graf, uzel ,
orientovany sled, ’

ir | Y,

vystupni stupen vrcholu,

pérovini grafu, vedleji cast cyklu,
pricna hrana, s i

; \ vnéjsi sténa,
predchudce, vrchol

Ve . ’ Y
pripojent, vrcholové pokryti,
partita, [3|

vrcholové 2-souvisly graf,

pocatecni vrchol, vstupni stupen vrcholu,

podgraf,

prumér grafu, . Y4
prosty graf,
pseudograf, zpétné hrana,
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