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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva pokrocilymi algoritmy pro feseni soustav li-
nearnich intervalovych rovnic. Metody pouzité pro feSeni téchto soustav jsou
Gaussova eliminace, Modifikovand Gaussova eliminace a metoda HBR. Po-
rovnava tyto algoritmy z hlediska presnosti vysledného feseni a rychlosti fe-
seni. Také se zabyva moznosti paralelizace téchto algoritmi pomoci knihovny
OpenMP.

Klicova slova Intervalova aritmetika, Soustava linearnich intervalovych rov-
nic, Gaussova eliminace, Modifikovand intervalova aritmetika, Metoda HBR

Abstract

The diploma thesis describes advanced algorithms of system of linear inter-
val equation. Methods used to solve these systems are Gaussian elimination,
Modified Gaussian elimination and HBR method. The thesis compares these
algorithms in terms of accuracy and in terms of efectivity. It also deals with
possibility of parallelization these algorithms with the OpenMP library.

Keywords Interval arithmetic, System of linear interval equations, Gaus-
sian elimination, Modified interval arithmetic, HBR method
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Uvod

Intervalova aritmetika byla predstavena v padesatych letech dvacatého stoleti,
jako nastroj pro méfeni chyb pfi vyuziti numerickych vypocti. S postupem
casu se rozsiruji i oblasti, kde je moznost vyuziti intervalové aritmetiky. Jed-
nou z oblasti kde intervalova aritmetika je v nynéjsi dobé casto pouzivana je
ekonomie, nékteré metody jsou predstaveny v [1] a [2].

Spolu s timto rozsitenim intervalové aritmetiky vznikla nutnost dokazat resit
soustavy linearnich intervalovych rovnic. Zatimco v klasické aritmetice exis-
tuji metody, které dokazi soustavy linedrnich rovnic v polynomidlnim case,
tak TeSeni soustavy linedrnich intervalovych rovnic je NP-tézky problém [3].
Proto pti feseni téchto intervalovych rovnic hleddme pouze obal a snaha je
najit takovyto obal co nejmensi.

Ukazuje se, ze pouziti klasickych metod, ve kterych pouze bézné operace na-
hradime intervalovymi operacemi, nedava vzdy uspokojivé vysledky. Z tohoto
davodu vznikaji specialni metody pro feseni soustav linedrnich intervalovych
rovnic.

Téchto specidlnich metod je cela fada. V této diplomové praci jsou prezento-
vany metody Modifikované intervalové aritmetiky a metody HBR, které jsou
porovnany s klasickou Gaussovou eliminaci z hlediska kvality vysledki. Déle
je rozebrana moznost paralelizace téchto metod a zméfena jejich efektivita.






KAPITOLA 1

Uvod do problematiky

Tato kapitola popisuje zéklady linedrni algebry [4], [5], intervalovou aritmetiku
a preneseni nékterych pojmu do intervalové aritmetiky [6]. Na konci kapitoly
je popsana Modifikovand intervalovad aritmetika [7].

Definice 1.1. Redlny vektor je usporddand n-tice realnych cisel
R" = {(z1,22, - ,zp) | ; € R}
Definice 1.2. Linearni kombinace vektoru je vektor
T=Q1 " T1+Q - Tog+ -+ 0y Ty

Definice 1.3. Trividlni linedrni kombinace vektora je linedrni kombinace,
kterd mé vSechny koeficienty o nulové.

Ox1 + O0xg + - - - + Oxyy,.
Vysledkem trivialni linedrni kombinace je nulovy vektor.

Definice 1.4. Linearné zavisla mnozina vektort Z je takova mnozina vektori,
pro kterou existuje netrivialni linedrni kombinace vektori z mnoziny Z, kterd
odpovidd nulovému vektoru.

Definice 1.5. Redlnd matice (m,n) je usporadand m-tice redlnych vektoru z
mnoziny R"
R™" = {(x1,22, -+ ,xn) | i € R"}.

Matici zapisujeme ve tvaru

a1 a2 air3 - Qln
a1 G222 G223 - Qlnp
A=]a31 as2 a3z -+ Qin
am,1 Gm2 Gm3 - Omn



1. GVOD DO PROBLEMATIKY

Definice 1.6. Hodnost matice A je pocet linearné nezavislych radki matice A

Véta 1.7. Prohozeni radkt matice A, vynasobeni radku matice A nenulovou
konstantou a pri¢teni nasobku fadku k jinému v matici A neméni hodnost
matice A. (Dukaz viz [4] s. 46])

Definice 1.8. Reguldrni matice A™" je takova matice, pro kterou plati
hod(A) =n
Definice 1.9. Singularni matice A™" je takova matice, kterd neni reguldrni
A ziejmé tedy plati, Ze pokud je matice A singuldrni, pak

hod(A) < n

1.1 Soustava linearnich rovnic

Soustavou linearnich intervalovy rovnic rozumime

a7, + a12x2 + -+ a1 3r3 = by
a2,1x1 + az2x2 + - - 4+ az 373 = by

a41%1 + ag2x2 + - - 4+ a4 373 = by,
kde a;; jsou koeficienty x; jsou nezndmé a b; jsou absolutni ¢leny rovnice.
Soustava linearnich rovnic muze mit zadné, jedno nebo vice Teseni, v kazdém
pripadé ale feseni soustavy linedrnich rovnic tvori linedrni prostor.
V linearni algebfe se soustava linedrnich rovnic zapisuje pomoci matice A a
vektoria « a b

ai1 ar2 v Qg T by

a1 G2 - G2n T2 bo
A=| . . ) T=| . b=

Gn,1 Gn2 - Qnpn In by

Soustavu rovnic tedy muzeme vyjadrit jako

a1 ar2 - ain\ (%1 b1
a1 G2 '+ A2 T2 bo
Gn,1 Gn,2 -~ Gnn Tn by,

Pro soustavu linearnich rovnic budeme pouzivat zkraceny zapis
Ax =0.

Véta 1.10. Soustava rovnic Az = b, méa jedno reseni pravé tehdy, kdyz A je
regularni. (Dukaz viz [4] s. 76])

Dale v textu se omezime na ¢tvercové soustavy, kde matice A je regularni.



1.2. Interval

1.2 Intervalova aritmetika

Na rozdil od bézné aritmetiky kde pocitdme s redlnymi ¢&isly, v intervalové
aritmetice pocitame s intervaly, které jsou dény dvojici redlnych cisel, které
ohranic¢uji uzavieny interval. Tento interval reprezentuje rozsah, ze kterého
miize byt dand hodnota, ale nefikd nic o pravdépodobnosti, jakou hodnota
nabyva.

Intervalovou aritmetiku pouzivame zejména v redlnych aplikacich pfi odhadu
chyb a jejich vlivu na vysledek. Také nam zarucuje meze, ve kterych se reseni
nachazi a které nepresahne.

Definice 1.11. Uzavieny redlny interval je uzaviend mnozina redlnych cisel
[z,7] ={zeR |z <z <7}
Déle v textu budeme mnozinu vSech intervalti oznacovat symbolem
IR ={z,7 € R|[z,7]}.

Dolni mez intervalu budeme oznacovat symbolem x a horni mez T prvek, ktery
lezi v intervalu, budeme znacit symbolem Z.

Definice 1.12. Degenerovany interval je interval, pro ktery plati
Tr=T7x.

Pro préci s intervaly pouzivame urcité vlastnosti. Mezi zakladni patii sirka
intervalu
wid(z) =T — z,

kde z € IR. Prumér intervalu rad(x) je definovan jako polovina §itky intervalu

rad(z) = ;wid(a:) = ;(x —x).

Protoze interval chapeme jako rovnomérné rozdéleni, je stfedni hodnota defi-
novana jako stied intervalu

1
mid(x) = i(f + ).
Absolutni hodnota je v intervalové aritmetice definovana
abs(x) = maz{|Z| | T € z},

v jistych pripadech jsme ale nuceni pouzit minimalni absolutni hodnotu, proto
definujeme mignitude jako

mig(x) = min{|Z| | T € x}.
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1.3 Binarni operace v intervalové aritmetice

Definice 1.13. Bindrni operace v intervalové aritmetice nad intervaly = a y
je definovana jako
zoy={Toy| T €z, Jey}

Vysledny interval zdkladnich bindrnich operaci jako s¢itani, odcitani, na-
sobeni a déleni lze urcit jen pomoci mezi operatort

roy=[min(zoy,rzoy,Toy,Toy),max(zoy,zo0y,Toy,Toy)|

Pro operace séitani a od¢itani to muzeme dale zjednodusit.

[a,b] + [¢,d] = [a+ ¢, b+ d]
[a,b] — [c,d] = [a—d,b— (]
[a,b] - [c,d] = [min(ac, ad, bc,bd), maz(ac, ad, be, bd)]

[a,b]_ /faabd aabbd leud 0 d
a [mm(c, d ¢ d),max(c, dc d)}po ud 0¢ fe,d

Pro vysledny interval z = x o y plati, ze
wid(z) > max(wid(z), wid(y)).

Po kazdé binarni operaci tedy dojde k rozsiteni vysledného intervalu. Napii-
klad pokud mame intervaly a, b a b neni degenerovany interval, pak (a/b)-b =
c # a , ale interval ¢ obsahuje interval a.

Priklad 1.14.

(53) p- i3 po-nssases

Proto pri ruznych vypoctech jako je napriklad feseni soustavy linedrnich
rovnice, je dilezité minimalizovat pocet provedenych operaci, tim zamezime
rozsifovani vysledného intervalu.

1.4 Mnozinové operace v intervalové aritmetice
Definice 1.15. Prunik dvojice intervalii x a y je mnozina
zrNy={ZeR|zZexNZecy}

Prinik dvou intervalt je tedy klasicky prinik mnozin. Pro vypocet priniku
milzeme pouzit vztah

Ny = [max(z,y), min(Z,7)] pokud max(z,y) < min(Z,7)
z Ny = 0 pokud max(z,y) > min(z,7)



1.5. Intervalové obaly

Prinik dvou intervall je také symetricky, takze plati

rNy=yna.

vvvvv

pouzili klasické sjednoceni mnozin, tak v pripadé ze x Ny = 0 dostaneme
z =z Uy. Ale z pak neni interval, protoze existuje prvek e, pro ktery plati

z<e<zZ NedzxzUy.
Piiklad 1.16.
2,3|U[5,6] ={z € IR|z € [2,3]Vx € [5,06]}

Plati ze 2 < 4 < 6 ale 4 ¢ [2,3] U [5, 6].
Tento problém muzeme vyresit tak, Zze pri sjednoceni intervali x a y, pro které
plati z Ny = 0, do vysledné mnoziny priddme prvky, které jsou mezi témito
intervaly.

Definice 1.17. Sjednoceni dvojice intervalti x a y je mnozina

rUy = [min(z, y), max(T,7)].

1.5 Intervalové obaly

7 vysSe uvedeného sjednoceni intervalu je vidét, ze nékdy je potfeba popsat
urcitou mnozinu pomoci intervalti. Méjme tedy mnozinu

A={aecR"}.
Pro popis mnoziny pomoci intervaltt budeme pouzivat vyraz intervalovy obal.

Definice 1.18. Intervalova obalka(Interval hull) v mnoziny A je intervalovy
vektor, ktery obsahuje vSechny prvky mnoziny A

A Cw.

Intervalovych obalek je nekoneéné mnoho. V extrémnim piipadé obalka v mize
byt

v = ([-o0,00],- -+, [—00,00]).
Proto se zamétujeme na hledani co nejmensi obalky.

Definice 1.19. Presna intervalova obalka(Exact interval hull) w mnoziny A
je nejmensi intervalové obdlka a plati tedy

ACwCu,

kde v jsou vSechny intervalové obédlky mnoziny A.
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1.6 Intervalovy vektor

Definice 1.20. Realny intervalovy vektor je usporadana n-tice realnych in-
tervalil.
IR"={z e R"| z<2z<T7T}.

Intervalovy vektor budeme znacit znakem x. Pti praci s vektory muzeme
pouzit vlastnosti intervalii pro vytvoreni realnych vektoru, tedy jednd se o
zobrazeni IR" — R™.

Vektor dolnich a hornich mez{ vektoru « znac¢ime

Vektor poloméri
0 =rad(x) = ~wid(x) = =(T; — x;).
Vektor stfednich hodnot
) 1
e = mid(x) = i(xﬁ + z;).

Vektor sifek
wid(x) = T; — x;.
Vektor absolutnich hodnot
abs(x) = maz{|z;| | T; € z;}.

Vektor mignitude
mig(x) = min{|Z;| | €; € x;}.

Pro vektor dale definujeme vzdalenost mezi vektory « a y.

dist(z,y) = sup{|z — yl, [T — 7|}

1.7 Intervalova matice
Definice 1.21. Redlnd intervalova matice je matice, jejiz prvky tvoii intervaly
IR ={z e RV | z<i<T}

Pro matice mizeme pouzit stejné vlastnosti, jako jsou definovany pro in-
tervalové vektory, které prevadi IR™*"™ — R"*™,
Matice poloméru

1 1
A = T‘(Zd(A) = iw’id(AiJ) = §(Ai,j _@)



1.8. Soustava linedrnich intervalovych rovnic

Matice stfednich hodnot
) 1
A. = mzd(A) = i(AiJ —i—@)

Matice sitek

Ay =wid(A) = A4;; — Aij
Matice absolutnich hodnot
Aps = abs(A) = max{|A; ;| | Aij € Aij}.
Matice mignitude
A g = mig(A) = min{|A; ;| | Aij € Aij}.

Definice 1.22. Redlnd intervalova matice [A] je regularni pravé tehdy, kdyz
VA € [A] je A reguldrni. V opa¢ném pripadé je singuldrni.

Zjistit, jestli intervalova matice je regularni je co-NP-iuplny problém, tedy
nejsme schopni zjistit regularitu v polynomidlnim case. (viz [3])

Véta 1.23. Realna intervalovd matice A je regularni, pokud plati

o(|AZHA) < 1.

Pokud tedy intervalova matice A splituje nerovnost o(|A;1A) < 1, mitzeme
o ni fict, ze je regularni. Navic tuto podminku jsme schopni ovérit v polyno-
mialnim cGase, protoze tato nerovnost je ekvivaletni s

(I = |AZHA)™ > 0.

Dokéazéno v [8].

1.8 Soustava linearnich intervalovych rovnic
Soustavou linearnich intervalovy rovnic je soustava
Axz =0,

kde A € IR™" a b € IR". Re$enim soustavy linearnich intervalovjch rovnic
[A]z = [b] je mnozina vSech feSeni Ax = b, kde A € [A] a b € [b]

S ={zecR"|Az=bAAc[A]AbE [b]}.

Resenim soustavy linedrnich intervalovych rovnic nemusi byt vektor interval,
proto budeme za Teseni povazovat intervalovou obalku > . Nalezeni presné in-
tervalové obalky > je ale NP-tézky problém, kvili tomu si pii hledani feSeni

9



1. GVOD DO PROBLEMATIKY

spokojime pouze s hledanim co nejmensi obalky >_.

Na druhou stranu pokud mame soustavu [A][x] = [b] pak vektor [x] =
([—o0,00], -+ ,[—00,0]) je urcité obéalkou .. Takové feseni ndm ale vibec
nic nefekne, proto hledame vektor x, tak aby sitky jeho intervalii byly co
nejmensi. Hleddame tedy co nejtésnéjsi obdlku > .

Priklad 1.24. Méjme soustavu dvou rovnic, kterd je uvedena také v [6].

]
]

2,
1,

+ [—1,2](172 = [3,4]

3 I
3lzy + [4, 6]ze = [2,4]

Prvni rovnici mizeme upravit na tvar

[2,3]z1 = [3,4] — [~1, 2.
7 toho dostaneme feSeni
[3 — 29,2+ 319 pro zz > 5
o — [1—%:02,2—1—%:1:2] pr00§$2<%
[1+%az2,2—:c2] pro —3 <29 <0
[% + %3:2, 2 — x9] pro xo < —3

Intervaly x1 jsou na obrazku[I.I]zobrazeny horizontalnim Srafovanim. Podobné
druhou rovnici upravime na

[4,6]ze = [2,4] — [1, 3]z;.

a dostaneme Teseni

[% — %xl, % — %:1;1] proxzi > 4

2y — [%—%xl,l—ixl] pro%§x1<4
[%—%xl,l—%xl] pr00§x1<%
[% - %:1;1, 1-— %xl] prox; <0

Intervaly x; jsou na obrazku zobrazeny vertikalnim srafovanim.

Vysledek soustavy rovnic je prinik téchto dvou oblasti. Jak je z obrazku
vidét, vyslednou oblast nejsme schopni popsat dvojici intervalid, proto ur¢ime
obal této oblasti, kterd je no obrazku znacena prerusovanou carou. Vysledny

vektor z je tedy
S [0.4, 6]
- \[-4,0.9] )"

10



1.9. Pfedpodminéni
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Obrazek 1.1: ResSeni linearni soustavy intervalovych rovnic

1.9 Predpodminéni

Predpodminéni matice se pouziva v intervalové aritmetice ke zmenseni sirky
vyslednych intervalt. PTi pouziti predpodminéni pomoci matice stiednich hod-

not pro matici P plati
P = mid(A)'A.
Matice P se blizi jednotkové matici. Pii feseni soustavu vyndsobime matici

mid(A)~1
mid(A) "' Ax = mid(A)"'b

a nasledné resime
Px =1V

Predpodminéni muzeme pouzit v pripadé, ze A je regularni.

1.10 Modifikovana intervalova aritmetika

Motivaci k zavedeni rozsirené intervalové aritmetiky je fakt, ze pfi provadéni
operaci v intervalové aritmetice roste sitka intervalt velmi rychle [7]. P¥i feSeni
slozitéjsich problému, které vyzaduji velky pocet operaci, tak dostavame sice
spravné vysledky, ale Sirka téchto vyslednych intervalu je pro praktické ucely

prilig velka.
11



1. GVOD DO PROBLEMATIKY

Jednim z moznych rozsifenich je intervalovd aritmetika rozsifena nulou [7].
Ptredpoklddejme jednoduchou rovnici

ax —b=1[0,0], (1.1)

kde a a b je nedegenerovany interval. Takovato rovnice v intervalové aritmetice
nemad prilis velky smysl, protoze vysledkem levé strany rovnice bude vzdy
interval, jehoz sitka je vétsi nez nula.

V klasické intervalové aritmetice se predpoklada, ze nulovy prvek je interval,
ktery obsahuje nulu. Pokud bychom se ale na nulovy prvek divali jako na rozdil
dvou raznych intervalli, dostavame

la,a] — [a,a] = [a —@,a—a] =[-(a@—a),a—d]

To znamena, ze nulovy prvek je interval, jehoz stfedni hodnota je rovna nule.
V modifikované intervalové aritmetice bereme, ze nulovy interval je interval,
jehoz stfedni hodnota je rovna nule. Také muzeme tikat, Ze je symetricky od
nuly. Puvodni rovnici ax — b = [0, 0] muzeme tedy upravit na

la,a][z,7] — [b,b] = [~v,y], (1.2)

kde hodnoty y jsou nezndmé, protoze nezname ani [z, Z|.
Pokud budem predpoklddat, Ze intervaly [a,a] a [b, b] jsou kladné, tak dosta-
vame dvé rovnice

Pro reseni této rovnice budeme pouzivat urcité omezeni. Nejprve predpokla-
dejme, ze z = T. V tomto pripadé dostdvame z vySe uvedené rovnice degene-
rovany interval

b+

a+a
Hodnotu z. mizeme brat jako horni mez pro x a dolni mez pro Z. Opacné meze
miizeme definovat pomoci klasické intervalové aritmetiky. Z toho mizeme fict,
ze hodnoty z a T se nachazeji v intervalu

Te =

T = [Z T, x= [:ccb]

-T — b =0 dostéavame

Q

Pri dosazeni do vyse uvedené rovnice a -z — b+

b—l—b—awi [ ]
T =

H

12



1.10. Modifikované intervalovéd aritmetika

 b+b—az [ ﬂ
T=—"""Z€ [T¢ =

Kdyz za T dosadime maximalni moznou hodnotu, coz je T = b/a, dostavame
miniméalni hodnotu z

Limin =

Kdyz naopak za z dosadime minimélni hodnotu z = b/a, dostdvame maxi-
malni hodnotu =

b+b ab

Tmin = 2

a a
Protoze je mozné, ze hodnota z,,;, < b/a, coz je minimalni hodnota z.
vyuzitim klasické intervalové matematiky, tak budeme pouzivat

(bb+b ab)
x =max| =, —— —

Lmax a a QQ

min S

Podobné je mozné, ze hodnota Z,q. > b/a, proto budeme pouzivat

_ . <bb+4) ab)
Tmin = Min| —, —— — —
a a a
Tedy dostaneme intervaly
[Q] = [gmaxaxC] 5 [T] = [xmfmin]

Intervaly [z] a [Z] ndm urcuji vSechna moznd feSeni rovnice

[Q’ E] [&, j] - [b7 E] = [_y7y]‘

.....

Tedy maximalni sitka Wimer = Tmin — Linae, 0% odpovidd hodnoté

a
Y Ymaz = — — b.
a
A naopak pti dosazeni do rovnice degenrovaného feseni x. dostavame

a
yymzn:T

I | o
Q| ‘%

Tudiz intervaly x a T predstavuji nepretrzitou mnozinu vnorenych reseni. Ta-
kovato mnozina intervali miize byt reprezentovana jako fuzzy ¢islo, kde nam
hodnota y reprezentuje sitku pravé strany rovnice. Hodnoty y mohou byt v ur-
¢itém smyslu pouzity jako mira nejistoty reseni odvozené od puvodni nejistoty
z rovnice

o=1_ I Ymin (1.3)

Ymazx — Ymin

13



1. GVOD DO PROBLEMATIKY

Hodnotu a mtzeme pouzit jako stupen jistoty intervalového reseni rovnice
Hodnota « bude vzdy od 0 do 1, pficemz o = 0 v pripadé maximalni $itky a
a =1 v pripadé minimalni sitky. Hodnotu « mizeme pouzit jako « - fez pro
triangularni fuzzy c¢islo o', které je feSenim rovnice

b+b _
Hﬁ'/ — {,’L‘max’ m’ .%'mzn} (14)

Z x' jsme schopni ziskat FeSeni rovnice klasickou operaci defuzzifikace. V
nasem pripadé

Jy z(a)da _ Jy #(a)da
Ligef = — 1, o ldef = — 15 (1.5)
Jo do Jo do
Pokud budeme predpokladat, ze intervaly a,b > 0, dostaneme nésledujici
vyrazy B
b Ymaz — Ymin _ b Ymaz — Ymin
Lief = = = o, o Tdef T T T oo (1.6)

Hodnoty 4. a Tgey miizeme pouzit jako priblizné feseni ptivodni rovnice
kterou pokud upravime, dostaneme [x] = [b]/[a]. TudiZ se miZeme na hodnoty
Zgef @ Tgey divat jako na vysledky modifikovaného intervalového déleni.

14



KAPITOLA 2

Metody resSeni soustavy rovnic v
intervalové aritmetice

Pro Teseni soustav linedrnich intervalovych rovnic mizeme pouzit stejné me-
tody jako pri feseni soustav linedrnich rovnic s redlnymi koeficienty. Pri pouziti
téchto metod ale vétsinou dostaneme vysledky, které jsou prili§ pesimistické
(sitka vysledného vektoru bude pfilis velikd). Navic nékdy nemusime nalézt
viibec zadné feSeni soustavy rovnic, i kdyz existuje. Je to zpiisobeno tim, ze
postupnymi tpravami matice rozsifime intervaly tak, ze obsahuji nulu. Pokud
algoritmus potrebuje timto intervalem délit, nemuze pokracovat, protoze dé-
leni intervalem, ktery obsahuje nulu, neni definovéano.

Proto vznikaji metody specidlné urcené pro reseni soustav linearnich interva-
lovych rovnic, které fesi problém s moznym nevyfeSenim soustavy rovnic a
zaroven se snazi o co nejuzsi vysledny interval. Tyto metody jsou také napii-
klad popsany v [4] nebo v [5]. Metoda HBR je také popséna v [9].

2.1 Trojaihelnikové soustavy

Zakladni metody pro reSeni soustavy linearnich rovnic si ukazeme na klasické
aritmetice. ReSeni soustavy rovnic s trojthelnikovou matici je velmi efektivni,
proto vétsina primych metod se snazi obecnou soustavu rovnic prevadét na
trojuhelnikovou soustavu. Dopredny chod Gaussovy elimina¢ni metody je v
podstaté prevedeni reseni dané soustavy na trojuhelnikovou soustavu.

Definice 2.1. Necht L € R™" je dolni trojihelnikova matice

ai,1 0 0 tee 0

a1 a2 0 ce 0
L=|a31 az2 azz --- O

Gp1 Ap,2 an3 - Gpn

15



2. METODY RESENI SOUSTAVY ROVNIC V INTERVALOVE ARITMETICE

Budeme predpokladat, ze L je regularni, to znamend, ze prvky na diagonale
musi byt rozdilné od nuly, protoze

det(L) = H Aj -
i=1

Pokud soustavu Ax = b rozepiseme do rovnic

a1,171 = by
a2,1%1 + a22%2 = bo

Ap,1T1 + Ap2T2 + - - + AppnTn = bn,
aje-li a1 # 0 a az # 0, pak dostavame

b1 by — a2 171
Ty = rp=
ai a2

Obecné tedy pokud plati Vi a;; # 0 a zndme hodnoty x1,x2,--- ,2;—1, pak

i—1
bi — 3. aij;
=1

Qg i

xTr; = (2.1)
7Z toho je také vidét, ze pro kazdé b ma soustava s horni trojihelnikovou matici
pravé jedno resendi.

2.2 (Gaussova eliminaéni metoda

Gaussova elimina¢ni metoda je zékladni metoda pro feseni soustav linearnich
rovnic. Nejprve soustavu rovnic prepiseme do maticového tvaru, kde hodnoty
v matici reprezentuji koeficienty soustavy rovnic a posledni sloupec je tvoren
vektorem absolutnich ¢lentt rovnice

a1 a2 - Al | b
a1 Q22 -+ Q24 | b2
Gn,1 Gn,2 -~ GQnpn bn,

Nasledné se snazime dostat matici do tvaru horni trojihelnikové. Postupu-
jeme postupné po sloupcich. Pro prvni sloupec za¢indme na druhém radku a
pri¢itame k i-tému radku prvni fadek vyndsobeny koeficientem (—a;1/a1,1) a
dostavame matici

a1 ai2 0 ain | b
/ / /

0 Qg2 Qop by
/ / /

0 Apo " Qpn bn

16



2.3. Gaussova elimina¢ni metoda v intervalové aritmetice

Pro druhy sloupec zac¢indme na tretim radku a pri¢itame k i-tému radku druhy
fadek vynasobeny koeficientem (—a;2/az2). Takto pokracujeme postupné v
dalsich sloupcich a tim dostdvame horni trojihelnikovou matici ve tvaru

a1 ai2 - aip | by
/ / /

0 Qg9 "+ Qgp by
1/ /!

0 0 - apn,|by

Tuto matici mtizeme vyresit pomoci metody trojihelnikové soustavy, ktera je
uvedena vyse. Jenom si musime dat pozor na to, Ze neméme dolni trojihelni-
kovou matici ale horni trojihelnikovou matici. Pro vypocet i-tého prvku tedy

musime zndt T; 1, Ti12, "+ , Ty & VZOTreC upravime
n
bi — '_Z 1(11‘,]'.7}]'
g = — I . (2.2)
A

Vysledny algoritmus lze rozdélit na dvé casti. Dopredny priichod vytvori z
matice A horni trojuhelnikovou.
A zpétny pruchod, ktery odpovidé rovnici

Algoritmus 1 Dopfedny priichod Gaussovy eliminace

1: procedure FORWARDGEM(A,b)
2 fori+1,...,.n—1do

3 for j«<~1i+1,...,ndo
4: ratio < Aj,i/Ai,i

5: for k< j,...,ndo
6 Aj,k — Aj,k — ratio * Ai,k
7 end for

8 bj — bj — ratio * b;

9 end for

10: end for

11: end procedure

2.3 Gaussova eliminac¢ni metoda v intervalové
aritmetice

Nejjednodusi moznost jak vyresit soustavu linearnich intervalovych rovnic je
pouziti Gaussovy elimina¢ni metody, kde matici A nahradime intervalovou
matici [A], vektor b nahradim intervalovy vektorem [b] a pfi vypoctu pou-
Zijeme operace definované intervalovou aritmetikou. Toto TeSeni ale prinasi
urcité problémy. Za prvé nalezené reseni bude pravdépodobné prilis pesimes-
tické (sitka vysledného vektoru bude prilis velika).
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2. METODY RESENI SOUSTAVY ROVNIC V INTERVALOVE ARITMETICE

Algoritmus 2 Zpétny prichod Gaussovy eliminace

1: procedure BACKWARDGEM(A’,b’)
2 fori<+ n,...,1do

3 for j < mn,...,i+1do

4 biebi_bj*Ai,j

5: end for

6 b; bl/Am

7 end for

8: end procedure

Priklad 2.2. Méjme rovnici

( 2,3] [~1,2] > B ( [3,4] )
1,3 [4.6 |77\ [2.4]

V prvnim kroku spoc¢itame pomér

13
r=A10/A00= |35

V druhém kroku od 2. rddku odecteme 1. radek matice A krat r. Stejné tak
vektor b upravime na o' a dostavame

A/_ ( [273] [_172]> _( [374] )
“\jo,0] (1,75 )T\ [-4,3)

Po zpétné substituci jako v dostavame vysledny vektor x

B < [—1.5, 6] )
T 43

Pivodni rovnici ale spliuje i vektor

. [0.4, 6]
xt = ( —4,0.9] ) . (2.3)

Z vysledka dostavame wid(xx) = (5.6,4.9), wid(x) = (7.5,7). Tedy pru-
mérnd Sitka vektoru x je zhruba o 38% vétsi nez prumérnd Sitka intervalu
TH.

Druhym moznym problémem je, Ze nenalezneme Teseni ani v pripadé, kdyz
matice A je reguldarni. To je zpusobeno tim, Ze v prubéhu upravovani matice
A na trojihelnikovy tvar dojde k rozsifeni intervalti na diagondle takovym
zpusobem, Ze bude obsahovat nulu.
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2.3. Gaussova elimina¢ni metoda v intervalové aritmetice

Priklad 2.3. Méjme rovnici

2,4] [0,2] [-1,1] 8,10]
[1,1] [3,4] [-0.5,1.5] |z= | [10,12]
[4,6] [3,5] [8,10] 8,10]

Postupnym upravovanim matice A dostaneme

2,4] [0,2] [-1,1] [5,10]
A= (0,00 [2,4] [-1,2] |. /=] [-47,17]
[0,0] [0,0] [0, 16] [—64.5,27.5]

V prvnim kroku zpétné substituce dostavame vysledny vektor
x3 = [—64.5,27.5]/[0, 16].

Protoze déleni nulovym intervalem neni definovano, tak v tento okamzik me-
toda Gaussovy eliminace neni schopna nalézt feseni. Pfitom vime, Ze matice
A je regularni a pti pouziti naptiklad metody HBR dostavame obdalku feseni

[—1.88,9.4]
0.2,5.27]
[—8.78, —0.06]

2.3.1 Pivotace

Jednim z moznych feSeni téchto problému je pouziti pivotace. Pivotace se déli
na tadkovou, sloupcovou a celkovou, pricemz celkova pivotace se u velkych
soustav prilis nepouziva, protoze hledani pivotu u této metody je casové na-
roCné.

Pivotace spociva v tom, zZe se pred vytvarenim nul v ¢-tém sloupci hleda tak-
zvany pivot. V pripadé radkové pivotace hledame prvek v i-tém sloupci, ktery
splnuje nejlépe nase predem dané kritérium. Pokud takovyto prvek nalezneme
na k-tém radku, tak v matici A prohodime i-ty s k-tym fadkem

a1 e ay; - aLn a1 e al,’i e aLn
[0, 0] [0, O] Qi ~ Qin [O, 0] [0, 0] agi -+ QAkgn
0,00 0,00 ¢ - i |~ (0 [0 : ...
[07 0] [07 0] Aki  Qkn [07 0] [07 O] Qi - Qin
[0,0] [0,0] i .. [0,0] [0,0]

[0,0] [0,0] ani -+ ann [0,0] [0,0] ani - - annm

V pripadé sloupcové pivotace postupujeme stejné, jen hledame pivot v urcitém
rfadku a prohazujeme sloupce matice A a vektoru b.
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2. METODY RESENI SOUSTAVY ROVNIC V INTERVALOVE ARITMETICE

Otéazkou je jaké pouzit kritérium pro hledani pivota. V pripadé klasické aritme-
tiky se nejcastéji pouziva nalezeni prvku, ktery mé nejvétsi absolutni hodnotu.
To muzeme do intervalové aritmetiky prevést na hledani nejvétsi absolutni
hodnoty, mignitude nebo stfedni hodnoty.

vvvvv

tervalu, ktery neobsahuje nulu. To mé za cil zamezit priliSnému rozsirovani
vysledného intervalu.

2.3.2 Predpodminéni

Dalsi moznou variantou pro zlepseni vysledki je predpodminéni zadané sou-
stavy. To se provadi pomoci vynasobeni matice A a vektoru b matici stfednich
A, hodnot a dostdvame tedy soustavu

(Ao) 'Axz = (A.) "D
Px =10

Priklad 2.4. Mé&jme stejnou soustavu rovnic jako v piikladu

[27 4] [07 2] [_L 1] [87 10]
[1,1] [3,4] [-0.5,1.5 |2=| [10,12]
[4,6] [3,5]  [8,10] 8,10]

Matice stfednich hodnot a jeji inverzni matice jsou

3.1 0 0.36 —0.11 0.01
Ac=1]1 35 05 | (A)"t=] —0.08 033 —0.02
5 4 9 —0.16 —0.09 0.12

Po vynasobeni ptivodni matice A matici (A¢)~! dostavame

0.63,1.37] [—0.42,0.42] [—0.48,0.48] [1.61,2.56]
P=| [-0.10,0.10] [0.74,1.26] [-0.43,0.43] | ¥ = | [2.32,3.17]
[—0.28,0.28] [—0.32,0.32] [0.63,1.37] [—1.74,—1.01]

P1i reseni této soustavy Gaussovou eliminac¢ni metodou se uz nestane, ze by
doslo k déleni intervalem, ktery obsahuje nulu jako v pripadé .

2.4 Gaussova eliminace s modifikovanou
intervalovou aritmetikou

Gaussova eliminace s modifikovanou intervalovou aritmetikou odpovida kla-
sické Gaussové eliminaci, kde je misto klasického intervalového déleni pouzito
modifikované déleni uvedené v kapitole

Vyhodou tohoto feSeni je, ze vysledné sitky intervalt by mély byt vyrazné
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2.5. HBR metoda

mensi nez u klasické Gaussovy eliminace. Na druhou stranu nemame zaru-
¢eno, ze vysledny vektor intervalii bude obsahovat vsechna Teseni. To ale ve
skutecnosti nemusi byt az tak velkd potiz, protoze k tomuto problému dojde
jen v extrémnich ptipadech a i kdyz k tomu dojde, s velkou pravdépodobnosti
bude vétsinu feseni vysledny vektor intervalt obsahovat viz [7]. Navic FeSent,
kterd nebude obsahovat, budou hrani¢ni feseni, kterd nejsou pii vétsiné apli-
kaci soustavy intervalovych rovnic tak dulezité.

Pokud se vratime k prikladu

< [2,3] [-1,2] ) B ( [3,4] )
1,3 4,6 )77\ [24 |

Pomoci klasické Gaussovy eliminace jsme dostali feSeni

[—1.5, 6]
P1i pouziti modifikované Gaussovy eliminace dostavame
[—0.5, 6]

Vysledek zngeMm pri tom obsahuje viechna FeSent a prumérnd $itka rgrm
je vétsi o 12 %.

2.5 HBR metoda

Metoda Hansen-Bliek-Rohn [9] je pfima metoda, kterd nalezne Feseni soustavy
linedrnich intervalovych rovnic za podminky

o(lA71A) < 1, (2.4)

kde o(A) je spektralni polomér matice A. Tato podminka je ekvivalentni s
nerovnosti

(I-1AZ1A) >0 (2.5)

Metoda Hansen-Bliek-Rohn na rozdil od predeslych metod pro vypocet nepo-
uziva intervalové matice a vektory, ale pouziva klasické matice a vektory.
Pro vypocet budeme potrebovat matici stfednich hodnot, matici poloméri,
vektor stfednich hodnot a vektor poloméru

AC = mid(A)
=rad(A)

T = mid(x)

0 = rad(x).
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2. METODY RESENI SOUSTAVY ROVNIC V INTERVALOVE ARITMETICE

Dale spocitame matici M, kterou vyuzijeme i pro ovéreni nerovnosti
M = (I—|AZ7YA)~ (2.6)
7 matice M urcime vektor py
p= (M1, Moo, -, Myp) (2.7)

a matici T}, coz je diagonalni matice s prvky p na diagonale. Pomoci 7}, urc¢ime
diagondlni matici
T, = (2T, - 1)~ (2.8)

Dale vyresime soustavu linedrnich rovnic pro matici a vektor stfednich hodnot

z. = A 'b.. (2.9)

Tento vektor pouzijeme pro urceni stiedu vysledného vektoru soustavy inter-
valovych rovnic. Déle spoc¢itame vektor urcujici poloméry vysledného vektoru

z* = M(|zc| + |A715)). (2.10)

Pomoci téchto vektori spocitdme moznou horni a dolni mez vysledného vek-
toru

o = —x" + Ty(xc + |xc])

Lo
Tp = & + Tyl — |ae]).

Vysledny vektor je minimum, respektive maximum téchto vektoru a jejich
nasobku s matici T,

z = min{z,, z,Ty}

T = max{T,, Toly}
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KAPITOLA

Realizace

V této kapitole jsou popsana existujici feSeni pro linedrni algebru a intervalo-
vou aritmetiku. Déle jsou rozebrany moznosti optimalizace a na konci kapitoly
je popsana vlastni realizace.

3.1 Existujici reseni

Pro praci s linearni algebrou a intervalovou aritmetikou uz existuji knihovny,
které pri vlastni implementaci miizeme pouzit.

3.1.1 Knihovny pro linearni algebru

Nutnost pouziti matic a vektoru se objevuje ve velkém mnozstvi nejriznéjsich
problému. Diky tomu postupné vzniklo velké mnozstvi knihoven pro linearni
algebru, proto je dale popsan jenom maly vycet z téchto knihoven.

BLAS, OpenBLAS

Knihovna BLAS vznikla na pocatku sedmdesatych a obsahuje zdkladni ope-
race linearni algebry. Knihovna je napsina v jazyku Fortran, ale lze pouzit i
v programech psanych v jazyku C. Pro snadnéjsi pouziti v jazyku C je moz-
nost pouzit rozhrani CBLAS. Knihovna OpenBLAS je jedna z vylepsenych
implementaci knihovny BLAS.

LAPACK

LAPACK [I0] je knihovna napsand v jazyku Fortran pro feseni problémi li-
nearni algebry. Knihovna vznikla v roce 1977 a byla navrzena tak, aby byla
vykonna na co nejvétsim poctu pocitaci. Na rozdil od knihovny BLAS ob-
sahuje funkce pro slozitéjsi problémy jako napriiklad hledani vlastnich cisel
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3. REALIZACE

matice. Knihovna LAPACK pro zékladni operace s maticemi a vektory pou-
ziva knihovnu BLAS.

Armadillo

Armadillo je knihovna zaméfend na linearni algebru pro programovaci jazyk
C++. Knihovna umoziuje praci s redlnymi vektory a maticemi. Pro préci s
matici je pouzivana ttida Mat, pro sloupcovy vektor t¥ida Col a pro radkovy
vektor Row. Jako hodnoty téchto matic je mozné pouzit cela cisla, ¢isla s plo-
vouci ¢arkou (float, double) a komplexni ¢isla. Knihovna pro nékteré operace
pouzivd knihovnu LAPACK, ale misto ni mohou byt pouzity Intel MKL [I1],
OpenBLAS nebo NVBLAS [12], kterd pouziva pro nékteré operace grafickou
kartu.

3.1.2 Knihovny pro intervalovou aritmetiku

Pro praci s intervalovou aritmetikou je také mozno pouzit uz nékteré existu-
jici knihovny. Mezi nejpouzivanéjsi patii knihovna PROFIL/BIAS [I3], nebo
Boost Interval Arithmetic Library [14].

PROFIL/BIAS

PROFIL/BIAS (Programmer’s Runtime Optimized Fast Interval Library /
Basic Interval Arithmetic Subroutines) je knihovna uréena pro jazyk C++,
kterda umoznuje provadéni operaci s intervaly, ale zaroven i operace s interva-
lovymi maticemi a intervalovymi vektory.

Knihovna implementuje intervaly, intervalové vektory a intervalové matice
jako samostatné tiidy. PROFIL pouziva pro intervaly datové typy INT (celé
¢islo) a REAL (¢islo s plovouci fadovou ¢arkou). Tridy v této knihovné maji
pretizené operatory scitani, nasobeni, prifazeni a dalsi operatory pouzivané
pri praci s intervaly. Pro ziskani vlastnosti intervalovych vektoru, respektive
intervalovych matic slouzi definované funkce. Vsechny funkce jsou podrobné
popséany v [13].

Boost Interval Arithmetic Library

Boost Interval Arithmetic Library je sada knihoven urcéenych pro programo-
vaci jazyk C++. Knihovna definuje tfidu Interval, ktera pro urceni pouzi-
vaného datového typu pouziva sablonu. Tato tfida zarucuje spravné chovani
pro datové typy float, double a long double, tak jak jsou definovany v stan-
dardu IEEE-754. Déle je mozno pomoci takzvanych policies nastavit chovani
intervalu pri riznych operacich jako zaokrouhlovani, porovnavani intervalt a
dalsich.
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3.2. Moznosti optimalizace

Pri praci s knihovnou miuiZzeme pouzit pretizené operatory, které definuje trida
Interval, na rozdil od knihovny PROFIL/BIAS tfida definuje vefejné metody,
které muzeme pouzit, jako napriklad vypocet Sirky intervalu hodnoty nebo
absolutni hodnoty. Prace s knihovnou je podrobné popséna v [14].

Z4dn4 z téchto knihoven ale neimplementuje metodu pro Feseni soustavy line-
arnich intervalovych rovnic. Jednim z davodu je, ze neexistuje obecné feseni
tohoto problému. Pri implementaci metod pro reSeni soustav linedrnich inter-
valovych rovnic za pouziti knihoven pro intervalovou aritmetiku tak musime
pri kazdé operaci volat knihovni funkce. Z ¢ehoz vyplyva urcita neefektivita.

3.2 Moznosti optimalizace

3.2.1 Vektorizace

Vektorové pocitace vznikly na zacatku sedmdeséatych let dvacatého stoleti, je-
jich hlavni vyuziti bylo v superpocitacich. Princip vektorizace spociva v tom,
ze procesor v jeden okamzik provadi opearce nad riznymi daty. Vektorové
procesory se rozdéluji na SIMD (Single Instruction, Multiple Data), kdy je
mozno provadét pouze jednu instrukci nad vétSim poctem dat, a na MIMD
(Multiple Instruction, Multiple Data) procesory, které muzou provadét vice
instrukci pro rizna data v jednom okmaziku.

V roce 1997 ptisla firma Intel s procesory, které obsahovaly technologii MMX.
MMX umoznovala pouzit SIMD instrukce pro operace s celymi ¢isly. Pouzi-
vala proto osm 64bitovych registrii, diky kterym mohlo byt v jeden okmazik
zpracovano osm 8-bitovych ¢éisel, ¢tyti 16-bitova ¢isla nebo dvé 32-bitova éisla.
Moznost vyuziti téchto SIMD instrukci pouze pro celé ¢isla bylo velké omezeni,
proto dalsi vylepseni MMX oznacované jako SSE (Streaming SIMD Extensi-
ons) uz umi pracovat s ¢isly s plovouci ¢arkou. V soucasné dobé je nejnovéjsi
verze SSE 4.2.

Vétsina kompilatori dokaze automaticky generovat kod s vektorovymi instruk-
cemi. Nejdiive ale musi zdrojovy kod analyzovat a zjistit, jestli jsou splnény
ur¢ité podminky. Pokud jsou podminky splnény, pak pouzije vektorové in-
strukce. Kompildtor GCC' pouziva automatickou vektorizaci pouze pro cykly.
Hlavni podminkou je, aby neexistovala datova zavislost mezi riznymi itera-
cemi, protoze pak by nebylo mozné zarucit spravnost vypoctu. Kompilator je
obecné pri generovani kédu velmi konzervativni, kdyz si neni jist, ze vysledny
program se bude chovat spravné, radsi zadnou optimalizaci neudéla. Proto pri
pouziti automatické vektorizace je potfeba upravit kéd takovym zplsobem,
aby kompilator mohl pouzit vektorizaci.

3.2.2 Paralelizace

Motivaci pro paralelizaci je fakt, ze velké mmnozstvi problému lze rozdélit na
mensi problémy, které jsou na sobé nezavislé. Po vyreseni téchto nezavislych
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3. REALIZACE

casti dostaneme jejich ¢astecné vysledky a z nich vytvorime konecny vysledek.
Déle v textu se omezime na paralelni zpracovani se sdilenou paméti, které dnes
podporuji prakticky vSechny procesory urcené do bézny pocitact. Jednotka
provadéjici urcitou ¢ast kodu sekvencéné se oznacuje jako vldkno. Pti paralelnim
zpracovani se sdilenou pameéti maji vSechna vldkna pristup do stejné pameéti.
Vyhodou tohoto pristupu je, ze v prubéhu vypoc¢tu mohou mezi sebou vldkna
jednoduse sdilet mezivypocty. Naopak nevyhodou je, ze pokud program ne-
pracuje korektné, pak si vldkna mohou tyto hodnoty navzijem nezdmérné
prepisovat. Zajisténi, ze vicevlaknovy program bude pracovat korektné, a od-
halovani pripadnych chyb je pomérné slozité, proto existuji knihovny, které
vytvareni vicevlaknovych programu usnadnuji.

3.2.3 OpenMP

OpenMP je knihovna pro vytvareni vicevlaknovych programu se sdilenou pa-
méti v jazycich C,C++ a Fortran. OpenMP umoznuje vytvaret vicevlaknové
programy pro ruzné platformy a rizné operac¢ni systémy napiiklad Linux,
Windows, macOS a dalsi.

Pro urceni ¢asti kodu, které maji byt paralelizovany, se pouzivaji direktivy,
jak je vidét v algoritmu [3| na 2. radku.

Prekladac¢ podporujici OpenMP tento cyklus upravi tak, ze na zacatku vy-

Algoritmus 3 Jednoduchy cyklus v OpenMP

. #pragma omp parallel for

. for (int i=0; i<N; i++) {
Ali] = B[i] + C[j]

}

ANl e

@

tvori urcity pocet vldken a kazdému vlaknu priradi jen urcitou ¢ast cyklu.
Na konci cyklu se pocka na dokonceni vsech vldken a dalsi ¢ast programu se
dale provadi sekvencéné. Pro praci s proménnymi OpenMP rozdéluje data na
nékolik trid

shared data jsou mezi vldkny sdilena, pokud neni uvedeno jinak, tak pro-
ménnd je shared

private kazdé vldkno ma svoji proménnou, kterd neni na poc¢atku cyklu ini-
cializovana

default umoznuje pro rizné programovaci jazyky urcit riznou defaultni tiidu

firstprivate jako private s tim rozdilem, Ze na zac¢atku je proménnd iniciali-
zovana na hodnotu, kterou méla dand proménné na zacatku cyklu
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3.3. Vlastni realizace

lastprivate jako private s tim rozdilem, ze po ukonceni vSech vldken se do
puvodni proménné v sekvencni Casti zapiSe hodnota té samé privatni
proménné z posledniho vlakna

reduction pro redukci vSech privatnich proménnych na konci cyklu

Pted pouzitim OpenMP je pro spravné chovani programu potieba urcit, do
jaké tiidy proménné v paralelnim bloku spadaji, a nasledné je specifikovat.
Pokud neni urceno, jakého typu dana proménnad je, pak je brana jako sdilend
proménna.

OpenMP dokaze rozdélovat ¢asti cyklt rtiznymi zpisoby. To je mozné nasta-
vit pomoci planovani, kde se ve zdrojovém souboru do direktivy prida c¢ast
schedule(type, chunk). OpenMP pouzivé tii rizné typy planovani.

static Vsechna vldkna dostavaji stejny pocet chunki

dynamic Na zacatku vsechna vlakna dostanou jeden chunk a ve chvili, kdy
dané vlakno skonci, dostane dalsi chunk

guided Na zacatku kazdé vlakno dostane velky chunk a dalsi jsou pridélovany
dynamicky, ale velikost chunkii se exponencionalné zmensuje

Pouziti razného planovani ovliviiuje vyslednou efektivitu programu. Pokud
kazda iterace trva zhruba stejny c¢as, je mozné pouzit statické planovani, pri
pouziti napriklad dynamického planovani by mohlo naopak dojit ke zpomaleni
kviuli vyssi rezii. Naopak pokud ruzné iterace trvaji riznou dobu, je vyhod-
néjsi pouzit planovani dynamic nebo schedule.

Pro paralelizaci bloku pomoci direktivy parallel je potreba splnit nékolik pod-
minek. Neni mozné, aby existovala moznost vyskocit nebo vskocit do paralel-
niho bloku. Paralelni blok musi byt v ramci jedné procedury. Pred paralelnim
blokem muze byt pouze jedna podminka, jeden vyraz num__threads.

3.3 Vlastni realizace

Tato ¢ast popisuje implementaci metod pro reseni soustav linedrnich interva-
lovych rovnic, pro implementaci je pouzit programovaci jazyk C++4.

3.3.1 Implementace Gaussovy eliminace

Gaussova eliminace se skldda ze dvou c¢éasti. Prvni ¢ast dopredny prichod
upravi matici na tvar horni trojuhelnikové matice. Tato ¢ast se sklada ze tri
do sebe vnorenych cykli, kde dva vnitini cykly nezac¢inaji od prvniho prvku,
ale jsou urceny prvnim cyklem. Ve dvou vnitinich cyklech neni zadna datova
zévislost, ale mezi iteracemi vnéjsiho cyklu uz existuje datova zavislost.

Algoritmus (4] popisuje intervalovou Gaussovu eliminaci. VSechny bindrni ope-
race jsou intervalové binarni operace, které jsou popsany v kapitole
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Algoritmus 4 Gaussova eliminace

1: procedure GEM(A,b)

2 fori<0,...,n—2do

3 for j«<—i¢+1,...,n—1do
4: ratio < Alj,i]/A[i, ]

5: for k< j,...,.n—1do
6 Alj, k] < Alj, k] — ratio * Ali, k]
7 end for

8 b[j] < b[j] — ratio = b]i]
9: end for

10: end for
11:
12: fori+~n—-1,...,0do
13: for j«<n—-1,...;i+1do
14: bli] < b[i] — blj] * Ali, j]
15: end for
16: bli] < bli]/Ali, 1]
17: end for

18: end procedure

3.3.2 Implementace Modifikované Gaussovy eliminace

Modifikovana Gaussova eliminace pouziva stejny algoritmus jako bézna Gaus-
sova elimace uvedend v algoritmu [4] kde je ale déleni nahrazeno délenim z
modifikované intervalové aritmetiky uvedené v algoritmu |5l Pro vypocet mo-
difikovaného déleni je potieba 18 operaci v plovouci radce.

Algoritmus 5 Modifikované déleni

1: procedure MopD1vIsiON(Interval a, Interval b)

2 yMin + 0.0

3 yMazx < 0.0

4: yMax < ((a.up * b.up)/a.low) — b.low

5: yMin < ((a.up x bup) — (a.low x b.low))/(a.low + a.up)
6 retlow < (b.up/a.low) — ((yMax — yMin)/(2 x a.low))
7 ret.up < (b.low/a.up) + ((yMax + yMin)/(2 * a.up))

8: return ret

9: end procedure
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3.3.3 Implementace metody HBR

Metodu HBR lze rozdélit na tti ¢asti. V prvni c¢asti se ze zadané intervalové
matice A a intervalového vektoru b vypocitaji redlné matice a vektory stied-
nich hodnot a praméru. Nésledné se nad témito realnymi maticemi a vektory
provadi vypocet. Ve tieti ¢asti je nasledné z vektora xLow,xHigh a matice
T'm sestaven vysledny intervalovy vektor.

Algoritmus 6 HBR

procedure HBR(A, b)
: E + {Jednotkova matice}

Tm < {Nulovd matice}

Arad < rad(A)
bmid < mid(b)

1:

2

3

4:

5: Amid < mid(A)
6

7

8 brad <+ rad(b)
9

10: AmidInverse + (Amid)~!

11: AmidInverseAbs < abs(AmidInverse)
12: M «+ (E — AmidInverseAbs x Arad)™*
13:

14: for j < 0,...,n—1do

15: mi] < M, 1]

16: Tmli] < M]Ji, 1

17: end for

18:

19: Tv+ (2%Tm— E)~!

20: xc < AmadInverse x bmid

21: xcAbs + abs(zc)

22: ttt < abs(AmidInverse * brad)

23: xStar <— M * (xcAbs + ttt)
24: xLow < —1.0 x xStar + Tm * (xc + xcAbs)
25: xHigh < xStar + Tm * (xc — xcAbs)

26:

27: xLow < min(zLow, Tv x xLow)

28: xHigh < max(xHigh,Tv « xHigh)
29:

30: return IntervalVector(xLow, zHigh)

31: end procedure

Jak je z algoritmu [6] vidét, metoda HBR je pamétové velmi nérocné. V pri-
béhu algoritmu je potifeba mit v paméti osm realnych matic o velikosti dané
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soustavy a devét vektori.

3.3.4 Vektorizace Gaussovy eliminace

P1i Gaussové eliminaci pro realné soustavy linearnich rovnic je mozno pouzit
vektorizaci v nejvnitrnéjsim cyklu, kde se odecita od j-tého radku i-ty radek.
U soustav intervalovych rovnic je potreba pro vektorizaci udélat nékolik uprav.
Pokud uklddame intervalovou matici jako dvourozmérné pole, kde ve sloupcich
0,2, -+ ,n-2 jsou dolni meze intervalu a ve sloupcich 1,3,---, (n-2)+ 1. Pak
od¢itani i-tého radku od j-tého znamend tedy

Aj = (0,800 43,2 8G.2) " Y5n2) A, (n2)+1))
Ai = (a(3,0), 8(3,1)> Q(3,2)5 A(i,2)s > i n-2)s Oy (n-2)+1))
Aj—=Ai = (a(,0)=8(i,1)5 BG,1) = C36,0)>*** » Qj.n-2) = (i (n-2)+1)5 B, (n-2)+1) ~C(i,n-2))-

Jinymi slovy neodeéitaji se hodnoty v jednorozmérném poli, které maji stejny
index, ale odecitaji se kiizem.

Tento problém lze vytesit, kdyz intervalovou matici ukladame do dvou dvou-
rozmérnych poli A a A, kde v A; ; je uloZena doln{ mez intervalu 4; j a v v A ;
je uloZena horni mez intervalu A; ;. Pak pii odec¢itani dvou radki dostaneme

Aj = (@300 83,1y > (m))
ij (a (,0)s Q(j,1)5 " * 76(3'7”))
é ( zva(zl)a"' 7Q(i,n))
A = (@0, @61y > Ain))

Aj = Ai = (ag0) = 8600 86,1 ~ A0)s 5 AGm) ~ Ain))

Aj = A = @G0 ~ 26,0861 = Q1) 5 AGm) ~ Lin))
V tomto pripadé uz lze pouzit vektorizace, protoze pri odecitani se pouzivaji
hodnoty se stejnym indexem.
Druhy problém je, ze pii Gaussové eliminaci se odec¢ita nasobek i-tého radku.
Protoze u soustav intervalovych rovnic je tento nésobek také interval, pak

[a, a]x[A; ] = [min(a-a; gk, -aix, @-aik, @a;x), max(Q-a g, @k, Ok, O k)]

Coz nelze nijak zjednodusit. Jednim z moznych Teseni je vytvorit si ¢tyri po-
mocné pole, do kterych nejprve vypocteme vSechny mozné vysledky dolni a
horni meze. Pak pouzijeme dalsi dvé pomocna pole, do kterych ulozime mini-
malni, respektive maximalni hodnoty z predem vypocitanych moznych hodnot
nasobeni.

V pripadé modifikované Gaussovy eliminace nelze vektorizace pouzit, pro-
toze vypocet modifikovaného déleni se ruzné vétvi podle vstupnich intervala.
Takovyto vypocet je tedy pro pouziti vektorizace ptilis slozity.
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Algoritmus 7 Odecteni nésobku intervalového vektoru
1: AA,AB,BA BB ,min,max
2: fork«i+1,...,ndo
3: AA[K] < lowAlpha - lowAi[k]
B[k] < lowAlpha - highAi[k]
[

4:

5: AJk] < highAlpha - lowAi[k]

6: B[k] < highAlpha - highAi[k]

7

8: minfk] < (AAk] < AB[k]) ? AA[k] : AB[K]
9: min[k] < (BA[k] < min[k]) ? BA[k] : min[k]
10: minfk] < (AAk] < min[k]) ? AA[k] : min[k]
11:

12: max[k] < (AAk] > AB[k]) ? AAk] : AB[k]

| :
13: max[k] < (BA[k] > max[k]) ? BA[k] : max[k]
14: max[k] < (AA[k] > max[k]) ? AA[k] : max[K]
15:
16: lowAjk] < lowAj[k] — max[k]
17: highAj[k] < highAj[k] — min[k]
18: end for

3.3.5 Paralelizace Gaussovy eliminace

V Gaussové eliminaci nelze paralelné zpracovavat nejvnéjsi cyklus, kde se vy-
tvareji nuly v i-tém sloupci, protoze vytvareni nul v i-tém sloupci modifikuje
celou ¢tvercovou podmatici, kterd ma levy horni roh v A;; a dolni v A, .
Proto nez zacneme vytvaren nuly v ¢ 4+ 1 sloupci musime dokoncit i-tou ite-
raci.

Muzeme ale paralelizovat ¢ast, kde se odcitd nasobek i-tého rfadku od j-tého
radku, protoze mezi témito operacemi neni zadna datova zavislost. Po odecteni
od vsech tadku je potfeba pockat na vSechna vlakna a az nasledné zacit dalsi
iteraci. Dopfedna c¢ast intervalové Gaussovy eliminace s pouzitim knihovny
OpenMP je popsana v algoritmu [8] Direktiva ,#pragma omp parallel“ ur-
Cuje, ze se pred vstoupeni do cyklu vytvori vldkna, ale tento cyklus se ne-
paralelizuje. Az direktiva ,#pragma omp for“ urcuje cyklus, jehoz iterace se
rozdéli pro riznd vldkna. Diky tomu zlepsime efektivitu programu, protoze
vytvareni vlaken zabere urcity c¢as. Pokud bychom vldkna vytvareli az pred
cyklem zacinajicim na patém radku, museli bychom tato vldkna v pribéhu
béhu programu vytvorit celkové n-krat. Vyse uvedenym zpusobem ale dojde
pouze k jednomu vytvoreni vSech vlaken a pred cyklem na patém rfadku dojde
pouze k rozdéleni prace pro uz vytvorenda vlakna.

Protoze kazdy radek je stejné velky, je mozné pouzit planovani static, kde do-
jde k rovnomérnému rozdéleni poctu fadkh ke zpracovani. Slozitéjsi planovani
by v tompto piipadé bylo zbyteéné. Proménné deklarované uvnitt paralelniho
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3. REALIZACE

Algoritmus 8 Doprednd ¢ast Gaussovy eliminace v OpenMP

1: #pragma omp parallel

2: for (int i=0; i<N; i++) {

3 Pivotace

4:  #pragma omp for schedule (static)

5. for (int j=i+1; i<N; i++) {

6: Interval ratio = A[j][i] / Ali][i]

7 for (int k=i+1; i<N; i++) {

8 Odecteni nasobku i-tého radku od j-tého jako v [7] agloritmu.
9

10: [i] = b[j] - ratio * bl[i]
11: Afjlli] =0

12: }

13: }

bloku, matice A a vektor b jsou sdilena data. Protoze v cyklu zac¢inajicim na
patém radku nejsou zadné datové zavislosti, nemuze se tak stat, ze by se dvé
vldkna snazila zapsat na jedno misto ve sdilenych proménnych. To znamena,
Ze neni potreba pfi vypoctu pouzit néjaké synchronizac¢ni funkce, které by
paralelni vypocet zpomalovaly.

3.3.6 Pivotace v OpenMP

Pri pivotaci se kazdému vlaknu pridéli ¢ast sloupce, respektive radku, ve kte-
rém kazdé vlakno najde pivot pro danou ¢ast. Po tom co kazdé vlakno najde
kandidata na pivot, se ve druhém cyklu uz sekven¢éné vybere pivot z téchto
kandidati. Bohuzel v intervalové aritmetice nelze pouzit vestavéna funkce
OpenMP pro redukci maximalni hodnoty, protoze kromé hodnoty pivotu po-
tfebujeme znat i jeji index.

3.3.7 Paralelizce metody HBR

Metodu HBR Ize rozdélit na tfi ¢asti. V prvni ¢asti se z intervalové matice A
musi vypocitat matice stfednich hodnot, matice polomérii a z intervalového
vektoru b se musi vytvorit vektor stfednich hodnot a vektor poloméri. V druhé
casti se provadi operace nad redlnymi maticemi a vektory. Ve tieti ¢asti se z
téchto realnych matic a redlnych vektort vytvori vysledny intervalovy vektor.
Pro druhou ¢ast, kterd pracuje s redlnymi vektory a maticemi, je pouzita
knihovna Armadillo. Prvni a tfeti ¢ast je paralelizovana pomoci knihovny
OpenMP.
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3.3. Vlastni realizace

Algoritmus 9 Pivotace v OpenMP

. #pragma omp for schedule (static) firstprivate(pivotRow)
 for (int j =15 j < n; j++) {
int tid = omp _get _thread _num()
float curAbs = Abs(A[j][i])
if (curAbs > pivot) {
pivots|tid] = curAbs
pivotRows[tid] = j
}
}

10: for(int j=0;j<omp _get _num _ threads();j++) {
1. if (pivots[j] > pivot) {

e L AN B s e

©

12: pivot = pivots|j]
13: pivotRow = pivotsRowsj]
14: }

15}

3.3.8 Program pro reseni soustavy linearnich intervalovych
rovnic

Reseni obsahuje dva programy. Prvni generuje soustavy linearnich intervalo-
vych rovnic s pozadovanymi vlastnostmi. Druhy program resi soustavu line-
arnich intervalovych rovnice.

Program pro reseni soustavy linearnich intervalovych rovnic nejdrive ze sou-
boru nacte matici A v pozadovaném tvaru a poté vektor b, ktery odpovida
b = Ax. Nasledné provede jednotlivé metody popsané v tabulce a na stan-
dardni vystup vypise pozadované hodnoty.

Programy uréeny pro feseni soustavy intervalovych rovnic se spousti s péti
argumenty. Prvni odpovida souboru, ze kterého je soustava c¢tena, druhy po-
uzité metodé, treti urcuje, jestli bude pouzito predpodminéni, étvrty urcuje
vypis programu a paty je pocet vldken pouzitych pro vypocet. Argumenty jsou

popsany v tabulce a
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Tabulka 3.1: Prvni argument pro spusténi fesice

’ 2. argument ‘ Metoda

Gaussova eliminace

Gaussova eliminace s fadkovou pivotaci

Gaussova eliminace se sloupcovou pivotaci

Modifikovand Gaussova eliminace

Modifikované Gaussova eliminace s fadkovou pivotaci

Modifikovana Gaussova eliminace se sloupcovou pivotaci

Metoda HBR

Paralelni Gaussova eliminace

Paralelni GEM s vektorizaci

il imii=slolislloliwiiel el

Paralelni metoda HBR
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Tabulka 3.2: Druhy argument pro spusténi fesice

’ 3. Argument ‘ Predpodminéni

‘ 4. Argument | Vystup

F Bez predpodminéni | A Resen
T S predpodminéni B Prumérna sitka
- - C Doba béhu




KAPITOLA 4

Méreni sirek vyslednych
intervalii a vykonosti

Tato kapitola se vénuje méfeni sitek vyslednych intervalii pro rizné linedrni
intervalové soustavy, porovnava vykonnost jednotlivych metod a porovnava
vykonost rtznych optimalizaci.

4.1 Meéreni vyslednych Sitrek

Sitky vyslednych intervalii budeme méfit na ndhodné generované soustaveé
rovnic Az = b s urcitymi parametry. V prvni c¢asti této kapitoly jsou uve-
deny priklady malych soustav spolu s vyslednymi vektory pro dané metody
a analyzou vyslednych vektort. Pri analyze vyslednych vektora jsou uvedeny
hodnoty minimalni sitky, maximélni $itky, pramérné sitky a index relativni
urcitosti intervalu (RUI). RUI je spocitdna jako prumérnda sitka vyslednych
intervali vydélena primérnou absolutni hodnotou koeficienti v matici A pro
danou proménnou.

A

n

RUI(z) =)

1 q

1=

, kde ¢ = Z
j=1

V druhé ¢asti této kapitoly jsou uvedeny vysledky sitek pro matice o velikosti
tisich proménnych. Soustavy rovnic Ax = b jsou opét nahodné generovany s
urcitymi parametry.

Pii generovani intervalové matice A nejdiive vygenerujem ndhodnou horni
trojihelnikovou matici U, jejiz hodnoty jsou pfedem uréeny miniméalni a ma-
ximalni moznou hodnotou. Tim je zajisténo, ze dand matice je regularni. Na-
sledné ke kazdému radku pricteme ndhodny nasobek vyssiho fadku, tak aby
matice neobsahovala nulovou hodnotu v dolni trojihelnikové matici a dosta-
neme matici A¢. Nésledné vygenerujeme pomeér (ratio), ktery je urceny pre-

35



4. MERENI SIREK VYSLEDNYCH INTERVALU A VYKONOSTI

dem danymi parametry a spo¢tame danou deltu
A;j = ratio; ;- abs(Ae, ;).
Na zakladé této delty vytvorime intervalovou matici

Aij=[Ac,; — Dij, Ac,j + Aij]

Ciyj

4.1.1 Meéreni vyslednych sifek pro malé matice

Priklad 4.1. V prvnim piikladu mame soustavu s péti proménnymi. Mini-
malni moZnd stfedni hodnota je 5 maximdlni 250. Polomér je od 0 % do 3 %
vzhledem k dané stfedni hodnoté.

[14.71,14.74] [27.42,27.58] [17.89,17.94] [12.06,12.07]  [30.49,30.70]

[9.21,9.25]  [40.24,40.64] [50.64,50.83] [28.65,28.66]  [29.78,30.06]

A= | [7.00,7.03] [36.51,36.54] [75.51,75.96] [44.50,44.91]  [44.43,44.65]

[10.16,10.25] [40.83,41.17] [74.62,74.93] [72.02,72.05]  [94.88,95.72]
[12.21,12.22] [28.19,28.36] [73.07,73.34] [87.97,88.71] [242.37,243.23]

[259.24, 260.62]
[209.53, 210.30]
b= | [207.09,207.84]
[321.29, 323.68]
[295.95, 297.90]

Tabulka 4.1: Vysledky pro soustavu z ptrikladu

Bez predpodminéni
Gaussova eliminace GEM s pivotaci Modifikovana GEM
[0.67,33.93] [—104.03, 153.20] [13.68,20.77]
[—5.90, 5.85] [—59.08, 50.36] [—1.38,1.13]
[—2.93,1.25] [—15.86,15.30] [—0.99, —0.08]
[2.32,6.41] [2.14,11.15] [3.40, 4.21]
[—1.67,—0.39] [—3.42, —0.28] [—0.98, —0.74]
Modifikovana GEM | MGEM s pivotaci HBR
[13.68,20.77] [8.99, 25.89] [17.04,17.71]
[—1.38,1.13] [—3.87,3.31] [—0.32,0.068]
[—0.99, —0.08] [—1.49,0.53] [—0.70, —0.39]
[3.40,4.21] [3.50, 4.09] [3.66,4.021]
[—0.98, —0.74] [—0.95, —0.77] [—0.91, —0.80]

7 vysledkl bez prepodminéni je vidét pii pouziti Gaussovy eliminace, Ze roz-
dily ve vyslednych sitkach zggnm jsou pomérné velké i kdyz v ptivodni matici
A a vektoru b je pomérné konzistentni. Maximélni sitka je vice nez 3.5 krat
vétsi nez prumérna Sitka.

V pripadé xgemp doslo k velkému zhorSeni. Vyslednou sitku Ize sice zlepSit
pouzivanim pivotace, ale také zalezi na Sifce intervalu, kterym délime. Také
zalezi na tom, jaké sitky ma radek, ktery odecitame.
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4.1. Meéfeni vyslednych sirek

Tabulka 4.2: Vlastnosti vyslednych vektor z

Bez predpodminéni

TGEM | <TGEMP | TMGEM | TMGEMP | THBR
Minimalni sirka 1.27 3.14 0.23 0.17 0.11
Maximalni sirka 33.25 257.23 7.09 16.89 0.67
Prumeérna sirka 10.09 81.10 2.31 5.37 0.30
RUI 36.14% | 279.35% 7.69% 18.33% | 0.87%

P1i pouziti Modifikované Gaussovy eliminace dojde pomérné k velkému zmen-
seni vyslednych sitek. Primérnd sitka je ¢tyrikrat mensi, stejné tak index RUI
je zhruba pétkrat mensi. Vyrazné nejlepsi vysledky jsme dosdhli pii pouziti
metody HBR.

Tabulka 4.3: Vysledky pro soustavu z prikladu po predpodminéni

S predpodminénim
Gaussova eliminace GEM s pivotaci | Modifikovana GEM
[16.59, 17.76] [16.59, 17.76] [16.59, 17.76]
[—0.42,0.17] [—0.42,0.17] [—0.39,0.15]
[—0.75,—0.30] [—0.75,—0.30] [—0.73,—0.32]
[3.50,4.04] [3.50,4.04] [3.52,4.02]
[—0.93, —0.75] [—0.93,—0.75] [—0.92, —0.76]
Modifikovana GEM | MGEM s pivotaci HBR
[16.59, 17.76] [16.59, 17.76] [16.86,17.89]
[—0.39,0.15] [—0.39,0.15] [—0.42,0.17]
[—0.73,—0.32] [—0.73,—-0.32] [—0.76, —0.32]
[3.52,4.02] [3.52,4.02] [3.59,4.10]
[—0.92, —0.76] [—0.92, —0.76] [—0.94, —0.77]

Tabulka 4.4: Vlastnosti vyslednych vektort z po predpodminéni

S predpodminénim
LGEM | TGEMP | TMGEM | TMGEMP | THBR
Minima&lni Sifka 0.18 0.18 0.16 0.16 0.17
Maximalni sitka 1.16 1.16 1.16 1.16 1.04
Primeérna sirka 0.58 0.58 0.56 0.56 0.55
RUI 1.46% | 1.46% | 1.43% 1.43% | 1.35%

P1i pouziti predpodminéni jsme dostali vyrazné lepsi vysledky. Pivotace

nema na vysledky vliv, protoze po pivotaci jsou na diagondle nejvétsi hod-
noty. Vysledné sitky jsou velmi podobné, presto nejhorsi vysledky dostaviame
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4. MERENI SIREK VYSLEDNYCH INTERVALU A VYKONOSTI

pii pouziti Gaussovy eliminace. Vysledky modifikované Gaussovy eliminace a
HBR jsou velmi podobné.

Priklad 4.2. V druhém pfikladu jsme upravili pivodni matici A z piikladu

Sitka intervalu Ag o je Sestkrat vétsi nez v pivodni matici A. Vektor b
zustava stejny jako v prikladé

[14.71,14.74] [27.42,27.58] [17.89,17.94] [12.06,12.07]  [30.49,30.70]

[9.21,9.25]  [38.24,40.64] [50.64,50.83] [28.65,28.66]  [29.78,30.06]

A= [7.00,7.03] [36.51,36.54] [75.51,75.96] [44.50,44.91]  [44.43,44.65]

[10.16,10.25] [40.83,41.17] [74.62,74.93] [72.02,72.05]  [94.88,95.72]
[12.21,12.22] [28.19,28.36] [73.07,73.34] [87.97,88.71] [242.37,243.23]

Tabulka 4.5: Vlastnosti vyslednych vektort z 4.2

Bez predpodminéni

TGEM | TGEMP | TMGEM | TMGEMP | THBR
Minimalni sitka 6.01 0.00 0.26 0.18 0.13
Maximalni sirka 176.06 0.00 8.63 17.08 0.89
Prameérna sirka 57.56 0.00 2.80 5.43 0.47
RUI 191.41% | 0.00% 9.37% 18.54% | 1.15%

Tabulka 4.6: Vlastnosti vyslednych vektoru z po predpodminéni

S predpodminénim

TGEM | ZGEMP | TMGEM | TMGEMP | THBR
Minimalni sitka 0.21 0.21 0.17 0.17 0.20
Maximalni sitka 1.22 1.22 1.50 1.50 1.37
Prameérna sirka 0.71 0.71 0.67 0.67 0.70
RUI 1.87% | 1.8™% 1.81% 1.81% | 1.76%

Touto zménou dojde pii vytvareni nul ve druhé sloupci u Gaussovy eli-

minace s pivotaci k prohozeni druhého radku se ¢tvrtym radkem. V tomto
pripadeé je pri vytvareni nul ve druhé sloupci rozdil v sifce intervalu nasobku
druhého fadku. Pii Gaussové eliminaci bez pivotace je druhy radek ndsoben
intervalem [36.51, 36.54]/[38.24,40.64] = [0.89,0.96]. Pfi Gaussové eliminaci
s pivotaci je druhy fddek nasoben intervalem [36.51,36.54]/[40.83,41.17] =
[0.89,0.90].
Presto, pri pouziti Gaussovy eliminace s pivotaci, dojde k takovému rozsiteni
intervall, Ze se soustavu nepodafi vyresit. Modifikovand Gaussova eliminace
dava vyrazné lepsi vysledky. Prumérna sitka u Modifikované Gaussovy eli-
minace je zhruba dvacetkrat lepsi nez u bézné Gaussovy eliminace. Vyrazné
nejlepsi vysledky déva pouziti metody HBR, kde primérna sitka je zhruba
sestkrat mensi nez u druhého nejlepsiho vysledku.
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4.1. Meéfeni vyslednych sirek

Pri pouziti predpodminéni se vysledné sitky u vSech metod vyrovnaji. Pivo-
tace nemd znovu vliv z duvodi uvedenych v prvnim piikladé. Nejlepsi vy-
sledky znovu dava metoda HBR i kdyz oproti vysledku bez predpodminéni
dojde ke zhorseni. Je to jedind metoda, u které doslo ke zhorseni u pouziti
prepodminéni.

Priklad 4.3. V dalsim piikladu jsme znovu upravili ptivodni matici A z
prikladu Nyni jsme prohodili druhy fadek se ¢tvrtym a ndsledné intervaly
Az a Ayo. Vektor b zlistdva stejny

[14.71,14.74] [27.42,27.58] [17.89,17.94] [12.06,12.07]  [30.49,30.70]

[10.16,10.25] [40.24,40.64] [74.62,74.93] [72.02,72.05]  [94.88,95.72]

A= [7.00,7.03] [36.51,36.54] [75.51,75.96] [44.50,44.91]  [44.43,44.65]

[9.21,9.25]  [40.83,41.17] [50.64,50.83] [28.65,28.66]  [29.78,30.06]
[12.21,12.22] [28.19,28.36] [73.07,73.34] [87.97,88.71] [242.37,243.23]

Tabulka 4.7: Vlastnosti vyslednych vektort z

Bez predpodminéni
TGEM | TGEMP | TMGEM | TMGEMP | THBR
Minimalni sirka 0.00 2.72 0.00 0.18 0.28
Maximalni sifka 0.00 210.19 0.00 18.23 1.96
Primeérna sirka 0.00 68.77 0.00 5.93 0.91
RUI 0.00% | 228.72% 0.00% 19.81% | 2.38%

Tabulka 4.8: Vlastnosti vyslednych vektoru z po predpodminéni

S predpodminénim

TGEM | LGEMP | TMGEM | TMGEMP | THBR
Minimalni sitka 0.34 0.34 0.28 0.28 0.32
Maximalni sitka 2.51 2.51 2.50 2.50 2.52
Pramérna sirka 1.18 1.18 1.12 1.12 1.12
RUI 3.09% | 3.09% | 3.02% 3.02% | 3.01%

V tomto pripadé znovu dojde pfi pouziti Gaussovy eliminace s pivotaci
k prohozeni druhého a ¢tvrtého radku. Rozdil oproti minulému piikladu je v
tom, ze ¢tvrty radek obsahuje vyrazné mensi hodnoty, nez druhy radek. Pri
odecitani nasobku druhého radku od ostatnich se pfi pouziti pivotace odecita
vektor s mensimi sitkami.
Bez pouziti predpodminéni nam Gaussova eliminace a Modifikovana Gaussova
eliminace nedava zadné vysledky, protoze postupné dojde k takovému rozsi-
feni intervall v matici A, Ze dojde k déleni intervalem, ktery obsahuje nulu.
Gaussova eliminace s pivotaci ndm sice dava néjaké vysledky, ale vzhledem
k sirkam vysledného vektoru je takové feSeni témér nepouzitelné. Zatimco
Modifikonvand Gaussova eliminace ndm déava vysledky vyrazné lepsi (zhruba
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4. MERENI SIREK VYSLEDNYCH INTERVALU A VYKONOSTI

desetkrat lepsi oproti Gaussové eliminaci s pivotaci). Nejlépe znovu vychazi
metoda HBR. Matice A obsahuje intervaly, které maji sitku mezi 0 % a 3 %.
Primérna sirka vysledného vektoru xppgr, vzhledem k strednim hodnotdm
matice A je 2.38 %. To znamend, Ze po vyfeSeni metodou HBR nedoglo k
néjakému zvétseni sitek intervald.

P1i pouziti predpodminéni doslo jak u Gaussovy eliminace, tak u Modifiko-
vané Gaussovy eliminace k vyraznému zlepSeni. Naopak u metody HBR se
vysledné sitky zhorsily, ale nijak vyrazné a porad je tato metoda nejlepsi.

4.1.2 Meéreni vyslednych sirek pro velké matice

V této Casti jsou porovnany vysledky métfeni pro rtizné velké matice s riaznymi

parametry stredni hodnoty a polomért matice.

V prvnim ptipadé jsou testovany metody na regularni matici A, jejiz stfedni

hodnoty jsou z intervalu [100,1000] a polomér intervali v matici je mezi 0 %

az 1 % ze stfedni hodnoty. Vysledky jsou uvedeny v tabulkéch a
Pokud neni pouzito predpodminéni pak Gaussova eliminace, Gaussova eli-

Tabulka 4.9: RUI pro [A], kde A, € [100,1000] a rad([A]) = [0, Ac/100]

Bez predpodminéni

N LGEM | TGEMP | TMGEM | TMGEMP THBR
10 0.00% 0.00% 0.00% 22.80% 0.50%
20 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% | 0.27%
30 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% | 0.81%
40 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% | 3.66%
50 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 3.78%
60 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 5.30%
70 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 7.92%
80 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% | 19.04%
90 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% | 21.04%
100 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% | 38.40%

mace s pivotaci a Modifikovana Gaussova eliminace nedava zadné vysledy. Mo-
difikovana Gaussova eliminace s pivotaci je schopna spocitat vysledek pouze
pro matici o deseti proménnych. Metoda HBR déava vysledky pro vsSechny
soustavy rovnic. Z vysledkil pro ruzné velké soustavy je vidét, ze sitka vysled-
ného vektoru roste spolu s velikosti soustav. Relativni urcitost intervalu pro
soustavu o stu proménnych je zhruba 77 krat vétsi nez pro soustavu o deseti
proménnych.

P1i pouziti pfedpodminéni dévaji vSechny metody néjaké feseni. Pro vSechny
metody plati, ze s rostouci velikosti soustav je také vétsi relativni uréitost vy-
slednych intervalti a to pomérné vyrazné. Ve vsech pripadech méteni je nejlepsi
Modifikovana Gaussova eliminace. Klasickd Gaussova eliminace dava podobné
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Tabulka 4.10: RUI pro [A], kde A, € [100,1000] a rad([A]) = [0, A¢/100]

S predpodminénim

TGEM | LGEMP | TMGEM | TMGEMP THBR
10 0.84% | 0.84% 0.78% 0.78% | 0.84%
20 0.45% | 0.45% 0.42% 0.42% | 0.45%
30 1.31% | 1.31% 1.21% 1.21% | 1.30%
40 6.98% | 6.98% 6.39% 6.39% | 7.00%
50 6.77% | 6.77% 6.21% 6.21% | 6.78%
60 9.83% | 9.83% 8.97% 8.97% | 9.84%
70 | 13.46% | 13.46% | 12.19% 12.19% | 13.49%
80 | 32.77% | 32.77% | 28.45% 28.45% | 33.10%
90 | 35.63% | 35.63% | 31.25% 31.25% | 35.83%
100 | 65.56% | 65.56% | 55.28% 55.28% | 66.20%

vysledky jako metoda HBR.

Pokud porovname Modifikovanou Gaussovu eliminaci s pfedpodminénim s
metodou HBR bez predpodminéni, pak lepsi vysledky dava metoda HBR. V
pruméru je Modifikovand Gaussova eliminace o 1.66 % horsi nez metoda HBR.
Ve druhém méfeni zistavaji parametry soustavy rovnic stejné jako v predcho-
zim pripadé kromé mozného poloméru intervald, ktery ted muize byt trikrat
vétsi oproti predchozimu prikladu. Namérené hodnoty jsou uvedeny v tabul-

kach .11l a 412

Tabulka 4.11: RUI pro [A], kde A € [100,1000] a rad([A]) = [0, A - 0.03]

Bez predpodminéni

LGEM | TGEMP | TMGEM | TMGEMP THBR
10 | 0.00% | 0.00% 0.00% 86.58% 1.84%
20 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% 0.85%
30 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% 2.69%
40 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% | 17.47%
50 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% | 16.74%
60 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% | 25.73%
70 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% | 42.09%
80 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% | 45.3™%
90 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% | 93.25%
100 | 0.00% | 0.00% 0.00% 0.00% | 229.54%

V pripadé bez predpodminéni Gaussova eliminace, Gaussova elimace s
pivotaci a Modifikovana Gaussova eliminace opét nedava zadné vysledky. Mo-
difikovand Gaussova eliminace dava znovu vysledky pouze pro matici o deseti
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Tabulka 4.12: RUI pro [A], kde A, € [100,1000] a rad([A]) = [0, A, - 0.03]

S predpodminénim

TLGEM LGEMP IMGEM | TMGEMP THBR
10 3.01% 3.01% 2.69% 2.69% 3.09%
20 1.42% 1.42% 1.31% 1.31% 1.41%
30 4.35% 4.35% 3.96% 3.96% 4.35%
40 32.70% 32.70% 27.01% 27.01% 33.51%
50 29.68% 29.68% 25.14% 25.14% 30.12%
60 47.21% 47.21% 38.70% 38.70% 47.93%
70 70.78% 70.78% 55.91% 55.91% 72.10%
80 0.00% 0.00% | 327.83% | 327.83% 80.80%
90 | 1138.95% | 1138.95% | 288.30% | 205.30% | 1366.42%
100 0.00% 0.00% | 5772.46% | 5772.46% | 389.03%

proménnych. Metoda HBR déva vysledky pro vSechny soustavy rovnic. Sifka
vysledného vektoru opét roste spolu s velikosti soustav. V porovnani s minu-
lym méfenim jsou vysledné sitky zhruba tiikrat vétsi.

S metodami, které pouzivaji predpodminéni, dostavame témér od vsech metod
vysledky. Gaussova elimice bez i s pivotaci pro soustavy o velikosti 80 a 100
proménnych nedavé zadné vysledky. V nékterych pripadech ma vétsi soustava
mensi miru relativni urcitosti nez néjaka mensi soustava. Napriklad soustava o
velikosti 80 v piipadé Modifikované Gaussovy eliminace je RUI 327.83 %, za-
timco pro soustavu o 90 proménnych je RUI 205.30 %. Zaroven u soustavy o 90
proménnych dava lepsi vysledky Modifikovana Gaussova eliminace s pivotaci.
Ve vétsiné pripadt je nejlepsi Modifikovana Gaussova eliminace, v nékterych
pripadech je lepsi metoda HBR.

Celkové nejlepsi vysledky dava ve vsech pripadech metoda HBR. Pri porov-
nani s Modifikovanou Gaussovou eliminaci se da rici, Ze vysledné sirky nejsou
tak rozdilné, kromé pripada soustav o 80 a 100 proménnych, kde se vysledky
MGEM vyrazné zhorsi.

V porovnani s predchozim prikladem je vidét, ze nejlepsi vysledné Sitky jsou
zhruba trikrat horsi nez v predchozim prikladu, coz odpovida tomu, zZe i polo-
mér soustavy je trikrat vétsi. Z toho tedy vyplyva, ze sitky intervall soustavy
maji vliv na vysledné sirky. Navic toto zvétSeni poloméri mé za nasledek to,
ze v nékterych pripadech se soustava rovnic nepovede viibec vyfesit a v né-
kterych pripadech se vysledna sitka neprimérené zvétsi.

V dalsich dvou prikladech budeme pouzivat soustavy, jejichz stfedni hodnoty
jsou vétsi nez v predchozich dvou pripadech. Nasledujici méreni je tedy pro-
vedeno pro soustavy, jejichz stfedni hodnoty jsou z intervalu [500,1000] a
polomér intervaltl v matici je mezi 0 % az 1 % ze stiedni hodnoty. Vysledky

jsou uvedeny v tabulkich a
U metod bez predpodminéni jako jedind metoda HBR dava vysledky pro
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Tabulka 4.13: RUI pro [A], kde A, € [500,1000] a rad([A]) = [0, A, - 0.01]

Bez predpodminéni

LGEM | LGEMP | LMGEM | TMGEMP THBR
10 | 0.00% | 66.88% | 0.00% 4.46% | 0.06%
20 | 0.00% | 0.00% | 0.00% | 3554.77% | 0.40%
30 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 0.48%
40 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 1.44%
50 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 3.33%
60 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 4.80%
70 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 35.70%
80 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 10.02%
90 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 24.80%
100 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 29.82%

Tabulka 4.14: RUI pro [A], kde A, € [500,1000] a rad([A]) = [0, A - 0.01]

S predpodminénim

TGEM | LGEMP | MGEM | £MGEMP THBR
10 0.09% 0.09% 0.09% 0.09% 0.09%
20 0.64% 0.64% 0.60% 0.60% 0.64%
30 0.80% 0.80% 0.74% 0.74% 0.79%
40 2.64% 2.64% 2.46% 2.46% 2.63%
50 6.07% 6.07% 5.56% 5.56% 6.07%
60 8.50% | 8.50% 7.80% 7.80% | 8.51%
70 | 68.79% | 68.79% | 54.81% 54.81% | 70.39%
80 | 17.27% | 17.27% | 15.57% 15.57% | 17.33%
90 45.12% | 45.12% | 38.90% 38.90% | 45.51%
100 | 53.43% | 53.43% | 45.90% 45.90% | 53.83%

vSechny soustavy rovnic. Metody pouzivajici predpodminéni dévaji vysledky
pro vSechny soustavy. Ve vsech pripadech nejlépe vychazi pouziti Modifiko-
vané Gaussovy eliminace.

Celkové ale nejlepsi vysledky znovu dava ve vsech piipadech metoda HBR.
V porovnani s prvnim méfenim nelze tici, ze by vysledné RUI bylo obecné
horsi nebo lepsi. V tomto pripadé se tedy da tict, ze vysledné Sirky nezavisi
na velikosti stfedni hodnoty.

V dalsim méfeni ponechdme parametry soustavy rovnic stejné jako v predcho-
zim pripadé kromé mozného poloméru intervali, ktery ted muaze byt tfikrat
vétsi oproti predchozimu prikladu. Namérené hodnoty jsou uvedeny v tabul-
kéach .15 a E.16

Vysledky jsou podobné predchozim méfenim. Celkové nejlepsi vysledky dava
metoda HBR bez predpodminéni. Ostatni metody az na jednu vyjmku nejsou
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Tabulka 4.15: RUI pro [A], kde A, € [500,1000] a rad([A]) = [0, A, - 0.03]

Bez predpodminéni

TGEM | ZGEMP | TMGEM | TMGEMP THBR
10 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 13.58% 0.17%
20 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% 1.28%
30 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% 1.54%
40 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% 8.08%
50 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 21.19%
60 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 10.85%
70 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 40.99%
80 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 106.05%
90 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 83.30%
100 | 0.00% | 0.00% | 0.00% 0.00% | 80.19%

Tabulka 4.16: RUI pro [A], kde A € [500,1000] a rad([A]) = [0, A - 0.03]

S predpodminénim

TGEM | TGEMP | TMGEM | LMGEMP THBR
10 0.29% 0.29% 0.27% 0.27% 0.28%
20 2.06% 2.06% 1.92% 1.92% 2.06%
30 2.55% 2.55% 2.35% 2.35% 2.55%
40 14.94% 14.94% 13.18% 13.18% 15.11%
50 39.83% | 39.83% | 31.17% 31.17% | 41.91%
60 19.18% 19.18% 17.20% 17.20% 19.28%
70 0.00% 0.00% 0.00% 0.00% 81.00%
80 192.11% | 192.11% | 116.19% | 116.19% | 205.50%
90 405.13% | 405.13% | 201.39% | 201.39% | 168.07%
100 | 153.08% | 153.08% | 110.61% | 110.61% | 156.47%

schopny soustavy bez predpodminéni vytesit. V pripadé predpodminéni dévaji
vSechny metody néjaké vysledky mimo soustavy o velikosti n = 70.

4.2 Shrnuti méreni vyslednych sirek

7 vyse uvedeného méreni plyne, ze nejlepsi vysledky dostédvame pii pouziti
metody HBR bez predpodminéni. V nékterych piipadech s pomoci Modifiko-
vané Gaussovy eliminace s pivotaci dostavame v nékterych piipadech podobné
vysledky, pokud pouzijeme predpodminéni.

Co se tyce vlivu velikosti polomért intervalt a velikosti stfednich hodnot sou-
stavy rovnic, tak s rostouci velikosti poloméru roste také velikost poloméru
vyslednych sitek. Dale nelze urcit, ze by velikost stfednich hodnot méla vliv
na sitku vyslednych vektori
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4.3 Meéreni vykonnosti

Meérteni vykonnosti probihalo na svazku Star na uzlu gpu-01. Procesor Intel
Xeon 6core 2620 v2 @ 2.1Ghz a 32 GB operacni paméti.

V prvni éasti méfeni porovnavame vykonnost mérenou v GFLOPS (pocet
operaci v plovouci fadce provedenych za jednu sekundu) pro rizny pocet pro-
cesortl.

Obrézek a porovnava vykonnost Gaussovy eliminace s vek-
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Obrézek 4.1: Méfeni vykonosti pro matici n = 2000
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Obrazek 4.2: Méreni vykonosti pro matici n = 3000

45



4. MERENI SIREK VYSLEDNYCH INTERVALU A VYKONOSTI

% = GEM
& —t VVGEM
MGEM
0
1 2 4 6 8 12 24
Potetviaken
Obrazek 4.3: Méreni vykonosti pro matici n = 4000
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Obrazek 4.4: Méfeni vykonosti HBR pro matici n = 4000

torizaci a bez vektorizace pro rizné velké soustavy. Z grafu je vidét, ze diky
paralelizaci s rostoucim poc¢tem vlaken roste i vykonnost reseni soustavy in-
tervalovych rovnic. Déle je vidét, ze pii pouziti vektorizace dosahujeme o néco
lepsich vysledki zhruba o 10 %.

V pripadé metody HBR rozdélujeme vypocet na tii casti. V prvni dojde k
vypoctu matice stfednich hodnot a matice poloméru. V této c¢asti diky para-
lelizaci dojde s vysSim pocétem vldken také ke zlepseni vykonnosti, ale uz od
poctu Sesti vlaken dojde ke stagnaci a v pripadé c¢tyriadvaceti vlaken dojde
ke zmenseni vykonnosti. To je zptisobeno tim, ze je velké mnozstvi vldken na
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malé mnozstvi prace. Vysledny cas tedy negativné ovlivni rezie nutné pro vy-
tvareni a planovani vldken.

Druhé c¢ast, ve které se provadi vypocty v redlné aritmetice, dochézi s rostou-
cim poctem vlaken také k vyssi vykonnosti az do po¢tu osmi vldken. Ve treti
casti dochazi k vypoc¢tu vysledného intervalového vektoru. Protoze je tento
vypocet tak kratky, pouzitim paralelizace nedosdhneme v této ¢asti zadného
zlepsSeni.

Ve druhé ¢asti mérime celkovy Cas, ktery trva vypocet feseni soustavy interva-
lovych rovnic pro metody Gaussovy eliminace(I_GEM), Gaussovy eliminace s
pouzitim knihovny Boost(I_BGEM) a pomoci metody HBR(I HBR). Zaro-
ven jsou tyto namérené casy porovnany s fesenim soustavy linearnich rovnic s
redlnymi koeficienty pomoci knihovny Armadillo(GEM). Uvedené ¢asy jsou v
sekundach. V tabulce je zobrazen vliv poc¢tu vlaken pri pouziti soustavy o

Tabulka 4.17: Porovnani ¢asu pro matici n = 4000. Cas uveden v sekundéch

# Vldken | GEM | I_ GEM | I_HBR | I_ BGEM
1 6.13 133.04 51.54 537.20
2 3.43 69.56 26.46 292.53
4 2.06 36.35 13.62 143.29
6 1.62 25.036 9.51 95.93
8 1.82 19.96 7.38 73.74
12 1.67 18.79 8.28 58.20
24 3.15 18.31 21.83 44.55

velikosti 4000 proménnych. Z celkového ¢asu nejlépe vychazi metoda HBR a to
této metody pocitd s redlnymi maticemi a vektory, pro jejichz implementaci
je pouzita knihovna Armadillo. Nejhtite vychézi pouziti Gaussovy eliminace
za pouziti knihovny Boost Interval Arithmetic Library. To je zptsobeno tim,
ze pri kazdé operaci je potfeba volat metodu této knihovny, kterd zahrnuje
urcéitou rezii.

P1i pouziti optimélniho poctu vlaken, které bylo zmétfeno vyse, jsou vy-

sledky zobrazené v tabulce [d.1§| podobné. Nejlépe vychézi znovu metoda HBR,
kterd pro soustavu n = 9000 trva zhruba minutu a pul. Nejhiife znovu dopadé
Gaussova eliminace za pouziti knihovny Boost Interval Arithmetic Library,
kterd pro soustavu o velikosti deviti tisic trva zhruba osmkrat déle nez me-
toda HBR.
V porovnani s feSenim soustavy linedrnich rovnic s redlnymi koeficienty po-
moci knihovny Armadillo, mé pouziti intervalové aritmetiky velky vliv na
cas vysledného reseni. Nejrychlejsi metoda HBR je zhruba Sestkrat pomalejsi
oproti Gaussové eliminaci v knihovné Armadillo.
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Tabulka 4.18: Mé&Fen{ ¢asu pro optimalniho pocetu vldken. Cas uveden v sekun-
dach

N GEM | I_GEM | I_HBR | I_BGEM
1000 0.05 0.95 0.23 1.25
2000 0.34 5.40 1.08 9.08
3000 0.79 15.51 4.61 33.75
4000 1.72 30.15 7.51 68.83
5000 2.86 54.50 14.27 138.01
6000 4.64 74.62 24.04 234.20
7000 7.99 110.00 37.70 365.73
8000 | 10.09 154.50 55.76 532.17
9000 | 19.39 210.76 79.32 768.32
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Zaver

Reseni soustavy linedrnich intervalovych rovnic je NP-tézky problém, ktery se
snazime Tesit hleddnim co nejmensiho obalu tohoto feseni. V rdmci této prace
byla implementovana metoda Gaussovy eliminace, Modifikované intervalové
aritmetiky a metody HBR. Pro mozné zlepseni vyslednych intervali byla po-
uzita metoda predpodminéni, kde se dand intervalova soustava ndsobi matici
strednich hodnot této soustavy.

7Z hlediska vyslednych sitek je mozné rici, ze nejlepsi z téchto metod je metoda
HBR bez pouziti predpodminéni. Metoda s vyuzitim Modifikované intervalové
aritmetiky po predpodminéni déva ve vétsiné pripadi horsi vysledné sitky, ale
nejsou zase o tolik horsi. Zato pouziti Gaussovy eliminace bez predpodminéni
se ukazuje jako prakticky nepouzitelné, protoze u vétsich soustav nedava tato
metoda zadné feseni. Pii pouziti predpodminéni vétsinou Gaussova eliminace
uz poskytuje néjaké vysledky, ale oproti metodé HBR a Modifikované inter-
valové aritmetice je vyslednd sirka intervalu prilis velka.

Sitka vyslednych intervali se s rostouci velikosti soustav také u vech metod
zvysuje. Také pri zvySovanim Sirky intervala resené soustavy se zveétSuje sitka
vyslednych intervali zhruba linearné. Na rozdil od velikosti strednich hodnot
fesené intervalové soustavy, kterd nema na sirku vyslednych intervala vliv.

U vsSech metod je mozné diky paralelizaci pomoci knihovny OpenMP zvysit
efektivitu téchto metod. Co se tyka rychlosti, nejlépe vychazi metoda HBR na-
velka ¢ast této metody pocita s redlnymi maticemi a vektory. Pro implementaci
metody HBR byla pro praci s redlnymi maticemi a vektory vyuzita knihovna
Armadillo, kterd ma na dané vysledky také velky vliv. Pouzit{ knihovny Bo-
ost Interval Arithmetic Library neni tak efektivni, protoze neobsahuje zadnou
metodu pro feseni soustav intervalovych rovnic a tak jedinou mouznosti je
implementace klasickych metod za pouziti tiid pro praci s intervalovou arit-
metikou a jejich metod.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

BGEM Gaussova elimina¢ni metoda s pouzitim knihovny Boost Interval Ari-
thmetic Library

GCC GNU Compiler Collection

GEM Gaussova eliminac¢ni metoda

HBR Metoda Hansen-Bliek-Rohn

LAPACK Linear Algebra Package

MGEM Modifikovana Gaussova eliminacni metoda
MMX MultiMedia eXtension

OMP Open Multi-Processing

SSE Streaming SIMD Extensions

VGEM Gaussova elimina¢ni metoda s pouzitim vektorizace
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PRILOHA B

Obsah prilozeného DVD

readme.tXE ..o vvnn it s stru¢ny popis obsahu DVD

| readme.pdf .......iiiiiiiii e stru¢ny popis obsahu DVD
, dp

PIn e zdrojové koédy implementace

tSolver.out ................ program pro Teseni soustav int. rovnic

Generator.out......... program pro generovani soustav int rovnic

5T o TP knihovny pro potfebné pro kompilaci

data. . priklady soustav intervalovych rovnic

SOUTC e ettt ttiee et ieeeenenaneenennnns zdrojové soubory pro resic¢

generatorSource..............o.uunn. zdrojové soubory pro generator

I = v text prace

tthesis AL text prace ve formatu PDF

thesis.pS..covviiiiiiiiiiiiii i, text prace ve formatu PS



	Odkaz na tuto práci
	Úvod
	Úvod do problematiky
	Soustava lineárních rovnic
	Interval
	Binární operace v intervalové aritmetice
	Množinové operace v intervalové aritmetice
	Intervalové obaly
	Intervalový vektor
	Intervalová matice
	Soustava lineárních intervalových rovnic
	Předpodmínění
	Modifikovaná intervalová aritmetika

	Metody řešení soustavy rovnic v intervalové aritmetice
	Trojúhelníkové soustavy
	Gaussova eliminační metoda
	Gaussova eliminační metoda v intervalové aritmetice
	Pivotace
	Předpodmínění

	Gaussova eliminace s modifikovanou intervalovou aritmetikou
	HBR metoda

	Realizace
	Existující řešení
	Knihovny pro lineární algebru
	Knihovny pro intervalovou aritmetiku

	Možnosti optimalizace
	Vektorizace
	Paralelizace
	OpenMP

	Vlastní realizace
	Implementace Gaussovy eliminace
	Implementace Modifikované Gaussovy eliminace
	Implementace metody HBR
	Vektorizace Gaussovy eliminace
	Paralelizace Gaussovy eliminace
	Pivotace v OpenMP
	Paralelizce metody HBR
	Program pro řešení soustavy lineárních intervalových rovnic


	Měření šířek výsledných intervalů a výkonosti
	Měření výsledných šířek
	Měření výsledných šířek pro malé matice
	Měření výsledných šířek pro velké matice

	Shrnutí měření výsledných šířek
	Měření výkonnosti

	Závěr
	Literatura
	Seznam použitých zkratek
	Obsah přiloženého DVD

