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Doc. Ing. Jǐŕı Fürst Ph.D.
2017



znoaNí olploMovÉ pnÁcr

l. osoBNl A sTUDlJNl UDAJE

Příjmení: Šochman Jméno: Filip Osobníčíslo: 397257

Fakulta/ústav. Fakulta strojní

Zadávajíci katedra/ústav: Ústav technické matematiky

Studijní program: Strojní inženýrctví

Studijní obor: Matematické modelování v technice

Il. úDAJE K DlplomovÉ pRÁcI

Název diplomové práce:

Jednorozměrný model průtoku radiálním kompresorem

Název diplomové práce anglicky:

Onedimensional model of flow through a radial compressor

Pokyny pro vypracování:

- Popište princip fungování tuóodmychadla a speciálně radiálního kompresoru.
- Popište základní principy modelování v mechanice tekutin.
- Sestavte jednorozměrný model nevazkého proudění v konfiguraci vhodné pro simulaci průtoku radiálním kompresorem
založený na Eulerových rovnicích pro stlačitelné proudění.
- Sestavte a odlaďte program pro řešení uýsledných rovnic pomocí metody konečných objemů, Pomocí tohoto programu
určete parametry prodovtých polí ve zvolené geometrii radiálního kompresoru.

Seznam doporučené literatury:

, TORO, Eleuterio. The HLLC Riemann Solver.
NoŽlČKA, Jiřl. Základy Termomechaniky_ Praha: nakladatelství ČVUT
KADRNOŽKA, Jaroslav. Tepelné turbíny a turbokompresory l - základy teorie a výpoětů

Jméno a pracoviště vedoucí(ho) diplomové práce:

doc. lng. Jiří Fúrst Ph.D., ústav technické matematiky FS

Jméno a pracoviště druhé(ho) vedoucí(ho) nebo konzultanta(ky) diplomové práce:

Datum zadání diplomové práce:

Platnost zadáni diplomové práce:

1-W*(
Pdbpis vedoucí(ho) práce

18.04.2017

Podpis vedoucí(hó) ústavu/katedry

Termín odevzdání diplomové práce: í8.08.20í7

!ll. PŘEVzerÍznoÁruí
Diplomant bere na vědomí, že je povinen vypracovat dipbmovou práci §amostatně, bez cizí pomoci, s výjimkou F§t§/fiutých konzu]tací.
Seznam použté litefafury, jinýci pramenů a jmen konzultantů je ťeba uvést v diplomové práci.

,Z+,ft,. /a,r+
Datum pňevzetí zadání

CvUT-cz-zDP-2015.1 O ČVUT v Praze, Design: Čvut v Praze, VlC



Anotačńı list
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Ústav

Bibliografické údaje
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Anotace

Tato práce se zabývá prouděńım v radiálńım kompresoru. V této práci je stručně popsán prin-
cip turbodmychadla a jeho souvislost s radiálńım kompresorem. Je zde proveden rozbor kon-
strukce kĺıčových prvk̊u radiálńıho kompresoru a fyzikálńıch jev̊u souvisej́ıćıch s prouděńım
v radiálńım kompresoru. Dále jsou zde představeny základńı vztahy mechaniky tekutin a
termomechaniky. V rámci této práce byl vyvinut program, který je založený na numerickém
řešeńı Eulerových rovnic pro stlačitelnou tekutinu. Dále je zde věnována pozornost nume-
rickému aparátu, který byl v tomto programu implementován. Jsou zde prezentovány HLL,
HLLC, AUSM a AUSM+ numerické toky. Hlavńı část této práce je věnována prezentaci
výsledk̊u proudových poĺı veličin, které byly źıskány pomoćı tohoto programu.

Kĺıčová slova

Turbodmychadlo; radiálńı kompresor; Eulerovy rovnice; Metoda konečných objemů; HLL,
HLLC, AUSM a AUSM+ numerické toky; kompresorová mapa
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Abstract

This paper deal with flow through a radial compressor. In this paper is described a tur-
bocharger and the role of radial compressor within. There is performed an analysis of the
construction of the key parts of a radial compressor and the physical phenomenons related to
flow through a radial compressor. There are also derived basic equations of fluid mechanics
and thermodynamics. In this work was developed solver based on the numerical solution of
Euler’s equations for compressible fluid. The special attention is paid to the implementation
of numerical mathematics into this solver. There are presented HLL, HLLC, AUSM and
AUSM+ numerical flux. The main part of this work is dedicated to presentation of results
of physical quantities, which were obtained with this solver.

Keywords

Turbocharger; radial compressor; Euler’s equations; Finite volume method; HLL, HLLC,
AUSM, AUSM+ numerical flux; compressor map
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Prohlašuji, že jsem diplomovou práci s názvem
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Jednorozměrný model pr̊utoku radiálńım
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3.6 Konstituvńı rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.7 Navierova-Stokesova rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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6.22 Pr̊uběh radiálńı rychlosti u varianty II. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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6.49 Pr̊uběh úhlu β u varianty IV. (absolutńı úhel je značen plnou čarou, relativńı
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6.66 Kompresorová mapa varianty V. bez voluty . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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R univerzálńı plynová konstanta [J.kmol−1.K−1]

r měrná plynová konstanta [J.kg−1.K−1]

XIII



T teplota [K]
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Úvod

Radiálńı kompresory se použ́ıvaj́ı v aplikaćıch, kde je požadován spojitý pr̊utok stlačovaného
média. Na tyto stroje je kladen požadavek vysoké účinnosti, ale i širokého pracovńıho roz-
sahu. Tyto dvě vlastnosti lze jen těžko skloubit dohromady, a proto se vždy hledá vhodný
kompromis dle účelu dané aplikace. Hlavńımi částmi radiálńıch kompresor̊u jsou kompreso-
rové kolo, difuzor a voluta. Tato práce se předevš́ım zaměřuje na problematiku kompreso-
rového kola a difuzoru.

K dosažeńı špičkové termomechanické účinnosti spalovaćıch motor̊u je nutné, aby směs,
která vstupuje do spalovaćıho prostoru, měla vysoký tlak. Z tohoto d̊uvodu jsou v součastnosti
téměř všechny spalovaćı motory osazeny turbodmychadlem. Hlavńımi částmi turbodmychadla
jsou turb́ına a radiálńı kompresor. Právě radiálńı kompresor je zodpovědný za stlačeńı vzdu-
chu, který proud́ı do spalovaćı komory. Proud vzduchu nejprve vstupuje do kompresorového
kola, kde je urychlen a stlačen. Poté pokračuje do difuzoru a následně vstupuje proud vzduchu
do voluty. Ve volutě je stlačený vzduch shromážděn a je dále veden do potrubńı soustavy. Je
nutné, aby prouděńı potrubńı soustavou prob́ıhalo s minimálńımi ztrátami, jelikož je žádoućı,
aby se stlačenému vzduchu zachovala tlaková i kinetická energie. [11]

Matematické rovnice, které popisuj́ı obecné fyzikálńı jevy jsou většinou tak komplexńı, že
bez dodatečného zjednodušeńı neńı možné nalézt jejich analytické řešeńı. A právě výsledky
źıskané řešeńım rovnic, které bez zjednodušeńı popisuj́ı realitu, jsou kritické pro technickou
praxi a výzkum a vývoj s ńı spojený. Nicméně řešeńı takových rovnic je v současné době
možné źıskat pouze aproximačńımi metodami numerické matematiky. Numerické matema-
tika zažila bouřlivý rozvoj po vynálezu poč́ıtače. Moderńı výpočetńı technika totiž umožnila
testovat teoretické poznatky numerické matematiky na složitých př́ıkladech. Použit́ı nume-
rické matematiky v praxi dalo vzniknout novému vědeckému oboru v oblasti mechaniky
tekutin, a to Computational fluid dynamics neboli CFD. [1]

CFD je definována jako numerická analýza systémů zahrnuj́ıćıch prouděńı tekutin a
výměnu tepla. V současné době je snaha v pr̊umyslové praxi nahrazovat drahé experimenty
numerickými simulacemi. Nav́ıc numerické simulace jsou schopny postihnout i jevy, které
se daj́ı jen obt́ıžně experimentálně měřit. CFD se stalo nepostradatelnou součást́ı výzkumu
nových pr̊umyslových zař́ızeńı a výrobk̊u. V leteckém pr̊umyslu bychom dnes jen těžko hle-
dali projekt, jehož součást́ı by CFD nebylo. Navzdory úspěch̊um, které CFD v posledńıch
letech zaznamenalo, je nutné si připustit, že ještě neńı vše ideálńı a v mnohých oblastech
numerických simulaćı existuj́ı pot́ıže, které se podle mnohých ještě pár let nepodař́ı vyřešit.
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V turbulentńım prouděńı při vysokém Reynoldsově č́ısle neńı možné v současné době použ́ıt
př́ımou numerickou simulaci (Direct numerical simulation) neboli DNS a to z d̊uvodu velkého
výpočetńıho výkonu, který je k takovému výpočtu nezbytný. I přesto, že DNS je v současné
době využitelná v pr̊umyslu jen okrajově, hraje ve výzkumu na akademické p̊udě kĺıčovou
roli. CFD přisṕıvá ke zlepšeńı našich znalost́ı o turbulenci, astronomických jevech a obecně
o problémech, při kterých je obt́ıžné nebo zcela nemožné experimentálńı měřeńı. [2] [1]

Tato diplomová práce si klade za ćıl vyvinout v programovaćım jazyce C++ nástroj
pro simulaci 1D prouděńı pr̊uchodu plynu radiálńım kompresorem turbodmychadla, s jehož
pomoćı bude možné rychle źıskat výsledky, které by se pomoćı 3D simulace v komerčńıch
programech typu Ansys CFX, anebo STAR-CCM+ poč́ıtaly několik dn̊u až týdn̊u dlouho.
Jako médium se předpokládá nevazký ideálńı plyn. Prouděńı plynného média skrze radiálńı
kompresor bude simulováno pomoćı Eulerových rovnic pro stlačitelný plyn. Autor si je vědom
velkého zjednodušeńı, které s sebou přináš́ı 1D nástroj, který predikuje chováńı plynné média
v tak složité geometrii, kterou představuje radiálńı kompresor. Nicméně tento nástroj může
být užitečný na začátku vývoje, kdy je nutné rychle srovnávat varianty, s ćılem vybrat ty
nejlepš́ı geometrie, na kterých bude poté provedena 3D numerická simulace.

V prvńı části této práce bude představeno turbodmychadlo a stručně popsána jeho kon-
strukce a historie. Dále bude popsána souvislost mezi turbodmychadlem a radiálńım kom-
presorem. V druhé části budou formulovány d̊uležité zákony termomechaniky a mechaniky
tekutin. V daľśı části se tato práce věnuje popsáńı vztah̊u a jejich vlastnost́ı, které jsou
použity při psańı programu, který bude v rámci této práce vyvinut. Dále zde budou formu-
lovány základńı vztahy numerické matematiky. V této kapitole budou taktéž představeny
numerické metody, které budou následovně využity při programováńı této simulace. V ne-
posledńı řadě budou v této práci popsány základńı fyzikálńı děje v radiálńım kompresoru.
V závěru práce budou vyhodnoceny výsledky, které budou źıskány pomoćı vyvinutého pro-
gramu.
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Kapitola 1

Turbodmychadlo

Turbodmychadla jsou ve velké mı́̌re využ́ıvána v automobilovém pr̊umyslu, protože s jejich
pomoćı je možné dosáhnout vyšš́ıho výkonu motoru bez nutnosti zvýšeńı jmenovitého ob-
sahu motoru. Historicky byla turbodmychadla už́ıvána předevš́ım v automobilovém sportu.
Dnes je situace docela jiná, př́ısněǰśı ekologické předpisy nut́ı výrobce motor̊u stavět stále
úsporněǰśı a ekologičtěǰśı pohonné jednotky. Z toho d̊uvodu jsou motory s menš́ım jme-
novitým obsahem osazovány turbodmychadly, což vede k zachováńı jmenovitého výkonu,
ale i ke sńıžeńı spotřeby a emiśı. Základńı myšlenkou turbudmychadla je využit́ı energie
výfukových spalin. [3]

Obrázek 1.1: Schéma turbodmychadla [42]

Jak je vidět na obrázku č. (1.1), skládá se turbodmychadlo ze dvou hlavńıch část́ı, a to z
turb́ıny a radiálńıho kompresoru. Hustota vzduchu se při pr̊uchodu rotuj́ıćım kompresorovým
kolem zvyšuje. Výsledkem toho je vyšš́ı hmotnostńı pr̊utok vzduchu, který může být dopraven
do spalovaćı komory. To vede ke vzniku větš́ı śıly, která vzniká pod ṕıstem při spalováńı. T́ım
se generuje větš́ı moment a t́ım pádem i výkon. Spalováńım palivové směsi ve válci vznikaj́ı
výfukové plyny, které poháńı turb́ınové kolo. Na obrázku č. (1.2) je vidět, že turb́ınové a
kompresorové kolo jsou napevno spojeny hř́ıdeĺı. [3]
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KAPITOLA 1. TURBODMYCHADLO

Obrázek 1.2: Pr̊uřez turbodmychadlem [43]

1.1 Historie

Myšlenka přeplňováńı je stejně stará jako stroje poháněné motorem s vnitřńım spalováńım.
Už v letech 1885 až 1896 Gottlieb Daimler a Rudolf Diesel zkoumali možnost zvýšeńı výkonu
a sńıžeńı spotřeby využit́ım přeplňováńı. Ale až v roce 1925 postavil prvńı úspěšný prototyp
turbodmychadla švýcarský inženýr Alfred Büchi. Tento počin se poč́ıtá za postupný vstup
přeplňováńı do automobilového pr̊umyslu. Nicméně prvotńı užit́ı turbodmychadla se omezilo
pouze na velké motory. V roce 1938 byl turbodmychadlem osazen prvńı sériově vyráběný
nákladńı automobil.

Obrázek 1.3: Patent na turbodmychadlo z roku 1905 [44]

Prvńı osobńı sériově vyráběné automobily sjely z výrobńı linky až v letech 1962/63. Byly
to Chevrolet Corvair Monze a Oldsmobile Jetfire. Navzdory výkonnostńımu nár̊ustu u jejich
motor̊u se rychle přestaly prodávat, a to předevš́ım kv̊uli jejich špatné spolehlivosti.
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KAPITOLA 1. TURBODMYCHADLO

Po prvńı ropné krizi v roce 1973 se využit́ı turbodmychadla razantně rozš́ı̌rilo a to
předevš́ım u dieselových motor̊u. K daľśımu vzestupu přeplňováńı přispěly př́ısněǰśı emisńı
normy v 80. letech. To vedlo k tomu, že dnes je téměř každý nákladńı automobil přeplňovaný.

K opravdovému pr̊ulomu v použ́ıváńı turbodmychadel u osobńıch automobil̊u došlo v roce
1978, kdy byl na trh uveden Mercedes Benz 300SD následovaný Volkswagen Golf Turbodiesel
v roce 1981. Dnes neslouž́ı přeplňováńı primárně k výkonnostńım ćıl̊um, ale předevš́ım ke
sńıžeńı spotřeby paliva, respektive ke sńıžeńı emiśı. [4]

1.2 Ložisková skř́ıň

Ned́ılnou součást́ı každého turbodmychadla jsou ložisková skř́ıň, ložiska a hř́ıdel. Ložiska jsou
uložena ve středu ložiskové skř́ıně a vytvářej́ı podporu pro hř́ıdel, která umožňuje přenos
výkonu z turb́ınového kola na kompresorové. Většinou se už́ıvaj́ı kluzná ložiska, ale existuj́ı
i turbodmychadla s valivými ložisky. Ložiska jsou mazány olejem, který snižuje třeńı, ale
zároveň i chlad́ı turbodmychadlo. Někdy je použito i př́ıdavné vodńı chlazeńı, zejména u
vysoko výkonných aplikaćı. [6]

Obrázek 1.4: Ložisková skř́ıň turbodmychdla [45]
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KAPITOLA 1. TURBODMYCHADLO

1.3 Turb́ına

Radiálńı turb́ına je d̊uležitou součást́ı turbodmychadla. Skládá se z turb́ınové skř́ıně a ro-
toru. Hlavńı funkćı turb́ınové skř́ıně je změnit směr proudu výfukových plyn̊u tak, aby pod
vhodným úhlem proudily do rotorové části turb́ıny. Daľśı funkćı turb́ınové skř́ıně je přeměna
části tlakové energie výfukových plyn̊u na kinetickou energii. Turb́ınová skř́ıň může být osa-
zena variabilńımi lopatkami. Kv̊uli vysokým teplotám výfukových plyn̊u se turb́ınové skř́ıně
odlévaj́ı z litiny. [7]

Daľśı část́ı turb́ıny je rotor. Rotor turb́ıny se skládá z lopatek, které jsou vhodně tva-
rovány tak, aby byly schopny efektivně využ́ıt energii výfukových plyn̊u. Vysoké teploty
výfukových plyn̊u a velké otáčky zp̊usobuj́ı velké napět́ı v materiálu. Z toho d̊uvodu se rotor
odlévá z odolných inkonelových slitin. [8]

Úlohou turb́ıny je recyklovat energii výfukových plyn̊u, která by jinak nevyužita unikala
do atmosféry. Výfukové plyny proud́ı turb́ınovým kolem, které je t́ımto pohybem roztáčeno.
Źıskaná energie je skrze hř́ıdel přenášena na kompresorové kolo. Pro regulaci množstv́ı
výfukových plyn̊u proud́ıćıch do turb́ıny se použ́ıvá obtokový ventil. Daľśı možnost́ı, jak
regulovat množstv́ı spalin proud́ıćıch do turb́ıny, je využit́ı variabilńı geometrie. [6]

Obrázek 1.5: Turb́ına [46]
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Kapitola 2

Radiálńı kompresor

Téměř ve všech turbodmychadlech se nacháźı radiálńı kompresor. Turbodmychadla mohou
být taktéž osazena axiálńım kompresorem, ale tyto aplikace se omezuj́ı na letecký pr̊umysl,
anebo generátorové motory. Radiálńı kompresor se skládá z kompresorového kola, někdy
zvaného oběžné kolo, z difuzoru a z voluty. Tvar těchto součást́ı se v současnosti optimali-
zuje pomoćı výpočetńı techniky. Bylo zjǐstěno, že pro dosažeńı vysoké účinnosti je nutné se
předevš́ım zaměřit na optimalizaci tvaru kompresorového kola. [5]

Radiálńı kompresory jsou užity v širokém spektru pr̊umyslových aplikaćı. Jedná se předevš́ım
o aplikace ke stlačeńı plynného média, anebo o jeho dopravu. V automobilovém pr̊umyslu se
radiálńı kompresor použ́ıvá ke zvýšeńı tlaku vzduchu, který vstupuje do spalovaćıho prostoru
motoru. Proud vzduchu, který je do kompresoru nasáván, proud́ı nejprve v axiálńım směru.
Tento vzduch se shromážd́ı na vstupu do kompresoru, poté je potrubńım systémem veden
na kompresorové kolo. Kompresorové kolo se skládá z mnoha lopatek, které rotuj́ı s vysokou
úhlovou rychlost́ı a t́ım přenáš́ı do nasávaného vzduchu energii. Maximálńı otáčky kompreso-
rového kola v automobilovém pr̊umyslu mohou dosahovat hodnoty až 200 000 RPM. Zvýšeńı
tlaku vede ke zvýšeńı hustoty vzduchu a t́ım se zvýš́ı př́ısun kysĺıku do spalovaćı komory.
To zapř́ıčińı, že může být spáleno v́ıce paliva. T́ımto se dosáhne zvýšeńı výkonu motoru až
o 50% při zachováńı stejného zdvihového objemu. Nav́ıc dojde ke sńıžeńı spotřeby paliva.
Negativńım d̊usledkem stlačeńı nasávaného vzduchu je nár̊ust jeho teploty. Nár̊ust teploty
naopak p̊usob́ı pokles hustoty, viz rovnice č. (3.2.1). Nár̊ust teploty se dá částečně regulovat
použit́ım mezichladiče. [29] [6]

Jako př́ıklad zde uvedeme kompresor turbodmychadla, které se použ́ıvá v automobi-
lovém pr̊umyslu. Požadavky pro malé radiálńı kompresory, které jsou užity v automobilovém
pr̊umyslu, jsou velice ambiciózńı. Je požadována široká pracovńı oblast a vysoká efektivita,
což jsou zdánlivě dva odporuj́ıćı požadavky. Při vývoji špičkového radiálńıho kompresoru
se muśı brát v potaz problémy typu: složitá 3D struktura proudového pole, ztrátové me-
chanismy, vzájemná interakce kompresorového kola a difuzoru a mnohé daľśı problémy. V
automobilovém pr̊umyslu je většinou požadován hmotnostńı tok skrze radiálńı kompresor
do 0.1 kg.s−1 a stlačeńı do 2.5 u benźınových, respektive do 3.0 u dieselových motor̊u.
Toho se většinou doćıĺı použit́ım kompresorového kola s pr̊uměrem do 70 mm při otáčkách
120 000− 180 000 rpm. [29]
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KAPITOLA 2. RADIÁLNÍ KOMPRESOR

Přenos energie a prouděńı ve stupni radiálńıho kompresoru jsou sledovány na středńım
proudovém vláknu (střednici). Na střednici je dále předpokládáno, že rychlosti nabývaj́ı
středńıch hodnot zjǐstěných z rovnice kontinuity a z daľśıch kinematických vztah̊u. Pro
středńı pr̊uměr na vstupu do dmychadlového kola plat́ı

dm1 =

√
d2
i1 + d2

a1

2
, (2.0.1)

kde di1 je pr̊uměr na vnitřńı ř́ıd́ıćı křivce a da1 je pr̊uměr na vněǰśı ř́ıd́ıćı křivce. Vztah č.
(2.0.1) je d̊usledkem toho, aby na kolmém pr̊uřezu ke střednici byla plocha mezi střednićı a
vněǰśı ř́ıd́ıćı křivkou stejná jako plocha mezi sřednićı a vnitřńı ř́ıd́ıćı křivkou. [31]

V programu, který byl v rámci této práce vyvinut, bylo nicméně učiněno zjednodušeńı
a za střednici se považuje křivka, jej́ıž kolmá vzdálenost k vněǰśı ř́ıd́ıćı křivce je stejná jako
kolmá vzdálenost k vnitřńı ř́ıd́ıćı křivce.

2.1 Kompresorové kolo

Kompresorové kolo je bezesporu nejd̊uležitěǰśı část radiálńıho kompresoru, pokud totiž nemá
vysokou účinnost a široký pracovńı rozsah, tak je téměř nemožné, aby kompresor jako ce-
lek tyto dvě vlastnosti měl. Kompresorové kolo je umı́stěno na stejné hř́ıdeli s turb́ınou a
přenáš́ı energii, kterou turb́ına źıská z výfukových plyn̊u, do vzduchu, který je nasáván do
motoru. Naprostá většina kompresorových kol je dnes vyráběna ze slitin hlińıku. Výroba
se provád́ı tlakovým lit́ım, anebo 5-osým frézováńım. Vlivem optimalizace se v současnosti
skládá kompresorové kole ze složitých tvarových ploch. [5] [9]

Konstrukce

Konstrukci kompresorového kola rozlǐsujeme podle typ̊u lopaktek a podle toho, jestli je kolo
uzavřené, anebo otevřené. Podle typu lopatek celkem rozlǐsujeme tři základńı konstrukce
kompresorových kol, a to s dopředu zakřivenými lopatkami, s dozadu zakřivenými lopatkami
a s př́ımými radiálńımi lopatkami. Kola s př́ımými radiálńımi a s dopředu zakřivenými lopat-
kami jsou schopné vytvořit vysoké stlačeńı, ale kv̊uli jejich ńızké účinnosti se dnes už téměř
nevyráb́ı. [9]

Uzavřené kompresorové kolo

Uzavřené kompresorové kolo je vybaveno krytem, viz obrázek č. (2.2), který zabraňuje při
provozu prouděńı přes lopatky. To má za následek vysokou účinnost. Naopak ve srovnáńı s
otevřeným kolem neńı schopno dosáhnout vysokého stlačeńı. [9]
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Obrázek 2.1: Otevřené kompresorové kolo [47]

Obrázek 2.2: Uzavřené kompresorové kolo [48]

9
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Otevřené kompresorové kolo

Na rozd́ıl od uzavřeného kompresorového kola neńı otevřené kompresorové kolo vybaveno
krytem, který by zabraňoval prouděńı stlačovaného média mezerou mezi lopatky a kom-
presorovou skř́ıńı (tzv. nadlopatková v̊ule), viz obrázek č. (2.1). Proto má toto kolo nižš́ı
účinnost, ale na druhou stranu může dosahovat vysokého stlačeńı. [9]

Kompresorové kolo s dozadu zakřivenými lopatkami

Ve většině soudobých radiálńıch kompresor̊u v turbodmychadlech se použ́ıvaj́ı výhradně do-
zadu zakřivené lopatky. Nejsou sice schopné vytvořit vysoké stlačeńı v porovnáńı s ostatńımi
typy lopatek, ale zato disponuj́ı vysokou účinnost́ı. [10]

2.2 Difuzor

Difuzor je umı́stěn za kompresorovým kolem a před volutou, jak je možné vidět na obrázku
č. (2.6). Difuzor je navržen k tomu, aby se v něm pomoćı expanze transformovala kinetická
energie proudového pole na energii tlakovou. Jelikož se plocha pr̊uřezu kanálu zvětšuje, tak
docháźı v souladu s rovnićı kontinuity ke zpomalováńı proudu. Jak rotor, tak i voluta silně
ovlivňuj́ı chováńı proudového pole uvnitř difuzoru, a proto by neměl být difuzor navrhován
bez přihlédnut́ı k ostatńım částem turbokompresoru.

Obrázek 2.3: Kontury relativńıho Machova č́ısla v proudovém poli na výstupu z rotoru [52]

Proudové pole opouštěj́ıćı rotor kompresoru je silně nehomogenńı, jak je možné vidět na
obrázku č. (2.3). V proudovém poli opouštěj́ıćı rotor jsou oblasti, kde je malá složka radiálńı
rychlosti ur a silná př́ıtomnost turbulence a vysoké ztráty. Tato oblast se nacháźı bĺızko
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podtlakové strany lopatky rotoru. Naopak bĺızko přetlakové strany lopatky rotoru je proud
relativně stabilńı a jsou zde ńızké tlakové ztráty. Tento jev je zp̊usoben v́ı̌rivým prouděńım
uvnitř rotoru. Interakce mezi rotorem a difuzorem má silný vliv na únik proudu nadlopat-
kovou v̊uĺı a tud́ıž na ztráty, ucpáńı a nár̊usty a poklesy tlaku. Nehomogenita proudového
pole na výstupu z rotoru stoupá se zvětšuj́ıćı se nadlopatkovou v̊uĺı.

Konstrukce

Kompresorové difuzory se rozděluj́ı do dvou hlavńıch skupin, a to na bezlopatkové difuzory
a na lopatkové difuzory, jak je vidět na obrázku č. (2.4). Bezlopatkové difuzory maj́ı širš́ı
provozńı rozsah, ale nižš́ı účinnost a nižš́ı koeficient nár̊ustu tlaku.

Obrázek 2.4: Rozděleńı difuzor̊u, a) bezlopatkový difuzor b) lopatkový difuzor [53]

Bezlopatkový difuzor

Bezlopatkový difuzor se skládá ze dvou paralelńıch stěn. Vstup do difuzoru může být zkosený
nebo odsazený. Různé druhy bezlopatkových difuzor̊u je možné vidět na obrázku č. (2.5).
Nejd̊uležitěǰśı návrhová kritéria u bezlopatkového difuzoru jsou poměrná š́ı̌rka difuzoru a
poměr vstupńıho a výstupńıho pr̊uměru. V bezlopatkovém difuzoru plat́ı následuj́ıćı vztahy.

ruϕ = konst. (2.2.1)

ṁ = 2πrbρur (2.2.2)

V difuzoru můžeme definovat absolutńı úhel proudu a poměrnou š́ı̌rku difuzoru. Absolutńı
úhel proudu je definován takto

tan β =
uϕ
ur
. (2.2.3)

A poměrná š́ı̌rka difuzoru je definována následovně
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Obrázek 2.5: Vstup do difuzoru, a) odsazený z jedné strany, b) odsazený z obou stran, c)
odsazený z obou stran, d) konstantńı plocha pr̊uřezu [53]

ε =
bout
dout

. (2.2.4)

Poměrná š́ı̌rka difuzoru má velmi významný efekt na kritický úhel proudu. Kritický úhel
proudu je maximálńı úhel proudu na vstupu do difuzoru. Zmenšeńım poměrné š́ı̌rky difuzoru
může být proud v́ıce tangenciálńı bez toho, aby hrozilo ucpáńı kompresoru. Deľśı difuzor
vyžaduje radiálněǰśı prouděńı, aby se kompresor udržel ve stabilńım provozńım stavu. Což
jsou dvě protikladná tvrzeńı, a proto muśı být difuzor navrhnut tak, aby nehrozilo ani ucpáńı
kompresoru ani ztráta stability.

Lopatkový difuzor

Lopatkové difuzory můžeme dělit podle v́ıce kritéríı. Lopatkové difuzory mohou být př́ımé
nebo se zakřivenou střednićı. Mohou být bud’to s pevnými nebo natáčivými lopatkami.
Natáčivé lopatky umožňuj́ı rozsáhlou regulaci. Daľśım d̊uležitým kritériem lopatkových di-
fuzor̊u je poměr mezi délkou lopatky l a rozteč́ı lopatek s, v anglické literatuře označovaný
jako ”solidity”. Necht’ je definován takto. [21]

ϑ =
l

s
(2.2.5)

2.3 Voluta

Na obr. č. (2.6) je vidět šedě označená voluta ve dvou řezech. Část mezi fázemi 3 a 4 slouž́ı
ke shromážděńı proudu vzduchu vycházej́ıćıho z difuzoru, část mezi fázemi 4 a 5 je výstupńı
kužel. Začátek výstupńıho kužele mezi fázemi 4 a 4’ je částečně spojen s difuzorem skrze otvor
jazyka. Části voluty mezi fázemi 3 a 4 a výstupńım kuželem muśı být vyšetřovány společně,
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nicméně chováńı proudu ve výstupńım kuželu nezálež́ı pouze na chováńı proudového pole
mezi fázemi 3 a 4, ale je taktéž silně ovlivněno oblast́ı jazyka.

Obrázek 2.6: Konstrukce voluty [49]

Voluta se často navrhuje 1D výpočtem, při kterém se zanedbává třeńı a prouděńı se
považuje za nestlačitelné. Pr̊uchod proudu vzduchu volutou se uvažuje s konstantńı rych-
lost́ı. Tud́ıž plocha pr̊uřezu se muśı lineárně zvětšovat podle rovnice kontinuity s přibývaj́ıćım
hmotnostńım pr̊utokem, který je ideálně rovnoměrně distribuován po obvodu difuzoru. V ta-
kovém př́ıpadě je statický tlak konstantńı po obvodu difuzoru. Když ale kompresor pracuje
mimo návrhový bod a protéká j́ım menš́ı hmotnostńı pr̊utok než v návrhovém bodě, tak to
vede ke snižováńı rychlosti ve volutě a naopak k nár̊ustu statického tlaku. Naopak, pokud
kompresorem protéká větš́ı hmotnostńı pr̊utok než v návrhovém bodě, tak se rychlost proudu
ve volutě zvyšuje a statický tlak klesá. Tato rychlostńı a tlaková nerovnoměrnost se může
objevit i v návrhovém bodě, pokud je voluta špatně navržena. Působeńım rychlostńıch a
tlakových nerovnoměrnost́ı vznikaj́ı v difuzoru a na lopatkách kompresorového kola oscilace,
což vede ke sńıžeńı účinnosti kompresoru a ke zvýšeńı hlučnosti kompresoru. Stabilńı pra-
covńı rozsah je rovněž zmenšen. Radiálńı śıly na rotoru a nestacionárńı śıly na lopatkách
rotoru vznikaj́ı taktéž p̊usobeńım těchto nerovnoměrnost́ı. Účinky tlakových a rychlostńıch
nerovnoměrnost́ı jdou částečně sńıžit lopatkami užitými v difuzoru. [11]

Vliv poměru A/R na volutu

Na rozd́ıl od voluty turb́ınové skř́ıně má výraz č. (2.3.1) pro volutu kompresorové skř́ıně
na výkon kompresoru menš́ı vliv. Nicméně skř́ıně s velkou hodnotou A/R se použ́ıvaj́ı pro
aplikace s ńızkým stlačeńım a naopak skř́ıně s malou hodnotou A/R se použ́ıvaj́ı pro aplikace
s vysokým stlačeńım. [19]

ψ =
Aout

Rout

(2.3.1)
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Obrázek 2.7: Poměr A/R [50]

Plocha pr̊uřez̊u voluty

U správně navržené voluty se plocha pr̊uřezu po obvodu lineárně zvětšuje tak, aby statický
tlak byl po obvodu konstantńı a proud vzduchu byl rovnoměrně distribuován do voluty.
Mimo návrhový bod je tomu jinak a stav, kdy jsou provozńı parametry kompresoru mimo
návrhový bod maj́ı mnoho vliv̊u na rotor a difuzor, jak bylo popsáno výše. Ukazuje se, že
nejvyšš́ı účinnosti dosahuje kompresor, když jsou plochy pr̊uřez̊u o 10 − 15% menš́ı než je
tomu u modelu, který zanedbává třeńı. [11]

2.4 Pr̊uběh komprese

Na obr. č. (2.8) je zobrazen pr̊uběh komprese v jednostupňovém radiálńım kompresoru v h, s
diagramu. Statický tlak p0 je klidový tlak okoĺı před vstupem do př́ıvodńıho potrub́ı. Vlivem
třećıch ztrát klesne statický tlak před vstupem do oběžného kola na hodnotu p1. Tato ztráta
je většinou zanedbatelně malá. V oběžném kole dojde k přenosu energie do proud́ıćıho média,
a t́ım pádem na výstupu z oběžného kola vzroste statický tlak na hodnotu p2. Statický tlak
dále stoupá v difuzoru až na hodnotu p3. V ideálně navržené volutě by měl statický tlak
z̊ustat konstantńı, ale většinou se voluta navrhuje tak, aby v ńı došlo k mı́rné expanzi. T́ım
se zabráńı, že v nenávrhových režimech nebude docházet ve volutě k poklesu statického
tlaku.

[31]

14



KAPITOLA 2. RADIÁLNÍ KOMPRESOR
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Obrázek 2.8: Pr̊uběh komprese v radiálńım kompresoru v h, s diagramu

2.5 Kompresorová mapa

Výkon turbodmychadla je většinou zobrazen pro potřeby snadného srovnáńı v podobě turb́ınové
a kompresorové mapy. V těchto mapách jsou užity korigované proměnné. Užit́ı korigovaných
proměnných je velmi d̊uležité, protože jinak by byla daná mapa platná jenom pro podmı́nky
za jakých byla př́ıslušná data naměřena, což by velmi zt́ıžilo výkonnostńı srovnáváńı tur-
bodmychadel. [6]

V kompresorové mapě jsou použity 4 proměnné, a to korigovaný hmotnostńı tok, tla-
kový poměr, korigované otáčky kompresorového kola a adiabatická účinnost kompresoru.
Korigovaný hmotnostńı tok je dán vztahem

ṁc,corr = ṁc

√
Tc,in
Tc,r

pc,in
pc,r

, (2.5.1)

kde ṁc je reálný hmotnostńı tok, který protéká kompresorem. Tc,in a pc,in jsou celková
teplota a celkový tlak na vstupu do kompresoru. Teplota Tr a tlak pr jsou referenčńı hodnoty,
za které se většinou voĺı teplota a tlak okoĺı. Stlačeńı je dáno vztahem

Πc =
pc,out
pc,in

, (2.5.2)

kde pc,out je celkový tlak na výstupu z kompresoru. Korigované otáčky kompresorového
kola jsou definovány jako
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Nc,corr = Nc
1√
Tc,in
Tc,r

, (2.5.3)

kde Nc jsou reálné otáčky kompresorového kola. Adiabatická účinnost kompresoru je dána
vztahem

ηc =
Π

γ−1
γ

c − 1
Tc,out
Tc,in

− 1
. (2.5.4)

Body naměřené se stejnými korigovanými otáčkami jsou spojené a tvoř́ı linku, která se
nazývá rychlostńı větev, viz obrázek č. (2.9). Rychlostńı větev se skládá z mnoha bod̊u s
r̊uzným stlačeńım a korigovaným hmotnostńım tokem. Adiabatická účinnost kompresoru je
taktéž měřena pro každý bod. Korigovaný hmotnostńı tok je měřen v rozsahu linie pumpáže
do linie ucpáńı.

Obrázek 2.9: Kompresorová mapa [45]

Linie pumpáže stejně jako linie ucpáńı jsou hranicemi stability kompresoru. V kompre-
soru při pumpáži docháźı k odtržeńı proudu od lopatek, pokud hmotnostńı tok klesne pod
určitou úroveň. Hodnota hmotnostńıho toku poté osciluje a tyto oscilace mohou vést i ke
zničeńı kompresoru nebo i celého turbodmychadla. K ucpáńı docháźı při vysokých hodnotách
hmotnostńıho toku a znač́ı to, že někde v kompresoru byla dosaženo rychlosti zvuku. [6]
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2.6 Stabilita kompresoru

Stabilita prouděńı v kompresoru záviśı na interakci kompresoru samotného se vstupem a
výstupem. Při provozu kompresoru se mohou objevit při ńızkém hmotnostńım toku nestabi-
lity jako pumpáž, anebo rotačńı odtržeńı proudu. Tyto nestability mohou zp̊usobit zničeńı
kompresoru, tud́ıž se kompresory mohou provozovat pouze při parametrech prouděńı, při
kterých tyto nestability nehroźı. Tedy operačńı podmı́nky kompresoru jsou při ńızkém hmot-
nostńım toku omezeny pumpáž́ı. Při vysokém hmotnostńım toku jsou operačńı podmı́nky
omezeny ucpáńım. [29]

Pumpáž

Pumpáž je dynamická nestabilita, která postihuje celý kompresor. Výsledkem pumpáže je
oscilace tlaku a hmotnostńıho toku v protifázi. Kmitáńı hmotnostńıho toku je tak velké, že se
objev́ı zpětné prouděńı, viz obrázek č. (2.10). Cyklus zač́ıná v (1), kde se prouděńı stane ne-
stabilńım. Hmotnostńı tok poté překmitne do zpětného prouděńı (2), protože už tlak nemůže
r̊ust. Dále, jak tlak klesá, se prouděńı přesouvá po záporné kompresorové charakteristice do
nulového hmotnostńıho toku (3). Pak následuje překmit do pozice (4) a prouděńı se po
kladné kompresorové charakteristice přesune zpět do (1) a celý cyklus se opakuje. [29]

Obrázek 2.10: Principiálńı zobrazeńı pumpáže [56]

Rotačńı odtržeńı

Jako rotačńı odtržeńı označujeme aerodynamickou nestabilitu v kompresoru. Po obvodu
dmychadlového kola se kv̊uli odtrháváńı proudu od lopatek tvoř́ı oblasti, kde proud stag-
nuje, viz obrázek č. (2.11). Takové oblasti se pohybuj́ı s rychlost́ı 10-90% úhlové rychlosti
dmychadlového kola ve směru rotace. Tyto oblasti zp̊usobuj́ı redukci, anebo až úplné za-
staveńı proudu. Výsledkem je poté vibračńı a tepelné namáháńı lopatek dmychadlového
kola. [30] Matematicky lze rotačńı odtržeńı popsat následovně. Necht’ pro absolutńı oběžnou
rychlost plat́ı vztah
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Obrázek 2.11: Rotačńı odtržeńı [57]

uϕ = ζ
(
ωr +

√
u2
r + u2

z tan β
)
, (2.6.1)

kde ζ je součinitel skluzu, ω je úhlová rychlost rotoru a r je poloměr. [31]

Stodol̊uv vztah

Součinitel skluzu lze určit mnoha zp̊usoby, jedńım z nich je Stodol̊uv vztah. Necht’ pro něj
na výstupu z kompresorového kola plat́ı následuj́ıćı vztah

ζ̂ = 1− π cos β

z (1 + ϕ tan β)
, (2.6.2)

kde z je počet lopatek rotoru a ϕ je pr̊utokový součinitel, pro nějž plat́ı

ϕ =
ur
ωr
. (2.6.3)

[31]

Jelikož vztah č. (2.6.2) byl odvozen pro výstup z kompresorového kola, předpokládáme v
simulaci, která byla v rámci této práce provedena, lineárńı progresi součinitele skluzu, tud́ıž
pro něj po délce lopatky plat́ı vztah

ζ = εζ̂, (2.6.4)

kde ε = 0 na začátku a ε = 1 na konci lopatky.
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Kapitola 3

Teoretické základy prouděńı

V této kapitole budou uvedeny základńı zákonitosti prouděńı tekutiny obecnou geometríı.
Tekutina je plynná, anebo kapalná substance, která neńı schopna odolávat vněǰśım silám
(tekutina s volným povrchem neńı schopna přenášet tlakovou nebo tahovou śılu). Dle de-
finice maj́ı tekutiny nulovou tuhost. Důsledkem je, že v každém vnitřńım bodě kapaliny je
nulová smyková složka napět́ı (tj. σij = 0 pro i 6= j) pokud je kapalina v rovnovážném stavu.
Jakýkoliv vněǰśı silový účinek (např. tlakový rozd́ıl, gravitace atd.) na tekutinu zp̊usob́ı
prouděńı. [1] [12]

Tekutiny rozdělujeme na kapaliny a plyny. Kritériem pro rozděleńı tekutin na kapa-
liny a plyny je stlačitelnost, neboli změna objemu při zachováńı stejné hmotnosti. Plyny
považujeme za stlačitelné a kapaliny za nestlačitelné. Důsledkem toho je, že plyny měńı svoji
hustotu p̊usobeńım vněǰśıch sil a kapaliny nikoliv (změna hustoty u kapalin může ale nastat
vlivem změny teploty). Pokud v praktických aplikaćıch plat́ı Ma < 0.3, tak považujeme i
prouděńı plyn̊u za nestlačitelné. [1] [12]

3.1 Bezrozměrná kritéria

Machovo č́ıslo

Ma =
u

a

Reynoldsovo č́ıslo

Reynoldsovo č́ıslo je podobnostńı č́ıslo, které vyjadřuje poměr mezi setrvačnou a třećı śılou
v tekutině, potom plat́ı

Re =
uLchar

ν
.

[14]
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3.2 Ideálńı plyn

Za ideálńı plyn můžeme považovat např. suchý vzduch při normálńıch teplotách. Pro ideálńı
plyn plat́ı, že se ř́ıd́ı přesně a neomezeně stavovými rovnicemi. [16]

Stavové rovnice ideálńıho plynu

pv = rT (3.2.1)

pV = mrT

pV = nRT,

kde univerzálńı plynová konstanta R = 8314, 41 J.kmol−1.K−1 je společná všem plyn̊um.
Dále pro ideálńı plyn plat́ı konstantnost měrné tepelné kapacity při konstantńım objemu, tj.
cv = konst. Pro ideálńı plyn plat́ı taktéž, že je nevazký, tj. ν ≈ 0, nedá se zkapalnit a jeho
vnitřńı energie je funkćı pouze teploty, tj. E = E(T ). [16] [13]

Izoentropický mocnitel

γ =
cp
cv

(3.2.2)

Mayer̊uv vztah pro ideálńı plyn

cp − cv = r (3.2.3)

Dále jako d̊usledek rovnice č. (3.2.3) a č. (3.2.2) plat́ı

cp =
rγ

γ − 1
, (3.2.4)

cv =
r

γ − 1
. (3.2.5)

Rychlost zvuku

a =

√
γ
p

ρ
=
√
γrT (3.2.6)

[16]

Celková teplota

Pokud uvažujeme stlačitelné prouděńı, tak výraz pro celkovou teplotu nabývá hodnoty

Tc = Ts

(
1 +

γ − 1

2
Ma2

)
. (3.2.7)
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U prouděńı, kde můžeme předpokládat cp = konst.(většinou nestlačitelné prouděńı), se výraz
pro celkovou teplotu zjednoduš́ı na

Tc = Ts +
u2

2cp
, (3.2.8)

[15]

kde výraz

u2

2cp
(3.2.9)

nazýváme dynamickou teplotou. Přestože má výraz č. (3.2.9) fyzikálńı rozměr teploty, z
termodynamického hlediska se o teplotu nejedná. [16]

Celkový tlak

Uvažujme stlačitelné prouděńı, potom pro celkový tlak můžeme psát

pc = ps

(
1 +

γ − 1

2
Ma2

) γ
γ−1

. (3.2.10)

U nestlačitelné tekutiny pro celkový tlak plat́ı výraz

pc = ps + ρ
u2

2
. (3.2.11)

[15]

Hugoniotova věta

dA

A
=
du

u
(Ma2 − 1) (3.2.12)

[16]

3.3 Zákon zachováńı

Uvažujme libovolný kontrolńı objem V uzavřený plochou S. Necht’ n je vněǰśı normála k
ploše S, potom plat́ı dS = n dS, viz obrázek č. (3.1). Označme jakoukoliv veličinu, která se
v rámci objemu V může měnit, φ. Veličina φ se může v rámci objemu V měnit pouze tokem
skrze hranici S nebo vznikem, respektive zánikem uvnitř objemu V .

Necht’ F je tok (např. vedeńı tepla) veličiny φ hranićı S, aniž uvažujeme transport
prouděńım tekutiny. Proto označme tok skrze hranici S, který je uskutečněn transportem
prouděńım tekutiny, jako φu, kde u je vektor rychlosti prouděńı. A necht’ H je vnitřńı zdroj,
respektive propad veličiny φ. Poté rovnice zachováńı nabývá tvaru
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Obrázek 3.1: Kontrolńı objem [55]

∂

∂t

∫
Ω

φ dV = −
∫
∂Ω

F · n dS −
∫
∂Ω

φu · n dS +

∫
Ω

H dV. (3.3.1)

Necht’ funkce φ, u a F jsou spojité a diferencovatelné v objemu V , potom se můžou plošné
integrály nahradit objemovými pomoćı Gaussovy-Ostrogradského věty, viz vztah č.(5.5.1).
Potom dostáváme

−
∫
∂Ω

F · n dS −
∫
∂Ω

φu · n dS = −
∫

Ω

∇ · (F + φu) dV. (3.3.2)

A protože se objem V a ani plocha S vzhledem k souřadnému systému nepohybuj́ı, můžeme
psát

∂

∂t

∫
Ω

φ dV =

∫
Ω

∂φ

∂t
dV. (3.3.3)

Těmito úpravami nabývá rovnice č. (3.3.2) tvaru∫
Ω

∂φ

∂t
+∇ · (F + φu)−H dV = 0. (3.3.4)

A jelikož objem V je libovolný, může být rovnice č. (3.3.4) naplněna jenom pokud plat́ı

∂φ

∂t
+∇ · (F + φu)−H = 0. (3.3.5)

Rovnice č. (3.3.5) poté představuje obecný vztah pro rovnice zachováńı v mechanice kontinua.
[17]

3.4 Rovnice kontinuity

Stlačitelná tekutina

Pro odvozeńı rovnice kontinuity vyjdeme z rovnice č. (3.3.5). V dané rovnici nahrad́ıme
libovolnou veličinu φ hustotou ρ, takže φ = ρ. Zároveň plat́ı F = 0, protože hmotnostńı
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tok může být realizován pouze transportem a H = 0, protože hmota nemůže vznikat a ani
zanikat. Poté rovnice kontinuity nabývá tvaru

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0. (3.4.1)

Nestlačitelná tekutina

Pro nestlačitelnou tekutinu plat́ı, že ρ = konst., a proto se rovnice kontinuity zjednoduš́ı na
tvar

∇ · u = 0. (3.4.2)

[17]

3.5 Energetická rovnice

Pro odvozeńı energetické rovnice vyjdeme opět z rovnice č. (3.3.5). Necht’ množstv́ı tepla na
jednotku objemu je φ = ρcpT . Teplotńı tok je dle Fourierova zákona a při uvažováńı radiace
F = −λ∇T + Φ, kde Φ je radiačńı teplotńı tok. Po dosazeńı nabývá energetická rovnice
tvaru

∂ (ρcpT )

∂t
+∇ · (ρcpTu) = ∇ · λ∇T −∇ ·Φ +H. (3.5.1)

[17]

3.6 Konstituvńı rovnice

Rovnice č. (3.7.1) plat́ı v každém bodě kontinua. Nicméně pro řešitelnost je vyžadováno
omezeńı vztahem mezi napět́ım a rychlost́ı, anebo mezi napět́ım a posunut́ım.

Stlačitelná tekutina

Pokud uvažujeme stlačitelnou, Newtonskou tekutinu, tak pro napět́ı plat́ı

σij = −
(
p+

2

3
µ
∂uk
∂xk

)
δij + µ

(
∂uj
∂xi

+
∂ui
∂xj

)
. (3.6.1)

Nestlačitelná tekutina

Pokud uvažujeme nestlačitelnou, newtonskou tekutinu, tak pro napět́ı plat́ı

σij = −pδij + µ

(
∂uj
∂xi

+
∂ui
∂xj

)
. (3.6.2)

[18]
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3.7 Navierova-Stokesova rovnice

Zákon zachováńı hybnosti

Zákon zachováńı hybnosti lze odvodit stejně jako v předchoźıch př́ıpadech z rovnice č. (3.3.5).
Necht’ hybnost jednotky objemu je φ = ρu. Tok hybnosti poté nabývá velikosti napět́ı
F = −σ (napět́ı σ je tenzor 2. řádu). Objemovým zdrojem hybnosti je v tomto př́ıpadě
vněǰśı zrychleńı a (většinou se jedná o gravitačńı zrychleńı g), a proto plat́ı H = ρa. Pak
můžeme psát

∂ (ρu)

∂t
+∇ · (ρuu) = ∇ · σ + ρa, (3.7.1)

anebo v indexovovém zápisu

∂ (ρui)

∂t
+

∂

∂xj
(ρuiuj) =

∂σij
∂xj

+ ρai. (3.7.2)

Stlačitelná tekutina

Abychom odvodili Navierovu-Stokesovu rovnici pro stlačitelnou tekutinu, tak nejprve za-
nedbáme vněǰśı zrychleńı v rovnici č. (3.7.2) a pak do stejnojmenné rovnice dosad́ıme kon-
stitutivńı rovnici č. (3.6.1), poté výsledná rovnice nabývá tvaru

∂ (ρui)

∂t
+

∂

∂xj
(ρuiuj) = − ∂

∂xi

(
p+

2

3
µ
∂uk
∂xk

)
+ µ

∂

∂xj

(
∂uj
∂xi

+
∂ui
∂xj

)
. (3.7.3)

Nestlačitelná tekutina

Pro odvozeńı Navierovy-Stokesovy rovnice nestlačitelného média opět zanedbáme vněǰśı
zrychleńı v rovnici č. (3.7.2) a poté do ńı dosad́ıme konstitutivńı rovnici č. 3.6.2, dále při
úpravách využijeme rovnici kontinuity pro nestlačitelnou tekutinu. T́ım se nám výsledná
rovnice zjednoduš́ı na tvar

∂ (ρui)

∂t
+

∂

∂xj
(ρuiuj) = − ∂p

∂xi
+ µ

∂2ui
∂x2

j

. (3.7.4)

[17]
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Kapitola 4

Fyzikálńı pozad́ı

Eulerovy rovnice jsou systém nelineárńıch parciálńıch rovnic hyperbolického typu popi-
suj́ıćı prouděńı stlačitelné nevazké tekutiny. Tento systém rovnic vznikne z rovnice kontinu-
ity, Navierovy-Stokesovy rovnice a Energetické rovnice za předpokladu neexistence vazkých
efekt̊u v proud́ıćı tekutině, tzn. µ = 0. Dále je zanedbán přenos tepla a jeho vznik, respektive
propad v uvažovanám objemu. [34] [36]

Absence vazkosti zp̊usobuje, že tento fyzikálńı model dobře simuluje reálné prouděńı
tekutiny pouze v oblastech, které se nenacházej́ı v bĺızkosti stěn. Jelikož v d̊usledku nulové
vazkosti nedocháźı vlivem stěny k zastaveńı prouděńı. Daľśım d̊usledkem nulové vazkosti je
absence turbulence. [1]

4.1 Eulerovy rovnice v kartézských souřadnićıch

Uvažujme Eulerovy rovnice v kartézských souřadnićıch v 3D př́ıpadě, poté můžeme psát

∂W

∂t
+
∂F

∂x
+
∂G

∂y
+
∂H

∂z
= 0, (4.1.1)

kde vektory W, F a G nabývaj́ı hodnot

W =


ρ
ρu
ρv
ρw
E

 , F =


ρu

ρu2 + p
ρuv
ρuw

(E + p)u

 , G =


ρv
ρvu

ρv2 + p
ρvw

(E + p)v

 , H =


ρw
ρwu
ρwv

ρw2 + p
(E + p)w

 ,

kde

E = ρe. (4.1.2)

Pokud předpokládáme prouděńı ideálńıho plynu, tak pro tlak plat́ı

p = (γ − 1)

(
E − ρu

2 + v2 + w2

2

)
. (4.1.3)
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[34] [35]

4.2 Vlastnoti Eulerových rovnic

Uvažujeme Eulerovy rovnice v kartézských souřadnićıch v 1D př́ıpadě, potom plat́ı

∂W

∂t
+
∂F

∂x
= 0. (4.2.1)

Takový systém PDR lze zapsat v kvazilineárńım tvaru

∂W

∂t
+ A (W)

∂W

∂x
= 0. (4.2.2)

kde A (W) je jakobián tok F, neboli

A (W) =
∂F

∂W
(4.2.3)

a matice A pak nabývá pro př́ıpad ideálńıho plynu hodnoty

A (W) =

 0 1 0
1
2

(γ − 3)u2 (γ − 3)u γ − 1
1
2

(γ − 1)u3 − hu h− (γ − 1)u2 γu

 ,

kde pro měrnou entalpii plat́ı

h =
E + p

ρ
. (4.2.4)

Př́ımým výpočtem lze určit vlastńı č́ısla λi matice A (W)

λ1 = u− a
λ2 = a

λ3 = u+ a

a jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory

e1 =

 1
u− a
h− ua

 , e2 =

 ρ1
u

1
2
u2

 , e3 =

 1
u+ a
h+ ua

 .

O systému PDR č. (4.2.1) řekneme, že je hyperbolický, jelikož všechny vlastńı č́ısla λi
matice A (W) jsou reálná a matici A (W) lze zapsat v diagonalizovaném tvaru A (W) =
RΛR−1, kde matice R je sestavena z vlastńıch vektor̊u matice A (W) a matice Λ nabývá
hodnoty

Λ =

 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 .

[36] [37]
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4.3 Řešené rovnice

Eulerovy rovnice v cylidrických souřadnićıch nabývaj́ı tvaru

∂(rWr)

∂t
+
∂ (rFr)

∂r
+
∂Gr

∂ϕ
+
∂(rHr)

∂z
=
∑

Pi, (4.3.1)

kde vektory Pi jsou tzv. zdrojové členy, které záviśı na dané geometrii a použitých fy-
zikálńıch modelech (śıla na lopatku, ztrátový model atd.) a vektory W, F a G nabývaj́ı
hodnot

Wr =


ρ
ρur
ρuϕ
ρuz
E

 , Fr =


ρur

ρu2
r + p

ρuruϕ
ρuruz

(E + p)ur

 , Gr =


ρuϕ
ρuϕur
ρu2

ϕ + p
ρuϕuz

(E + p)uϕ

 , Hr =


ρuz
ρuzur
ρuzuϕ
ρu2

z + p
(E + p)uz

 .

Pokud předpokládáme prouděńı ideálńıho plynu, tak pro tlak plat́ı

p = (γ − 1)

(
E − ρu

2
r + u2

ϕ + u2
z

2

)
. (4.3.2)

Kvazi-1D Eulerovy rovnice v křivočaré souřadnici

Pokud uvažujeme ve výpočtu hodnotu vektoru Gr konstatńı pro ϕ ∈ [0; 2π], tak v rovnici č.
(4.3.1) plat́ı ∂Gr

∂ϕ
= 0. Rovnici č. (4.3.1) můžeme nav́ıc rozš́ı̌rit výrazem 2πb, kde b je př́ıčný

rozměr protékaného kanálu. Po těchto úpravách dostáváme

∂(AWr)

∂t
+
∂ (AFr)

∂r
+
∂(AHr)

∂z
=
∑

Qi, (4.3.3)

kde A = 2πrb a vektory Qi jsou zdrojové členy, které budou vysvětleny ńıže.

Rovnici č. (4.3.3) můžeme dále převést do křivočaré souřadnice s, která je daná středńı
čarou radiálńıho kompresoru, viz obr. č. (6.1). Poté tato rovnice nabývá tvaru

∂(AW̃r)

∂t
+
∂(AF̃r)

∂s
=
∑

Q̃i, (4.3.4)

kde pro vektory W̃r a F̃r plat́ı

W̃r = Wr

F̃r = Fr t1 + Gr t2 + Hr t3.

Vektor t je jednotkový (tj. |t| = 1) a je tečný na střednici kompresoru. Dále pro něj plat́ı,
že t2 = 0, jelikož střednice lež́ı v rovině r − z.
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Proměnná geometrie

Pokud uvažujeme proměnnou geometrii, nabývá pravá strana rovnice č. (4.3.4) tvaru∑
Q̃i = Q̃1, (4.3.5)

kde zdrojový člen Q̃1 je

Q̃1 =

 0
∂A
∂s
p t
0

 .

[25]

Účinnek proudu na protékaný kanál

Proto abychom mohli simulovat prouděńı, které proud́ı ve směru křivočaré souřadnice s,
muśıme určit śılu, která nut́ı tekutinu proudit v kanálu (tj. nahradit stěny kanálu silou).
Tato śıla p̊usob́ı ve směru vektoru m, který je jednotkový, lež́ı v rovině r − z a je kolmý na
střednici (tzn. m · t = 0). Poté tato omezuj́ıćı śıla nabývá tvaru

Fm = Fcm, (4.3.6)

kde Fc je omezuj́ıćı śıla kanálu (odvozeńı viz kapitola Śıla na lopatku). Zdrojový člen poté
nabývá tvaru ∑

Q̃i = Q̃1 + Q̃∗, (4.3.7)

kde pro Q̃∗ plat́ı vztah

Q̃∗ =

 0
FmA

0

 .

[35]

Nicméně tento vzorec neńı explicitně v programu použit. V programu byl proud do
správného směru promı́tnut pomoćı vektoru t

ũ = (u · t)t. (4.3.8)

Coriolisova a odstředivá śıla

Pokud je oběžná složka rychlosti nenulová tj. uϕ 6= 0, tak je nutné uvažovat i Coriolisovu a
odstředivou śılu. Zdrojový člen poté nabývá tvaru∑

Q̃i = Q̃1 + Q̃2, (4.3.9)
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kde Q̃2 je

Q̃2 =


0

ρ
u2
ϕ

r
A

−ρuruϕ
r
A

0
0

 .

[25]

Śıla na lopatku

Pokud uvažujeme rotorové lopatky, tak je nutné určit śılu, kterou tyto lopatky p̊usob́ı na
proudové pole. Necht’ relativńı rychlost u∗ nabývá tvaru

u∗ = ũ− (ω × r) =

 ur
uϕ − ωr
uz

 . (4.3.10)

Potom hybnost proudu, který proud́ı ve směru lopatek, nabývá hodnoty

ρu∗b = ρu∗ + ∆tFn. (4.3.11)

Dále plat́ı

n · ρu∗b = 0, (4.3.12)

kde n je normála k lopatce oběžného kola. Z rovnice č. (4.3.12) vyplývá, že

n · ρu∗ + n ·∆tFn = 0. (4.3.13)

Necht’ pro śılu Fn plat́ı

Fn = Fbn, (4.3.14)

potom rovnici č. (4.3.13) můžeme přepsat do tvaru

n · ρu∗ + ∆tFnn · n = 0. (4.3.15)

Pro śılu Fb pak plat́ı následovný vztah

Fb = −ρn · u
∗

∆t
. (4.3.16)

Zdrojový člen poté nabývá tvaru ∑
Q̃i = Q̃1 + Q̃2 + Q̃3, (4.3.17)

kde pro Q̃3 plat́ı vztah
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Q̃3 =

 0
FnA

Fn · (ω × r)A

 . (4.3.18)

[35]

Ztrátový model

Pokud uvažujeme ztrátový model, tak zdrojový člen poté nabývá tvaru∑
Q̃i = Q̃1 + Q̃2 + Q̃3 + Q̃4, (4.3.19)

kde Q̃4 je

Q̃4 =

 0
−KAt

0

 , (4.3.20)

kde n je normálový vektor směru prouděńı. Ačkoliv v obecném 3D př́ıpadu je odpor
prostřed́ı obecně v každém směru jiný, můžeme v 1D př́ıpadě uvažovat anizotropii odporu
prostřed́ı a t́ım pádem k popisu odporu prostřed́ı postačuje jediná veličina K. Pro K pak
plat́ı vztah [31]

K =
1

2
ζρu · u, (4.3.21)

kde

ζ =
θ

l
, (4.3.22)

kde l je vhodný délkový rozměr části kompresoru, v němž je θ konstatńı. Koeficient θ je
obecně velmi komplikované určit, viz [31] a [41]. V této práci se spokoj́ıme s t́ım, že koeficient
θ předeṕı̌seme jako vhodnou konstantu, která bude rozd́ılná pro jednotlivé části radiálńıho
kompresoru.

4.4 Návrhové výpočty

Pokud budeme uvažovat v difuzoru izoentropickou expanzi můžeme použ́ıt následuj́ıćı vztahy,
podle kterých je možné spoč́ıtat exaktńı řešeńı 1D prouděńı jak v dýze tak i difuzoru.

Pr̊uběh Machova č́ısla

A∗

A
=

(
γ + 1

2

) γ+1
2(γ−1)

Ma

(
1 +

γ − 1

2
Ma2

)− γ+1
2(γ−1)

, (4.4.1)

30



KAPITOLA 4. FYZIKÁLNÍ POZADÍ

kde A∗ je kritický pr̊uřez dýzy, resp. difuzoru. Pokud v rovnici č. (4.4.1) uvažujeme suchý
vzduch, tzn. (γ = 1.4), můžeme ji přepsat do následuj́ıćıho tvaru. Této skutečnosti bude
využito i v rovnićıch č. (4.4.3 - 4.4.6).

Ain

A
=

216

125
Ma

(
1 +

Ma2

5

)−3

(4.4.2)

Za předpokladu, že se z rovnice č. (4.4.1) zjist́ı pr̊uběh Machova č́ısla v celém difuzoru,
je možné dopoč́ıtat i pr̊uběhy následuj́ıćıch veličin.

Pr̊uběh teploty

T

T0

=

(
1 +

γ − 1

2
Ma2

)−1

=

(
1 +

Ma2

5

)−1

, (4.4.3)

Pr̊uběh tlaku

p

p0

=

(
1 +

γ − 1

2
Ma2

)− γ
γ−1

=

(
1 +

Ma2

5

)− 7
2

, (4.4.4)

Pr̊uběh hustoty

ρ

ρ0

=

(
1 +

γ − 1

2
Ma2

)− 1
γ−1

=

(
1 +

Ma2

5

)− 5
2

, (4.4.5)

Pr̊uběh rychlosti zvuku

a

a0

=

(
1 +

γ − 1

2
Ma2

)− 1
2

=

(
1 +

Ma2

5

)− 1
2

, (4.4.6)

kde indexem 0 označujeme klidový stav před vstupem do dýzy.

[23] [12]
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Kapitola 5

Numerická matematika

V této kapitole jsou definovány základńı matematické pojmy a př́ıstupy numerické matema-
tiky, které jsou použity při řešeńı našeho problému.

5.1 Konvergence

Necht’ je dána diferenciálńı rovnice v operátorovém tvaru

L(u) = f, (5.1.1)

jej́ımž přesným řešeńım je u∗. Necht’ spojitou úlohu aproximuje numerické schéma s
krokem h, poté uh je numerické řešeńı této rovnice źıskané danou numerickou metodou. Poté
pro celkovou chybu plat́ı vztah

‖εh‖ = ‖u∗ − uh‖. (5.1.2)

Pokud plat́ı

lim
h→0
‖εh‖ = 0, (5.1.3)

tak ř́ıkáme, že numerické řešeńı uh konverguje k přesnému řešeńı u∗. [34] [36]

5.2 Konzistence

Uvažujme diferenciálńı rovnici v operátorovém tvaru, viz rovnice č. (5.1.1), jej́ımž přesným
řešeńım je u∗. Necht’ spojitá úloha je aproximována numerickou metodou s krokem h. Poté
pro danou numerickou metodu plat́ı vztah v operátorovém tvaru

Lh(u) = fh. (5.2.1)

Poté lokálńı chybu aproximace můžeme vyjádřit jako

‖τh‖ = ‖Lh(u∗)− L(u∗)‖. (5.2.2)
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Numerické schéma je s danou spojitou úlohou konzistentńı právě tehdy, když plat́ı

lim
h→0
‖τh‖ = 0. (5.2.3)

[34] [36]

5.3 Stabilita

Necht’ je uh numerické řešeńı źıskané aproximaćı spojité úlohy danou numerickou meto-
dou v operátorovém tvaru, viz rovnice č. (5.2.1), s definovanou počátečńı podmı́nkou v
operátorovém tvaru

P (u) = ϕh (5.3.1)

a s definovanými okrajovými podmı́nkami v operátorovém tvaru

H(u) = ψh. (5.3.2)

Dále uprav́ıme rovnici č. (5.2.1) na rovnici

Lh(u) = f̃h, (5.3.3)

s definovanou počátečńı podmı́nkou v operátorovém tvaru

P (u) = ϕ̃h (5.3.4)

a s definovanými okrajovými podmı́nkami v operátorovém tvaru

H(u) = ψ̃h. (5.3.5)

Necht’ ũh je numerické řešeńı źıskané aproximaćı spojité úlohy danou numerickou metodou
v operátorovém tvaru, viz rovnice č. (5.3.3), pro které plat́ı ‖uh− ũh‖ < ε, kde ε > 0. Pokud
pro každé α > 0, β > 0, γ > 0 a zároveň pro libovolná fh, f̃h, φh, φ̃h, ψh, ψ̃h plat́ı, že

‖fh − f̃h‖ < α

‖φh − φ̃h‖ < β

‖ψh − ψ̃h‖ < γ.

Pak řekneme, že zvolená numerická metoda je stabilńı. [34] [36] [26]

5.4 Laxova věta o ekvivalenci

Pro lineárńı metody je konzistence a stabilita nutnou a zároveň postačuj́ıćı podmı́nkou
konvergence (tato věta je cyklicky zaměnitelná, tzn. libovolná vlastnost je d̊usledkem těch
zbývaj́ıćıch). [34]
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5.5 Metoda konečných objemů

V této kapitole je ukázáno odvozeńı metody konečných objemů.

Gaussova-Ostrogradského věta

Necht’ Ω je omezená, souvislá a otevřená množina v Rn, n ≥ 2, se spojitou po částech
hladkou hranićı ∂Ω. Necht’ f(u) má na Ω̄ spojité prvńı derivaci a je taktéž integrovatelná,
potom plat́ı ∫

Ω

∇ · f(u) dV =

∫
∂Ω

f(u) · n dS, (5.5.1)

kde n je vněǰśı normála k Ω. [40]

Odvozeńı

Odvozeńı si ukážeme pro rovnici

ut +∇ · f(u) = 0, (5.5.2)

kde

f(u) =

f(u)
g(u)
h(u)

 .

Necht’ u, f jsou spojité a po částech hladké funkce na Ω, které jsou integrovatelné a maj́ı
spojité prvńı derivace na Ω̄, kde Ω ⊂ R3. Necht’ je buňka, kde je prováděna diskretizace
označena i a všichni jej́ı sousedi j, potom můžeme psát∫

Ωi

ut +∇ · f(u) dV =
d

dt

∫
Ωi

u(x, t) dV +

∫
∂Ωi

f(u) · n dS. (5.5.3)

Dále si definujeme středńı hodnotu objemového integrálu v rovnici č. (5.5.3)

Ui(t) =
1

|Ωi|

∫
Ωi

u(x, t) dV. (5.5.4)

Poté uprav́ıme plošný integrál v téže rovnici

∫
Ωi

f(u) · n dS =
∑
j

∫
∂Ωi∩∂Ωj

f(u) · n dS

∑
j

∫
∂Ωi∩∂Ωj

f(u) · n dS ≈
∑
j

SijFij, (5.5.5)

kde Fij je tok skrze společnou hranici buněk. Sij je velikost společné hranice definované jako

Sij = |∂Ωi ∩ ∂Ωj|. (5.5.6)
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Po úpravě rovnice č. (5.5.3) dostaneme výchoźı tvar pro metodu konečných objemů

dUi(t)

dt
= − 1

|Ωi|
∑
j

SijFij. (5.5.7)

Z rovnice č. (5.5.7) je vidět, že se jedná o diferenciálńı rovnici prvńıho řádu, která se dá
následně snadno řešit (např. Eulerovou metodou). Řešeńım Eulerovou metodou dostáváme
následuj́ıćı tvar

Un+1
i = Un

i −
∆t

|Ωi|
∑
j

SijFij. (5.5.8)

Pro 1D problém se rovnice č. (5.5.8) zjednoduš́ı na tvar

Un+1
i = Un

i −
∆t

∆x

(
F n
i+ 1

2
− F n

i− 1
2

)
. (5.5.9)

[27] [38]

5.6 HLL numerický tok

Wt + F(W)x = 0, (5.6.1)

Pro soustavu 1D Eulerových rovnic existuj́ı 3 charakteristiky, viz rovnice č. (5.6.1), ale v
HLL schématu jsou zohledněny pouze 2

Sl = min(ul − al, ur − ar) (5.6.2)

Sr = max(ul + al, ur + ar). (5.6.3)

Důsledkem toho mohou pro rovnici č. (5.6.1) nastat tři situace. Prouděńı může bud’to
proudit nadzvukovou rychlost́ı v kladném směru, tedy ul, ur > 0 a zároveň |ul|, |ur| ≥ a, pro
zvolené charakteristiky tud́ıž plat́ı Sl, Sr > 0. Pokud ale bude prouděńı proudit nadzvukovou
rychlost́ı v opačném směru, tedy ul, ur < 0 a zároveň |ul|, |ur| ≥ a, tak pro zvolené charakte-
ristiky bude tud́ıž platit Sl, Sr < 0. Dále může nastat situace, kdy je prouděńı podzvukové
v libovolném směru.

Pro vektorový tok mezi hranicemi buněk plat́ı následuj́ıćı vztahy

F∗ =


Fl Sl ≥ 0

SrFl−SlFr+SrSl(Wr−Wl)
Sr−Sl

Sl ≤ 0 ≤ Sr

Fr Sr ≤ 0

,

kde vektory označené indexy l resp. r jsou vektory, viz rovnice č. (5.6.1), na levé resp.
pravé straně hranice mezi buňkami. [24]
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5.7 HLLC numerický tok

Pro HLLC numerický tok uvažujeme všechny 3 charakteristiky 1D Eulerových rovnic, viz
rovnice č. (5.6.1). Pro prvńı dvě charakteristiky použijeme stejné vztahy jako pro HLL nume-
rický tok, viz rovnice č. (5.6.2) a (5.6.3). Pro posledńı charakteristiku použijeme následuj́ıćı
vztah

S∗ =
pr − pl + ρlul(Sl − ul)− ρrur(Sr − ur)

ρl(Sl − ul)− ρr(Sr − ur)
. (5.7.1)

Pro vektorový tok mezi hranicemi buněk poté plat́ı následuj́ıćı vztahy

F∗ =



Fl Sl ≥ 0

S∗(SlWl−Fl)+Slp
∗D∗

Sl−S∗ Sl ≥ 0 ≥ S∗

S∗(SrWr−Fr)+Srp∗D∗

Sr−S∗ S∗ ≥ 0 ≥ Sr

Fr Sr ≤ 0

,

kde pro tlak na hranici buněk plat́ı vztah

p∗ =
pl + pr + ρl(Sl − ul)(S∗ − ul) + ρr(Sr − ur)(S∗ − ur)

2
(5.7.2)

a pro vektor D∗ plat́ı

D∗ =

 0
1
S∗

 .

[24]

5.8 AUSM numerický tok

Zde ukážeme výpočet AUSM numerického toku pro rovnici č. (5.6.1). Prvńım krokem pro
výpočet AUSM numerického toku je určeńı Machova č́ısla na rozhrańı sousedńıch buněk.
Necht’ pro Machova č́ısla dvou sousedńıch buněk plat́ı vztah

Mal =
ul
al
, Mar =

ur
ar
. (5.8.1)

Pak Machovo č́ıslo na rozhrańı dvou buněk vypočteme pomoćı vztahu

Ma∗ =M+(Mal) +M−(Mar), (5.8.2)

kde M± jsou funkce, pro které, aby aproximovali Ma∗, plat́ı několik předpoklad̊u, viz
[39]. V této práci je uvažujme ve tvaru

36



KAPITOLA 5. NUMERICKÁ MATEMATIKA

M±(Ma) =


1

2
(Ma± |Ma|) |Ma| > 1

±1

4
(Ma± 1)2 ± 1

8
(Ma2 − 1)

2 |Ma| ≤ 1

. (5.8.3)

Obdobně jako Ma na rozhrańı dvou buněk se vypočte i tlak

p∗ = P+(Mal)pl + P−(Mar)pr, (5.8.4)

kde funkce P± vhodně aproximuj́ı tlak na hranici mezi dvěma buňkami, i pro ně plat́ı
několik předpoklad̊u, viz [39]. V této práci nabývaj́ı tvaru

P±(Ma) =


(Ma± |Ma|)

2Ma
|Ma| > 1

1

4
(Ma± 1)2 (2∓Ma) |Ma| ≤ 1

. (5.8.5)

Poté pro numerický tok hranićı mezi dvěma buňkami plat́ı

F∗ =
1

2
(Ma∗ (alΨl + arΨr)− |Ma∗| (arΨr − alΨl)) + p∗D∗, (5.8.6)

kde pro vektory Ψl,Ψr a D∗ plat́ı

Ψl =

 ρl
ρlul
ρlHl

 , Ψr =

 ρr
ρrur
ρrHr

 , D∗ =

0
1
0

 .

[39]

5.9 AUSM+ numerický tok

Proces odvozeńı AUSM+ numerického toku je téměř shodný s odvozeńım AUSM nume-
rického toku. Z toho d̊uvodu si zde uvedeme pouze odlǐsnosti těchto dvou schémat. Pro
rychlost zvuku na hranici dvou buněk plat́ı

a∗ =
al + ar

2
. (5.9.1)

Potom pro Machovo č́ıslo v sousedńıch buňkách plat́ı

Mal =
ul
a∗
, Mar =

ur
a∗
. (5.9.2)

Oproti AUSM jsou rozd́ılné P± funkce, pro něž plat́ı

P±(Ma) =


1

2
(Ma± sign(Ma)) |Ma| > 1

1

4
(Ma± 1)2 (2∓Ma)± 3

16
(Ma2 − 1)2 |Ma| ≤ 1

. (5.9.3)
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Poté pro numerický tok hranićı mezi dvěma buňkami plat́ı

F∗ =
1

2
a∗ (Ma∗ (Ψl + Ψr)− |Ma∗| (Ψr −Ψl)) + p∗D∗. (5.9.4)

[39]

5.10 Lax̊uv-Friedrisch̊uv numerický tok

Opět vyjdeme z rovnice č. (5.6.1). Poté numerický tok pro Laxovo-Friedrichsovo schéma v
konzervativńı podobě nabývá hodnoty

F∗ =
1

2
(Fl + Fr)−

ξ∆x

2∆t
(Wr −Wl) . (5.10.1)

Toto schéma je 1. řádu přesnosti, je velmi disipativńı a plat́ı pro něj CFL podmı́nka
stability. Numerická vazkost tohoto schéma lze regulovat vhodně zvoleným parametrem ξ.
[32]

5.11 CFL podmı́nka

CFL podmı́nka je nutnou podmı́nkou pro stabilitu numerického schéma. CFL podmı́nka pro
soustavu 1D Eulerových rovnic je splněna pokud plat́ı následuj́ıćı vztah

|λmax|∆t
∆x

≤ 1, (5.11.1)

kde λmax je charakteristika s nejvyšš́ı č́ıselnou hodnotou, tud́ıž plat́ı

|λmax| = max (|u+ a|, |u− a|, |u|) . (5.11.2)

[33]
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Kapitola 6

Simulace

V této části budou představeny výsledky, které byly źıskány numerickou simulaćı daného
problému. Všechny výsledky byly źıskány pomoćı programu, který byl v rámci této práce
vyvinut. Řešeńı je uvažováno na osově symetrické oblasti Ω ⊂ {[r, ϕ, z] ; rin < r < rout; 0 <
ϕ < 2π; zin < z < zout} (pozn. schématický náčrt řešené oblasti viz obr. č. (6.1)). Po-
stupně jsou zde předkládány výsledky simulaćı podle toho, jak prob́ıhal vývoj výpočetńıho
programu.

6.1 Geometrie

Geometrie, na které bylo simulováno prouděńı, je zobrazena na obrázku č. (6.1). Z tohoto
obrázku je patrné, že v simulaci neńı zahrnuta voluta.

Definice úhl̊u

Jelikož se jedná o 1D simulaci je úhlem α definován tvar protékaného kanálu. Úhel α je
definován následovně

α = arctan

(
ur
uz

)
. (6.1.1)

Úhlem β je definován odklon proudu v tangenciálńım směru (tj. pokud uϕ 6= 0, takβ 6= 0).
Pokud v modelu nepředpokládáme odklon proudu od lopatek, viz rovnice č. (2.6.1), koṕıruje
úhel β konstrukčńı úhel lopatek. Pro úhel β plat́ı následuj́ıćı definice

β = arctan

(
uϕ√
u2
z + u2

r

)
. (6.1.2)

U reálných lopatek kompresorového kola se definuje ještě úhle γ, který odpov́ıdá odchylce
středńı roviny lopatky od roviny z− r na výstupu z kompresorového kola. Velikost úhlu γ je
d̊usledkem toho, že obecně nemuśı být definice úhlu β stejná na dolńı a horńı ř́ıd́ıćı křivce
kompresorového kola.
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vstup

vstup OK
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Obrázek 6.1: Geometrie, modře je zobrazena vnitřńı ř́ıd́ıćı křivka, červeně je zobrazena vněǰśı
ř́ıd́ıćı křivka

Pr̊uběh zvoleného úhlu α v závislosti na křivočaré souřadnici s je zobrazen na obr. č.
(6.2). Z pr̊uběhu úhlu vyplývá, že za trajektorii střednici kompresorového kola byla zvolena
kruhová trajektorie. Ve skutečném kompresorovém kole tomu tak neńı, nicméně trajektorie
střednice se kruhové trajektorii přibližuje.

Plocha pr̊uřez̊u

Pro simulaci prouděńı byl zvolen pr̊uběh ploch pr̊uřez̊u v závislosti na křivočaré souřadnici
s zobrazený na obr. č. (6.3). Ze zobrazeného pr̊uběhu vyplývá, že plocha pr̊uřez̊u z̊ustává
konstantńı až do vstupu do difuzoru.

6.2 Výpočet rezidua

V každé simulace, která je zde představena se hledá stacionárńı řešeńı (tj.
∂W

∂t
= 0). K

tomu abychom mohli posoudit, zdali numerické řešeńı konverguje ke stacionárńımu řešeńı
dané PDR, pozorujeme pr̊uběh rezidua. Pokud reziduum splńı vhodné kriterium, prohláśı
se nalezené numerické řešeńı za stacionárńı řešeńı dané PDR (Pozor samotná konvergence
nepostačuje k tomu, abychom prohlásili nalezené řešeńı za stacionárńı řešeńı dané PDR). V
této práci se použ́ıvá následuj́ıćı definice rezidua

rez = max
(
ln|Wn+1 −Wn|

)
. (6.2.1)
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Obrázek 6.2: Úhel α
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Obrázek 6.3: Pr̊uběh ploch pr̊uřez̊u
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6.3 Materiál

Jako plynné médium byl použit model ideálńıho plynu s následuj́ıćımi vlastnostmi. V př́ıpadě
vzduchu zachycuje model ideálńıho plynu realitu velmi dobře. Z toho d̊uvodu je tento model
také běžně použ́ıván u simulaćı, které nav́ıc zohledňuj́ı i vazkost vzduchu.

γ r

1.4 [−] 287.04 [J.kg−1.K−1]

Tabulka 6.1: Vlastnosti plynného média

6.4 Śıt’

Jako śıt’ byla použita uniformńı 1D śıt’, přičemž střednice pr̊utočné části kompresoru byla
rozdělena na n buněk.

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

z
[m

]

r [m]

stredni cara
stred bunky
stena bunky

Obrázek 6.4: Śıt’

6.5 Přehled řešených variant

1. Prouděńı zjednodušenou geometríı bez lopatek

2. Prouděńı s nenulovou tangenciálńı složkou rychlosti

3. Prouděńı s přidanými lopatkami nulové tlošt’ky
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4. Prouděńı zohledňuj́ıćı otrháváńı proudu podél lopatky

5. Prouděńı reálnou geometríı

6. Prouděńı se ztrátami a s lopatkami nenulové tloušt’ky
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6.6 Varianta I.

Simulace tohoto př́ıpadu byla provedena na śıti se 100 buňkami, viz obr. č. (6.4). Parametr
reguluj́ıćı numerickou vazkost u LF numerického toku byl zvolen na hodnotu ξ = 0.3. Exaktńı
řešeńı bylo źıskáno pomoćı rovnic č. (4.4.3 - 4.4.6). V této simulaci nebyly uvažovány rotorové
lopatky.

Počátečńı podmı́nky

Počátečńı podmı́nky byly zvoleny na celé oblasti śıtě následovně

Ts,0 = 273.15 K,

ps,0 = 101 325 Pa,

ur,0 = 0 m.s−1,

uϕ,0 = 0 m.s−1,

uz,0 = 0 m.s−1.

Okrajové podmı́nky

Na vstupu do kompresoru byly zvoleny následuj́ıćı okrajové podmı́nky

ṁc,in = 0.5 kg.s−1,

Ts,in = 298.15 K,

α = 0◦,

β = 0◦.

Na výstupu byla zvolena následuj́ıćı okrajová podmı́nka

ps,out = 182 385 Pa.

Výsledky

Ačkoliv jsou plochy pr̊uřez̊u konstantńı, statický tlak klesá až do okamžiku, kdy se plochy
pr̊uřez̊u začnou rozšǐrovat, viz. obr. č. (6.6). Tento jev je zp̊usoben tlakovou ztrátou změnou
směru (v tomto př́ıpadě numerickou vazkost́ı a zaokrouhlovaćı chybou). Celkový tlak klesá,
viz obr. č. (6.7), protože do systému neńı přiváděna žádná energie. Z pr̊uběhu rezidua, viz
obr. č. (6.14), vyplývá, že numerická simulace zkonvergovala velice dobře a rychle. Exaktńı
řešeńı pr̊uběhu tlak̊u se mı́rně lǐśı od numericky vypočtených dat, viz obr. č. (6.7) a (6.6).
Tato odchylka je zp̊usobena t́ım, že při výpočtu exaktńıho řešeńı nebyla uvažována změna
směru prouděńı. Z obr. č. (6.5-6.14) je patrné, že u použitých numerických tok̊u nedocháźı k
žádné signifikantńı odchylce a tud́ıž nebylo prokázáno, že by nějaká z použit́ıch numerických
metod byla k řešeńı daného problému nevhodná. Nicméně největš́ı odchylku od exaktńıho
řešeńı vykazuje LF metoda.
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Obrázek 6.5: Pr̊uběh hustoty u varianty I.
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Obrázek 6.6: Pr̊uběh statického tlaku u varianty I.
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Obrázek 6.7: Pr̊uběh celkového tlaku u varianty I.
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Obrázek 6.8: Pr̊uběh Machova č́ısla u varianty I.
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Obrázek 6.9: Pr̊uběh statická teploty u varianty I.
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Obrázek 6.10: Pr̊uběh celkové teploty u varianty I.
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Obrázek 6.11: Pr̊uběh hmotnostńıho toku u varianty I.
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Obrázek 6.12: Pr̊uběh radiálńı rychlosti u varianty I.
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Obrázek 6.13: Pr̊uběh axiálńı rychlosti u varianty I.
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Obrázek 6.14: Pr̊uběh rezidua u varianty I.
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6.7 Varianta II.

V tomto př́ıpadě byla použita uniformńı 1D śıt’ s n = 100 buňkami, viz obr. č. (6.4). Parametr
reguluj́ıćı numerickou vazkost u LF numerického toku byl zvolen na hodnotu ξ = 0.3. Ani v
tomto př́ıpadě nebyly uvažovány rotorové lopatky. Naopak byla změněna okrajová podmı́nka
na vstupu do kompresoru tak, aby proud do kompresoru vstupoval pod určitým úhlem. Tato
změna se projevila na struktuře simulačńıho programu, jelikož musel být uvažován jiný
zdrojový člen, viz rovnice č. (4.3.9).

Počátečńı podmı́nky

Počátečńı podmı́nky byly zvoleny na celé oblasti śıtě následovně

Ts,0 = 273.15 K,

ps,0 = 101 325 Pa,

ur,0 = 0 m.s−1,

uϕ,0 = 0 m.s−1,

uz,0 = 0 m.s−1.

Okrajové podmı́nky

Na vstupu do kompresoru byly zvoleny následuj́ıćı okrajové podmı́nky

ṁc,in = 0.5 kg.s−1,

Ts,in = 298.15 K,

α = 0◦,

β = 30◦.

Na výstupu byla zvolena následuj́ıćı okrajová podmı́nka

ps,out = 182 385 Pa.

Výsledky

Ani u výsledk̊u simulace varianty II. nedošlo k žádným velkým rozd́ıl̊um mezi použitými
metodami. Nicméně i zde se objevuje ztráta tlaku změnou směru jako u př́ıpadu I., viz obr.
č. (6.16). Jelikož ani u tohoto př́ıpadu neńı do systému přiváděna žádná exterńı energie,
projevuje se zde pokles celkového tlaku, viz obr. č. (6.17). V tomto př́ıpadě byla simulována
situace, kdy proud nevstupuje do geometrie kolmo, nýbrž pod úhlem β a z toho d̊uvodu se
objevuje v této simulaci i oběžná složka rychlosti uϕ, viz obr. č. (6.23). I v tomto př́ıpadě došlo
k rychlé a dobré konvergenci numerické metody, viz obr. č. (6.25). Jelikož v tomto př́ıpadě
nedošlo k signifikantńımu rozd́ılu mezi jednotlivými metodami, tak ani u této simulace neńı
možné prohlásit, že nějaká konkrétńı metoda je pro ni nevhodná.
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Obrázek 6.15: Pr̊uběh hustoty u varianty II.
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Obrázek 6.16: Pr̊uběh statického tlaku u varianty II.
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Obrázek 6.17: Pr̊uběh celkového tlaku u varianty II.
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Obrázek 6.18: Pr̊uběh Machova č́ısla u varianty II.
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Obrázek 6.19: Pr̊uběh statické teploty u varianty II.
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Obrázek 6.20: Pr̊uběh celkové teploty u varianty II.
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ṁ
c
[k
g
.s

−
1
]

s [m]

HLL
HLLC

LF
AUSM

AUSM+

Obrázek 6.21: Pr̊uběh hmotnostńıho toku u varianty II.
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Obrázek 6.22: Pr̊uběh radiálńı rychlosti u varianty II.
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Obrázek 6.23: Pr̊uběh tangenciálńı rychlosti u varianty II.
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Obrázek 6.24: Pr̊uběh axiálńı rychlosti u varianty II.
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Obrázek 6.25: Pr̊uběh rezidua u varianty II.

6.8 Varianta III.

V tomto př́ıpadě byla použita uniformńı 1D śıt’ s n = 100 buňkami, viz obr. č. (6.4). Rotor
byl roztočen na otáčky ω = 100 000 rmp. V této simulaci byly uvažovány lopatky s nulo-
vou tloušt’kou. Parametr reguluj́ıćı numerickou vazkost u LF numerického toku byl zvolen
na hodnotu ξ = 0.3. Skutečnost, že v tomto př́ıpadě uvažujeme rotorové lopatky rotuj́ıćı
s nenulovou úhlovou rychlost́ı, vedla ke změně zdrojového členu v řešených rovnićıch, viz
rovnice č. (4.3.17).

Změna geometrie

Byly přidány rotorové lopatky, které jsou určeny úhlem β, viz obr. č. (6.26) a které vynucuj́ı
prouděńı v oběžném směru právě pod úhlem β.

Počátečńı podmı́nky

Počátečńı podmı́nky byly zvoleny na celé oblasti śıtě následovně

Ts,0 = 273.15 K,

ps,0 = 101 325 Pa,

ur,0 = 0 m.s−1,

uϕ,0 = 0 m.s−1,

uz,0 = 0 m.s−1.
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Obrázek 6.26: Úhel β

Okrajové podmı́nky

Na vstupu do kompresoru byly zvoleny následuj́ıćı okrajové podmı́nky

ṁc,in = 0.1 kg.s−1,

Ts,in = 298.15 K,

α = 0◦,

β = 0◦.

Na výstupu byla zvolena následuj́ıćı okrajová podmı́nka

ps,out = 182 385 Pa.

Výsledky

V př́ıpadě III. se všechny źıskané výsledky velice dobře shoduj́ı. Jelikož je do systému
dodávána energie, můžeme pozorovat nár̊ust celkového tlaku, viz obr. č. (6.29). V difu-
zoru je poté celkový tlak konstantńı, protože neuvažujeme ztrátový model. Z obr. č. (6.38)
vyplývá, že numerická simulace zkonvergovala relativně rychle a dobře. Na obr. č. (6.37) je
dobře patrné, že proud jde skutečně ve směru určeným lopatkami. Na pr̊uběhu hmotnostńıho
toku, viz obr. č. (6.33), je vidět, že schémata typu AUSM (AUMS+) simuluj́ı daný problém
nejpřesněji. Na všech výsledćıch této simulace je v oblasti vstupu do oběžného kola pozo-
rovatelná oscilace v řešeńı. Tento jev je zp̊usoben nevhodným náběžným úhlem na lopatky.
Tato skutečnost by v praxi znamenala ztrátu účinnosti kompresoru.
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Obrázek 6.27: Pr̊uběh hustoty u varianty III.
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Obrázek 6.28: Pr̊uběh statického tlaku u varianty III.
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Obrázek 6.29: Pr̊uběh celkového tlaku u varianty III.
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Obrázek 6.30: Pr̊uběh Machova č́ısla u varianty III.
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Obrázek 6.31: Pr̊uběh statické teploty u varianty III.

300

350

400

450

500

550

600

650

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

T
c
[K

]

s [m]

HLL
HLLC

LF
AUSM

AUSM+

Obrázek 6.32: Pr̊uběh celkové teploty u varianty III.

60



KAPITOLA 6. SIMULACE

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

0.12

0.13

0.14

0.15

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

ṁ
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Obrázek 6.33: Pr̊uběh hmotnostńıho toku u varianty III.
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Obrázek 6.34: Pr̊uběh radiálńı rychlosti u varianty III.
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Obrázek 6.35: Pr̊uběh tangenciálńı rychlosti u varianty III.

0

50

100

150

200

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

u
z
[m

.s
−
1
]

s [m]

HLL
HLLC

LF
AUSM

AUSM+

Obrázek 6.36: Pr̊uběh axiálńı rychlosti u varianty III.
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Obrázek 6.37: Pr̊uběh úhlu β u varianty III. (absolutńı úhel je značen plnou čarou, relativńı
čárkovanou)
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Obrázek 6.38: Pr̊uběh rezidua u varianty III.
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6.9 Varianta IV.

V tomto př́ıpadě byla použita uniformńı 1D śıt’ s n = 100 buňkami, viz obr. č. (6.4). Rotor
byl roztočen na otáčky ω = 100 000 rmp. Nav́ıc v tomto př́ıpadě bylo zohledněno odtrháváńı
proudu na lopatkách rotoru, které bylo modelováno pomoćı vztahu č. (2.6.1). Počet lopatek
byl s ohledem na rovnici č. (2.6.1) zvolen na z = 14. V této simulaci uvažujeme lopatky
s nulovou tloušt’kou. Parametr reguluj́ıćı numerickou vazkost u LF numerického toku byl
zvolen na hodnotu ξ = 0.3.

Počátečńı podmı́nky

Počátečńı podmı́nky byly zvoleny na celé oblasti śıtě následovně

Ts,0 = 273.15 K,

ps,0 = 101 325 Pa,

ur,0 = 0 m.s−1,

uϕ,0 = 0 m.s−1,

uz,0 = 0 m.s−1.

Okrajové podmı́nky

Na vstupu do kompresoru byly zvoleny následuj́ıćı okrajové podmı́nky

ṁc,in = 0.1 kg.s−1,

Ts,in = 298.15 K,

α = 0◦,

β = 0◦.

Na výstupu byla zvolena následuj́ıćı okrajová podmı́nka

ps,out = 182 385 Pa.

Výsledky

Z dosažených výsledk̊u vyplývá, že numerické simulace provedená s r̊uznými numerickými
toky se velice dobře vzájemně shoduj́ı, tud́ıž zde nedošlo k významné odchylce, nicméně z obr.
č. (6.45) lze vidět, že schémata typu AUSM (AUSM+) modeluj́ı daný problém nejpřesněji.
Na obr. č. (6.41) je vidět, že celkový tlak roste, jelikož je do systému přiváděna energie. Na
obr. č. (6.49) je dobře pozorovatelné odtrháváńı proudu od lopatky rotoru. Z obr. č. (6.49)
dále vyplývá, že plyn protéká difuzorem pod úhlem β ≈ 80◦, což má u reálného kompresoru
nepř́ıznivý účinek na účinnost. Z pr̊uběhu rezidua, viz obr. č. (6.50), lze soudit, že numerická
metoda zkonvergovala dobře a relativně rychle.
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Obrázek 6.39: Pr̊uběh hustoty u varianty IV.
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Obrázek 6.40: Pr̊uběh statického tlaku u varianty IV.
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Obrázek 6.41: Pr̊uběh celkového tlaku u varianty IV.
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Obrázek 6.42: Pr̊uběh Machova č́ısla u varianty IV.
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Obrázek 6.43: Pr̊uběh statické teploty u varianty IV.
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Obrázek 6.44: Pr̊uběh celkové teploty u varianty IV.
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Obrázek 6.45: Pr̊uběh hmotnostńıho toku u varianty IV.
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Obrázek 6.46: Pr̊uběh radiálńı rychlosti u varianty IV
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Obrázek 6.47: Pr̊uběh tangenciálńı rychlosti u varianty IV.
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Obrázek 6.48: Pr̊uběh axiálńı rychlosti u varianty IV.
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Obrázek 6.49: Pr̊uběh úhlu β u varianty IV. (absolutńı úhel je značen plnou čarou, relativńı
čárkovanou)
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Obrázek 6.50: Pr̊uběh rezidua u varianty IV.
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6.10 Varianta V.

V tomto př́ıpadě byla použita uniformńı 1D śıt’ s n = 100 buňkami, viz obr. č. (6.4). Rotor byl
roztočen na otáčky ω = 100 000 rmp. V tomto př́ıpadě bylo taktéž zohledněno odtrháváńı
proudu na lopatkách rotoru. V této simulaci uvažujeme lopatky s nulovou tloušt’kou. Počet
lopatek z̊ustal stejný jako v předchoźım př́ıpadě. Parametr reguluj́ıćı numerickou vazkost u
LF numerického toku byl zvolen na hodnotu ξ = 0.3.

Změna geometrie

V tomto př́ıpadě byla změněna geometrie tak, aby v́ıce odpov́ıdala skutečnému radiálńımu
kompresoru, viz obr. č. (6.51). Z tohoto obrázku je patrné, že voluta stále neńı součást́ı
simulace. Touto změnou se změnil i pr̊uběh velikost́ı ploch v závislosti na křivočaré souřadnici
s, viz obr. č. (6.52). V neposledńı řadě došlo i ke změně úhlu β lopatek oběžného kola, viz
obr. č. (6.53).
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Obrázek 6.51: Nová geometrie radiálńıho kompresoru
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Počátečńı podmı́nky

Počátečńı podmı́nky byly zvoleny na celé oblasti śıtě následovně

Ts,0 = 273.15 K,

ps,0 = 101 325 Pa,

ur,0 = 0 m.s−1,

uϕ,0 = 0 m.s−1,

uz,0 = 0 m.s−1.

Okrajové podmı́nky

Na vstupu do kompresoru byla zvoleny následuj́ıćı okrajové podmı́nky

ṁc,in = 0.1 kg.s−1,

Ts,in = 298.15 K,

α = 0◦,

β = 0◦.

Na výstupu byla zvolena následuj́ıćı okrajová podmı́nka

ps,out = 151 987, 5 Pa.

Výsledky

Z výsledk̊u je patrné, že se vzájemně dobře shoduj́ı zde použité numerické metody. Na obr.
č. (6.64) je možné vidět otrháváńı proudu od lopatek. Z pr̊uběhu rezidua, viz obr. č. (6.65),
vyplývá, že všechny numerická schémata zkonverguj́ı ke stacionárńımu řešeńı. Na obr. č.
(6.64) je vidět, že proud skrze difuzor proud́ı pod absolutńım úhlem β ≈ 60◦, což je pro
účinnost radiálńıho kompresoru mnohem př́ıznivěǰśı než téměř 80◦ u př́ıpadu IV. Nicméně
i v tomto př́ıpadě se objevuje nechtěná oscilace na vstupu do oběžného kola. Z dosažených
výsledk̊u vyplývá, že nejv́ıce jsou na tuto oscilaci náchylná schémata typu AUSM (AUSM+).

73



KAPITOLA 6. SIMULACE

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

ρ
[k
g
.m

−
3
]

s [m]

HLL
HLLC

LF
AUSM

AUSM+

Obrázek 6.54: Pr̊uběh hustoty u varianty V.
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Obrázek 6.55: Pr̊uběh statického tlaku u varianty V.
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Obrázek 6.56: Pr̊uběh celkového tlaku u varianty V.

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

M
a
[−

]

s [m]

HLL
HLLC

LF
AUSM

AUSM+

Obrázek 6.57: Pr̊uběh Machova č́ısla u varianty V.
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Obrázek 6.58: Pr̊uběh statické teploty u varianty V.
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Obrázek 6.59: Pr̊uběh celkové teploty u varianty V.
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Obrázek 6.60: Pr̊uběh hmotnostńıho toku u varianty V.
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Obrázek 6.61: Pr̊uběh radiálńı rychlosti u varianty V.
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Obrázek 6.62: Pr̊uběh tangenciálńı rychlosti u varianty V.
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Obrázek 6.63: Pr̊uběh axiálńı rychlosti u varianty V.
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Obrázek 6.64: Pr̊uběh úhlu β u varianty V. (absolutńı úhel je značen plnou čarou, relativńı
čárkovanou)
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Obrázek 6.65: Pr̊uběh rezidua u varianty V.
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Kompresorová mapa

Na obr. č. (6.66) je zobrazena kompresorová mapa sestavená z dat vypoč́ıtaných na geometrii
na obr. č. (6.51). Z výsledk̊u na obr. č. (6.66) vyplývá, že v oblasti stability kompresoru se
účinnost bĺıž́ı hranici 100◦, někde kolem této hranice dokonce osciluje. Tato skutečnost je
zp̊usobena zanedbáńım třeńı a jiných ztrát. Pokles účinnosti na hranićıch stability kompre-
soru je zp̊usoben špatnou konvergenćı ke stacionárńımu řešeńı. Vzhledem k tomu, že v této
simulaci neńı zohledněn vliv voluty, bylo předpokládáno, že ztráta celkového tlaku ve volutě
je 5%. Kompresorová mapa zohledňuj́ıćı vliv voluty je zobrazena na obr. č. (6.67). Na tomto
obrázku je patrné, že vlivem tlakových ztrát ve volutě kleslo stlačeńı a t́ım pádem klesla
i termodynamická účinnost komprese. Jako referenčńı hodnoty uvažujeme Tc,r = 293 K a
pc,r = 98 100 Pa. Obě kompresorové mapy byly źıskány pomoćı HLLC numerického toku.
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Obrázek 6.66: Kompresorová mapa varianty V. bez voluty
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Obrázek 6.67: Kompresorová mapa varianty V. s volutou

6.11 Varianta VI.

V tomto př́ıpadě byla použita uniformńı 1D śıt’ s n = 100 buňkami, viz obr. č. (6.4). Rotor byl
roztočen na otáčky ω = 100 000 rmp. V tomto př́ıpadě bylo taktéž zohledněno odtrháváńı
proudu na lopatkách rotoru a nav́ıc byl do této simulace přidán ztrátový model, viz rovnice č.
(4.3.20). Počet lopatek z̊ustal stejný. Ztrátové veličiny ζ byly pro jednoduchost zvoleny kon-
stantńı. Pro oběžné kolo byla zvolena veličina ζOK = 20 m−1 a pro difuzor ζdif = 7 m−1. Tyto
hodnoty byly odhadnuty na základě adiabatické účinnosti reálného radiálńıho kompresoru.

Změna geometrie

V tomto př́ıpadě byl nav́ıc uvažován v pr̊uběhu ploch i vliv tloušt’ky lopatek, viz obr. č. (6.68).
Uvažováńı tloušt’ky lopatek zp̊usobilo změnu ploch v jednotlivých pr̊uřezech v oběžném kole,
viz obr. (6.69). Nav́ıc byly v tomto př́ıpadě uvažovány mezilopatky, tzn. do 40% délky
oběžného kola je uvažováno 7 hlavńıch lopatek a od 40% délky oběžného kola je uvažováno
7 hlavńıch lopatek a 7 mezilopatek, přičemž profil mezilopatek je stejný jako profil hlavńıch
lopatek, viz obrázek č. (6.68).
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Obrázek 6.68: Tloušt’ka lopatky v závisloti na jej́ı bezrozměrné délce
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Obrázek 6.69: Pr̊uběh ploch pr̊uřez̊u
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Počátečńı podmı́nky

Počátečńı podmı́nky byly zvoleny na celé oblasti śıtě následovně

Ts,0 = 273.15 K,

ps,0 = 101 325 Pa,

ur,0 = 0 m.s−1,

uϕ,0 = 0 m.s−1,

uz,0 = 0 m.s−1.

Okrajové podmı́nky

Na vstupu do kompresoru byly zvoleny následuj́ıćı okrajové podmı́nky

ṁc,in = 0.1 kg.s−1,

Ts,in = 298.15 K,

α = 0◦,

β = 0◦.

Na výstupu byla zvolena následuj́ıćı okrajová podmı́nka

ps,out = 151 987, 5 Pa.

Výsledky

Z výsledk̊u dosažených touto simulaćı vyplývá, že pro tento př́ıpad se všechny zde použité
numerické metody téměř shoduj́ı, tud́ıž nedošlo v pr̊uběhu vykreslených veličin k výrazným
odchylkám. Z pr̊uběhu rezidua, viz obr. (6.81), vyplývá, že všechny metody zkonvergovaly
rychle ke stacionárńımu řešeńı. Na obr. č. (6.80) je vidět, jak se proud odtrhává po délce
lopatky v oběžném kole. Jelikož v této simulaci byly zohledněny ztráty, tak zde docháźı na
rozd́ıl od předchoźıch simulaćı k poklesu celkového tlaku v difuzoru, viz obr. č. (6.72). Stejně
jako v předchoźıch př́ıpadech docháźı i zde k mı́rné oscilaci u vstupu do oběžného kola.
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Obrázek 6.70: Pr̊uběh hustoty u varianty VI.

50000

100000

150000

200000

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

p
s
[P

a
]

s [m]

HLL
HLLC

LF
AUSM

AUSM+

Obrázek 6.71: Pr̊uběh statického tlaku u varianty VI.
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Obrázek 6.72: Pr̊uběh celkového tlaku u varianty VI.
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Obrázek 6.73: Pr̊uběh Machova č́ısla u varianty VI.
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Obrázek 6.74: Pr̊uběh statické teploty u varianty VI.
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Obrázek 6.75: Pr̊uběh celkové teploty u varianty VI.
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Obrázek 6.76: Pr̊uběh hmotnostńıho toku u varianty VI.
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Obrázek 6.77: Pr̊uběh radiálńı rychlosti u varianty VI.
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Obrázek 6.78: Pr̊uběh tangenciálńı rychlosti u varianty VI.
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Obrázek 6.79: Pr̊uběh axiálńı rychlosti u varianty VI.
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Kompresorová mapa

Kompresorová mapa na obr. č. (6.82) odpov́ıdá geometrii na obr. č. (6.51), pokud uvažujeme
ztrátový model a poč́ıtáme s lopatkami nenulové tloušt’ky. Ze źıskaných kompresorových
map vyplývá, že razatně klesla účinnost a zmenšila se i oblast stability. Na obr. č. (6.83) je
zobrazena kompresorová mapa, ve které se uvažuje 5% pokles celkového tlaku ve volutě. Obě
kompresorové mapy byly źıskány pomoćı HLLC numerického toku. Jako referenčńı hodnoty
uvažujeme Tc,r = 293 K a pc,r = 98 100 Pa. Ztrátové koeficienty byly zvoleny pro všechny
body kompresorové mapy konstatńı, ačkoliv u reálného kompresoru toto zjednodušeńı obecně
neplat́ı. Nicméně lze použ́ıt, pokud se zaj́ımáme pouze o výsledky nacházej́ıćı se ve středu
oblasti stability kompresoru.
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Obrázek 6.82: Kompresorová mapa varianty VI. bez voluty

6.12 Shrnut́ı výsledk̊u

V této kapitole byly předloženy výsledky simulaćı, které byly provedeny programem, který
byl v rámci této práce vyvinut. Jednotlivé vatianty simulaćı jsou zde řazeny chronologicky
tak, jak byl program postupně upravován. V jednotlivých variantách byly porovnány r̊uzné
metody výpočtu numerického toku.

Ve variantě I. byla uvažována zjednodušená geometrie bez rotorových lopatek. V této
variantě byla uvažována změna směru prouděńı, což vyvolalo tlakovou ztrátu. Výsledky této
simulace byly srovnány s exaktńım řešeńım. U varianty II. z̊ustala p̊uvodńı geometrie, ale
byla změněna okrajová podmı́nka. Důsledkem čehož se projevila v této simulaci oběžná
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Obrázek 6.83: Kompresorová mapa varianty VI. s volutou

složka rychlosti. Na základě těhto dvou variant byla postavena varianta III. v ńıž se objevily
rotorové lopatky o nulové tloušce. Rotorové lopatky ve spojeńı s nenulou úhlouvou rychlost́ı
rotoru zapř́ıčinily nár̊ust celkového tlaku, jenž byl v předchoźıch variantách konstatńı a nebo
klesal vlivem ztrát (v tomto př́ıpadě numerická vazkost a zaokrouhlovaćı chyby). Ve variantě
IV. byl do programu implementován vztah zohledňuj́ıćı odtrháváńı proudu podél rotorové
lopatky. Ve variantě V. byla podstatným zp̊usobem upravena celá geometrie tak, aby v́ıce
odpov́ıdala reálnému radiálńımu kompresoru. Kv̊uli této úpravě musely být upraveny taktéž
okrajové podmı́nky. Na zákledě vypočtených dat byla sestavena kompresorová mapa. Jelikož
v žádné variantě neńı zohledněna voluta, byla ztráta celkového tlaku ve volutě odhadnuta
na 5%. Pro variantu, která zohledňuje ztrátu ve volutě, byla taktéž vykreslena kompreso-
rová mapa. Do varianty VI. byly zabudovány lopatky s nenulovou tloušt’kou, což se projevilo
na pr̊uběhu pr̊uběhu ploch jednotlivých pr̊uřez̊u podél střednice. Nav́ıc byl do této varianty
přidán jednoduchý ztrátový model. Ačkoliv neńı ani v této variantě zahrnuta voluta, tak
můžeme tuto simulaci považovat za úplný fyzikálńı 1D model radiálńıho kompresoru. Vliv
voluty byl v této simulaci odhadnut taktéž na 5% ztrátu celkového tlaku. Pro tuto variantu
byly taktéž vykresleny kompresorové mapy.
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Závěr

V této práci bylo nejprve popsáno turbodmychadlo a předevš́ım jeho kompresorová část.
Dále se tato práce věnovala radiálńımu kompresoru. Byl proveden rozbor konstrukce hlavńıch
prvk̊u radiálńıho kompresoru. Byly zde představeny fyzikálńı fenomény týkaj́ıćı se prouděńı
tekutiny radiálńım kompresorem. Potom zde byly definovány základńı vztahy termomecha-
niky a mechaniky tekutin, které popisuj́ı prouděńı kapalného prouděńı obecnou geometríı.
V této práci byly formulovány Eulerovy rovnice, které popisuj́ı prouděńı nevazké stlačitelné
kapaliny obecnou geometríı. Na základě této formulace byl napsán program, který simuluje
1D prouděńı v křivočaré souřadnici plynného média skrze radiálńı kompresor. Důsledkem
toho je, že uvažujeme všechny složky rychlosti.

Byly zde prezentovány výsledky vybraných veličin v jednotlivých variantách, postupně
tak jak prob́ıhal vývoj programu. Ve variantě I. byl simulováno prouděńı se změnou prouděńı
z axiálńıho do radiálńıho směru. Ve variantě II. byla do simulace přidána tangenciálńı
složka rychlosti. Toho bylo doćıleno změnou okrajových podmı́nek. Ve variantě III. byly
do výpočtu implementovány rotorové lopatky. Do varianty IV. byl zabudován mechanis-
mus odtrháváńı proudu podél lopatky. Ve variantě V. byla změněna geometrie tak, aby
odpov́ıdala reálnému radiálńımu kompresoru. Do varianty VI. byly implementovány lopatky
s nenulouvou tloušt’kou a nav́ıc jednoduchý ztrátový model. U variant s reálnou geometríı
byly z vypočtených dat sestaveny kompresorové mapy. Vypočtené kompresorové mapy kva-
litativně odpov́ıdaj́ı reálnému radiálńımu kompresoru.

Námětem pro daľśı práci je vývoj programu, který by řešil daný problém v 2D. Nicméně
zde předložený kód je výhodný v tom, že umı́ dávat výsledky velice rychle a to umožňuje před
závěrečnou optimalizaćı srovnat mnoho variant. Na druhou stranu 2D řešič by umožnil vnést
do výpočt̊u vyšš́ı přesnost a t́ım by umožnil lépe optimalizovat daný radiálńı kompresor.
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files/fluid-dynamics-2007/027-Holman-PT.pdf

[29] SCHLEER, Matthias Wolfgang. Flow Structure and Stability of a Turbocharger
Centrifugal Compressor [online]. [cit. 30.10.2016]. Dostupný na WWW: http://
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//www.doria.fi/bitstream/handle/10024/31209/TMP.objres.354.pdf

[50] AUTOR NEUVEDEN. www.musclecardiy.com [online]. [cit. 3.5.2015].
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Př́ılohy

Př́ılohy se nacháźı na přiloženém CD a v systému IS KOS.

1. Zdrojový kód k variantě I.

2. Zdrojový kód k variantě II.

3. Zdrojový kód k variantě III.

4. Zdrojový kód k variantě IV.

5. Zdrojový kód k variantě V.

6. Zdrojový kód k variantě VI.
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