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Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva vyvojem programu na vypocet namahani betonového mostu
metodou konec¢nych prvku. Sklada se z nékolika ¢asti. Zacind teoretickou casti, zabyvajici se
metodou koneénych prvku. Dalsi ¢ast obsahuje vlastni vyvoj programu. Posledni ¢ast se vénuje
konkrétnimu ptikladu vypoctu betonového mostu.

Abstract

This diploma thesis deals with development of a program to calculate the stress of concrete
bridge using the finite element method. It consists of several parts. It begins with a theoretical
part which deals with the finite element method. Next part contains the description of the

program. The last part is engaged in a specific example of numerical computation of a concrete
bridge.
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1 UVOD

Tato diplomova prace se zabyva vyvojem programu na vypocet namahani betonového mostu
metodou koneénych prvku. Nejprve se zaméruji na teoretickou ¢éast 1lohy. Vénuji se linearni
pruznosti a Hookovu zakonu. Stanovuji klasickou a slabou formulaci tlohy a odvozuji matici
tuhosti a pravé strany. Vychazim z klasickych monografii [4], [7], [8], V dalsi ¢ésti se zabyvam
vyvojem samotného programu a algoritmem numerického Feseni, viz [1], [2], [5]. V praktické
¢asti této prace resim s pomoci tohoto programu konkrétni illohu zadanou v ramci konstrukéniho
projektu, viz [3], [10], [11].

Jedna se o navrh nového zelezobetonového mostu pies tdoli Smejkalka na dalnici D1 u
Senohrab. Béhem projektu jsem navrhla obloukovy most s horni mostovkou o rozpéti 120
metru a vysce oblouku 25 metri. Strednice oblouku ma tvar paraboly ¢tvrtého stupné s rovnici
y = x1/3628800+2%/168. Zakiivend stiednice zarucuje, Ze je celd konstrukce oblouku namhana
tlakovou normalovou silou, coz je vyhodné pii pouziti betonu, ktery je pevny, ale kiehky a ma
nizkou tahovou unosnost. Pti vétsi tlakové sile ma tudiz vétsi inosnost ohybovou. Navrhla jsem
pevnostni t¥idu betonu C30/37. Ulozen{ v patach oblouku je vetknuté. Sitka oblouku je 8 metri
a jeho vyska je linedrné proménnad - ve vrcholu h = 1,2 m a v paté h = 1,8 m, protoze smérem k
patam oblouku vzrusta osova sila. Mostovka je podeprend vzpérami, které jsou rozdéleny tak,
aby se nad obloukem vytvotilo 9 poli, jejichz rozpéti se zvétsuje smérem k patam oblouku.

Cilem této diplomové prace je spocitat pomoci mého programu vyuzivajiciho metodu koneénych
prvku napéti v mostni konstrukci pfi zatizeni podle normy.

Numerickou realizaci, prezentaci vysledku i vyhodnoceni napéti popisuji v posledni kapitole.



2 MECHANIKA KONTINUA ELASTICKEHO TELESA

2.1 Sily objemové a plosné — vektor napéti

Uvazujme deformovatelné spojité téleso. Téleso pro nas bude omezens oblast Q C IR® (tj.
oteviend omezend souvisld podmnozina). Budeme predpoklddat, ze existuje spojité zobrazeni

2

0: 0 — IR?

tak, ze téleso prejde po deformaci v téleso ¢(€2). ¢ budeme uvazovat ve tvaru

p(z) =2 +u(z),
kde u predstavuje vektor posunuti.

Necht ¢ € CYQ) a existuje ! € C'(p()). Nyni véechny zavadéné veliciny budeme
vztahovat k télesu po deformaci, tj. k ¢(£2). Na objemovy element uvniti deformovaného télesa
pusobi dva druhy sil, a to tzv. sily objemové a sily plosné.

Sila objemova (presnéji hustota objemové sily) pusobi na jednotlivé elementy télesa a je
umérnad hmoté v tomto elementu obsazené. Vztdhneme ji na jednotku objemu (2) a oznac¢ime
F? = (FY,Fy, FY); je to vektorova funkce a jeji slozky v kartézské soustavé souradnic budou
F?, i=1,2,3. Na objemovy element dV bude tedy pusobit objemové sila

F?dV,

a nebo ve slozkovém pojeti
FrdV.

Prikladem jsou gravitacéni ¢i odstiediva sila vztazena na jednotku objemu.

Uvazujme nyni na télese po deformaci () vysledny testovaci objem (€). Necht bod
x¥ lezi na povrchu této testovaci oblasti, ¥ je jednotkovd vnéjsi normadla k hranici ¢(€) v
bodé x¥. Vektorem napéti v bodé z¥ a ve sméru v¥ budeme rozumét hustotu vnitinich sil
T¢ (2%, v%) = (TY, Ty, TY), kterymi plisobi ¢dst ©(Q) — ¢(Qp) na st () v bodé 2% a ve
sméru v¥ (obr. 1).

Obr. 1: Vektor napéti



Plosna sila, ktera pusobi na plosny element dS, je imérna jeho velikosti, tj. m& tvar
TYdS,

kde T¥ je kone¢ny vektor. Je ziejmé, ze T¥ je plosna sila vztazend na jednotku plochy; nazyvame
ji napétim a chceme-li vyzvednout jeji vektorovy charakter iikame ji vektor napéti.

Prumét napéti T'(z,v)v = N(x,v) vektoru napéti do normély nazyvame normdloviym
napétim. Primét do teéné roviny k hranici Qg nazyvame smykovym (tecngm) napétim.

2.2 Zavedeni tenzoru napéti

Uvazujeme pevné bod z¥ € ¢(§). Lze ukazat, ze vektor T (z%,v?) v néjakém sméru v¥ je
urcen svymi velikostmi ve smérech souradnych os. Ozna¢me proto slozky vektoru napéti ve
smérech souradnych os
@ Py _ P C
T] (Ip? €; ) - Tz‘j? Zaj_]-72737
€1 = (1, 0, 0), €y = (0, 1, O), €3 = (0, 0, 1)
Pak plati

TF (2, 07) = 7507, kde 17 = (v, 15, 05).
©

Déle lze ukézat, ze 7; = 7,7 z rovnovahy momentu. Matici 7;; je pak urcen tenzor, ktery
nazveme Cauchyovym tenzorem napéti. Vzhledem k definici vektoru napéti je vztazen na téleso
po deformaci.

Vsimnéme si, ze v T;j prvni index oznacuje smér normaly elementérni roviny, na kterou vek-
tor napéti T (z¥, e?) pusobi, kdezto druhy stanovi, o kterou slozku jde (obr. 2). Slozky napéti
ve sméru normaly nazyvame napétimi normalovymi, tecné slozky pak napétimi smykovymi.

Slozky tenzoru napéti jsou definovany

Tff(xw,ef) = Ti?? Zaj:17273
Lze ukazat, ze plati
TP (2%, v°) = 7505 kde 1% = (v, v, 1),

T2

I

Obr. 2: Slozky tenzoru napéti



2.3 Rovnice rovnovahy

Uvazujeme téleso 2¢ a v ném mysleny ”testovaci objem” Qf. Predpokladejme, ze T;j- € C1(Q¥).
Sestavme na tomto testovacim objemu bilanci rovnovdhy sil. Tedy soucet objemovych sil pusobicich
na € a povrchovych sil pusobicich na 9€5 musi byt roven 0. To je vyjaddieno matematicky

/ F?dx¥ —|—/ TF (2%, v%9)dS? = 0, i=1,2,3; x = (21,29, 13).
0f 008

Nahradime T} (z?, v¥) = 7/;v¥, takze druhy integral se ndm zmeéni na

ij
/ TvedS?.
90¢

Za pouziti Gaussovy véty prevedeme integral na objemovy. Za predpokladu T;; e CYQ¥)
muzeme tuto vétu pouzit a dostaneme integral

or’
— Y dx®
% )

ag 0]

Po dosazeni do puvodni rovnice rovnovahy, rovnice prechazi na tvar

979
/ (Ff + L;) dz? = 0,
f 0z

O funkcich FY predpokldddme, Ze jsou spojité, takze cely integrand je spojity. Vzhledem k
tomu, ze téleso Q¥ bylo zvoleno zcela libovolné, je ziejmé, Ze se integral na levé strané rovnice
rovnda nule tehdy, je-li jeho integrand roven nule také. Dostaneme tak rovnice rovnovdhy ela-

stického télesa ve tvaru o

ot}
(E*"Jra—x;) =0, i=1,2,3.

J

2.4 Tenzor deformace

.- , ey 3 -~ - . . 0vi \n
Méjme zobrazeni ¢ : {2 — IR”. Ozna¢me V¢ matici Jacobiho (67],)1-’]»:1
91 9p1
5ol v e
VQO = )
Opon O,
Tor e e oo

a V! matici k ni transponovanou. Pro bod z € Q (tj. v télese pied deformaci) lze psat

p(x +h) —p(x) = Vo + O(|h]),



a tudiz
lo(z + h) — p(z)]” = KTV Veh + O(|h[%).

Symetricky tenzor C' = VT V¢ nazyviame Cauchy-Greenovym tenzorem deformace. Odpovidajici
kvadraticka forma vyjadiuje délku krivky po deformaci.

Uvazujme kiivku 7, necht je obrazem intervalu I pfi zobrazeni f : I — IR® (tj. prostor s

definovanou velikost{ vektoru |z| = \/x? + 23 + x3).

Délka  je
0= [|re|ae= [ a)ka

/ (o f)t)]dt =
(podle véty o derivaci slozené funkce)

_ / (a[wi(f(t))fj(t)] Alei(f (1)) fk@)])%
I 0z, N

Délka ~% je

Specidlné, pro usecku mezi body =z a x + h (tj. f = id)
dL = (dz? + dx3 + dx3)%

Pocitejme: mame ¢ = id + u, tedy

C=V'Vo=1+Vol +Vo+Ve'Vp=1+2E,

a tedy
1
E = §(w + Vol +Ve!'Vy),
nebo také L /8 3 s &
ot Uj U; Uk OUL
EZ] 2 (6@ + aZL‘j + (‘9@ aﬁj) )

Tento tenzor se nazyva Greentv-Saint Venantuv tenzor deformace (také tenzor koneéné
deformace).

Zanedbanim kvadratického ¢lenu pro malé hodnoty 5= a“’“ dostaneme tenzor malych deformaci

=5\ 0x; " 0w )




2.5 Hookuv zakon

Tenzor deformace je vztazen k télesu pred deformaci, takze slozky deformace e;; jsou funkcemi
soufadnic pocatecéni, nedeformované polohy télesa. Tenzor napéti je naopak vztazen k télesu po
deformaci a jeho slozky 7;; jsou tedy funkcemi koncové polohy télesa. Hookuv zakon vyjadiuje
zévislost mezi tenzorem napéti 7;7(z) na tenzoru deformace.

Pro jednoosou napjatost a pripad linearni pruznosti plati Hookuv zédkon imeérnosti

7= Fe,

. ° . . . <y . . .. Al
kde F je tzv. Younguv modul pruznosti, 7 je napéti a e je relativni prodlouzeni, e = 5*.

Skutecné chovani elastickych materiali si mnohem vice priblizime, zobecnime-li Hookuv
zakon na ptipady trojrozmérné. Predpokladejme, ze v bodé x € 2 existuje linearni vztah mezi
tenzory napéti a malé deformace

7ij(2) = Cijr(z)en ().

Ze symetrie tenzoru 7;; a e;; plynou podminky

Cijkt = Cjirt; Ciji = Cijik-
Z energetickych tvah plynou také vztahy

Cijrl = Chiij-

Celkem tedy existuje nejvyse 21 nezdvislych konstant Cjjj; charakterizujici obecny materidl v
bodé z.

Jestlize konstanty C;;x(z) nezavisi na bodé = € 2, pak materidl télesa se nazyva homogenni.
Jestlize konstanty C;;x () nezavisi na volbé soustavy souradnic, pak materidl télesa se nazyva
1zotropni v bodé x. V opa¢ném piipadé se material télesa nazyva anizotropni v bodé x.

Pro homogenni izotropni material 1ze mezi koeficienty vyznacit pouze dva. A to A, u, tzv.
Laméovy koeficienty. Pak lze zobecnény Hookiv zdkon psat jako

Tij = )\ekk(l’)éw + 2#61]($)

V technické praxi se misto Laméovych koeficientu A, u pouziva ¢astéji Younguv modul
pruznosti £ a Poissonova konstanta v. Laméovy koeficienty pomoci velicin E, v vypocteme
jako

Ev

1+ 0)(1—20)
E
21+v)

P1i uvazovani teplotni napjatosti dostaneme Hookuv zakon ve tvaru

A:

M:

Tij = Mek(2) — ()T (2))di; + 2p(eij(z) — a(z)T'(x)dy;),

kde a je koeficient teplotni roztaznosti a T' je prirustek teploty.



3 FORMULACE ULOHY PRUZNOSTI

3.1 Laméovy rovnice

Piedpokladejme, ze plati zobecnény Hooktv zédkon pro izotropni materiél, kde A € C*(Q),
p € CM(Q). Dale nechf posunuti u; € C'(Q) a na oblasti © jsou splnény rovnice rovnovahy
pii F; € CY(Q), i=1,2,3.

Dosadime-li do rovnice rovnovahy ze zobecnéného Hookova zakona, dostaneme

0 o ou O
v g F =
<8Q3j ()\ekkdw) + 81:]”(8% + 6;1:1 >> + ! O’

neboli

)+ F, =0, i=1,23. (1)

Tyto rovnice se nazyvaji obecné Laméovy rovnice.
Specialné pro A, u konstantni dostaneme

2

0 0°u;
A— Au; J
8!13']' Chk + pat + M&Ejﬁxz

—f—FZ:O,

a po uprave
2, .
0%u,
Gxiaxj
coz jsou tzv. Laméovy rovnice, které plati pro homogenni a izotropni material.
Laméovy rovnice muzeme pak rozepsat jako

(A4 ) + pAu; + F; =0, i=1,2,3,

0%uy 0%uy 0%us Puy 0wy 0Py
A+ 0x? + 011074 + 8m18x3) + 0z? + 0x?2 * 0x? )+ =0,
1 1 p 3
82U1 82u2 82U3 82U2 82162 82u2
A+ am T a2 T o) T e T o T an) T 0
2 1 2 3
82U1 82u2 82U3 8211,3 827,63 8271,3
F;=0.
A+ “>(axlax3 * 022013 * 3 )+l 03 i 013 * 3 )+ F=0



3.2 Klasicka formulace ulohy pruznosti

Piedpoklddejme, ze A\, € C1(Q),u; € C?*(Q) a necht hranice I' oblasti  je jednou spojité
diferencovatelnd. Uvazujeme obecné Laméovy rovnice (1), kde F; € C1(Q).

Necht jsou dany takové mnoziny I';, T, disjunktni a oteviené v mnoziné I' (viz obr. 3),

r=r,ul, =oq.

Obr. 3: Oblast )

Hleddme slozky u; € CO(QUT,)NC(QUT,) NCP(Q),i = 1,2,3, které spliiuji rovnice
(1), na mnoziné I'; splauji podminku

Tii(2)v(@) = Ti(z), zel,. (2)
a na mnoziné I', podminku
u(z) = f(z), z €Ly, (3)

pticemz T; € C(I';), fi e C(T'y), i =1,2,3.

3.3 Princip virtualnich praci

Uvazujeme tlohu klasické teorie pruznosti, kdy na ¢asti hranice I', jsou dédna posunuti f (tj.

u = f) ana zbyvajici ¢asti I'; jsou dany povrchové sily T?, tj. 7/jvf = T7.



Staticky pripustngm polem napéti nazveme tenzorovou funkci 7% (z), 77 = Tﬁ splnujici na

Y 1]
Q¥ rovnice rovnovahy

7';;
gt H =0,

a na casti hranice I'Y okrajové podminky
SO T
zg ] TOz
Geometricky pripustnym polem posunuti nazveme vektorovou funkci ©¥ na 2%, splnujici na
¢asti hranice I'Y okrajovou podminku

07y =0.

)

Princip virtualnich praci
Necht 7%(x) je staticky pifpustné pole napéti a ©9(x) geometricky piipustné pole posunuti,
pricemz tato pole jsou Vzéjemné nezéwislé (tj. 7%(x) neni vazano na ©¥(z) Hookovym zdkonem).

Pii oznaceni ef;(0) = (8:52 +2 o 993 ) plati

/T;jp'<x>eij(®) :/E@id$+/ T0:09;dS.
Q Q r,

Poznamka: Rovnice vyjadiuje, Ze virtudlni préce vnitinich sil (leva strana) se rovna virtudlni
préaci vnéjsich sil, tj. praci objemovych a povrchovych sil (prava strana).

3.4 Sobolevovy prostory (prostory funkci s kone¢nou energii)

Uvazujeme Sobolevav prostor W2(Q), potom u € L*(Q) a vSechny zobecnéné derivace % €

L*(Q). Skaldrni soucin je definovdn jako

ou Ov
(U,U)W1,2(Q) :/ (U'U -+ Z 895 aLC )

o) = [/ (u > )

Wy (Q) = {ue W"(Q),u = 0na 9Q ve smyslu stop} .

a norma

NI

dale



3.5 Slaba formulace tlohy pruznosti

Necht hranice I" je rozdélena na takové disjunktn{ ¢ésti I'y, Ty, Ze
r=r,urll.

Zaved me prostory

[V[/l’z(Q)]3 = {u € [LQ(Q)]B, derivace ve smyslu distribuci % € LQ(Q)}
Lj

V= {u € [W1’2(Q)}3 ,u; =0 na I';, ve smyslu stop} :
Prostor V nazyvame prostorem testovacich funkci. Necht objemové sily F € [LQ(Q)]?’ a pPovr-
chové sily T e [L?()]” na I',. Necht funkce uy € W zadéva posunuti na I', svymi stopami.
Slabé reseni:
Funkce u € W se nazyva slabé (zobecnéné) reseni okrajové ulohy pruznosti, jestlize plati:

1. u—wuy €V,
2. Jo(NGETE + 2uei;(u)ey;(u))dz = [, Fvde + [r Towds, Vvev

Dilezitou roli v diikazu existence slabého feseni ma tzv. Kornova nerovnost. Uvedme
specidlni piipad Kornovy nerovnosti pro nulové okrajové podminky:
Véta (Kornova nerovnost)

Necht © je oblast v prostoru IR?* a necht u € [WSQ(Q)]?).
Pak plati

/ e;j(v)e;j(v)de > - dx.
Q 2

Q ox j ox j

Uzitim Kornovy nerovnosti je mozno dokéazat nasledujici dulezitou vétu:

Véta (O existenci a jednoznacnosti slabého Fesenti)
Necht ug € W, F € [Ly(Q)]®, T € [Lo(T,)] a nechf plati T', # 0. Nechf existuje takové &islo
o > 0, ze

p(x) > po, A(z) >0 pro véechna x € (.

Pak existuje praveé jedno slabé feseni okrajové tlohy pruznosti a plati pro néj spojita zavislost

lullw < ¢ (luollw + 11E1z,@p + 1Ty, yp)-

10



4 APROXIMACE ULOH PRUZNOSTI METODOU
KONECNYCH PRVKU

4.1 Diskretizace tilohy metodou kone¢nych prvku

Na oblasti €2 uvazujeme nasi tlohu
/Tij(u)eij(v)dx = / F,vldy—l—/ TOividS, Yv e V. (4)
Q Q .
Predpokldddme, ze funkce u € W3 (£2) je jedinym (slabym) fesenim tlohy (4). Pro tlohu (4)
mdme V = W}(Q) a
a(u,v) = / 75 (u)e;j(v)de,
Q

Q r,
Slabé feseni je dano rovnosti
a(u,v) = F(v), Yo € Wy (9).

PopiSeme diskretizaci okrajové tlohy (4) Galerkinovou metodou. Sestrojime prostor V"
funkei spojitych na €. Sestrojime systém bazovych funkei vy, v, ...,vn (dim Vi, = N).

Piiblizné Galerkinovo feseni tlohy (4) v prostoru V" je takova po ¢astech linedrni funkce
up € V", kterd spliiuje rovnost

a(up,vp) = F(vp), v, € VI

Tedy hledame
N
up = Z Ujvj,
j=1

aby platilo
N
(Y Ujvj,v;) = F(vy),
=1

t.j.
N

> Usalv,vi) = Flvy),

i=1
odkud potom dostaneme symetrickou pozitivné definitni matici K = a(v;,v;), tedy dostaneme
soustavu linedarnich rovnic pro neznamé U; s pravou stranou F

KU-=F.
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4.2 Matice tuhosti, vektor pravych stran a vektor reSeni

Uvazujeme elastostaticky ptripad linedrné elastického izotropniho télesa. Pro odvozovani matice
tuhosti uvazujeme Hookuv zakon, ve kterém vystupuje Cauchyuv tenzor napéti 7;; definovany
pomoci tenzoru deformace e;; a Lamého koeficientu A a p.

Hledané ¢ tedy musi spliovat rovnici:

dp; . dip;

Lj

kde pro tenzor deformace plati:

€k =

e:m: -

eLBZ -

€ry T+ Cyy + €z

Ou,

ox’

Ou,

8_y’

ou,

0z’

1 (Ou,  Ou,

2 ( dy %) ’
2\ 0z Oy )’
1 (Ou, Ou,

2 ( 0z = Oz ) ’

Oou, Ou ou, Ouy
Tao = /\(890 8yy 62)+2M(8m>’
ou,  Ou, = Ou, Ou,
T A(@x By az)”“(a_y>’
ou, Ou ou, ou,
T T A(@x ayy+8z)+2u(8z)’
B Ou, — Ouy
Tey — M ( ay %) )
B ou,  Ou,
Tyz = M (E 8@/ ) )
B Oou,  Ou,
Tz = M ( 0z Oz ) '
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Jestlize nyni hleddme teSeni u jako linedarni kombinaci tvarovych funkei a jednotlivych koefi-
cientu téchto tvarovych funkci, které jsou zaroven hledanymi neznamymi, pak po rozepsani do
jednotlivych slozek mame:

Ly
=1
Ly
Uy = ZuyiN,», (7)
=1

Ly
=1

kde Ly je pocet uzlu pro posuvy na jednotlivém prvku. Dalsim krokem je odvozeni slabé
formulace pro levou stranu rovnice (5)

Dpi
7 2240,
/Q ! d;
o ON, AN,  ON,
pro ¢ = 1 /Q(Tm 5 T e o + Taa >dQ,
. ON;; ON; ON;
i = 2 /Q (sz 895] + Tyy ay] + Tys 8;) dQ,
. ON; ON; ON;
- xrz z zZz dQ,
i 3 /Q(T B + 7y 3y + 82)

odkud dosazenim do pravé strany rovnice (5) dostaneme:

/ \ Oou, n Ou, n ou, 49 Ouy %
5 oz | By | 9z Hor | oz
Ju,  Ouy \ | ON; [ (Ou,  Ou,\| ON;
+{u(8y+8x>] oy _M<82+8az)] az}dQ’
Ou,  Ou,\] ON, [ (Ou, Ou, Ou,
/g){{ﬂ<6y+8x>] Ox * A(8m+8y+0z>

du, | ON; [ (Ou, Ou,\| ION;
+2’“‘ay] oy _“(az + ay)} 9. (1
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/ ou,, n Ou, \ | ON; n Ou,, n Ou, \ | ON;
Q AWE ox ox 0z dy dy
Ou,  Ou, Ou, OJu, | ON;
+[/\<8x+0y+8z> + 2”8]82}&2

Po dosazeni linedrnich kombinaci tvarovych funkei (6, 7, 8) obdrzime:

L L L
YON,ON, LN 9N, N, 9N, N,
/Hz“a AP IR TR Oy W)*
Ly Ly Ly
ON. ON, ON. ON. ON, ON
9 i O i ONj OlNi ON;
+ “;“ma B “(Z "oy oy | ; Vi o 8y>+
Ly Ly
N, ON, N, N,
VY VYT ) 0
+M<;UM 0z 0z + ; = ox 82) dfy,
N ON,ON; &N 9N, ON N 9N, ON
i O O O 19
/[“(;“x’a oz ;“Wax ax> + A(;“’”a oy
Ly Ly Ly
N, ON, DN, ON, N, ON,
7 a 21 a 2 7 “a
;“y 9y Oy > i ay> * ”;“y 9y Oy
L L
Y 9N, 0N, Y 9N, 0N,
+“<2““ 5: 0: T 2 E) &
AN, ON; S5 ON; 0N, LN AN, ON;
. t7 3 R e
A[“(;“ 9z Oz +; “or m) * “(;“y’ 9z oy
L L
Y 9N, N, LN 9N, 0N, Y 9N ON,
P2 gy | T Ly st i, s
i=1 i=1
Ly
a0,

LN 9N, 0N, N, ON,
Z““a az> * Q“Z“Z’a 0z
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Zaménou sumace a integrace ziskame soustavu v nasledujicim tvaru:

Ly
i=1 Q2
Ly

—I—Zuyi/ﬂ

i=1

)\aNi%

Ooxr Oz

f)N ON;
ay Ox

o, 0N,

0z Oz

8N ON;
8y Oz

ON; ON;
H or Or

O, 0N,

0z 0y

\ONiON;

8]\/ ON; o
895 ox

AN, 8N>dQ

ON; ON; o ON; ON; 40
8y oy 82 0z

“ax dy

u@x 0z

AN, aN)dQ

8]\7 ON;
Q
3x dy )d

N; ON;
2(9 d 8N0N>dQ

o on T oy Mo os

N; ON,
ua 1&)&2,

oy 0z

Oor 0z

ON: %> do

aNi%) dQ

oy 0z

8]\7 ON;
8 Jy

ON; ON; ON; ON;
A@z 0z +2u 0z E)z)dQ'
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a jestlize oznacime:

S— 55— S— S— S— S— S 55— 55—

ON;ON; ~ ON,ON;  ON; 0N, ]|
(A+2p) or or dy Oy a2 52
ON;ON; ~ ON,ON;  ON; 0N, ]|
2 7 7 7 J ¢ J
(A+2p) oy 0Oy +#6x ox +u82 0z
ON;ON;  ON;ON; ~ ON; 0N,
(A+2p) 0z 0z K or Ox a Jy 0Oy
ON,dN,  ON,ON,
Q
A oy Oz arr oy dit,
ON,dN,  ON,ON,
Q
A 8- oz Moz oz dit,
ON,dN,  ON, 0N,
Q
A 0z Oy a oy 0z dit,
ON,dN; AN, ON,
ds)
a dy Ox oxr 0Oy
ON; ON; ON; ON;
Koz ox or 0z ds,
ON; ON; ON; ON;
Q
e oy +)\0y 0z dit,
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muzeme matici tuhosti napsat v prehledném tvaru:

Kij=| Dy, Bij, Fij
Eji7 F’jia C’L]

Vektor pravych stran: Z pravé strany rovnice (5) po dosazeni obdrzime

fozdeQ
Fj: foydeQ )

Joy £2N;dQ

kde f;, fy, f- jsou slozky vnéjsich objemovych sil.

Vektor hledanych feSeni bude mit tvar

Ug4

Ui = Uy,

1

Uz

V kazdém casovém kroku tedy hledame feseni soustavy

KU, = Fj.
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5 IZOPARAMETRICKE PRVKY VE 3D -
KOSTKA A PETISTEN

5.1 Tvarové funkce pro kostku

Sit kone¢énych prvki 3D mostni konstrukce je tvoiena pievdzné osmiuzlovymi izoparamet-
rickymi kostkami, jen v paté oblouku bylo nutno kvuli geometrii pouzit nékolik Sestiuzlovych
izoparametrickych pétisténu. Jsou podrobné popsény napf. v pracech I. Babusky a B. Szabol[1],
K.J. Batheho [2] a T.J.R. Hughese [5]. Popisme nejprve izoprarametrickou kostku, viz obr. 4.

8) K 7
]
| 1
N | T B
®y | g
| n
-1 | ! P N
(. IR
=
we
o )
) 2)

Obr. 4 : Izoparametrickd osmiuzlovd kostka

Referenénimu prvku je v lokalnich soutradnicich £, n a  prifazeno osm trilinearnich tvarovych
funket:

N o= 0125 (L — &) * (1. —n)* (L. — )
Ny = 01255 (1. +&)* (1. —n) % (1. — )
N3 = 0125 (1.+&) * (1. +n) * (1. = ()
Ni = 0.125% (L — &) (1. +7) % (1. — ¢)
Ny = 0125 (1. — &) * (1. —n) * (1. + ()
Ne = 0125 (1. +&) * (1. —n) = (1. + ()
Ny = 0.125% (1. + &) * (1. +1) % (1. + )
Ny = 0125% (1. — &) % (1. +n) (1. +¢)
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Tyto funkce nabyvaji vzdy v jednom z vrcholu hodnotu 1, zatimco v ostatnich tfech vrcho-
lech jsou nulové. Jejich tvar je patrny z grafického vyjadreni na obrazku 4.

5.2 Tvarové funkce pro pétistén

Podobné se konstruuji tvarové funkce pro pétistén, viz obr. 5.

4
|
| n
@) | 5)
1 |
2
\
\
|
| 2] ¢
D
/ \\\
/
-1 s \\
L 3 =

) 2

Obr. 5 : Izoparametricky Sestiuzlovy pétistén
Referenénimu prvku je v lokdlnich souradnicich &, i a ¢ pritazeno Sest trilinearnich tvarovych

funkef:

Ny = 025%(2.—& —n)x(1.—()
No = 0.25%€%(1.— ()

Ny = 025%n%* (1. —()
Ny = 025%(2.—&—n)*(1.+Q)
N5 = 025%&x(1.4+()

Ne = 025%nx* (1. + ().
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5.3 Numericka integrace na kostce

C

Obr. 6 : Souradnice bodu Gaussovy integrace

K vypoctu matice tuhosti na kostce byla pouzita Gaussova integrace rfadu 3. Na jeden
prvek pripada celkem 27 Gaussovych bodu. Jejich soutadnice jsou patrné z obrazku 6. Véhy
pro kazdou souradnici potiebné pro integraci jsou v tabulce 1.

& w

0.755 0.5555
0. 0.8888
0.755 0.5555

Tabulka 1: Vihy pro Gaussovu numerickou integraci radu 3

Véahy v jednotlivych bodech dostaneme jako soucin vah v x-ovém, y-ovém a z-ovém sméru

3 3 3
| hn ¢y dednc = 3757 5 sy <y wny b€ G
ref

ig=1 jg=1 kg=1
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5.4 Numericka integrace na pétisténu

G

n
/i;\\
|
FEFE—A
0,755+ ] |
[
124
0,666
[ -
0.4 0,666 1,2: §
g
Lt >
0,755+

Obr. 7 : Souradnice bodu numerické integrace

K vypoctu matice tuhosti na pétisténu pouzijeme Gaussovu integraci fadu 3 na ¢tverci, viz
obr. 9, na trojuhelniku pak specielni integraci ze 4 bodu, viz obr. 8. Na jeden prvek pfipada
celkem 12 Gaussovych bodu. Vahy potiebné pro integraci na trojihelniku jsou v tabulce 2.

§ n w

04 04  1.041666666666
04 1.2 1.041666666666
1.2 04  1.041666666666
0.666 0.666 -1.125

Tabulka 2: Vihy pro Gaussovu numerickou integraci ze 4 bodi na trojuhelniku
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n
2
1.2 — %
|
|
0,666——T%T<
04 — k 1 — —
L |

04 0666 1,2 2

Obr. 8 : Souradnice bodi numerické integrace na trojuhelniku

§
1
T ot T
| |
| |
Y e
-1 T—O,755 0,755‘“ 1 €
| |
| |
R LA )
1

Obr. 9 : Soutadnice bodi numerické integrace na ctverci
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referenéni prvek obraz referenéniho prvku v globalnich souradnicich na siti

Obr. 10 : Zobrazeni referencniho prvku na prvek v siti

Popisovany referencni prvek (kostka nebo pétistén) se zobrazi pomoci izoparametrického
zobrazeni z lokalnich soutadnic &, 71, ¢ do globalnich soufadnic z, ¥,z na skuteénych prvek
sité - viz obr. 10. Pomoci véty o derivaci inverzni funkce pak muzeme urcit derivace tvarovych
fukei podle globalnich proménnych x, y.

Integral pies prvek €. se prevede podle véty o substituci na integral pies referenéni prvek €,..¢

/Q f(z,y, 2)dedydz = /Q £ (@€, y(€.m,C), 2(E,m,O)) (€0, O, y(€.m,C), 2(E,m, )| déddC
e ref

Integrél po povrchu I, se pfevede na integral pres ¢tverec(piipadneé trojihelnik) I, , na kterém
je hranice parametrizovana podle vzorce

/g(x,y,z) ds = 9(z(p,¥), y(p, 1), (0, V)| (2 (0, 9), y(p, ¥), 2(p, ¥)) |dpdip.

. <—1,1>x<—-1,1>
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6 NUMERICKE VYPOCTY MOSTNI KONSTRUKCE

6.1 Zadani dlohy

Jedna se o ngvrh nového zelezobetonového mostu pies tidoli Smejkalka na délnici D1 u Senohrab.
Béhem projektu jsem navrhla obloukovy most s horni mostovkou o rozpéti 120 metru a vysce
oblouku 25 metru. Rozméry profilu mostovky jsou na obr. 11, rozmeéry celého mostu na obr. 12.

Stirednice oblouku ma tvar paraboly ¢tvrtého stupné s rovnici
y = 2" /3628800 + 2°/168,

viz Bechyné[3]. Zakfivend stfednice zarucuje, ze je celd konstrukce oblouku namahana tlakovou
normalovou silou, coz je vyhodné pfi pouziti betonu, ktery je pevny, ale kiehky a ma nizkou
tahovou tnosnost. Pri vétsi tlakové sile ma tudiz veétsi tnosnost ohybovou. Navrhla jsem
pevnostni t¥idu betonu C30/37. Ulozen{ v patach oblouku je vetknuté. Sitka oblouku je 8 metri
a jeho vyska je linedrné proménna - ve vrcholu h = 1,2 m a v paté h = 1,8 m, protoze smérem
k patdm oblouku vzrista osova sila. Mostovka je podeprena vzpérami, které jsou rozdéleny tak,
aby se nad obloukem vytvotilo 9 poli, jejichz rozpéti se zvétsuje smérem k patam oblouku.

V réamci konstrukéniho projektu jsem navrhla hlavni podélnou vyztuz v paté oblouku 25
mm po 150 mm pii obou povrsich oblouku, ve ¢tvrtiné rozpéti oblouku (tam se predpoklada
maximélni napéti u obloukovych mostu) 16 mm po 150 mm a ve vrcholu oblouku 14 mm po
150 mm. Posoudila jsem ji interakénimi diagramy na vnitini sily, které spocital program Scia
Engineer.

Cilem této diplomové préace je zjistit, zda tato vyztuz vyhovi pii stejném zatizeni i pro
vnitini sily vypocitané pomoci mého programu vyuzivajictho metodu koneénych prvki ve 3D.

6.2 Popis generace sité v GFEMu

S pomoci generdtoru sité GFEM byla vytvorena 3D sit zadané mostni konstrukce, sklddajici se
z prevazné osmiuzlovych kostek a nékolika Sestiuzlovych pétistént. Pétistény bylo nutno pouzit
kvuli geometrii v paté oblouku.

Nejprve bylo potreba zjistit jednotlivé souradnice bodu oblouku. Navrzena byla rovnice
stfednice oblouku a vyska prufezu, linedarné se zvétsujici smérem k patam oblouku. Z toho
lze vypocitat rovnice horni i spodni hrany oblouku. Jednotlivé soutadnice jsme zjistili po-
moci jednoduchych programi v jazyku pascal po pul metrech ve sméru osy x a v oblastech
vzpér po 0,25 m. Propojenim lini{ vznikla sif prvki se ¢tyfmi prvky po vysce oblouku. Poté
byly vytvoieny hrany mostovky promitnutim linie oblouku do roviny. Sit mostovky byla opét
rozdélena na ¢tyti prvky po jeji vysce. Vzpéry byly rozdélené tak, aby vyska jednoho prvku
byla ptiblizné pul metru. Mostovka byla prodlouzena na obé strany az k mostnim opéram a
byly k ni ptidany pilite.
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7Z rovinnych profila byly vytazenim do trettho rozmeéru sestaveny segmenty mostovky a také
oblouk s pilifi, viz obr. 13 a 14.

Vzhledem k symetrické geometrii mostu byla vytvotrena nejprve sit poloviny mostu, kterd
byla pak odzrcadlena a spojena s ptivodni ¢4sti. Vznikla sit celého mostu je na obr. 15. Vzhledem
k nesymetrickému zatizeni bylo nutné provést vypocet na celé konstrukci mostu.

Sit m& 75 456 prvkiu a 107 392 uzli. Protoze v kazdém uzlu méme 3 nezndmd posunuti,
musime v kazdém zatézovacim stavu reSit soustavu linearnich rovnic s fidkou matici o 322 176
neznamych.
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6.3 Popis zatézovacich stavi

Zadani fyzikalnich dat

Pro vypocet metodou koneénych prvku se pouzivaji dvé materidlové konstanty A a pu, které
se vypocitaji z Youngova modulu pruznosti a Poissonova ¢isla. Pro navrzeny material beton
C30/37 je E = 32 GPa a v = 0, 2. Dalsi materidlové hodnoty jsou potieba pii vypoctu zatizeni
konstrukce. Pro vypocet zatizeni vlastni tihou potfebujeme objemovou hmotnost materialu
p = 2500 kg/m3 a pii vypoctu zatizeni od teploty pottebujeme znat teplotni soucinitel délkové
roztaznosti o = 12 * 1075,

Obr. 16 : Schéma zatizZeni mostni konstrukce

T T

Obr. 17 : Schéma ulozeni mositni konstrukce

Schéma zatizeni mostni konstrukce je na obr. 16, schéma ulozeni je na obr. 17.

Zatizeni
Pro navrh konstrukce bylo zpracovano zatizeni na meznim stavu tinosnosti

STALE - Vlastni tiha konstrukee 25 kN /m3
PROMENNE - Zatizeni od dopravy LM1

Zatizeni je rozdéleno na sifce mostovky 13,25 m do ¢ty tfimetrovych pruht se zbytkem 1,25 m
podle obrazku 18.
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LZAT. PLOCHA 1

LAT. FLOCHA 2

ZAT. PLOCHA 3

ZAT. PLOCHA 4

13250
3000 3000 3000 3000

ZBYTKOVA PLOCHA

1250 |

Obr. 18 : Schéma zatiZent

Zatézovand plocha 1 rovnomérné zatizeni 9 kN/m?
Zatézovand plocha 2 rovnomérné zatizeni 6 kN/m?
Zatézovand plocha 3 rovnomérné zatizeni 3 kN/m?
Zatézovand plocha 4 rovnomérné zatizeni 3 kN/m?
Zbytkova plocha rovnomérné zatizeni 3kN/m?

Zatizeni pusobi na jedné poloviné konstrukce, protoze pro obloukové konstrukce tak vychéazi
vétsl namahani. Sit koneénych prvki bylo nutno prizpusobit tak, aby byly vidy zatizeny celé
stény prvku, viz obr. 19.

Zatézovand plocha 1 - bodové sily  2x 300 kN po 1,2 m
Zatézovand plocha 2 - bodové sily  2x 200 kN po 1,2 m
Zatézovand plocha 3 - bodové sily 2x 100 kN po 1,2 m
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Bodové sily od ndprav ptsobi v jedné ¢tvrtiné oblouku. Sit koneénych prvka bylo tieba
prizpusobit tak, aby bodové sily pusobily vzdy v uzlu nékterého prvku, viz. obr. 20.

Zatizeni vlastni vahou, povrchovou silou na poloviné mostovky i bodovymi silami od naprav
jsem téz pocitala s koeficientem 1.35, jak stanovi norma.

Daéle bylo tfeba na zakladé zatizeni vytvofit vstupni soubory popisujici objemové sily
(zatizeni vlastni vahou), povrchové sily na poloviné mostovky i na celé mostovce a bodové
sily, predstavujici zatizeni od naprav.

Zatizeni od teploty
Linearni nekonstantni teplota - horni povrch konstrukce +10°C
- dolni povrch konstrukce -5°C

Vypocet linearnich teplot

Pro vypocet napéti od zatizeni teplotou bylo tieba zjistit, jaka je teplota v jednotlivych
bodech konstrukce. Teplota je linearné proménliva po vysce celé konstrukce. Napsala jsem
proto jednoduchy program, ktery ze souboru soutadnic jednotlivych bodu vybere ypsilonovou
soufadnici a podle ni vypocte teplotu, kterou pritradi danému bodu.

Okrajové podminky

Na zakladé daného ulozeni byl také vytvoren soubor, popisujici okrajové podminky pod
piliti(vetknuti, predepsany vsechny 3 slozky posunuti) a ”vedeni ve sméru”, kdy je umoznéno
volné posunuti mostu ve sméru osy mostovky(”valecky”, jsou predepséany jen 2 slozky posunuti,
jedna zustava volnd). Tento soubor obsahuje ¢isla proménnych, v nichz jsou predepsany nulové
posuvy.

31



finogsow nzat vu nYyaLd Yofiugauoy 1418 95 UII|0ds avLdDU PO 1UDJLS MUANOPOQ WUIZIIDZ DUIYIS 07 "1

TR /1A
[ 1A [ 1A
/oA S
Y /A SR A A N W N N W Y S/ Sy sy A AN AR SO VU S I N N N S S N S —
7“ ;i 7 LN A A T N I N ! /_
i i S0 [ G0
=0 ¢ =0 NY00 L NY00 L
[ S0
S0 NX002 NY002
NY00E NY00E
[= [ e € syl
| d [oBAOZSIEZ z 'd 1oeAozgleZ ¢ 'd |oeAOZSIEZ t d loerozgiez  "d BAOYIAGZ
finogsouws nzay vu NyaLd Yofiugauoy 1318 25 JuUIIods 1ZYDZ 0Y00Yydi00d DWIYISG 6T "I
AR AR
{1 SN
[N fA
— 7 7 7 7 ] | N T 7 7 ] ] [ [
7 L W N H )
_ _
SW/NYE - WINAE SW/NYE
= WINMQ
- W/NMG
€ < S € Gz’

| 'd 10eAOZDlEZ z 'd 1oeAozgle7 ¢ 'd 1oBACZSIEZ p 'd 1oeAOZBlEZ  'd BAOYIAGZ

32



6.4 Postup vypoctu

Postup vypoctu je ilustrovan na schématu na obr. 21.

GFEM
generace site

v

vstupni soubor - sit, fyzikalni data, okrajové podminky

sestaveni prvkovych matic tuhosti a pravych stran
\

frontalni Ffesic
[
vypocet napéti

h 4
GFEM

vykresleni vysledku

Obr. 21 : Schéma postupu vypoctu

6.5 Vysledky vypoctu pro zadané zatézovaci stavy

Koeficifienty a kombinace zatizeni byly realizovény podle norem CSN EN 1990 a CSN EN
1991-1. Vypocet byl proveden pro tyto zatézovaci stavy

1. Zatizeni mostni konstrukce pouze vlastni vahou
2. Zatizeni mostovky pouze povrchovou silou po celé délce

3. Zatizeni mostovky pouze povrchovou silou po na poloviné délky

e~

Zatizeni mostovky pouze bodovou silou od naprav

ot

Celkové zatizeni vlastni vahou, povrchovou silou na poloviné délky mostovky a bodovou
silou od naprav
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6. Celkovém zatizeni vlastni vahou, povrchovou silou na poloviné délky mostovky a bodovou
silou od naprav s koeficienty podle normy

7. Zatizeni mostni konstrukce pouze od linearnich teplot

8. Celkové zatizeni vlastni vahou, povrchovou silou na poloviné délky mostovky, bodovou
silou od naprav a linearnich teplot

9. Celkovém zatizeni vlastni vahou, povrchovou silou na poloviné délky mostovky, bodovou
silou od naprav a s linedrnimi teplotami s koeficienty podle normy

Sestaveni matic tuhosti a pravych stran pro jednotlivé zatézovaci stavy bylo provedeno mym
programem. Poté jsem vyuzila frontélniho fesice, viz [6], ktery mi poskytl vedouci préce, k
vyteseni vzniklé soustavy linearnich rovnic. Poté nasledoval vypocet napéti v uzlech sité podle
Hookova zakona.

Nakonec jsem zobrazila vysledky jednotlivych zatézovacich stavi v programu GFEM. Zo-
brazena je konstrukce po deformaci a napéti podle hypotézy HMH, viz obr. 22-39.
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7 ZAVER

Cilem této diplomové prace bylo vytvorit program zalozeny na metodé koneé¢nych prvku ve 3D,
s jehoz pomoci lze vypocitat napéti v konstrukei betonového mostu.

Vlastnim piinosem mé préce je program v jazyce pascal schopny vypocitat namahani kon-
strukei modelovanych jako tloha linedrni pruznosti ve 3D.

Byly provedeny vypoéty nékolika zatézovacich stavit podle norem CSN EN 1990 a CSN EN
1991-1. Vysledky byly zobrazeny ve formé deformaci mostni konstrukce a izoc¢ar napéti podle
hypotézy HMH v konstrukci.

Maximalni napéti v konstrukci i s bezpecnostnimi koeficienty podle normy vychazi mimo
oblouk v rohu jednoho z pilitiu a ¢ini 35 MPa. Napéti uvniti oblouku neptekracuje 20 MPa,
mez kluzu pouzitého betonu C30/37 je 30 MPa. Vyssi napéti v rozich pilifu povede lokélné k
plastické deformaci, na oblouk by to vSsak nemélo mit zadny vliv.

7 vysledku vyplyva, ze jsem spravné navrhla konstrukci oblouku betonového mostu.
Dosazené vysledky jsem prednesla na konferenci Vypocty konstrukei metodou koneénych

prvku 2016 v Brné, viz [9].

Prdce byla podporena grantem SGS CVUT SGS16/004/OHK1/1T/11 " Vijpocty mostnich a

tunelovyjch konstrukci metodou konecnijch prvku.”
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