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Abstrakt

Diplomová práce se zabývá řešeńım rovinného transsonického prouděńı vlhkého vzduchu

s kondenzaćı pomoćı metody konečných objemů. Je zde nast́ıněn jej́ı princip a odvozeńı

a popsáno schéma AUSM+, které je v práci použito pro veškeré výpočty. Dále je zde

naprogramován a odladěn výpočet na r̊uzných testovaćıch úlohách a je ověřeno použit́ı

pro prouděńı čisté vodńı páry.

Kĺıčová slova

numerická simulace, kondenzace, metoda konečných objemů, Lavalova dýza, vlhký vzduch,

AUSM+

Abstract

This thesis deals with the solution of planar transsonic flow of humid air with condensation

using the finite volume method. The principle and inference of the AUSM+ scheme,

which is used for all calculations is indicated in this thesis. There is also programmed and

debugged calculation on diferent test cases and it is confirmed for use for flow of pure

water steam.

Keywords

numerical simulation, condensation, finite volume method, de Laval nozzle, humid air,

AUSM+
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Kapitola 1

Úvod

Vlhký vzduch je ned́ılnou součást́ı našeho života. Jeho chováńı při prouděńı ve vysokých

rychlostech je často ovlivněno kondenzaćı vodńı páry. Tento proces je natolik složitý, že

jeho řešeńı vyžaduje prostředky numerické matematiky.

Proces kondenzace ve vlhkém vzduchu se často vyskytuje např. při obtékáńı profil̊u

kř́ıdel u letadel. Známé sńımky tzv. kondenzačńıho kužele při ńızkých pr̊uletech st́ıhaćıch

letoun̊u jsou jen jedńım z těchto př́ıpad̊u.

Již ve své bakalářské práci jsem se zabýval jednoduchou simulaćı jednorozměrného

prouděńı v Lavalově dýze. Pro zachyceńı složitěǰśıch jev̊u a simulaci v komplexńıch geo-

metríıch je však nutné přej́ıt k v́ıcerozměrné oblasti řešeńı.

Ćılem této diplomové práce je popis a naprogramováńı kódu pro výpočet prouděńı

vlhkého vzduchu s nerovnovážnou kondenzaćı pomoćı metody konečných objemů.

Nejdř́ıve je zde proveden popis modelu vlhkého vzduchu. Dále práce obsahuje model

dvojrozměrného prouděńı stlačitelné nevazké tekutiny, do kterého je zakomponována část

pro modelováńı nerovnovážné kondenzace.

V daľśı kapitole je odvozen a popsán princip metody konečných objemů. Pro řešeńı

všech př́ıpad̊u prouděńı je použito vhodné schéma AUSM+.

Závěrečná část obsahuje validaci programu na několika testovaćıch př́ıpadech. Je zde

provedeno srovnáńı s výsledky z experiment̊u a simulaćı daľśıch autor̊u. Součást́ı je také

ověřeńı použitelnosti pro simulaci prouděńı čisté vodńı páry.
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Kapitola 2

Model prouděńı vlhkého vzduchu

2.1 Model vlhkého vzduchu

Nejprve je nutné zavést určité pojmy, týkaj́ıćı se termodynamiky vlhkého vzduchu. Ozna-

čeńı vlhký vzduch použ́ıváme pro směs suchého vzduchu a vodńı páry. Důležité je po-

dotknout, že se tyto složky nemohou směšovat v libovolném poměru v celém rozsahu tlaku

a teploty [14]. Přestože za atmosferických podmı́nek silně převažuje suchý vzduch, neńı

možné projevy kondenzace z energetického hlediska zanedbat d́ıky velmi vysoké hodnotě

latentńıho tepla vody. Považováńı obou složek za ideálńı plyn pro nás bude dostatečnou

aproximaćı. Při transsonickém prouděńı se d́ıky vysokému podchlazeńı a malému pod́ılu

vodńı páry tvoř́ı kapky velmi malé (řádově 10−8 m), je tedy možné zanedbat jejich ob-

jem. Předpokládáme také, že kapky jsou unášeny okolńım proudem (maj́ı shodné vektory

rychlosti s proudem v každém mı́stě) [6].

Součet hmotnost́ı jednotlivých složek udává hmotnost směsi

m = mA +mV +mL, (2.1)

kde mA,mV a mL jsou hmotnosti suchého vzduchu, vodńı páry a kapalné vody. Toto

indexové značeńı budeme dále použ́ıvat i pro jiné veličiny. Důležitou veličinou bude pod́ıl

již zkondenzované vody

χ =
mL

m
(2.2)

a jej́ı maximálńı možná hodnota

χmax =
mV +mL

m
. (2.3)

Daľśı použ́ıvanou veličinou bude stupeň nasyceńı (nebo přesyceńı při hodnotách větš́ıch

3



4 KAPITOLA 2. MODEL PROUDĚNÍ VLHKÉHO VZDUCHU

než 1)

ϕ =
pV
pV,s

, (2.4)

kde pV je parciálńı tlak vodńı páry a pV,s = pV,s(T ) je tlak nasycených par, poč́ıtaný podle

empirického vzorce dle IAPWS-IF97. Při hodnotách ϕ ≤ 1 a rovnovážném stavu je někdy

takto definovaná relativńı vlhkost vzduchu. V programu také využijeme jej́ı přepočet na

pod́ıl vodńı složky

χmax =
ϕpV,s

RA

RV

p+ ϕpV,s

(
RA

RV
− 1

) (2.5)

s měrnými plynovými konstantami RA = 287 J ·kg−1 ·K−1, RV = 461.52 J ·kg−1 ·K−1.

Po jednoduchém odvozeńı se dá dostat ke vztahu pro parciálńı tlak vodńı páry, který

budeme dále využ́ıvat

pV =
(χmax − χ)p

χmax − χ+ (1− χmax)
RA

RV

. (2.6)

2.2 Dvojrozměrné prouděńı stlačitelné nevazké

tekutiny s nerovnovážnou kondenzaćı

Využ́ıvaným modelem prouděńı stlačitelné nevazké tekutiny je systém Eulerových rovnic.

Jedná se o soustavu dvou skaláŕıch a jedné vektorové rovnice, které reprezentuj́ı zákon za-

chováńı hmoty, energie a bilanci hybnosti. Jelikož se jedná o transsonické prouděńı plynu,

můžeme vněǰśı śıly zanedbat. Pro modelováńı homogenńı kondenzace byla vybrána me-

toda Hillových moment̊u. Tato metoda přidává do modelu daľśı čtyři skalárńı transportńı

rovnice se zdrojovými členy (odvozeńı viz [9], [10]). Soustavu lze pro dvojrozměrný př́ıpad

psát v konzervativńım tvaru [10]

∂W

∂t
+

∂F(W)

∂x
+

∂G(W)

∂y
= Q(W), (2.7)
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rcJ + ṙρQ0
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




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








,

kde W je vektor konzervativńıch proměnných, F a G jsou vektory tok̊u daných veličin,

Q je vektor zdrojových člen̊u, ρ je hustota, u a v jsou kartézské složky rychlosti, p je tlak

a e je celková energie vztažená na jednotku objemu. Dále Qk =
N∑

i=1

rki je k-tý moment

reprezentuj́ıćı dané rozděleńı velikosti kapek [9], ri je poloměr i-té kapky, N = Q0 je

celkový počet kapek v jednotce hmotnosti. Poloměr kapky při jej́ım vzniku rc urč́ıme

podle vztahu [10]

rc =
2σ

ρLRV T ln(s)
; (2.8)

kde σ je povrchové napět́ı vody. Vztahy pro výpočet rychlosti nukleace J a r̊ustu kapky

ṙ byly vybrány z několika dostupných kombinaćı po d̊ukladném otestováńı. Pro př́ıpady

využité k validaci, které jsou uvedené v daľśıch kapitolách, se nejlépe osvědčil model podle

klasické teorie nukleace [17], [10]

J =
ρ2V
ρL

√

2σ

πm3
V

exp

(−16π

3

σ3

mV ρ2LR
3
V T

3 ln2(s)

)

, (2.9)

kde mV = 2.99046·10−26kg je hmotnost jedné molekuly vody. Růst již existuj́ıćıch kapek

byl nejlépe vystihnut modelem podle Hertze-Knudsena [6]

ṙ =
α

ρL

(
pV − pV,s√
2πRV T

)

, (2.10)

kde α je korekčńı koeficient nastavený podle experiment̊u pro vlhký vzduch na hodnotu 1.

Daľśı modely je možné nalézt v [doplnit]. Z předpoklad̊u a vztah̊u uvedených v předchoźı

části jsme schopni odvodit vztah pro tlak, který je nutný pro uzavřeńı celého systému

rovnic

p = (γ − 1)

[

e− 1

2
ρ(u2 + v2) + ρχL

]

, (2.11)

γ =
γA(γV − 1)(1− χmax)RA + γV (γA − 1)χmaxRV

(γV − 1)(1− χmax)RA + (γA − 1)RV [χmax + (γV − 1)χ]
, (2.12)
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kde L je měrné latentńı teplo vody, γA = 1.4 a γV = 1.32 jsou Poissonovy konstanty

suchého vzduchu a vodńı páry. Jelikož se pohybujeme ve velkém rozsahu teplot, jsou hod-

noty veličin σ, ρL, L mı́sto považováńı za konstanty poč́ıtány podle empirických vztah̊u,

které lze nalézt v [8] (většinou se jedná o polynomiálńı závislost na teplotě). Dále je

možné definovat rychlost zvuku pomoćı vztahu (2.12) jako

a2 =
γp

ρ
. (2.13)

Z hodnot Hillových moment̊u jsme dále schopni určit pr̊uměrný poloměr kapek [10] [9]

r20 =

√

Q2

Q0

. (2.14)

Je zde možné použ́ıt i kombinace jiných moment̊u (v př́ıslušných mocninách), tato je však

nejpouž́ıvaněǰśı. Nyńı již můžeme určit pod́ıl zkondenzované vody [10]

χ = ρL
4

3
πQ3. (2.15)

2.3 Formulace úlohy

Obrázek 2.1: Oblast řešeńı - dýza

V této části se budeme zabývat formulaćı úlohy pro prouděńı v dýze. Podle obr. 2.1

máme oblast Ω a jej́ı hranici ∂Ω rozdělenou na vstup, výstup a stěnu.

Analýza okrajových podmı́nek na vstupu a na výstupu se dá naj́ıt v [15]. Vstup bu-

deme uvažovat pouze podzvukový. Po nalezeńı charakteristik zjist́ıme, že na vstupńım
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řezu vstupuje do oblasti 7 charakteristik a 1 vystupuje, muśıme tedy předepsat 7 podmı́nek.

Obvyklá možnost je předepsáńı klidového tlaku p0, klidové teploty T0, úhlu náběhu αin

a všech moment̊u Q0, Q1, Q2, Q3. Výstup budeme uvažovat vždy nadzvukový. Všechny

charakteristiky v tomto režimu vystupuj́ı z oblasti ven, nepředepisujeme proto žádnou

podmı́nku. Na stěně nastavujeme pouze podmı́nku nepropustnosti, tedy normálová složka

rychlosti je nulová. Dále stanov́ıme počátečńı podmı́nku W0 konzistentńı s okrajovými

podmı́nkami.

Úlohu formulujme následovně [4]: V oblasti Ω hledáme funkci W(x, y, t), která splňuje

následuj́ıćı podmı́nky:

• Vyhovuje rovnici

t2∫

t1

∫∫

ω

(
∂W

∂t
+

∂F(W)

∂x
+

∂G(W)

∂y

)

dxdydt =

t2∫

t1

∫∫

ω

Q(W)dxdydt, (2.16)

pro libovolnou oblast ω ⊂ Ω s dostatečně hladkou hranićı a libovolné t2 > t1 ≥ 0.

• W(x, y, t) ∈ C1(Ω \D), kde D je množina konečného počtu křivek mı́ry 0.

• Rankinovy-Hugoniotovy podmı́nky jsou splněny funkćıW(x, y, t) na těchto křivkách

D.

• W(x, y, 0) = W0, tedy vyhovuje počátečńı podmı́nce.

• W(x, y, 0) splňuje výše uvedené okrajové podmı́nky.



8 KAPITOLA 2. MODEL PROUDĚNÍ VLHKÉHO VZDUCHU



Kapitola 3

Metoda konečných objemů

Ve své bakalářské práci jsem se zabýval metodou konečných diferenćı pro simulaci jedno-

rozměrného prouděńı v dýze. Pro rozš́ı̌reńı na obecnou dvojrozměrnou oblast je vhodné

přej́ıt k hojně použ́ıvané metodě konečných objemů, která vycháźı z integrálńıho tvaru

výchoźıch rovnic mechaniky tekutin. Hledáme pouze stacionárńı řešeńı, využijeme tedy

metodu ustalováńı. Pomoćı této metody hledáme stacionárńı řešeńı jako limitńı př́ıpad

nestacionárńıho pro t → ∞.

Nejprve je nutné zavedeńı výpočetńı śıtě. Omeźıme se pouze na čtyřúhelńıkové struk-

turované śıtě a budeme využ́ıvat tzv. cell-centered schéma (v́ıce v [3]). Jednotlivé buňky

Aij budeme značit obvyklým zp̊usobem, který využ́ıvá indexy i ve směru x a j ve směru

y. Integraćı soustavy (2.7) přes libovolný objem Aij źıskáváme
∫∫

Aij

∂W

∂t
dxdy +

∫∫

Aij

div(F(W),G(W))dxdy =

∫∫

Aij

Q(W)dxdy, (3.1)

po použit́ı Greenovy věty

d

dt

∫∫

Aij

Wdxdy +

∮

∂Aij

(F,G) · n ds =

∫∫

Aij

Qdxdy, (3.2)

kde n je vněǰśı jednotková normála objemu Aij. Nyńı využijeme větu o středńı hodnotě

Wij(t) =
1

|Aij|

∫

Aij

W(x, y, t)dxdy, (3.3)

kde |Aij| je velikost plochy daného objemu. Po dosazeńı źıskáme

d

dt
Wij = − 1

|Aij|






∮

∂Aij

(F,G) · n ds−
∫∫

Aij

Qdxdy




 , (3.4)

9
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Nyńı aproximujeme křivkový integrál součtem tok̊u přes jednotlivé hrany objemu, zdro-

jový člen aproximujeme konstantńı hodnotou v daném objemu. Źıskáváme tzv. semi-

diskrétńı tvar

d

dt
Wij = − 1

|Aij|

[
4∑

k=1

ΦkSk −Qij|Aij|
]

, (3.5)

kde Φk je numerický tok do př́ıslušné vedleǰśı buňky přes př́ıslušnou hranu. Tento tok

je závislý pouze na hodnotách veličin z jedné a z druhé strany na této hraně a na jej́ı

jednotkové normále. Sk je délka této hrany. Jednoduchým nahrazeńım časové derivace

dopřednou diferenćı źıskáme Eulerovu explicitńı metodu

Wn+1

ij = Wn
ij −

∆t

|Aij|

4∑

k=1

ΦkSk +Qij∆t (3.6)

kde ∆t = tn+1 − tn je časový krok a tn znač́ı n-tou časovou vrstvu.

3.1 AUSM+ schéma

Pro veškeré výpočty v této práci bylo zvoleno schéma AUSM+ [12], což je vylepšená

varianta p̊uvodńıho AUSM (Advective upstream splitting method) [13]. Jedná se o vcelku

jednoduché, avšak robustńı a přesné schéma pro simulaci stlačitelného prouděńı. Schéma

je postaveno na principu rozděleńı tok̊u na konvektivńı a tlakovou část

Φ = Φc +Φp, Φc = ρ(u, v)·n




















1

u

v

(e+ p)/ρ

Q3

Q2

Q1

Q0




















, Φp = p




















0

nx

ny

0

0

0

0

0




















. (3.7)

Zaměř́ıme se nyńı na hranu, kde budeme uvažovat stav vlevo Wl od hrany a stav vpravo

Wr (obr. 3.1). Nejprve spočteme
”
Machova č́ısla“ schématu

Ml =
(u, v)l · n

a 1

2

(3.8)
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Obrázek 3.1: Stav na levé a pravé straně hrany

Mr =
(u, v)r · n

a 1

2

(3.9)

kde a 1

2

= 1

2
(al + ar) a n je jednotková normála hrany ve směru poč́ıtaného toku. Dále

jsou definovány děĺıćı funkce

M+(Ml) =







Ml, Ml ≥ 1
1

4
(Ml + 1)2 + β(M2

l − 1)2, Ml ∈ (−1; 1)

0, Ml ≤ −1

(3.10)

M−(Mr) =







Mr, Mr ≤ −1

−1

4
(Mr − 1)2 − β(M2

r − 1)2, Mr ∈ (−1; 1)

0, Mr ≥ 1

(3.11)

kde β je nastavitelný parametr v rozsahu − 1

16
≤ β ≤ 1

2
. V práci byla použita doporučená

hodnota β = 1

8
. Pomoćı těchto funkćı nyńı spočteme

”
Machovo č́ıslo“ na stěně

M 1

2

= M+(Ml) +M−(Mr) (3.12)

a z něho dále
”
hmotnostńı tok“

ṁ 1

2

=

{

ρla 1

2

M 1

2

, M 1

2

≥ 1

ρra 1

2

M 1

2

, M 1

2

< 1
(3.13)

Obdobně jsou zavedeny děĺıćı funkce pro tlak

P+(Ml) =







1, Ml ≥ 1
1

4
(Ml + 1)2(2−Ml) + ξMl(M

2
l − 1)2, Ml ∈ (−1; 1)

0, Ml ≤ −1

(3.14)
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P−(Mr) =







1, Mr ≤ −1
1

4
(Mr − 1)2(2 +Mr)− ξMr(M

2
r − 1)2, Mr ∈ (−1; 1)

0, Mr ≥ 1

(3.15)

kde ξ je nastavitelný parametr v rozsahu −3

4
≤ ξ ≤ 3

16
. Zde byla použita doporučená

hodnota ξ = 3

16
. Tyto funkce opět využijeme při výpočtu tlaku na stěně

p 1

2

= P+(Ml)pl + P−(Mr)pr (3.16)

Výsledný numerický tok nyńı źıskáme jako

Φ = ṁ 1

2




















1

u

v

(e+ p)/ρ

Q3

Q2

Q1

Q0




















l/r
︸ ︷︷ ︸

Ψl/r

+ p 1

2




















0

nx

ny

0

0

0

0

0




















, (3.17)

kde vektor Ψl/r je opět použit podle hodnoty M 1

2

Ψl/r =

{

Ψl, M 1

2

≥ 1

Ψr, M 1

2

< 1
(3.18)

Jelikož se jedná o podmı́něně stabilńı metodu, je nutné stanovit podmı́nku pro časový

krok. Z d̊uvodu nelinearity schématu byla použita zjednodušená podmı́nka, vycházej́ıćı z

linearizované podoby a metody charakteristik

∆t = C ·min
ij

min(∆xij ,∆yij)

aij +
√

u2
ij + v2ij

, (3.19)

kde ∆xij a ∆yij jsou nejmenš́ı rozměry buňky Aij ve směru x a y. Konstanta C ∈ (0; 1〉
je v tomto př́ıpadě stanovena metodou

”
pokus-omyl“ a jej́ı optimálńı hodnota pro tuto

práci byla nastavena na C = 0.5. Analýzu aproximace a konvergence je možné naj́ıt např.

v [11], [3].

V práci je též použita metoda druhého řádu s lineárńı rekonstrukćı na stěny buňky a

tzv. minmod limiterem (v́ıce v [3])



Kapitola 4

Validace

V následuj́ıćı kapitole budou předvedeny výsledky z vytvořeného programu, který využ́ıvá

metody prezentované v předchoźı části práce. Pro validaci použitelnosti programu byly

zvoleny dva př́ıpady prouděńı vlhkého vzduchu v r̊uzných tvarech Lavalovy dýzy. K těmto

př́ıpad̊um jsou dostupné výsledky jak z experiment̊u, tak z numerických simulaćı. Dále

byl zvolen př́ıpad pro ověřeńı možnosti použit́ı kódu i pro prouděńı vodńı páry.

4.1 S1 dýza

2y = 120 mm

R = 100 mm

vstup výstup

 = 90°

(a) Geometrie S1 dýzy (b) Výpočtová śıt’ pro S1 dýzu

Obrázek 4.1: Śıt’ a geometrie S1

Prvńım ověřovaćım př́ıpadem pro nás bude dýza S1 [16]. Jedná se o Lavalovu dýzu

s poměrně velkým zakřiveńım stěn, jak je vidět na obr. 4.1(a). Tato dýza byla vyvinuta

13
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př́ımo pro testováńı efekt̊u, které se vytvářej́ı při uvolněńı latentńıho tepla z d̊uvodu

kondenzace. Výpočtová śıt’ (obr. 4.1(b)) pro tento př́ıpad byla generována s předpokladem

větš́ıch změn veličin za hrdlem, tedy zahuštěna směrem ke konci. Śıt’ obsahuje 130 buněk

ve směru x a 140 ve směru y. Výstupńı část je zakřivena z d̊uvodu zajǐstěńı normálové

složky rychlosti v nadzvukovém stavu.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

−0.1 −0.05 0 0.05 0.1

p/
p 0

[1
],
M
a
[1
]

x [m]

Ma, AUSM+

Ma, Goodheart [6]
p/p0, AUSM

+

Obrázek 4.2: Machovo č́ıslo a tlak podél osy, ϕ0 = 0%

Na referenčńım grafu 4.2 vid́ıme pr̊uběh Machova č́ısla a tlaku vztaženého ke kli-

dovému tlaku podél osy dýzy. Proud́ıćım plynem je zde pouze suchý vzduch. Klidové

podmı́nky v tomto př́ıpadě jsou p0 = 100 kPa, T0 = 295 K a ϕ0 = 0%. Máme zde

srovnáńı s výsledkem ze simulace podle [6] pomoćı Machova č́ısla. Odchylka na vstupu je

nejsṕı̌se zp̊usobena rozd́ılnou délkou vstupńıho kanálu před zužuj́ıćı se část́ı (tento rozměr

nebyl ve zdroji přesně definován). Ve zbylé části dýzy je shoda dostatečná. Je zde vidět

hladký pr̊uběh veličin bez rázových vln.

Při zvýšeńı vlhkosti na ϕ0 = 37.2% źıskáme výsledky, které jsou k viděńı na obr.

4.3. Klidové podmı́nky jsou následuj́ıćı: p0 = 100 kPa, T0 = 295 K a ϕ0 = 37.2%. Při

této klidové vlhkosti se v divergentńı části dýzy vytvoř́ı struktura rázových vln (tzv.

”
X-Shock“), jak je vidět na tzv. šĺırových obrázćıch. Pomoćı této metody je možné op-
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ticky zachytit velikost derivace hustoty v určitém směru, je tedy vhodná pro zobrazováńı

rázových vln. K těmto fotografíım je možné se přibĺıžit i pomoćı dat ze simulace, pokud

zobraźıme právě derivaci hustoty v daném směru (v tomto př́ıpadě ∂ρ
∂x

) [15]. Na tomto

grid 130ix140j

(a) AUSM+ (b) Goodheart [6]

Obrázek 4.3: Porovnáńı numerických výsledk̊u (dole) s experimentem [16]

(nahoře) pomoćı šĺırového obrázku při φ = 37.2%

srovnáńı s experimentem a výsledkem daľśı simulace je vidět dobré zachyceńı struktury

ve tvaru
”
X“ i jej́ı správná poloha. Zásadněǰśı rozd́ıl oproti experimentu je patrný pouze

u stěny v zadńı části dýzy. Docháźı zde nejsṕı̌se k odtržeńı mezńı vrstvy a t́ım pádem i ke

vzniku daľśıch rázových vln. Jelikož využ́ıváme pouze model nevazké tekutiny, program

neńı schopen tento proces zachytit.

Při daľśım nár̊ustu vlhkosti na hodnotu ϕ0 = 71.3% se vznikaj́ıćı struktury posouvaj́ı
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bĺıže hrdlu, jak je možné vidět na obr. 4.4. Klidové podmı́nky jsou tentokrát následuj́ıćı:

p0 = 100 kPa, T0 = 286.8 K a ϕ0 = 71.3% Ze srovnáńı výsledk̊u simulace s experimentem

je patrná opět dobrá shoda. Interakce s mezńı vrstvou a jej́ım odtržeńım však v tomto

př́ıpadě nejsṕı̌se zp̊usobila posunut́ı mı́sta dopadu rázové vlny na stěnu. Ve výsledku ze

simulace dopadá rázová vlna na stěnu dále po proudu, v experimentu př́ımo do mı́sta

odtržeńı. Tento jev však opět nejsme schopni zachytit použit́ım modelu nevazké tekutiny.

(a) AUSM+ (b) Goodheart [6]

Obrázek 4.4: Porovnáńı numerických výsledk̊u (dole) s experimentem [16]

(nahoře) pomoćı šĺırového obrázku při ϕ0 = 71.3%

Vsimněme si ještě zaj́ımavých výsledk̊u na obr. 4.5-4.6. Narozd́ıl od běžněǰśıch typ̊u

dýz s menš́ım zakřiveńım stěn, kde bývá pouze jedna oblast nukleace (okolo hrdla) se

zde vyskytuje ještě druhá oblast v zadńı části dýzy s ještě vyšš́ımi hodnotami (obr.
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4.5(a)). Použitý model kondenzace (metoda Hillových moment̊u) neńı zcela vhodný pro

tyto př́ıpady, kde se objevuje sekundárńı nukleace. Tento problém je vidět na obr. 4.5(b),

kde je zobrazen pr̊uměrný poloměr kapek. Z tohoto obrázku bychom se mohli domńıvat,

že v zadńıch rohźıch dýzy se kapky zmenšuj́ı nebo zanikaj́ı. Tento předpoklad by byl však

chybný, což dokazuj́ı obrázky 4.6. Vid́ıme, že se v tomto mı́stě pod́ıl kondenzátu nesnižuje

a počet kapek nav́ıc nar̊ustá. Je to dáno ne zcela vhodným zobrazeńım pr̊uměrného po-

loměru. V mı́stě sekundárńı nukleace totiž vzniká množstv́ı nových kapek, které jsou

nav́ıc mnohem menš́ı než kapky konvektivně přivedené. Což zp̊usobuje výrazné sńıžeńı

pr̊uměrného poloměru. Tyto výsledky byly źıskány při klidových podmı́nkách p0 = 100 kPa,

T0 = 295 K a ϕ0 = 37.2%.

Pro názornou ukázku rozd́ılu mezi výpočtem pomoćı metod 1. a 2. řádu přesnosti v

prostoru je tu obr. 4.7. Je vidět, že metoda 1. řádu zdaleka neńı schopná zachytit veškeré

struktury na stejné śıti tak, jako metoda 2. řádu. Pro źıskáńı podobných výsledk̊u by

musela śıt’ pro metodu 1. řádu obsahovat mnohem v́ıce buňek.
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(a) Rychlost nukleace

(b) Pr̊uměrný poloměr kapek

Obrázek 4.5: ϕ0 = 37.2%
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(a) Počet kapek

(b) Vlhkost

Obrázek 4.6: ϕ0 = 37.2%
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(a) 1. řád, ϕ0 = 37.2% (b) 1. řád, ϕ0 = 71.3%

(c) 2. řád, ϕ0 = 37.2% (d) 2. řád, ϕ0 = 71.3%

Obrázek 4.7: Porovnáńı výsledk̊u z metod 1. a 2. řádu přesnosti v prostoru

pomoćı numerických šĺırových obrázk̊u
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4.2 A1 dýza

2y = 90 mm

R = 300 mm

vstup
výstup2y = 92,692 mm

(a) Geometrie A1 dýzy (b) Výpočtová śıt’ pro A1 dýzu

Obrázek 4.8: Śıt’ a geometrie A1

Druhou variantou Lavalovy dýzy pro otestováńı numerické metody byla zvolena dýza

A1 [1]. Na rozd́ıl od předchoźıho typu má tato dýza za hrdlem jen velmi pozvolné rozš́ı̌reńı,

na které navazuje část s rovnoběžnými stěnami (viz obr. 4.8(a)). Śıt’ pro tento př́ıpad (obr.

4.8(b)) byla navržena podle předpokladu výskytu rázových vln se zahuštěńım v bĺızkosti

hrdla a za ńım. Pro tento př́ıpad budeme uvažovat pouze následuj́ıćı klidové podmı́nky:

p0 = 100 kPa, T0 = 298.7 K a ϕ0 = 35.6%.
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Put [15]

Obrázek 4.9: Porovnáńı výsledk̊u tlaku podél osy

Výsledky tlaku podél osy dýzy můžeme vidět na obr. 4.9. Je zde srovnáńı jak s expe-
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rimentem tak s výsledky daľśıch simulaćı. Na tomto grafu je vidět rázová vlna zp̊usobená

uvolněńım latentńıho tepla. Poloha rázové vlny je zachycena s výbornou přesnost́ı, je však

silněǰśı než rázová vlna změřená experimentálně, což je možný d̊usledek nár̊ustu mezńı

vrstvy oproti simulaci s nevazkým modelem (podrobněji vysvětleno v [15]). Při laděńı

výpočtu byla zjǐstěna značná citlivost na nepatrné odchylky ve tvaru dýzy předevš́ım v

oblasti za hrdlem, kde neńı jednoznačně definován přechod k paralelńı části.

1
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1e+ 25
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Adam [1]
Goodheart [6]

Put [15]

Obrázek 4.10: Porovnáńı výsledk̊u nukleačńı rychlosti podél osy

Na daľśıch grafech 4.10-4.11 je zobrazeno srovnáńı v nukleačńı rychlosti a pod́ılu kon-

denzátu se simulacemi jiných autor̊u. Maximum nukleačńı rychlosti je poněkud vyšš́ı než

v datech z jiných praćı, což by mohlo zp̊usobit viditelnou odchylku v pod́ılu kondenzátu. Z

grafu je patrný rychleǰśı vznik kapek a poté pomaleǰśı r̊ust, odchylka by stála za př́ıpadné

daľśı zkoumáńı.

Stejně jako v předchoźı úloze je zde provedeno ještě srovnáńı za pomoci šĺırových

obrázk̊u 4.12. Na fotografii z experimentu je rázová vlna v́ıce zahnutá, což může být

zp̊usobeno interakćı s mezńı vrstvou. Je zde mı́rně patrný také nár̊ust mezńı vrstvy, což

může být př́ıčinou odchylek od nevazkých simulaćı.
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Obrázek 4.11: Porovnáńı výsledk̊u pod́ılu kondenzátu podél osy
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Experiment [1]

Goodheart [6]

AUSM+

Obrázek 4.12: Porovnáńı numerických výsledk̊u s experimentem pomoćı

šĺırového obrázku při ϕ0 = 35.6%
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4.3 Barschdorffova dýza - vodńı pára

Vyvinutý program byl navržen tak, aby bylo možné jeho použit́ı pomoćı jednoduchého

nastaveńı i pro simulaci čisté vodńı páry. K ověřeńı správnosti byl zvolen hojně použ́ıvaný

př́ıpad Barschdorffovy dýzy [2], jelikož jsou dostupné výsledky z experimentálńıho měřeńı.

Pomoćı nastaveńı χmax = 1 se rovnice (2.11) zredukuje na známý vztah

p =
(γV − 1)(1− χ)

1 + χ(γV − 1)

[

e− 1

2
ρ(u2 + v2) + ρχL

]

, (4.1)

Pro tento př́ıpad nastavujeme klidové podmı́nky na p0 = 78390 Pa a T0 = 373.15 K.

Pro př́ıznivěǰśı výsledky je nutné provést korekci vztahu pro nukleačńı rychlost [7]

J =
qc

1 + φcor

ρ2V
ρL

√

2σ

πm3
V

exp

(−16π

3

βcorσ
3

mV ρ2LR
3
V T

3 ln2(s)

)

, (4.2)

φcor = 2
γV − 1

γV + 1

L

RV T

(
L

RV T
− 1

2

)

, (4.3)

kde korekčńı koeficienty βcor = 1.328p0.3cor, pcor = 0.65 volen odhadem podle Mollierova

diagramu (vysvětleńı v [7]), qc ≈ 1.

Graf 4.13 nám znázorňuje porovnáńı výsledku źıskaného takto upraveným programem

s experimentem. Tlak před a za rázovou vlnou je v dobré shodě, pr̊uběh rázové vlny je

pro nás dostatečně dobrým výsledkem.
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Obrázek 4.13: Porovnáńı výsledk̊u nukleačńı rychlosti podél osy



Kapitola 5

Závěr

Ćılem mé práce bylo provést simulaci transsonického prouděńı vlhkého vzduchu s kon-

denzaćı v r̊uzných typech Lavalovy dýzy.

Úspěšně jsem naprogramoval a odladil výpočet pomoćı metody konečných objemů na

úlohách dvojrozměrného prouděńı v dýzách při použit́ı AUSM+ schématu. Výsledky po

odladěńı uspokojivě odpov́ıdaj́ı výsledk̊um z experiment̊u a simulaćı daľśıch autor̊u, kteř́ı

se zabývali touto problematikou.

Zmiňovaný program se dá také snadno použ́ıt pro simulaci prouděńı čisté vodńı páry,

jak bylo ověřeno na testovaćı úloze.

Veškeré výpočty jsem naprogramoval v jazyce C, z d̊uvodu vysoké rychlosti výpočt̊u

a snadné paralelizace.

V budoucnu by, kv̊uli ovlivněńı prouděńı mezńı vrstvou v určitých př́ıpadech byl

vhodný přechod předevš́ım na simulaci vazkého prouděńı.
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Wes., Vol. 37, No. 5., 1971.

[3] Blazek, J.: Computational Fluid Dynamics: Principles and Applications. Elsevier,

2001, ISBN 0-08-043009-0.
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