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Abstrakt

Tato prace se zabyva algoritmy z teorie grafii a reprezentaci grafi v paméti
pocitace. Cilem je nastudovat a implementovat vybrané grafové algoritmy a
integrovat je do knihovny zvané Automata Library (zkrdcené ALib), vyvijené
na katedfe. Jmenovité jde o algoritmy nalezeni minimélni kostry, maximal-
niho toku a minimélniho fezu, a to jak pro neorientované, tak pro orientované
grafy. Pro studium téchto algoritmi byla pouzita skripta pro CVUT a pu-
blikace dostupné online. V souladu s knihovnou ALib byly implementoviny
v programovacim jazyce C++ a jejich spravnost byla ovéfena navrzenim a
provedenim automatizovanych testd. Vytvorené feseni poskytuje referencni
implementaci grafovych struktur a vyse zminénych algoritmt a lze pouzit pro
doplnéni jejich vyuky.

Klicova slova grafy, grafové algoritmy, implementace, knihovna, datové
struktury, tok v siti, fez grafu, kostra grafu, C++
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Abstract

This thesis deals with algorithms from the graph theory and representation of
graphs in a computer memory. The goal is to study and implement selected
graph algorithms and integrate them into a library called Automata Library
(shortened as ALib), being developed at the department. Namely it is about
algorithms for finding a minimum spanning tree, maximum flow and mini-
mum cut in both undirected and directed graphs. To study these algorithms,
textbooks of CTU and publications available online were used. In compliance
with ALib, algorithms were implemented in programming language C++ and
their correctness was verified by designing and executing automated tests. The
solution provides a reference implementation of graph structures and above
mentioned algorithms and can be used to support teaching them.

Keywords graphs, graph algorithms, implementation, library, data structu-
res, flow in a network, cut of a graph, spanning tree, C++
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Uvod

Vyznam oblasti

Teorie grafii je velmi uzite¢nd v mnoha oborech informacnich technologii, jako
naptiklad pocitacové sité, GPS navigace, vyhleddvani textu nebo vztahy mezi
uzivateli socidlni sité. Dava navod, jak efektivné provadét operace nad struk-
turami, které lze chapat jako mnozinu bodid a spojnic mezi nimi. Referencéni
implementace algoritmu z grafové teorie se muze hodit napiiklad pfi jejich
vyuce, nebo muze slouzit jako zaklad pro upravené optimalizované verze resici
skute¢né problémy z praxe.

Zarazeni do souvislosti

Tato prace je soucasti knihovny Automata Library nebo-li Automatova knihovna
(dale jen zkracené ALib). ALib je programova knihovna implementujici mate-
matické modely automatii, gramatik a dalsich struktur, soucasné s algoritmy
pracujicimi nad témito strukturami. Knihovna je vyvijena na Katedfe teo-
retické informatiky a prispivaji do ni jak zaméstnanci katedry, tak studenti
v rdmci zavéreénych praci. Ucelem knihovny, a tedy i této prace, je poskytnout
referencni prehlednou implementaci datovych struktur a algoritmt pouziva-
nych v teoretické informatice.

Dale prace castecné navazuje na bakalaifskou praci Davida Roscy o iso-
morfismu plandrnich grafu [I]. Zdrojové kédy z jeho préce v repozitafi ALibu
budou pouzity jako vychozi a budou dale upraveny tak, aby lépe vyhovovaly
novym algoritmum.

Cil prace

Cilem prace je vytvorit referencni implementaci nékolika algoritmt z grafové
teorie a integrovat je do knihovny ALib. Jmenovité jde o algoritmy nalezeni
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minimalni kostry, maximalniho toku a minimélniho fezu, a to jak pro neo-
rientované, tak pro orientované grafy. Pro splnéni tohoto cile bude nejprve
zapotriebi revidovat stavajici datové struktury reprezentujici grafy a upravit je
tak, aby splnovaly pozadavky novych algoritmu, pripadné upravit kéd pro lepsi
¢itelnost. Nésledné bude tieba nastudovat vybrané algoritmy a implementovat
je v jazyce C++ tak, aby byly dodrzeny zvyklosti a rozhrani knihovny ALib.
Na zavér se budou muset pro dané algoritmy navrhnout a provést testy, aby
byla ovérena jejich spravnost. Cilem neni vytvorit optimalizovany a rychly
kod, vétsi duraz bude kladen na jeho prehlednost a aby co nejvice odpovidal
matematickym zapisim a definicim.

Struktura prace

Préce mé 5 ¢éasti. Nejdiive jsou uvedeny zakladni definice z teorie grafii, které
jsou potieba pro pochopeni algoritmi. Druhd ¢ast uvadi nékteré existujici
implementace grafu a grafovych algoritmu. Ve treti ¢asti je probrana soucasné
implementace grafi v knihovné ALib a potfebné tpravy a vylepseni. Ctvrté
¢ast se vénuje samotnym algoritmum, jejich principtim a problémum pri jejich
implementaci. V posledni ¢asti je popsan zpusob testovani algoritmi.



KAPITOLA

Definice pojmi

Zde jsou definovany pojmy z teorie grafii, které se v praci pouzivaji. Vétsina
z nich je prevzata z [2] aby nedochazelo k nekonzistencim.

Definice 1 (neorientovany graf). Neorientovany graf je usporddan trojice
G = (H,U,p), kde H je mnozina hran, U je mnozina uzla a ¢ je zobrazeni
prirazujici kazdé hrané neusporadanou dvojici uzli. Toto zobrazeni nazyvame
incidence grafu. Rikdme, 7e hrana h inciduje s uzly u a v, kdyz o(h) =
{u, v}

Pozndmka 1. Nékteré publikace pouzivaji zjednodusSenou definici grafu, jako
usporadanou dvojici G = (H,U), kde H je pfimo mnozina dvojic uzlu nazy-
vanych hrany. Tato definice v mnoha pripadech staci, ale je méné obecnd a
neumoznuje napiiklad multigrafy (bude vysvétleno pozdéji).

Definice 2 (orientovany graf). Orientovany graf je usporiadand trojice
G = (H,U,0), kde H je mnozina hran, U je mnozina uzla a o je zobra-
zeni pritazujici kazdé hrané usporddanou dvojici uzli. Toto zobrazeni nazy-
vame incidence grafu. Rikdme, Ze hrana h inciduje s uzly v a v, kdyz
Q(h) - (u7 U)

Pozndmka 2. Neorientovany a orientovany graf se lisi pouze v tom, Ze incidence
jednou prirazuje neusporadanou a podruhé usporddanou dvojici uzlu.

Definice 3 (podgraf). Graf G' = (H',U’, ¢') nazgvame podgrafem grafu
G = (H,U, o) (zapisujeme G’ C G), jestlize plati

(H' CH)A(U' CU)A(Whe H' : /() = o(h).

Definice 4 (rovnobézné hrana). Hrany hl a h2 nazyvdme rovnobézné, po-
kud o(h1) = o(h2) (maji stejné krajni uzly).

Definice 5 (smycka). Hranu h nazyvame smyckou, pokud o(h) = {u,u} pro
néjaky uzel u € U.



1. DEFINICE POJMU

Definice 6 (prosty graf). Graf se nazyva prosty, pokud neobsahuje zadné
rovnobézné hrany (zobrazeni p je prosté).

Definice 7 (obycejny graf). Obyc€ejnym grafem nazyvame graf prosty a
bez smycek.

Definice 8 (multigraf). Graf se nazyva multigraf, pokud obsahuje alespon
jednu dvojici rovnobéznych hran (neni prosty).

Definice 9 (hranové ohodnoceny graf). Graf nazyvame hranové ohodno-
ceny, pokud existuje zobrazeni prirazujici kazdé jeho hrané realné cislo.

Definice 10 (sled). Pro danou dvojici uzla u a v grafu G = (H, U, ¢) nazy-
vame sledem posloupnost uzli a hran

S = (U,(),hl,ul,hg, . ,un_l,hn,un)

kde up =uau, =v,u; € U, h; € H, o(h;) = {u;—1,u;}. Sled s alespon jednou
hranou, v némz jsou uzly v a v shodné, nazyvime uzavienym, ostatni sledy
nazyvame otevienymi.

Definice 11 (tah). Tahem grafu G nazyvame takovy jeho sled, v némz jsou
vsechny hrany razné.

Definice 12 (cesta). Cestou grafu G nazyvame takovy jeho tah, v némz
kazdy uzel inciduje nejvyse se dvéma hranami tohoto tahu.

Definice 13 (kruznice). KruZnici grafu G nazyvame jeho uzavienou cestu.

Definice 14 (souvisly graf). Souvislym grafem nazyvame takovy graf, mezi
jehoz libovolnymi dvéma uzly existuje sled. Komponentou grafu nazyvame
kazdy jeho maximalni souvisly podgraf.

Definice 15 (strom). Stromem nazyvame souvisly graf, ktery neobsahuje
kruznice.

Definice 16 (kostra grafu). Kostrou grafu G rozumime takovy jeho pod-
graf, ktery obsahuje vSechny uzly z G a je stromem.



Definice 17 (sit). Siti nazyvame ¢tverici S = (G, q, s,t), kde G = (H,U) je
obycCejny orientovany graf, s € U je zdroj sité S, t € U je spotiebic sité S
aq:H— R" je nezdporné ohodnoceni hran nazyvané kapacita sité S. Pro
kazdou hranu h nazyvame prislusnou hodnotu ¢(h) kapacitou hrany h.

Definice 18 (tok v siti). Tokem v siti S = (G, g, s,t) nazyvame hodnoceni
hran f : H — R™ splilujici ndsledujici podminky:

e pro kazdou hranu (u,v) € H plati 0 < f(u,v) < q(u,v)

e pro kazdy uzel u sité S rizny od s a t plati

quv wau

(u,v)eH (w,u)eH

Velikost toku f je ddna rozdilem

\f|:Zfsv qus qut thv).

(s,w)eH (u,s)€H (u,t)eH (tw)eH

Definice 19 (fez sité). Rezem sité nazyvame mnozinu hran, po jejichz ode-
brani se zdroj a spotfebi¢ nachézeji v raznych komponentach.






KAPITOLA 2

Existujici reseni

2.1 Algoritmy

Algoritmt pro nalezeni minimalni kostry neorientovaného grafu a nalezeni
maximalniho toku a minimalniho Tezu v siti je vice a vétsina z nich je znama
a publikovand na mnoha mistech, napfiklad [2], [3], [4] nebo [5]. Existuji k nim
slovni popisy, pseudokddy i zdrojové kdédy v riznych jazycich dostupné pod
urcitou licenci. Jejich vlastni implementace by tedy neméla byt problém.

Nalezeni kostry v orientovaném grafu je jiz méné znamy problém. Na jeho
FeSeni prisli nezdvisle na sobé Yoeng-Jin Chu a Tseng-Hong Liu (1965) a né-
sledné Jack Edmonds (1967). Jejich algoritmus je zna¢né komplikovany a exis-
tuje o ném jen nékolik ¢lanka v zahrani¢ni literatufe (napf. [6]). Na viné je
nejspise jeho mensi vyuziti. Jeho podoba se v pribéhu let ménila. Objevily
se ¢lanky pokousejicich se o jeho upresnéni, navrhujicich jeho konkrétni im-
plementaci [7] nebo zpochybriujicich implementace predchozi [§]. Dodnes je
jeho popis stale ponékud matouci. Tento algoritmus zatim neni implemen-
tovan v zadné verejné dostupné C++ knihovné. Povede-li se ho zprovoznit
v knihovné ALib, muze to byt pro akademickou sféru prinosem.

Algoritmy maximéalniho toku a minimalniho fezu pracujici na neorientova-
nych grafech nikde oficialné publikované nejsou. Teorie grafii totiz nezna pojem
,heorientovana sit“. V praxi se ale tyto problémy mohou vyskytnout a proto
je vyhodné se témito algoritmy zabyvat. Dalsi divod, pro¢ o nich neexistuje
dilo, muze byt fakt, ze algoritmy jsou pomérné jednoduchymi modifikacemi
verzi pro orientované grafy, které se daji po chvili vymyslet.

2.2 Grafové knihovny
Grafovych knihoven existuje mnoho. Jsou vytvareny pro rizné programovaci
jazyky a s ruznou specializaci. Nékteré slouzi k vizualizaci grafi, jiné se za-

meérfuji na operace s grafy a jsou optimalizovany pro maximalni vykon, a jiné

9



2. Existuiici RESEN{

slouzi spise k vyukovym tcelim. Uvedu zde jen par nejznaméjsich s podobnym
zaméfenim jako ma tato prace:

BGL

The Boost Graph Library ¢asto zkracovana autory na BGL je asi nejrozsirenéjsi
grafova knihovna pro C++ a je soucésti oblibené sady knihoven Boost. Klade
si za cil byt co nejvic genericka a znovupouzitelnd, proto hojné vyuziva sablony
a celd implementace je v hlavickovych souborech. Tento pozadavek vsak vede
na ponékud obtizné pouzivani a Spatnou citelnost koédu. Zdrojové kody jsou
verejné dostupné a Siritelné pod vlastni licenci Boost Software License.

BGL implementuje 2 reprezentace grafu (seznamy sousedu a matici inci-
dence) a nékolik zakladnich algoritmu, napriklad

e prohledavani do sirky,

prohledavani do hloubky,

Dijkstriv algoritmus nejkratsi cesty,

Bellman-Fordav algoritmus nejkratsi cesty,

Johnsonsontiv algoritmus nejkratsi cesty,

Kruskaltv algoritmus nejmensi kostry,
e Primiv algoritmus nejmensi kostry,
e topologické usporadani,

postrada vsak napriklad algoritmy nad sitémi.

LEMON

Library for Efficient Modeling and Optimization in Networks (zkracené LE-
MON) je sablonova knihovna pro C++ poskytujici datové struktury a algo-
ritmy zamérené kombinatorické optimalizac¢ni tlohy souvisejici s grafy a si-
témi. Je soucasti projektu COIN-OR, komunitou vyvijeny otevieny matema-
ticky software, a da se pouzivat pro nekomerc¢ni i komercéni tcely pod licenci
Boost Software License.

LEMON implementuje neorientovany i orientovany graf v nékolika vari-
antdch podle dostupnych funkci a miry efektivity (¢im vice funkcionalit, tim
méné efektivni). Také obsahuje pomérné bohatou sadu algoritmu a datovych
struktur z nésledujicich oblasti:

e prohledavani grafu,

e nejkratsi cesty,

10



2.2. Grafové knihovny

kostry grafu,

souvislost a komponenty grafu,

toky a Tezy v sitich,
e parovani grafu,

e plandrni grafy.

LEDA

Library of Efficient Data types and Algorithms (zkrdcené LEDA) je — jak jiz
z nazvu patrno — kolekce datovych struktur a algoritmu pro jazyk C++4, jejiz
soucasti jsou i grafy a grafové algoritmy. Knihovna je proprietarni a podle vy-
brané edice (Free Edition, Professional Edition a Research Edition) poskytuje
rizné velké sady funkci. Obsahuje pomérné velké mnozstvi grafovych algo-
ritmt, ty ale nejsou dostupné ve Free edici.

SNAP

Stanford Network Analysis Platform je viceicelova vysokovykonnostni C++
knihovna pro analyzu a manipulaci s velkymi grafy a sitémi. Poskytuje tridy
pro neorientovany graf, orientovany graf a orientovany multi-graf. Tato knihovna
vsak nemd zadné grafové algoritmy. Zdrojové kédy jsou dostupné pod licenci
BSD.

NGraph

Jednoducha C++ knihovna pro praci s malymi az stfednimi grafy. Ma jedno-
duché rozhrani a snadno se pouziva vyménou za méné funkci a podprameérny
vykon. Knihovna je navrzena spise pro vyukové ucely nez masivni nasazeni
v praxi, nejvice se tedy podobd zamértm této prace.

JGraphT

Grafova knihovna pro Javu, kterd podporuje rozmanité typy grafi (grafy ne-
orientované, orientované, vdzené, nevazené, prosté grafy, multigrafy a dalsi)
a obsahuje zdkladni grafové algoritmy. Da se vyuzit v kombinaci s knihov-
nou JGraph, kterd umi grafy vizualizovat a modifikovat pomoci grafického
uzivatelského rozhrani.

NetworkX

Grafova knihovna pro Python umoznujici vytvareni, manipulaci a vizualizaci
grafi a multigrafi. Obsahuje také velkou skalu algoritmi. Je to jedind ve-
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2. Existuiici RESEN{

fejné dostupnd knihovna, kterd implementuje Edmondstv algoritmus mini-
malni kostry, ale kéd je cely v Pythonu.

12



KAPITOLA 3

Reprezentace grafi

Reprezentace grafu je zpusob, jakym jsou data grafu (uzly, hrany, véhy, ...)
ulozeny v paméti pocitace a jakym jsou provadény pozadované operace (pfi-
dat uzel/hranu, odebrat uzel/hranu, projit sousedy uzlu, otestovat sousednost
uzli, ... ). Razné reprezentace se lisi v tom, kolik zaberou paméti a jak dlouho
trvaji operace v zavislosti na poctu uzli a hran.

3.1 Znamé reprezentace

V literatufe (bude upfesnéno u kazdého piipadu) lze nalézt nésledujici mozné
reprezentace grafu. Pro jejich demonstraci budou pouzity grafy na obrazcich

BIlaB2
el Il e4

Obrazek 3.1: Priklad neorientova- Obrazek 3.2: Priklad orientovaného
ného grafu grafu

13



3. REPREZENTACE GRAFU

nodes: ul, u2, u3, ud nodes: ul, u2, u3, ud
ul < u2 ul — u2
ul < u3 ul — u3
u2 < u3 u3 — u2
u2 < u4d u2 — u4d
u3 < ud u3 — ud
Obrazek 3.3: Seznam hran neorien- Obrazek 3.4: Seznam hran oriento-
tovaného grafu vaného grafu
u2 | u3 u2 | u3
ul ul
2 ul | u3 | w4 0 u4d
u3 ul | v2 | u4 u3 u2 | w4
ud u4 ——a
u2 | u3
Obrazek 3.5: Seznamy sousedti ne- Obrazek 3.6: Seznamy naslednikt
orientovaného grafu [3.1] orientovaného grafu [3.2]

Seznam hran

Tato reprezentace uchovava seznam hran jako dvojic uzli. Vétsinou se pouziva
pro zadavani grafu na vstup nebo pro jeho uchovéavani na disku. [3]

Priklad je na obrazku [3.3 a

Seznamy sousedil

Tato reprezentace si pro kazdy uzel uchovava seznam jeho sousedu v neoriento-
vaném grafu nebo seznam nésledniku (pfipadné i predchidcti) v orientovaném
grafu. Obecné plati, ze je vyhodnd pro fidké grafy (grafy, ve kterych je kazdy
uzel spojen hranou jen s nékolika uzly) a situace, kdy graf jednou vytvorime
a pak ho jiz nemodifikujeme, pouze prohledavame. [3]

Reprezentace je zndzornéna na obrazku a

Matice sousednosti

Matice sousednosti je ¢tvercovd matice s rozmérem |U|. V neorientovanych
grafech se v bunce [u][v] nachdzi bud 1, kdyz spolu uzly u a v sousedi, nebo 0
v opa¢ném piipadé. V orientovanych grafech muze byt v bunce [u][v] 1, pokud

14



3.1. Znamé reprezentace

ul u2 u3d u4 ul u2 u3d u4
ul| 0 1 1 0 ul/ 0 1 1 0
u2|1 0 1 1 u2| 0 0 0 1
ud| 1 1 0 1 ud| 0 1 0 1
ud| 0 1 1 O uda| 0 0 0 O
Obrazek 3.7: Matice sousednosti Obréazek 3.8: Matice sousednosti
neorientovaného grafu orientovaného grafu
el e2 e3 ed €5 el e2 e3 ed4d ed
ulf 1 1 0 0 O ul| 1 1 0 0 O
u2| 1 0 1 1 0 w2 -1 0 -1 1 0
ud| 0 1 1 0 1 uad| 0 -1 1 0 1
| 0 0 0 1 1 ud| 0 0 0 -1 -1
Obrazek 3.9: Matice incidence neo- Obrazek 3.10: Matice incidence ori-
rientovaného grafu entovaného grafu

vede hrana z u do v, -1, pokud hrana vede z v do u, nebo 0, pokud zZddna hrana
mezi u a v neni. Obecné se hodi spiSe na husté grafy, nebo pro algoritmy, ve
kterych v grafu casto provadime zmény. [2]

Priklad najdete na obrazku [3.7] a

Matice incidence

Matice incidence je obdélnikovd matice o |U| fadcich a |H| sloupcich. Pro
orientovany graf do bunky [u][h] zapiSeme 1, pokud hrana h inciduje s uzlem
u, nebo 0 v opacném piipadé. V orientovaném grafu piseme 1, pokud hrana h
vychézi z uzlu u, -1, pokud do néj vstupuje, 0 jinak. [2]

Viz obrazek 3.9 a B.10.

Srovnani

Tabulka[3.1]zachycuje pamétové ndro¢nosti a ¢asové slozitosti nejéastéji pouzi-
vanych operaci pro jednotlivé reprezentace. Uvedené ¢asové slozitosti neberou

15



3. REPREZENTACE GRAFU

Tabulka 3.1: Srovnani slozitosti reprezentaci

reprezentace pridani test nalezeni pameétova
hrany | sousednosti sousedil naroc¢nost
seznam hran O(1) o(|U)) o(|U)) O(|H))
seznamy soused O(1) O(adj(u)) O(adj(u)) o(|U|-1U])
matice sousednosti | O(1) 0(1) o(|U)) O(|U+|H])
matice incidence O(1) O(|H]) O(adj(u) - |U|) | O(|U|-|V])

v uvahu rezii spojenou se zvétSovanim poli. Fakt, Ze operace zavisi na poctu
sousedu konkrétniho uzlu, je vyjadien zépisem O(adj(u)).

3.2 Puvodni reseni v ALib

V soucasné dobé jsou v knihovné implementovany seznamy sousedl a matice
sousednosti. Vse je vytvoreno objektovym stylem s vyuzitim dédéni a skladani.
David Rosca v [I] uvadi: ,,Zdkladni strukturou je trida Graph, od které deédi
tridy DirectedGraph (pro orientované grafy) a UndirectedGraph (pro neorien-
tované grafy). Tridy Node a DirectedEdge, UndirectedEdge predstavuji uzly a
hrany (orientované, resp. neorientované) v grafu.“ Tridy UndirectedGraph a
DirectedGraph obsahuji ukazatel na objekt reprezentace. Ten mutze byt pro
neorientovany graf instanci nékteré ze trid

e AdjacencylListUndirectedGraph

e AdjacencyMatrixUndirectedGraph
a pro orientovany graf

e AdjacencylistDirectedGraph

e AdjacencyMatrixDirectedGraph
Tyto reprezentace jsou potomky abstraktnich tf¥id IUndirectedGraph nebo
IDirectedGraph. Situace je znidzornéna na obrazku

Ohodnoceni grafu

Ohodnoceni je feseno tak, ze umoznuje priradit celo¢iselnou hodnotu libovol-
nému uzlu nebo hrané. Tento zpiisob mé své vyhody i nevyhody. Vyhodou je,
ze zachovava jednoduchost a jistou univerzalnost navrhu. Nevyhody spocivaji
v tom, Ze algoritmus neni schopen typem grafu rici, zda-li na vstupu pozaduje
graf s néjakym ohodnocenim. Naptiklad algoritmus hledani nejkratsi cesty po-
zaduje, aby vstupni graf mél ohodnoceny vSechny hrany. Toto se nyni musi
kontrolovat za béhu programu — musi se ovérit, jestli kazda hrana ma prira-
zenou hodnotu, a hlasit chybu, pokud nema.
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3.3. Provedené zmény

UndirectedGraph

IUndirectedGraph
+ addMode( Node node ) : bool

+ getMNodes() const : list<Node>

) + virtual addNede( Node node ) : bool
obsahuje > + virtual getNodes() const : list<Node>

N

dédi od dédi od

/

- impl : IUndirectedGraph *

AdjacencyListUndirectedGraph

AdjacencyMatrixUndirectedGraph

+ virtual addMode( Node node ) : bool
+ virtual getNodes() const : list<Node>

+ virtual addNode( Node node ) : bool
+ virtual getNodes() const : list<Node>

Obrazek 3.11: Predchozi vztahy t¥id (podobné i pro orientovany graf)

UndirectedGraph

+ addMNode( Node node ) : bool
+ getNodes() const : list<Node=>

-impl : IUndirectedGraph *

7N

dédi od

/

dédi od

AdjacencyListUndirectedGraph

AdjacencyMatrixUndirectedGraph

+ virtual addMNode( Node node ) : bool
+ virtual getMNodes() const : list<MNode>

+ virtual addNode( Node node ) : bool
+ virtual getNodes() const : list<Node>

Obrazek 3.12: Nové vztahy tiid (podobné i pro orientovany graf)

3.3 Provedené zmény

Zjednoduseni struktury

V ptvodnim fesenim jsou vlastni reprezentace grafu obaleny dalsi tiidou
UndirectedGraph nebo DirectedGraph, které nedélaji skoro nic jiného, nez
deleguji veskeré pozadavky na konkrétni reprezentaci. Napiiklad takto:

bool UndirectedGraph::hasNode(const Node &node) const
{

return impl->hasNode (node) ;

}

Toto obaleni je zde zbytecné, proto se nové tridy reprezentaci stavaji potomky
primo tfid UndirectedGraph, DirectedGraph, jak je znazornéno na |3.12
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3. REPREZENTACE GRAFU

Tato zména s sebou nese mnozstvi dalsich drobnych zmén souvisejicich s
vnitinimi mechanismy knihovny a s tim, Ze t¥idy DirectedGraph a UndirectedGraph
se stavaji abstraktnimi. Tyto zmény nebudu déale rozebirat.

Ohodnoceni grafu

Byl zde napad zavést nové tridy pro nasledujici typy grafu podle jeho vazeni
e nevazeny graf
e hranoveé vazeny graf
e uzlové vazeny graf
e plné vazeny graf (vdzené hrany i uzly)

ale nasledné bylo od tohoto zameéru upusténo, protoze by znacné zeslozitil a
zneprehlednil navrh, zejména proto, ze kazda varianta je potfeba pro neorien-
tovany i orientovany graf. Nicméné neni vylouceno, ze v budoucnu bude toto
rozhodnuti prehodnoceno a v knihovné ALib se néco podobného objevi.

Misto toho byly pridany metody pro snadné zjisténi, jestli jsou vsechny
hrany nebo vSechny uzly ohodnocené.

Naslednici a predchudci

Doposud se v reprezentaci orientovaného grafu pomoci seznamu sousedt ukla-
dali pouze néslednici uzlu. Nékteré algoritmy (napf. nalezeni maximélniho
toku) vsak vyzaduji efektivné projit i pfedchidce uzlu. Z tohoto divodu byla
reprezentace predélana tak, aby kazdy uzel mél navic seznam predchudci,
a metoda getNeighbours byla nahrazena dvojici metod getSuccessors a
getPredecessors.

Automatické odebirani uzlua

V puvodni verzi se nachdzi funkcionalita, kterd automaticky odebere uzel v pri-
padé, ze odebereme posledni hranu s nim incidujici. To neodpovida obecnému
pojeti grafu, ve kterém je mozné mit i izolované uzly. Po dohodé s vedoucim
byla tato funkce odstranéna.
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KAPITOLA 4

Grafové algoritmy

Tato kapitola vysvétluje jednotlivé grafové problémy ze zadani a popisuje zpu-
soby jejich Teseni.

4.1 Nalezeni minimalni kostry neorientovaného
grafu

Nalezeni minimélni kostry v neorientovaném grafu je velmi znamy a v praxi
se ¢asto vyskytujici problém. Narazime na néj naptiklad, pokud chceme pro-
pojit dand sitova zafizeni (routery, switche, servery) co nejmensim mnozstvim
kabelu.

Pro tento problém byla vynalezena celd fada algoritmt. Jako prvni objevil
zpusob Feseni Otakar Bortiivka. Na zacatku algoritmu jsou vSechny uzly samo-
statnou komponentou. V kazdé iteraci vybereme pro kazdou komponentu nej-
levnéjsi hranu spojujici ji s jinou komponentou, a vSechny je nardz pridame do
kostry. Postupné spojujeme komponenty, dokud neziistane jedina. Nevyhodou
algoritmu je, ze funguje spravné pouze na grafech, ve kterych lze minimalni
kostra urcit jednoznacné, vyhodou naopak to, ze lze snadno paralelizovat. [3]

Dalsim jednoduchym algoritmem je Primuv/Jarnikiv. Na rozdil od Bo-
ravkova algoritmu si udrzuje pouze jednu komponentu souvislosti, ktera na
zacatku obsahuje jeden vybrany pocatecni uzel. Tu v kazdém kroku rozsiri
o nejlevéjsi hranu vedouci z komponenty do dalstho uzlu, dokud nepokryje
vSechny. [4]

Boruvkiav algoritmus se do knihovny prilis nehodi kvili jeho omezeni a
Jarnikav/Primuv je jiz v ALib implementovan. Déle tedy bude rozebran a
naprogramovan treti algoritmus — Kruskaliv. Aby ho bylo mozné implemen-
tovat efektivné, musime se nejdiive podivat na jeden souvisejici problém — tzv.
Union-Find problém.
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4. GRAFOVE ALGORITMY

Union-Find problém

Problému se také nékdy fika dynamické udrzovani komponent souvislosti nebo
mnozinovy rozklad. Jde o to, jak efektivné urcit, zda-li se 2 uzly nachézeji ve
stejné komponenté, a pripadné sloucit 2 komponenty do jedné. Kazdé kompo-
nenté piifadime jeden uzel, kterému ifkdme reprezentant komponenty. Reseni
realizujeme dvojici operaci:

e FIND(u) vréati reprezentanta komponenty obsahujici uzel w.
e UNION(u,v) sjednoti dvé komponenty obsahujici uzly u a v.

V [3] je popsano nékolik feseni tohoto problému od jednoduchého po sofisti-
kovanéjsi.

Trivialni reseni

Oindexujeme uzly ¢isly 1..n, kde n je pocet uzli. Pouzijeme pole R o velikosti n
a v i-té bunce udrzujeme index reprezentanta komponenty s uzlem u;. Operace
FIND(uw;) jen vrati R[i], ma tedy slozitost O(1). Operace UNION(u;,v;) musi
projit celé pole a vSem uzlim s reprezentantem R[v;] ho zménit na hodnotu
R[u;], to zabere O(n).

Casto dostacujici reseni

Predchozi feseni obohatime o pole size, které pro daného reprezentanta r ob-
sahuje v size[r] velikost jeho komponenty, a pole next, které pro dany uzel
obsahuje index dalsiho uzlu ve stejné komponenté. Druhé pole simuluje spo-
jové seznamy uzli v jednotlivych komponentach ukoncené nulou a rikd nam,
které polozky mame projit pri prepisovani reprezentantti v UNION. Zaroven po-
uzijeme size pro prepsani prvki v té mensi komponenté. V nejhorsim pripadé
bude UNION trvat O(n), ale amortizované pouze O(logn).

Prepojovani stromu

Pro kazdou komponentu si budujeme orientovany strom jejich uzli, kde koren
je reprezentantem a hrany vedou od déti k rodi¢im. Nejjednodussi je opét
pouzit pole o velikosti n, kde hodnota bunky je index rodi¢e daného uzlu.
Operace FIND projde stromem od uzlu ke kofeni a vrati jeho index. Operace
UNION(u,v) nejprve najde reprezentanty u a v a nasledné kotfen jednoho stromu
napoji pod kofen druhého stromu. Aby nedochézelo k nevyviazenému ristu
stromu do hloubky, pamatujeme si jesté u kazdého kotene hloubku jeho stromu
rank, podle té vzdy pripojime mensi pod vétsi. Slozitost obou operaci tak
shora omezime na O(logn).
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4.1. Nalezeni minimaln{ kostry neorientovaného grafu

Prepojovani stromt se zkracovanim cest

Predchozi feseni vylepsime tak, ze pfi kazdém provedeni operace FIND napo-
jime vsSechny navstivené uzly stromu rovnou na jejich koren. P¥i opakovaném
volani operace na stejny uzel pak jiz dostavame konstantni slozitost.

Zvolené reseni a implementace

V knihovné bylo nakonec realizovano posledni z uvedenych feseni. Jednak
proto, ze neni nijak zvlast komplikované a poskytuje dobrou slozitost, a také
proto, ze se tento zpusob u¢i v predmétu BI-GRA. Pro tento problém byla
vytvorena tfida Components s metodami realizujici vyse popsané operace a
dodateénou metodou MakeSet(u), kterd oznac¢i dany uzel za jednoprvkovou
komponentu.

Kruskaliv algoritmus
Popis

Kruskaliv algoritmus spada do kategorie tzv. hladovych algoritmii. To zna-
menda, ze kazdém kroku vybird aktualné nejlepsi moznost, tzv. lokalni mi-
nimum, bez ohledu na to, co prijde pozdé&ji. Spravnost tohoto pristupu pro
hleddni minim&lni kostry je dokézana v [2].

Na zacatku kazdy uzel tvori samostatnou komponentu. Nasledné prochéazi
hrany v poradi rostoucich vah a pokud jejim pridanim nevznikne kruznice,
prida se do kostry. Pro testovani vzniku kruznice ndm poslouzi reseni Union-
Find problému. Pokud se totiz oba krajni uzly hrany nachéazeji ve stejné kom-
ponenté, pak nutné kruznice musi vzniknout. Naopak pokud jsou uzly z jinych
komponent, pak se tyto komponenty pridanim hrany spoji v jednu.

Slozitost algoritmu je dana slozitosti fazeni hran a operaci FIND a UNION.
Po sefazeni musime 2 - |H| krat provézt nalezeni komponenty a maximélné
|H| krét je sjednotit s amortizovanou slozitosti O(log |U|) Pro obecné radici
algoritmy se slozitosti O(|H|log|H|) jako napf. QuickSort a vySe vybrané
feSeni mnozinového rozkladu tedy vychazi O(|H|log|H]).

Pseudokéd (1) Kruskalova algoritmu prevzaty z [2].

Implementace

Pro efektivni prochazeni hran podle vah je nutné hrany nejprve seradit. Na
sefazeni lze pouzit jakykoliv efektivni fadici algoritmu, napriklad QuickSort
dostupny ve standardni knihovné C++ jako funkce std: :sort z hlavickového
souboru <algorithm>. Zbytek je pouze prepis pseudokédu do syntace C++.
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4. GRAFOVE ALGORITMY

Algorithm 1 Kruskaluv algoritmus
function KRUSKAL(G)
A0
for all u € U do
MAKE_SET(u)

serad H vzestupné podle vah
for all hrana {u,v} € sefazené hrany do
if FIND_SET(u) # FIND_SET(v) then
A<+ An{u,v}
UNION (u, v);

return A

Obrazek 4.1: Priklad neexistence orientované kostry

4.2 Nalezeni minimalni kostry orientovaného grafu

Kostra orientovaného grafu je pojem ponékud zavadéjici. V anglické literature
se misto toho pouzivaji pojmenovani ,arborescence“ a ,branching®, které
zatim nemaji v ¢eském jazyce ekvivalent. Jack Edmonds je v [6] definuje takto:

Definice 20. Branching je les (mnozina disjunktnich stromi), jehoz hran
jsou orientovany tak, aby kazda smérovala k jinému uzlu.

Definice 21. Arborescence je souvisly branching.

7 predchoziho plyne, ze branching je sjednoceni disjunktnich arborescenci.
Optimalni branching je potom takovy, ktery ma nejmensi mozny soucet vah

vvvvv

neorientovaného grafu a jeho reSeni nemusi existovat pro kazdy orientovany
graf. Priklad, kdy nelze sestrojit branching, ktery pokryje cely graf, je na
obrazku [4.1]

Chu/Liu/Edmondsiv algoritmus

Tento algoritmus byl nezavisle objeven nékolika lidmi v riznych c¢astech svéta
a je to jediny algoritmus resici minimalni{ kostru orientovaného grafu. Je zna¢né
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4.2. Nalezeni minimalni kostry orientovaného grafu

komplikovany a byl postupné publikovan v nékolika verzich.

Puavodni popis od Edmondse

Jack Edmonds v [6] popisuje sviij algoritmus velmi abstraktné, s pomoci ¢isté
matematickych tvah a zdpist, bez souvislosti s pocitaci a vypocetni naroc-
nosti. V jeho popisu se vyskytuje nékolik datovych struktur oznacovanych vel-
kymi pismeny, které nazyva jednoduse ,bucket®, neboli kbelik. Jeho postup
by se dal stru¢né shrnout takto:

Vytvorime mnozinu korenovych komponent, do kterych zatim nevede zadna
hrana. V této mnoziné jsou na zacatku vSechny uzly. Postupné z ni vybirdme
uzly a ke kazdému hleddme nejkratsi hranu do néj vedouci. Jestlize takova
hrana neexistuje, uzel je koren aktudlniho stromu. Pokud nalezena hrana spo-
le¢né s predchozimi nalezenymi hranami vytvori novy cyklus, zapamatujeme
si hrany a uzly tvorici cyklus a nahradime ho jedinym uzlem. Takto pokracu-
jeme, dokud neni zadna komponenta s neprozkoumanymi vstupnimi hranami.
Nasledné se vratime ke vzniklym cyklim a vybirame z nich hrany tak, aby
splnovaly podminky ,branching® a jejich vahy byly maximalni.

Tarjanova implementace

O nékolik let pozdéji v [7] prichdzi Robert Tarjan s ndvrhem, jak implemen-
tovat Edmondstiv algoritmus v pocitacich, jaké pouzit datové struktury a jak
konkrétné provést nékteré kroky. Podle néj je pro efektivni béh potreba ucho-
vavat:

e slabé komponenty pomoci tzv. disjoint set pouzité pro Union-Find pro-
blém,

e silné komponenty opét pomoci disjoint set,

e neprozkoumané hrany vstupujici do kazdé silné komponenty pomoci slu-
Covatelné prioritni fronty,

e kofenové komponenty, které mohou mit vstupujici hrany,
e kofenové komponenty, které uz nemaji zadné vstupujici hrany,

e pole obsahujici pro kazdou silnou komponentu hranu, kterd do ni vstu-
puje,
e pole obsahujici pro kazdou korenovou komponentu jeji korenovy uzel
Déle tvrdi, Ze po probéhnuti algoritmu s vyse popsanymi strukturami lze fi-
nalni branching ziskat prohledanim do hloubky z kofenovych uzli komponent,

které nemaji vstupujici hrany. Tato implementace probéhne na daném grafu

za O(|H|log |U]).
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4. GRAFOVE ALGORITMY

V jeho dile také najdeme pseudokdéd podobny syntaxi jazyka Algol, ktery
uz se velmi blizi pouzitelné verzi algoritmu. Velké ¢ast pseudokddu [2| pochéazi
z néj.

Camerinniho pripominky

O 2 roky pozdéji P. M. Cameriny ukazal v [§], ze Tarjaniv predpoklad exis-
tence jednoznac¢né cesty z uzlu korenové komponenty do jiného uzlu nadrazené
slabé komponenty byl chybny. Tim padem nelze na zavér pouzit prohledéni
do hloubky, protoze vysledek by nemusel byt optiméalni.

Misto toho navrhuje pouziti lesa hran vstupujicich do korenovych kompo-
nent. Optimalni branching lze nakonec z tohoto lesa ziskat identifikaci cest
mezi listem a prislusnym kofenem v lese. Konkrétni podoba postupu je vidét
v pseudokddu
Pseudokdd a finalni implementace

Pseudokdd [2] a findlni implementace v knihovné ALib jsou postaveny na po-
sledni Tarjanové verzi se zahrnutymi Camerinniho pfipominkami. Pavodni
pseudokoéd od Tarjana sice hledé kostru maximalni, to 1ze ale jednoduse zménit
na minimalni obracenim podminky haldy. Ta pouziva nasledujici pojmenované
datové struktury:

e roots uchovava korenové komponenty, které mohou mit vstupujici hrany,
e rset uchovava kofenové komponenty, které nemaji vstupujici hrany,
e enter ma pro kazdé ¢ hranu vstupujici do komponenty i,
e min mé pro kazdé ¢ kofenovy uzel komponenty 4,
e F je les hran z Cameriniho pripominek,
a nasledujici operace:
e WFIND(z) vrati slabou komponentu obsahujici uzel z,
e WUNION(a, b) spoji slabé komponenty obsahujici uzly a, b,

e SFIND(z) vréti silnou komponentu obsahujici uzel x,

SUNION(a, b) spoji silné komponenty obsahujici uzly a, b,
e INIT(C, L) inicializuje frontu C' aby obsahovala prvky z L,
e ADD(a, C) pricte hodnotu a k hodnotam vsech prvka ve fronté C,

e MAX(C) smaze a vrati prvek s nejvétsi hodnotou z fronty C,
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e QUNION(C, D) pridé prvky z fronty D do fronty C' a vyprézdni frontu
D.

e v(u,v) vrati puvodni vahu hrany (u,v)
e c(u,v) vrati vahu hrany (u,v) upravenou pomoci ADD

Pro efektivni rozpoznani jak slabych tak silnych komponent lze pouzit feSeni
Union-Find problému z Kruskalova algoritmu. Slucovatelna prioritni fronta
je potfeba realizovat Binomidlni nebo Fibonacciho haldou. V praci byly im-
plementovany obé jako tiidy BinomialHeap a FibonacciHeap, a to s pomoci
popist z [5], [9] a [10].

4.3 Nalezeni maximalniho toku v siti

Toky v sitich jsou v praxi jednou z velmi vyuzivanych oblasti teorie grafi.
Graf zde modeluje sit (napt. dopravni, vodovodni, naftové, plynové, apod.),
po niz se prepravuje urcité médium. Prepravni kapacita je néjakym zptisobem
omezena a tim jsou omezeny i celkové prepravni moznosti.

V takovychto sitich vétsinou chceme najit tok maximéalni, to jest takovy
tok, ktery ma maximélni mozny soucet tokt v jednotlivych hranach.

Ford /Fulkersonuv algoritmus
Popis

Algoritmus pracuje hledanim tzv. zlepSujicich cest, to jsou neorientované cesty
ze zdroje do spotiebice, podél kterych lze upravit tok tak, aby vysledna velikost
toku byla vétsi nez predchozi. Na zacatku nastavime libovolny pripustny tok,
napriklad nulovy. Dokud se dari nachéazet zlepsujici cesty, pak se zvysSuje tok
v hranach téchto cest. Algoritmus konéi poté, co neni nalezena zadna dalsi
zlepsujici cesta.

Hledéni zlepsujicich je specialni verzi prohledavani grafu od zdroje ke spo-
trebici, které prochazi nasledniky i predchiidce. Predchiidce je nutné prochéazet
proto, ze zlepsujici cestu lze najit i tak, ze se ubere tok v protisméru oriento-
vané hrany (u,v). Tim se zaruci zachovani druhé podminky toku pro uzel v a
otevie se nova moznost, kudy vést cestu z uzlu u. Algoritmus nespecifikuje, v
jakém potradi navstévovat oteviené uzly, staci vybrat jakykoliv otevieny uzel.
Je tedy mozné prohledévat do sitky, do hloubky i jakkoliv jinak.

Nasledné se ve vsech hranach, které jsou soucasti nalezené cesty, zvysi tok
o stejnou hodnotu, kterd se ur¢i jako minimum z rozdila ¢(u,v) — f(u,v) pro
hrany (u,v) podél cesty. Tuto hodnotu bud uréime az tésné pred zvySovanim
toku projitim hran cesty nebo se prubézné pocita a uchovavd v pomocném
poli d pti hledani cesty. V pseudokédu a findlnim zdrojovém kdédu je pouzita
moznost druha.
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Algorithm 2 Chu/Liu/Edmondstuv algoritmus

function OPTIMUM_BRANCHING(G)
roots < ()
for i « 1 until n do INIT(¢,1(7))
Vytvor S-mnozinu obsahujici ¢ jako jediny prvek
Vytvor W-mnozinu obsahujici ¢ jako jediny prvek
enter|i] < (0,0)
roots < roots U {i}
H 0
rset < ()
while roots # () do
Vyjmi néktery koten k z roots
hrana (i, j) <+ MAX(k)
if v(i,j) < 0 then rset < rset U {k}
else if SFIND(i)= k then roots < roots U {k}
else
H — HU{(i,))}
if WFIND(i)2WFIND(j) then WUNION(i,j)
enter[k] < (i,])
else
val < inf
hrana (z,y) « (4,7)
while (z,y) # (0,0) do
if ¢(x,y) < val then
val < c(z,y)
vertex <+ SFIND(y)
(x,y) < enter[SFIND(x)]
ADD(val — ¢(i, j),k)
minlk] < min(vertex)
(x,y) < enter[SFIND(i)]
while (z,y) # (0,0) do
ADD(val — ¢(z,y), SFIND(y))
QUNION(k, SFIND(y))
SUNION(k, SFIND(y))
(z,y) < enter[SFIND(y)]
roots <— roots U {k}
R < VYmin[i] : i € rset
B+ 0
N < kotenové uzly lesa F
repeat
if R # () then
Smaz kofen v z R
else
2 Vezmi kterykoliv kofen (w,v) € N a pfidej ho do B
Najdi cestu P v lese F' vedouci z kofene do listu (u,v)

Smaz z F' vSechny uzly a hrany z P a aktualizuj NV
until R = N = () return B




4.4. Nalezeni minimalniho fezu v siti

Slozitost této verze algoritmu nelze urcit jednoznacné. Nalezeni zlepsujici
cesty trva O(|U|+|H|) a zvyseni toku O(|U|). Nen{ ale mozné uréit, kolikrét se
tyto kroky musi provést. Na iraciondlnich ¢islech algoritmus dokonce nemusi
skoncit nikdy.

Pseudokdd [3| je prevzaty z [2].

Implementace

Pro hledani zlepsujici cesty bylo zvoleno prohledavani do sitky, pro prochézeni
uzla je tedy potieba pouzit fronta otevienych uzli. Pro jednoduchost 1ze vzit
std: :queue z C++ STL, i kdyz rychlostné vyhodnéjsi by bylo napsat vlastni
jednodussi tridu s jednordzovou alokaci pole, bez kruhového posunovani in-
dexu zacatku a konce a bez kontrol podteceni.

Dale se pseudokdd snazi pomérné neprehlednym zptisobem uchovat naraz
2 informace v poli p, a to index predchtidce uzlu a znaménko zmény toku
v hrané. V implementaci bylo toto pole rozdéleno na dvé, jedno ukléddajici
predchtidce a druhé pro znaménko.

4.4 Nalezeni minimalniho rezu v siti

Minimalni fez poc¢itame tehdy, kdyz chceme zjistit, jak co nejjednoduseji nebo
nejlevnéji oddélit 2 elementy v siti.

Algoritmus vyuzivajici maximalni tok
Popis

Minimalni fez v siti izce souvisi s maximalnim tokem. Tento vztah popisuje
Ford-Fulkersontv teorém:

Véta 1. Velikost mazimalniho toku v siti je rovna kapacité jejiho minimdlniho
TeU.

Z dikazu této véty v [2] lze vyvodit nésledujici postup. Nejdiive nechdme
probéhnout algoritmus Forda/Fulkersona pro maximalni tok. Potom jesté jed-
nou provedeme prohledani grafu stejnym zptisobem jako pri hledani zlepsujici
cesty a ozna¢ime vsechny uzly, do kterych jsme se dostali ze zdroje. Nasledné
pridame do fezu ty hrany, které spojuji tyto oznacené uzly s neoznacenymi.

Viz pseudokdd

Implementace

I zde je mozné projit komponentu obsahujici zdroj jakymkoliv prohledava-
nim, opét jsem zvolil prohledavani do sitky. Odebrané hrany jsou uklddany
do std: :vector a navratova hodnota obsahujici hrany minimalniho fezu je
realizovana pomoci std: :unordered_set.
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Algorithm 3 Ford/Fulkersonuv algoritmus

function FORD__FULKERSON(S)
for all hrana (u,v) € H do
flu,v) + 0
while NAJDI__CESTU(S) do
ZvYS__TOK(S)

return f

function NAJDI__CESTU(S)
for all uzel v € U do
stav[u] <+ FRESH
pls] < +s
d[s] < inf
stav[s] <~ OPEN
repeat
u < libovolny otevieny uzel
stav]u] - CLOSED
for all v € néaslednici uzlu v do
if stav[v] = FRESH A f(u,v) < q(u,v) then
stav[v] < OPEN
plv] < +u
d[v] + mIN(d[u], g(u,v) — f(u,v))
for all v € predchiidci uzlu u do
if stavjv] = FRESH A f(v,u) > 0 then
stav[v] < OPEN
plv] + —u
d[v] < MIN(d[u], f(v,u))

until neexistuje otevieny uzel Vu =t

function ZvysS_ TOK(S)
V<t
d + d[t]
repeat
u < abs(p[v])
if p[v] = u then
f(u,v) + f(u,v) +0
else
fv,u) < f(v,u)—0
VU
until v =s
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Algorithm 4 Nalezeni minimalniho fezu pomoci maximélniho toku
function NaJDI_REZ(S)
C <+ 0
f + FORD_ FULKERSON(S)
for all uzel u € U do
stav|u] + FRESH

stav[s] < OPEN
repeat
u < libovolny otevieny uzel
for all v € naslednici uzluu do
if stav[v] = FRESH A f(u,v) < q(u,v) then
stav[v] < OPEN
for all v € predchudci uzlu v do
if stavjv] = FRESH A f(v,u) > 0 then
stav[v] + OPEN

until neexistuje otevieny uzel
for all hrana (u,v) € H do
if (stav[u] # FRESH A stav[v] = FRESH) V (stavju] = FRESH A
stav[v] # FRESH) then
C+ CU (u,v)

return C

4.5 Nalezeni maximalniho toku v neorientované
siti

Tento problém je ponékud netradi¢ni. V literature nelze nalézt oficiadlni al-
goritmus na jeho Teseni. Teorie grafu totiz neznd pojem ,neorientovand sit“.
V praxi ale mtizeme chtit toky pocitat i v neorientovanych grafech, proto se
vyplati se timto problémem zabyvat. Neorientovanou sit si zavedeme takto:

Definice 22 (neorientovana sit). Neorientovanou siti nazyvame ¢tverici
S =(G,q,s,t),kde G = (H,U) je obycejny neorientovany graf, s € U je zdroj
sité S, t € U je spotiebié sité S a ¢ : H — RT je nezdporné ohodnoceni
hran nazyvané kapacita sité S. Pro kazdou hranu h nazyvame piislusnou
hodnotu ¢(h) kapacitou hrany h.

Upraveny algoritmus Forda-Fulkersona
Popis

Algoritmus je jednoduchou modifikaci Ford-Fulkersonova algoritmu pro ori-
entovanou variantu. Nejdiive se kazda neorientovand hrana nahradi dvojici
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4. GRAFOVE ALGORITMY

protichidnych orientovanych hran. Nasledné ve fazi aktualizace tokt podél
zlepsujici cesty se vzdy aktualizuji obé hrany opac¢nou hodnotou. [3]

Algorithm 5 Ford/Fulkersoniv algoritmus pro neorientovanou sit
function FORD _FULKERSON(S)
for all hrana (u,v) € H do
f(u,v) <0
while NAJDI CESTU(S) do
ZvYS_TOK(S)

return f

function NAJDI__CESTU(S)
for all uzel u € U do
stav[u] < FRESH
pls] « s
d[s] < inf
stav[s] < OPEN
repeat
u < libovolny otevieny uzel
stav]u] - CLOSED
for all v € sousedé uzlu u do
if stavjv] = FRESH A f(u,v) < q(u,v) then
stav[v] < OPEN
plv] + u
o] < Min(d[u], g(u, v) — f(u,v))

until neexistuje otevieny uzel V u =t

function ZvysS_ TOK(S)
V<t
§ + d[t]
repeat
u < plv]
f(u,v)
F(v,u)
V<4 u
until v =s

i
I

+— f(u,v)+ 46
+— f(v,u) — 4

)

Implementace

Pro pfevod neorientovaného grafu na orientovany byl tridé DirectedGraph
pridan konstruktor s parametrem UndirectedGraph. Zbytek je stejny jako u
orientované verze.
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4.6 Nalezeni minimalniho rezu v neorientované siti

Povaha tohoto problému je stejné jako problému predchoziho. Abychom zpro-
voznili algoritmus pro neorientované sité, musime provést nékolik tprav.

Upraveny algoritmus minimalniho fezu v siti

Opét vyjdeme ze vztahu s maximdalnim tokem, ten plati i zde (podle [3]). Graf
upravime stejnym zpusobem jako u upraveného Ford/Fulkersonovo algoritmu
a ten nechdme probéhnout. Dale postupujeme stejné jako u orientované verze.

Algorithm 6 Nalezeni minimalniho fezu v neorientované siti
function NaJDI_REZ(S)
C <+ 0
f + FORD__FULKERSON(S)
for all uzel u € U do
stav|u] < FRESH

stav[s] <~ OPEN
repeat

u < libovolny otevieny uzel
for all v € naslednici uzluu do
if stav[v] = FRESH A f(u,v) < q(u,v) then
stav[v] + OPEN
until neexistuje otevieny uzel
for all hrana {u,v} € H do
if (stav[u] # FRESH A stav[v] = FRESH) V (stav[u] = FRESH A
stav[v] # FRESH) then
C + CU{u,v}

return C
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KAPITOLA 5

Testovani

Testovani algoritmi neni na rozdil od bézného softwaru ve svété nijak stan-
dardizovano. Je potieba si poradit ,ad hoc“ pro kazdy pripad zvlast.

Typicky se vymysli nékolik jednoduchych piipadi, které lze ovéfit ruéné
na papire, a vystup algoritmu se porovnad pevné s zadanymi hodnotami. Je
dobré do téchto testti zahrnout nékolik pripadi, které jsou pro dany algoritmus
povazovany za krajni, napriklad fadicimu algoritmu dame zcela serazené pole
nebo naopak pole s presné opa¢nym poradim.

Pokud mame k dispozici referen¢ni reseni, o kterém vime, ze je spravneé,
potom miizeme testovat velké ndhodné vstupy a vysledky nového algoritmu
porovnat s tim referenénim. V tomto pripadé takova moznost neni, vyzadovalo
by to instalaci knihovny treti strany, ktera by mohla porusit licenci knihovny
ALib. Nahodnymi vstupy bude tedy otestovano pouze, zda-li algoritmus skon¢i
za dany cas a zda-li dobéhne bez chyby.

V knihovné ALib se pro testovani trid a raznych funkcionalit pouziva na-
stroj Cpp Unit. Jedna se o sadu maker pro zjednoduseni psani testti a systém
pro spousténi testi a odchytavani chyb. I v této praci byl Cpp Unit pouzit.

Aby se pro kazdy testovany graf nemusel opakovat kéd, ktery pridava uzly,
hrany a vahy, vold algoritmus a nésledné polozku po polozce kontroluje jeho
vystup, je pro kazdy z algoritmt napsana jedna funkce pro test zadaného grafu
a data grafu jsou specifikovana formou staticky inicializovanych poli.

5.1 Test Kruskalova algoritmu

Vysledkem Kruskalova algoritmu je kostra. Vstupem i vystupem je tedy graf.
Bohuzel kostra neorientovaného grafu nemusi byt vzdy jednoznacnd, proto
nelze pouzit jiz hotovy Primuv algoritmus a porovnavat vysledky s nim. Je
potteba vysledky vypocitat ruéné a zadat je do programu. Kontroluje se ve-
likost mnoziny hran a existence jednotlivych hran ze zadaného ocekavaného
vysledku.
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5.2 Test Edmondsova algoritmu

Vysledkem je opét kostra, coz je graf. Testovani probiha stejnym zptsobem
jako algoritmu predchoziho.

5.3 Test Ford/Fulkersonova algoritmu pro tok sité

Tok sité jsou hodnoty prirazené jednotlivym hranam. Z funkce algoritmu pri-
jdou jako dvourozmérna tabulka hodnot pro dvojice uzli. Spravné feseni je
zadano jako pole hran a jejich hodnot. Pro kazdou hranu a jeji krajni uzly se
ovéri, jestli je hodnota z tabulky spravna.

5.4 Test Ford/Fulkersonova algoritmu pro fez sité

Rez je mnozina hran. Musi se tedy ovéfit, jestli obsahuje vSechny hrany, které
mé mit, a zddné navic. Spravné Teseni je zadano jako pole hran. Testuje se
tedy, jestli se ve vystupu vyskytuje kazda hrana z pole, a jestli je pocet prvku
feseni stejny jako velikost pole.

5.5 Test upravenych algoritmit pro tok a rez
neorientované sité

Algoritmy pro tok a rez byly vytvoreny tak, ze existuji jen 2 t¥idy, jedna pro
tok a druhd pro fez. Ty maji pretizené metody pro orientovany a neorien-
tovany graf. Aby byl dodrzen systém testovani v knihovné ALib, kde kazdy
soubor s tfidou ma jeden test s odpovidajicim ndzvem, testuji se orientované
i neorientované verze zaroven. Zada se jenom jeden graf a k nému dvé reSeni
pro kazdou verzi algoritmu. Zaroven se tim zkrati kod.
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Zaver

Cilem bylo rozsifit knihovnu ALib o sadu algoritmt z teorie grafu, zajistit, aby
datové struktury reprezentujici grafy vyhovovaly témto algoritmum, a overit
spravnost implementace vhodnymi testy. Tento cil byl splnén. Algoritmy byly
uspésné implementovany, integrovany do knihovny a na zékladé testa byly
opraveny vzniklé chyby.

Co se tyce grafovych struktur, jejich implementace tak, aby byly univer-
zalni, snadno pouzitelné a zaroven rychlé, je obecné velmi slozity problém.
Objevuje se zde mnoho pozadavki, které jsou casto protichudné, coz potvr-
zuje i riznorodost existujicich feseni. Rozhodné je zde prostor k dalsimu vy-
lepsovani. Na toto téma by se mozna nechala vypracovat celd zavéreéna prace.

vvvvvv

algoritmy. Nic nebrani tomu, aby byly pridany dalsi.
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