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1.1 Rozváděćı kolo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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4.2 Zpětná transformace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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7.1 Okrajová podmı́nka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
7.2 Koeficienty vlivu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
7.3 Rotuj́ıćı lopatková mř́ıž . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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9.1 Zadáńı modelového výpočtu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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1.1 Schéma Francisovy turb́ıny. Zdroj: [2] . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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6.1 Rozděleńı 2D profilu na panely . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
6.2 Vliv panel̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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Výška lopatky b m
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Hustota ρ kg ·m−3
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1. Úvod

Francisovy turb́ıny patř́ı mezi nejstarš́ı typy vodńıch turb́ın použ́ıvaných pro vý-

robu elektrické energie. Základńı koncept tohoto typu turb́ıny byl navržen v roce

1849 v Anglii J. B. Francisem [1]. Na obr. 1.1 je vyobrazeno základńı schéma

turb́ıny. Francisova turb́ına je přetlakovým typem vodńı turb́ıny, tedy statický

tlak pracovńıho média (vody) před turb́ınou je vyšš́ı než statický tlak za turb́ınou.

Mezi základńı parametry Francisovy turb́ıny patř́ı spád, pr̊utok a geometrie.

Parametry spád a pr̊utok jsou dány do jisté mı́ry geografickou polohou vodńı

elektrárny, kdežto geometrie turb́ıny je právě navrhována tak, aby byla optimálńı

pro danou kombinaci spádu a pr̊utoku.

Návrh geometrie turb́ıny je do jisté mı́ry obchodńım tajemstv́ım výrobńıch

společnost́ı, nebot’ vývoj dostatečně efektivńı turb́ıny neńı snadná záležitost.

V současnosti je možné využ́ıvat pro základńı vývoj metody založené na řešeńı

Navier-Stokesových rovnic, tedy metody označované souhrně jako CFD. Jejich

nevýhodou je však vysoká výpočetńı náročnost. Proto se hledaj́ı možnosti, jak

výpočet vodńıch turb́ın zjednodušit bez ztráty možnosti inovaćı, což dř́ıve hojně

využ́ıvané analytické metody postrádaly. Zároveń bylo Francisovým turb́ınám

věnováno poměrně málo pozornosti i z pohledu teoretického výzkumu. O Kapla-

nových turb́ınách existuje bezpočet studíı, avšak v př́ıpadě Francisových je toho

zlomek.

Jednou z možnost́ı jak provádět výpočet Francisovy turb́ıny, resp. jej́ıho o-

běžného kola, jsou panelové metody. Panelové metody jsou založené na řešeńı

potenciálńıho prouděńı, tedy na zjednodušeném modelu reálné tekutiny. Jejich

nesmı́rnou výhodou oproti CFD je tedy jejich rychlost, nicméně prouděńı je

značně zjednodušené. Vzhledem k tomu, že existuj́ı funkčńı prototypy Franci-

sových turb́ın, je sṕı̌se problematikou jejich optimalizace, aby měly co možná

nejvyšš́ı účinnost. Tuto problematiku mohou panelové metody bez problémů řešit

a v př́ıpadě nutnosti je možné doplnit jejich odhady výpočtem z CFD.

Voda přicháźı př́ıvodńım kanálem na lopatky radiálńıho rozváděćıho kola

(na obrázku zelené), kde se prouděńı usměrńı a uzp̊usob́ı jeho směr tak, aby úhel

1



KAPITOLA 1. ÚVOD

Obrázek 1.1: Schéma Francisovy turb́ıny. Zdroj: [2]

náběhu na oběžné kolo (na obrázku červené) odpov́ıdal navrženým parametr̊um.

Na oběžné kolo nab́ıhá prouděńı stále v radiálně-tečné rovině, avšak bĺıže k ose

turb́ıny se prouděńı měńı na téměř axiálńı. V anglické litaratuře je tento typ

označován jako 90◦ inward flow tadial turbine (90◦ IFR turbine). [3]

d1

b

Obrázek 1.2: Meridiálńı řez Francisovou turb́ınou

1.1 Rozváděćı kolo

Rozváděćı kolo Francisovy turb́ıny je radiálńı statorová lopatková mř́ıž, jej́ıž

úkolem je usměrnit prouděńı tak, aby při návrhových podmı́nkách dopadalo

2



KAPITOLA 1. ÚVOD

pod návrhovým úhlem na lopatky kola oběžného. Neméně d̊uležitým úkolem

rozváděćıch lopatek bývá regulace pr̊utoku turb́ınou, tedy lopatky rozváděćıho

kola jsou pohyblivé a je možné jimi do jisté mı́ry měnit pr̊utok a úhel náběhu

vody na oběžné kolo. Zároveň je rozváděćı kolo navrhováno tak, aby bylo možné

turb́ınu př́ıpadně úplně uzavř́ıt. Na požadavek uzavřeńı turb́ıny je třeba dbát

při návrhu geometrie a počtu lopatek rozváděćıho kola.

1.2 Oběžné kolo

Oběžné kolo je nejd̊uležitěǰśı součást́ı Francisovy turb́ıny, zajǐst’uje přeměnu části

využitelné energie vody na energie kinetickou (točivý moment) hř́ıdele. V oběžném

kole docháźı vlivem geometrie ke zrátě energie vody a změně směru prouděńı.

Do oběžného kola vstupuje voda v radiálńım směru (resp. v radiálně-tečné ro-

vině) a vystupuje z něj v téměř axiálńım směru. Proto bývá Francisova turb́ına

označována jako radiálně-axiálńı turb́ına. Vzhledem k povaze změny směru prou-

děńı může být turb́ına občas nesprávně označována jako diagonálńı, avšak diago-

nálńı turb́ınou je turb́ına Dériazova, která tvoř́ı přechodový stupeň mezi axiálńı

Kaplanovo turb́ınou a právě radiálně-axiálńı Francisovou turb́ınou. [4]

1.3 Proudová plocha

Problematika prouděńı v radiálně-axiálńı turb́ıně je tř́ıdimenzionálńı, avšak zvo-

leńım vhodného př́ıstupu je možné řešeńı prouděńı značně zjednodušit. Vzhle-

dem k axisymetrii turb́ıny lze samostatně vyjmout tzv.
”
proudovou plochu“, jež

vznikne rotaćı zvolené proudnice kolem osy turb́ıny, viz obr. 1.3. Takto lze turb́ınu

rozdělit na n proudových ploch a v každé řešit geometrii lopatek samostatně

(s ohledem na spojitost lopatky).

Tuto proudovou plochu lze pak vhodně navrženou matematickou transfor-

maćı převést do rovinné mř́ıže, d̊uležitou podmı́nkou takovéto transformace je za-

chováńı úhl̊u (v́ıce o této problematice v samostatné kapitole 4). Na rovinné mř́ıži

lze pak definovat geometrické veličiny pro lopatkové mř́ıže běžné. Předpokladem

3



KAPITOLA 1. ÚVOD

Obrázek 1.3: Proudová plocha

proudových ploch pro následné výpočty dvoudimenzionálńıho prouděńı po trans-

formaci do rovinné mř́ıže je nemı́sitelnost prouděńı v jedné proudové ploše s prou-

děńım v jiné proudové ploše.

1.4 Lopatka turb́ıny. Lopatková mř́ıž

Na obr. 1.4 je znázorněna a popsána základńı geometrie lopatkové mř́ıže turb́ıny.

Tento popis lopatkové mř́ıže je obecný v transformované proudové ploše Franci-

sovy turb́ıny a lze jej tedy uvažovat jak pro statorovou, tak pro rotorovou mř́ıž.

V př́ıpadě rotorové mř́ıže je však zapotřeb́ı nav́ıc uvažovat unášivou rychlost -

tedy je třeba d̊usledně rozlǐsovat absolutńı a relativńı úhly v̊uči rotuj́ıćı lopatkové

mř́ıži.

Lopatková mř́ıž je tedy definovaná délkou lopatky l a rozteč́ı mezi lopatkami t,

která se však častěji v literatuře vyskytuje jako poměrná v̊uči délce lopatky, tedy

t
l
. Geometrie samotné lopatky je definována tečným úhlem středńı čáry u náběžné

hrany α′1 a tečným úhlem α′2, popř. úhlem zakřiveńı profilu θ = α′1 − α′2.

Prouděńı okolo lopatky lze charakteristicky popsat úhlem náběhu α1 a úhlem

odtoku α2. V ideálńım př́ıpadě by se úhel odtoku měl shodovat s tečným úhlem

ke středové čáře lopatky u odtokové hrany: α2 = α′2. V reálném př́ıpadě se však

4



KAPITOLA 1. ÚVOD

α
'
1

α
'
2

Θ

l

t

α1

α2

Obrázek 1.4: Lopatka turb́ıny

tyto dva úhly lǐśı o tzv. úhel skluzu: δ = α2−α′2. Vzhledem k tomu, že lopatková

mř́ıž je popsána v konformńım zobrazeńı, je možné tyto definované úhly uvažovat

i ve zpětně transformované mř́ıži v proudové ploše.
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2. Kinematické poměry

Na vstupu či výstupu z oběžného/rozváděćıho kola lze definovat rychlost a směr

prouděńı tzv. rychlostńım trojúhelńıkem. Parametry rychlostńıho trojúhelńıku,

kterými jej lze přesně definovat, se pak nazývaj́ı kinematické poměry. Na obr. 2.1

jsou vyobrazeny rychlostńı trojúhelńıky na vstupu a na výstupu oběžného kola

v meridiálńım řezu.

ct1

cm1

c1

u1

v1
u2

v2

u2

α1

β1

c2 ct2

cm2

β2

α2

Obrázek 2.1: Rychlostńı trojúhelńıky

Absolutńı složka rychlosti je vektorovým součtem rychlosti unášivé a relativńı:

~ci = ~ui + ~vi (2.1)

Zároveň lze absolutńı složku rychlosti rozdělit na meridiálńı a tečnou rychlost.

~c = ~cm + ~ct (2.2)

Vzhledem k tomu, že meridiálńı a tečná rychlost jsou na sebe vzájemně kolmé,

lze definovat relativńı úhel prouděńı jako:

αi = arctg

(
cti − ui
cmi

)
(2.3)

Popř. absolutńı úhel prouděńı:

βi = arctg

(
cti
cmi

)
(2.4)
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KAPITOLA 2. KINEMATICKÉ POMĚRY

2.1 Eulerova turb́ınová rovnice

Druhý Newton̊uv pohybový zákon lze uvažovat ve tvaru:

~M =
d~L

dτ
(2.5)

kde ~L je moment hybnosti, ~M je moment śıly a τ je čas.

Moment hybnosti je definován jako vektorový součet pr̊uvodiče a hybnosti:

~L = ~r ×m~ct (2.6)

kde ct je tečná rychlost tekutiny na pr̊uvodiči r a m je hmotnost vyšetřovaného

tělesa. Po dosazeńı do rovnice 2.5 a derivaci v kontrolńım objemu (viz obr. 2.2):

cr

ct

Obrázek 2.2: Radiálńı a tečná složka rychlosti

M = ṁ(r1ct1 − r2ct2) (2.7)

Tuto rovnici lze vynásobit úhlovou rychlost́ı Ω a poté vydělit hmotnostńım tokem

ṁ. Touto úpravou se dostane rovnice pro měrnou práci turb́ıny:

W̄

ṁ
= W̄ = u1ct1 − u2ct2 (2.8)

Tato rovnice (2.8) se označuje jako Eulerova turb́ınová rovnice [3].

U Francisových turb́ın se v návrhovém režimu uvažuje, že prouděńı je na

výstupu z oběžného kola téměř axiálńı a tečná složka rychlosti tekutiny je tud́ıž

7



KAPITOLA 2. KINEMATICKÉ POMĚRY

nulová, resp. ct2 = 0, cm2 = c2. Pokud tečná složka absolutńı rychlosti je nezane-

dbatelná, pak je turb́ına provozována v nenávrhovém režimu.

W̄ = u1ct1 (2.9)

Měrnou energii turb́ıny lze též vyjádřit z rychlostńıch trojúhelńık̊u na obr. 2.1

[5]:

W̄ =
u2

1 − u2
2

2
+
v2

2 − v2
1

2
+
c2

1 − c2
2

2
(2.10)

2.2 Stupeň reakce

Rychlostńı trojúhelńıky u reakčńıch turb́ın, mezi které patř́ı Francisova turb́ına,

lze kvalitativně ohodnotit tzv. stupněm reakce R. Tento bezrozměrný koeficient

vypov́ıdá nejen o účinnosti turb́ıny, ale i o volbě lopatkováńı na základě podob-

nosti. Stupeň reakce je definován [6]:

R =
změna energie zp̊usobená změnou statického tlaku

celková změna energie
(2.11)

U Francisových turb́ın se stupeň reakce běžně pohybuje podle [5] v rozmeźı

0, 5 až 0, 75. Pro názornost významu stupně reakce lze uvést, že u rovnotlakých

(impulzńıch) turb́ın, mezi které patř́ı např. Peltonova turb́ına, je stupeň rekace

R = 0.

Pro Francisovu turb́ınu lze stupeň reakce psát ve tvaru [5]:

R =

u21−u22
2

+
v22−v21

2

W̄
(2.12)

Pokud se uvažuje konstatńı meridionálńı rychlost (cm1 = cm2) a zároveň se

dosad́ı měrná práce ze vztahu 2.9, lze vztah přepsat do jednoduché podoby:

R = 1− 1

2

ct1
u1

(2.13)
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3. Analytické metody návrhu

Jako již bylo řečeno v úvodu mezi základńı parametry patř́ı spád H a pr̊utok

Q. Užitný spád H je vzhledem ke ztrátám vodńıho d́ıla vždy menš́ı než hrubý

geodetický spád. Turb́ına je navrhována na jmenovitý pr̊utok, ačkoli vzhledem

k aktuálńım energetickým potřebám je možné rozváděćım kolem pr̊utok turb́ınou

regulovat, čimž se turb́ına dostává do oblasti nenávrhových hodnot a tud́ıž klesá

jej́ı celková účinnost. Měrná energie vody protékaj́ıćı turb́ınou:

∆E = g ·H (3.1)

3.1 Určeńı základńıch parametr̊u turb́ıny

Mezi základńı měrné parametry patř́ı otáčky turb́ıny, resp. úhlová rychlost Ω.

Ωs =
Ω
√
Q

(∆E)
3
4

(3.2)

Po dosazeńı z rovnice 3.1:

Ωs =
Ω
√
Q

(g ·H)
3
4

(3.3)

Volba velikosti turb́ıny záviśı na požadavćıch návrhu. Jako nejzákladněǰśı vo-

lený rozměrový parametr lze uvažovat pr̊uměr oběžného kola d1.

Stejně jako byly zavedeny měrné otáčky, je možné zavést i měrný pr̊uměr

oběžného kola [7]:

ds =
d1(g ·H)

1
4

√
Q

(3.4)

Poměrná výška b rozváděćıho kola lze dle Korpely [7] empiricky odhadnout

pomoćı poměrné výšky br rozváděćıho kola a měrné úhlové rychlosti:

br =
b

d1

(3.5)

br = −0, 0505Ω2
s + 0, 26Ωs + 0, 018 (3.6)

Z volby základńıch rozměr̊u lze pomoćı stupně reakce, užitného spádu (resp.

Toricelliho vztahu) určit pr̊utok jako [5]:

Q = πd1b ·
1

4
· 0, 48√

1−R
√

2gH (3.7)
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KAPITOLA 3. ANALYTICKÉ METODY NÁVRHU

Z těchto parametr̊u lze empirickými vztahy z návrhových př́ıruček určit daľśı

základńı parametry. Počet lopatek [4]:

N = 12 + 5 · d1 (3.8)

Na základě těchto empiricky spočtených parametr̊u, popř. na základě daľśıch

volených parametr̊u lze v literatuře (např. [4], [5], [7]) vyhledat vhodné tvary

meridiálńıho řezu turb́ıny.

Význam těchto návrhových vztah̊u přetrvává i v př́ıpadě komplexněǰśıch vý-

početńıch model̊u pro určeńı inicializačńıch hodnot optimalizace geometrických

parametr̊u oběžného kola.

3.2 Jednorozměrná teorie návrhu oběžného kola

Postupem popsaným výše se urč́ı základńı tvar meridiálńıho řezu turb́ıny. Tvar

lopatky oběžného kola lze zjednodušeně navrhnout pomoćı jednodimenzionálńı

metody [6]. V zásadě principu jednorozměrné teorie využ́ıvaj́ı dva př́ıstupy [4].

V jednom př́ıstupu se uvažuje konstatńı meridiálńı rychlost podél proudnice,

ve druhém př́ıpadě se rychlost prouděńı podél proudové čáry měńı na základě

změny měrné potenciálńı energie.

Společné pro oba př́ıstupy je rozděleńı meridiálńıho řezu turb́ıny na několik

proudových ploch, podle [4] se běžně turb́ına rozděluje na 3-5 rotačńıch prou-

dových ploch s t́ım, že krajńı proudové plochy jsou nepatrně odsazeny od obrysu

meridiálńıho řezu.

Obecně se uvažuje, že pr̊utok je dán:

Q = πd1b1cm (3.9)

kde cm je středńı meridiálńı rychlost, v prvém př́ıpadě tedy na dané rotačńı

proudové ploše konstatńı. Pokud se tedy podél výšky vstupńıho kanálu b rozděĺı

oběžné kolo na n proudových ploch, lze rozdělit pr̊utok též na n shodných d́ıl̊u. A

následně se rovnice 3.9 vyděĺı n a odděĺı se proměnné, jež jsou na dané proudové

ploše konstantńı, na levou stranu rovnice, č́ımž se dostane rovnice:

Q

nπcm
= dibi (3.10)
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Tedy výška vyšetřované části i se nepř́ımo úměrně měńı s pr̊uměrem. Z této

analýzy lze určit, že pr̊umět tvoř́ıćı křivky rotačńı proudové plochy do meri-

diálńıho řezu je hyperbola. Lze tedy předpokládat, že i obrys radiálně-axiálńı

turb́ıny s nekonstatńı meridiálńı rychlost́ı podél proudové čáry, bude křivka
”
bĺız-

ká“ hyperbole a v př́ıpadě optimalizace tvaru by bylo vhodné z hyperboly vychá-

zet.

V př́ıpadě, předpokládá-li se obecně nekonstantńı meridiálńı rychlost podél

křivky, je možné proudové plochy spojit ekvipotenciálami, na kterých má tekutina

stejnou meridiálńı rychlost. Postup konstrukce ekvipotenciál a pr̊umět̊u proudnic

je však opačný. Nejprve se vytvoř́ı ekvipotenciály, pro které plat́ı rovnice 3.10,

jako hyperboly, následně se vhodně diskretizuj́ı a odpov́ıdaj́ıćı si body se spoj́ı

jako proudové čáry.

Obrázek 3.1: Jednorozměrná teorie - proudové plochy

Vztah 3.10 lze tedy zobecnit na:

Q

n
= π · dn · bn · cmn (3.11)

Z tohoto vztahu je možno spoč́ıtat rychlost v kterémkoli bodě kanálu turb́ıny.

Je zapotřeb́ı rozvinout proudové plochy do roviny, což však vzhledem ke kom-

plikované geometrii tvoř́ıćı křivky proudové plochy (již se nejedná o hyperbolu)

neńı úplně jednoduché. Proto se v této zjednodušené metodě využ́ıvá náhrady
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pomoćı vhodně zvolené plochy kuželovitého tvaru, kde tvoř́ıćı křivkou rotačńı plo-

chy je př́ımka r̊uznoběžná s osou turb́ıny, avšak neńı mimoběžná. Tvoř́ıćı př́ımka

náhradńı kuželové plochy se tečně dotýká tvoř́ıćı křivky rotačńı proudové plochy

v mı́stě odtokové hrany lopatky.

Samotný profil je pak návrhován podle tvaru vstupńıho a výstupńıho rych-

lostńıho trojúhelńıku, nebot’ podle Eulerovy turb́ınové rovnice 2.8 výkon turb́ıny

zálež́ı jen na dodržeńı tečné rychlosti na náběžné a odtokové hraně lopatek oběž-

ného kola. Tedy na samotném profilu lopatky mezi odtokovou a náběžnou hranou

v této teorii nezálež́ı, avšak v praxi je třeba jej navrhovat s ohledem na minimálńı

hydraulické ztráty.

Tečný úhel střednice na náběžné hraně α′1 se voĺı tak, aby odpov́ıdal směru

nab́ıháńı proudu vytekaj́ıćıho z rozváděćıho kola. Proud vody však nesleduje tečný

úhel střednice na odtkové hraně profilu α′2, velikost úhlu skluzu záviśı primárně

na počtu lopatek, resp. hustotě lopatkové mř́ıže. Z tohoto d̊uvodu se voĺı úhel α′2

o 2◦až 5◦ větš́ı než odtokový úhel vody α2. Takto navržená lopatková mř́ıž se pak

pomoćı prostředk̊u konstruktivńı geometrie přenese zpět do proudových ploch.

3.3 Empirická metoda analýzy oběžného kola

Sṕı̌se inženýrský př́ıstup návrhu oběžného kola uvedený v předchoźı kapitole 3.2

lze zpřesnit pomoćı výpočtu úhlu skluzu. Výpočet úhlu skluzu je založen v analy-

ticky řešených úlohách na empirických modelech pro dané typy lopatek. Většina

těchto empirických model̊u je však založena sṕı̌se na výpočtu tzv. skluzového

faktoru, který je definován jako poměr skutečné tečné rychlosti prouděńı ct2 na

odtokové hraně ku teoretické tečné rychlosti, kdyby prouděńı sledovalo tečnu

ke středové čáře na odtokové hraně.

σ =
ct2
c′t2

(3.12)

Většina empirických studíı (např. Stanitz [3]) se týká čistě radiálńıch turb́ın,

resp. turb́ın s radiálńım prouděńım na vstupu i výstupu. Stanitz mimo jiné došel

k závěru, že skluzová rychlost (cts = c′t2 − ct2) záviśı pouze na počtu lopatek a
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je tedy nezávislá na úhlu α′2. Pro radiálńı turb́ıny je skluzový faktor dle Stanitze

[3]:

σ = 0, 63 · π · u2

N
(3.13)

Lewis[8] v souladu s konformńı transformaćı odvodil vztah pro turb́ınu se

smı́̌seným typem prouděńı:

M =
N

sinγs
(3.14)

Tento vztah udává náhradńı počet lopatek M čistě radiálńı turb́ıny odpov́ıdaj́ıćı

turb́ıně se smı́̌seným typem prouděńı s počtem lopatek N . Úhel γs je úhel tečny

proudové čáry (viz obr. 4.1). Právě v úhlu γs spoč́ıvá nevýhoda tohoto vztahu,

který je určen pro výpočet náhradńıho počtu lopatek pro turb́ıny s konstatńım γs.

Tento požadavek však obecně Francisovy turb́ıny nesplňuj́ı, vhodněǰśı je už́ıt tento

vztah pro turb́ınu Dériazovu, popř. v př́ıpadě Francisových turb́ın pro aproximaci

rychloběžných turb́ın, u nichž lze snáze určit středńı úhel γs.
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4. Transformace lopatkové mř́ıže

4.1 Transformace proudové plochy

do kartézského systému rovinné mř́ıže

V úvodu byla definována proudová plocha jako rotačńı plocha kolem osy turb́ıny

daná meridálńım pr̊umětem proudové čáry. Meridiálńı pr̊umět proudové čáry lze

označit jako křivku C. Souřadnice podél křivky C bude označována s, délkový

element křivky jako ds. Každý bod P dané rotačńı plochy lze jednoznačně de-

finovat dvěma na sobě nezávislými souřadnicemi (s, ϕ), viz obr. 4.1, pokud je

jednoznačně definována křivka C, což je předpokladem této transformace.

h

r

s

Obrázek 4.1: Definice parametr̊u proudové plochy

Pro transformaci lopatkové mř́ıže je vhodné zavést tzv. konformńı zobra-

zeńı, jež zachovává úhly. Základńı podmı́nka pro zobrazeńı do transformovaného

kartézského souřadného systému ξ − η je:

dξ

dη
=

ds

rdϕ
(4.1)

Tato rovnice je matematickým vyjádřeńım podmı́nky zachováńı velikosti a orien-

tace úhl̊u (tedy i směr̊u derivaćı) při transformaci mezi systémy. Nicméně velikost

a tvar invariantem obecně neńı. Z obrázku 4.1 je patrné, že souřadnice r je funkćı

souřadnice s a neńı souřadnićı ϕ, proto je vyjmuta z diferenciálu a je tedy pouze

pomocnou proměnnou pro výpočet úhlu.
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Je vhodné, aby souřadnice η byla závislá pouze na souřadnici ϕ z toho d̊uvodu,

aby bylo možné transformovat lopatkovou mř́ıž s polárńım p̊udorysem do ne-

konečné rovinné mř́ıže, kde odpov́ıdaj́ıćı si body lopatek lež́ı v př́ımce.

Podle Lewise [8] je možné tuto diferenciálńı rovnici řešit separaćı:

dξ =
ds

r
(4.2)

dη = dϕ (4.3)

Zároveň lze zadefinovat úhel γs sv́ıraj́ıćı element ds s osou rotačńı plochy.

Na základě toho lze odvodit vztah mezi ds a dr:

dr

ds
= sinγs (4.4)

Pokud γs je konstanta, tedy rotačńı proudová plocha je kónická, pak po inte-

graci plat́ı:

ξ =
ln(r)

sin(γs)
(4.5)

A obecně plat́ı pro souřadnici η:

η = ϕ (4.6)

4.1.1 Speciálńı př́ıpady transformace

Transformačńı vztahy 4.2 a 4.6 jsou obecně platné, tedy plat́ı i pro čistě axiálńı,

popř. čistě radiálńı turb́ınu. V př́ıpadě čistě axiálńı turb́ıny (r = konst.) je vztah

pro souřadnici ξ (proudová plocha je válec):

ξ =
s

r
(4.7)

V př́ıpadě čistě radiálńı turb́ıny, kdy sin(γs) = sin(π
2
) = 1, tedy proudová

plocha je rovina:

ξ = ln(r) (4.8)
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4.1.2 Obecná transformace

V př́ıpadě obecné proudové plochy je nutno řešit vztah 4.2 jako křivkový integrál:

ξ =

∫
C

1

r
ds (4.9)

Řešeńı nyńı záviśı na vyjádřeńı křivky C. V nejobecněǰśı př́ıpadě lze křivku

definovat parametricky jako funkci obecného parametru k, C : h = h(k), r =

r(k); k ∈< 0; 1 >. Pak obecně plat́ı:

ds =

√(
dh

dk

)2

+

(
dr

dk

)2

dk (4.10)

Následně se transformačńı integrál změńı:

ξ(k0) =

∫ k0

0

1

r(k)

√(
dh

dk

)2

+

(
dr

dk

)2

dk (4.11)

Tento integrál 4.11 má výhodu v tom, že je jednoznačně definovaný pro libo-

volný tvar pr̊umětu proudové čáry do meridiálńıho řezu. V př́ıpadě potřeby lze

popis křivky zjednodušit a to bud’ na jednodznačnou definici podle výšky h, nebo

podle pr̊uměru r:

V př́ıpadě jednoznačně zadané křivky podle výšky h (tedy h = k), lze vyjádřit

integrál ve tvaru:

ξ(h) =

∫ h

h0

1

r(h) · cosγs(h)
dh (4.12)

Je však zřejmé, že tento integrál neńı vhodný pro definici proudové plochy, která

v určitém mı́stě má radiálńı směr tečny - resp. pro výšku h neńı funkce poloměru

funkćı prostou.

Naopak v př́ıpadě jednoznačně zadané křivky podle poloměru r (tedy r = k),

lze vyjádřit integrál ve tvaru:

ξ(r) =

∫ r

r0

1

r · sinγs(r)
dr (4.13)

Zde je opět omezeńı, tentokrát nesmı́ tečna tvoř́ıćı křivky rotačńı proudové plochy

být rovnoběžná s osou turb́ıny. Výhodou tohoto zápisu je však ve snažš́ı definici

křivky, neńı potřeba několika samostatných předpis̊u.
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KAPITOLA 4. TRANSFORMACE LOPATKOVÉ MŘÍŽE

4.2 Zpětná transformace

Transformačńı vztah mezi souřadnicemi η a ϕ je zřejmý ze vztahu 4.6. Avšak

obecný vztah mezi souřadnicemi ξ a s 4.9 je komplikovaný. Inverzńı vztah k

tomuto vztahu neńı možné analyticky nalézt a vyžaduje numerické řešeńı.

Obecnou zpětnou transformaci by bylo možné nalézt pouze v př́ıpadě, kdy

výraz 1
r(h)·cosγs(h)

by byl analyticky integrovatelný.

4.3 Komplexńı souřadnice

Pro pozděǰśı využit́ı při řešeńı problémů 2D-potenciálńıho prouděńı je vhodné

využ́ıt zápis souřadnic v komplexńım tvaru. Souřadnice v pravoúhlé kartézské

soustavě souřadné ξ − η lze definovat:

ζ = ξ + iη (4.14)

Souřadnice obecné proudové plochy lze definovat jako:

z = s+ irϕ (4.15)

Dále lze předpokládat, že je jednozačně dána funkce předepisuj́ıćı transformaci

mezi souřadnicemi ζ v prostoru ξ−η a souřadnicemi z v souřadnicovém prostoru

turb́ıny.

4.4 Transformace rychlost́ı

Pro derivaci funkce komplexńıho potenciálu (viz kapitola 5) plat́ı:

cm − ict =
F (z(ζ))

dz
(4.16)

Pro derivaci složené funkce plat́ı:

F (z(ζ))

dζ
=
F (z(ζ))

dz

dz

dζ
= (cm − ict)

dz

dζ
(4.17)

Lze odvodit, že vzájemná derivace souřadnic dz
dζ

je rovna r. Pak plat́ı:

cξ − icη = (cm − ict)r (4.18)
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KAPITOLA 4. TRANSFORMACE LOPATKOVÉ MŘÍŽE

Ze vztahu 4.18 je zřejmé, že z hlediska konformńıho zobrazeńı je vyjádřeńı

rychlost́ı správné, nebot’ poměr obou složek rychlost́ı (resp. úhel mezi nimi) se po

transformaci nezměńı, což je hlavńı předpoklad konformńıho zobrazeńı.

4.5 Praktické využit́ı transformace

Vzhledem k numerické komplikovanosti transformace obecné rotačńı proudové

plochy je vhodné na počátku výpočtu provést výpočet v určitém konečném počtu

bod̊u souřadnice ξ. A vytvořit dostatečně hustou obousměrně mapovaćı tabulku

mezi souřadnicemi ξ a s. Následně pak źıskávat hodnoty mezi
”
tabulkovými hod-

notami“ pomoćı lineárńı interpolace dvou okolńıch bod̊u.
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KAPITOLA 4. TRANSFORMACE LOPATKOVÉ MŘÍŽE

(a) Netransformovaná lopatková mř́ıž

-1 0 1 2

ξ

0

1

2

3

4

5

6

7

η

(b) Transformovaná lopatková mř́ıž

Obrázek 4.2: Př́ıklady základńıch singularit
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5. Potenciálńı prouděńı

Model potenciálńıho prouděńı je zjednodušený model prouděńı tekutiny. Vlast-

nosti (předpoklady) definuj́ıćı potenciálńı prouděńı jsou následuj́ıćı [3]:

• prouděńı je nevazké

• proudeńı je nev́ı̌rivé

• prouděńı je nestlačitelné

Základńı rovnićı potenciálńıho prouděńı je Laplaceova rovnice:

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= 0 (5.1)

Veličina φ je základńı skalárńı veličinou potenciálńıho prouděńı, rychlostńı

potenciál, který je ve dvourozměrném prostoru x− y definován:

vx =
∂φ

∂x
, vy =

∂φ

∂y
, (5.2)

V potenciálńım prouděńı lze kromě rychlostńıho potenciálu též definovat prou-

dovou funkci ψ:

vx =
∂ψ

∂y
, vy = −∂ψ

∂x
, (5.3)

Tyto dvě veličiny lze zkombinovat v komplexńı rovině do podoby funkce kom-

plexńıho potenciálu, která je funkci prostorových souřadnic z = x+ iy je v Gaus-

souvě rovině:

F (z) = φ(x, y) + iψ(x, y) (5.4)

Z definičńıch rovnic lze odvodit, že derivaćı funkce komplexńıho potenciálu

podle komplexńı souřadnice z se źıská funkce předepisuj́ıćı rychlost v mı́stě z:

dF (z)

dz
= vx(z)− ivy(z) (5.5)

Použit́ı funkce komplexńıho potenciálu je však možné pouze ve dvourozměr-

ném prostoru, nebot’ je definována právě a jen v Gaussově komplexńı rovině,

která je dvourozměrná.
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KAPITOLA 5. POTENCIÁLNÍ PROUDĚNÍ

5.1 Vı́̌rivost. Cirkulace

Vı́̌rivost ~ω je definována [9, str. 32]:

~ω = ∇× ~v (5.6)

Tedy se jedná o dvojnásobek úhlové rychlosti prouděńı. Pro potenciálńı prouděńı

však plat́ı výše uvedená podmı́nka nev́ı̌rivosti prouděńı, tedy: ~ω = ~0. Cirkulace Γ

je definována jako křivkový integrál po uzavřené křivce K [13, str. 21]:

Γ =

∮
K

~v · ~ds (5.7)

Tento výtaz lze pomoćı Stokesovy věty přepsat na vztah mezi v́ı̌rivost́ı a cirkulaćı:

Γ =

∫∫
S

~ω · ~ndS (5.8)

Tedy na plošný integrál přes polochu S, která je definována uzavřenou křivkou

K.

Z definice potenciálńıho prouděńı též vyplývá, že cirkulace je v potenciálńım

proudovém poli Γ = 0.

Avšak definuje se potenciálńı v́ır, který z hlediska proudového pole je singula-

ritou a veškerá jeho v́ı̌rivost ~ω je soustředěna právě do této singularity (aby platila

Stokesova věta). Proudová částice kolem singularity rotuje, ale nerotuje kolem své

vlastńı osy, aby toto bylo splněno muśı být obvodová rychlost nepř́ımo uměrná

vzdálenosti od singularity. Pro tečnou rychlost na pr̊uvodiči ~r ve vzdálenosti r

pak plat́ı vztah:

vt =
Γ

2πr
(5.9)

5.2 Zdroj a propad

Zdroj a propad jsou daľśımi elementy potenciálńıho prouděńı, tentokrát však

pohyb tekutiny prob́ıhá pouze ve směru z/do středu elementu. Ve vzdálenosti r

je pak radiálńı rychlost tekutiny:

vr =
q

2πr
(5.10)

Kde q je vydatnost zdroje (q > 0), nebo propadu (q < 0).
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5.3 Superpozice

Potenciálńı v́ır, zdroj a propad je možné libovolně kombinovat, resp. jejich popis

proudovou funkćı a rychlostńım potenciálem (viz tabulka 5.1), a vytvořit tak

vlastńı proudové pole popsané funkćı komplexńıho potenciálu a následně je možné

derivaćı převést toto pole na rychlostńı.

Element Char. veličina Potenciál. funkce Proudová funkce

Potenciálńı vir Cirkulace Γ φ = Γ
2π
arctg y

x
ψ = − Γ

2π
ln
√
x2 − y2

Zdroj Vydatnost q φ = q
2π
ln
√
x2 + y2 ψ = q

2π
arctg y

x

Tabulka 5.1: Základńı elementy potenciálńıho prouděńı

Γ

(a) Potenciálńı v́ır

q

(b) Zdroj

Obrázek 5.1: Př́ıklady základńıch singularit
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6. Panelové metody

Panelové metody jsou numerické metody využ́ıvaj́ıćı základńı principy a elementy

potenciálńıho prouděńı. Použ́ıvaj́ı se pro určeńı rychlostńıch poĺı při obtékáńı těles

- např. samostatných lopatek, či složených lopatkových mř́ıž́ı. Skládáńı a modifi-

kace základńı element̊u potenciálńıho prouděńı tak, aby se vhodně vytořil obrys

profilu lopatky v rychlostńım/proudovém poli. Následně lze z rychlostńıho profilu

podél lopatky určit pr̊uběh součinitele tlaku na lopatce. V principu jde o nalezeńı

charakteristických konstant daných singulárńıch element̊u na základě okrajových

podmı́nek úlohy. Vzhledem k tomu, že chrakteristické konstanty (cirkulace, mo-

hutnost zdroje/propadu) jsou lineárńımi členy v rovnićıch potenciálńıho prouděńı,

jedná se pak o řešeńı soustavy algebraických rovnic.

Význam panelových metod spoč́ıvá v jednoduchosti jejich výpočtu oproti

výpočt̊um CFD (prob́ıhá řešeńı algebraické soustavy rovnic, nikoli soustav par-

ciálně diferenciálńıch rovnic), avšak oblast jejich použit́ı je menš́ı. Na druhou

stranu panelové metody jsou schopny pracovat s obecněǰśımi předpoklady (zvláště

v př́ıpadě geometrie) než metody analytické.

Obrázek 6.1: Rozděleńı 2D profilu na panely
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KAPITOLA 6. PANELOVÉ METODY

6.1 Biot-Savart̊uv zákon

Jak již bylo řečeno v kapitole 5 potenciálńı v́ır indukuje v daném bodě rych-

lost tečnou na pr̊uvodič mezi v́ırem a daným bodem. Na tento jev lze aplikovat

fyzikálńı podobnost s elektrodynamikou a využ́ıt Biot-Savart̊uv zákon [10]:

d~vnm =
Γn( ~dsn × ~rmn)

4πr3
mn

(6.1)

Vztah určuje indukovanou rychlost v bodě m od elementu o délce ds v mı́stě

n a cirkulace Γ. Platnost tohoto zákona v potenciálńım proudovém poli lze sa-

mozřejmě dokázat nezávisle na elektrodynamice (ačkoli v obou př́ıdech se jedná

o potenciálńı pole).

Uvažuje-li se v́ırové vlákno, tedy nekonečně mnoho v́ır̊u s nekonečně malým

rozestupem a cirkulaćı Γ, pak rychlost v bodě n lež́ıćı mimo v́ırové vlákno, lze

spoč́ıtat jako křivkový integrál rovnice 6.1:

~vm =
Γ

4π

∫
K

~ds× ~rmn
r3
mn

(6.2)

Tuto rovnice lze označit jako Biot-Savart̊uv zákon v integrálńım tvaru.

6.2 Typy panel̊u

V př́ıpadě nejzákladněǰśıho děleńı lze uvažovat rozděleńı na dvoudimenzionálńı

panelové metody, pak je panel tvořen v nejjednoduš́ım př́ıpadě úsečkou, nebo

tř́ıdimenzionálńı panelové metody, ve kterých je panel tvořen plochou. Existuj́ı

také panelové metody s panely tvořenými křivkami, popř. plochami vyšš́ıch řád̊u,

pak se též označuje panelová metoda jako panelová metoda vyšš́ıho řádu. Je však

třeba uvážit efektivitu řešeńı, panely tvořené křivkami vyšš́ıch řád̊u lze nahradit

vyšš́ım počtem panel̊u nižš́ıho řádu.

6.2.1 Dle typu elementu

Panel může být tvořen prakticky kterýmkoli singulárńım elementem potenciál-

ńıho prouděńı, nebo jejich kombinaćı. Mezi dva nejzákladněǰśı typy panel̊u dle

použitého singulárńıho elementu patř́ı:
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• potenciálńı v́ır - na panelu je určitým zp̊usobem umı́stěna cirkulace

• zdroj - na panelu je umı́stěn zdroj/propad

Př́ıkladem panelové metody s panely tvořenými pouze potenciálńımi v́ıry je Mar-

tensenova panelová metoda [10], pouze zdroji Douglas-Neumannova metoda [10].

Jako př́ıklad metody využ́ıvaj́ıćı kombinaci v́ıru a zdroje na panelu lze uvést

Hess-Smithovu panelovou metodu [11]

6.2.2 Dle rozložeńı veličiny

Na obr. 6.1 je vyobrazeno rozděleńı profilu na panely a kolokačńı body. Jak již bylo

řečeno na panelech jsou umı́stěny singulárńı elementy potenciálńıho prouděńı,

v kolokačńıch bodech je však poč́ıtána rychlost indukovaná všemi singulárńı ele-

menty a následně je tato rychlost srovnávána s okrajovými podmı́nkami úlohy.

Rychlost je tedy poč́ıtána v jednotlivých bodech, ale singulárńı element lze

na panel konečné délky umı́stit v bežných př́ıpadech několika zp̊usoby:

• bodově - singulárńı element je umı́stěn pouze v kolokačńım bodě (popř.

jiném bodě) př́ısluš́ıćı danému panelu

• konstatńı rozděleńı charakteristické veličiny je konstatńı na celém panelu

• lineárńı rozděleńı charakteristické veličiny na panelu se měńı lineárně mezi

jednotlivými konci panelu

• kvadratické

6.3 Formulace panelových metod

Podle formulace základńı rovnice panelové metody lze uvažovat ve dvoudimen-

zionálná́ım prostoru o třech možných zp̊usobech. Podle toho, jaké vyjádřeńı ú-

čink̊u od jednotlivých element̊u se superponuj́ı:

• rychlostńı
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• potenciálńı

• proudovou funkćı

Vzhledem k obt́ıžné definici potenciálńı a proudové funkce ve tř́ıdimenzionálńım

prostoru je jejich použ́ıt́ı omezeno pouze na dvoudimenzionálńı úlohy.

Aby bylo možné charakteristické veličiny podél profilu srovnávat zavád́ı se při

formulaci panelových metod jejich intenzita, tedy měrná (normalizovaná) veličina.

V př́ıpadě intenzity cirkulace se jedná v př́ıpadě diferenciálńıho elementu o délce

ds:

Γ = γds (6.3)

Toto je vhodné vyjádřeńı pouze pro singularity umı́stěné na panelech, v př́ıpadě

singularit s umı́stěńım mimo panely (např. relativńı v́ı̌rivost) je vhodné uvažovat

jejich nenormalizovanou hodnotu.

Principem panelových metod je tedy sestaveńı (většinou lineárńıch) alge-

braických rovnic s neznámými charakteristickými hodnotami veličin singularit.

Při nalezeńı odpov́ıdaj́ıch hodnot veličin lze pak dopoč́ıtat rychlostńı/proudové

pole v libovolném bodě definovaného prostoru.

6.3.1 Rychlostńı formulace

V rychlostńı formulaci panelové metody se vycháźı z Biot-Savartoa zákona 6.2,

přičemž křivkou, podél ńıž se integruje, je křivka profilu. Samozřejmě cirkulace

nemuśı být v obecném př́ıpadě podél křivky konstantńı:

~vP =
1

4π

∫
K

Γ( ~ds× ~r)
r3

ds (6.4)

Kde r je pr̊uvodič k bodu P. Podobnou rovnici lze sestavit i pro daľśı typy singu-

larit a vyjádřit tak jejich vliv k bodu P .

Z̊ustane-li se u panelové metody složené z potenciálńıch v́ır̊u, lze rovnici 6.4

diskretizovat na elementy konečné délky. Avšak zde je potřeba provést právě

nahrádu cirkulace Γ vhodnou funkćı na daném elementu ds. Lze to chápat tak,

že se jednak diskretizuje geometrie profilu a zároveň rozložeńı cirkulace podél

profilu.
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Na profilu muśı formulace úlohy zajistit splněńı určitých fyzikálńıch před-

poklad̊u, tedy okrajové podmı́nky (viz kapitola 6.5), které v př́ıpadě rychlostńı

formulace by měly být vyjádřené též v rychlostńı podobě.

6.3.2 Formulace potenciálovou a proudovou funkćı

Formulace panelové metody pomoćı potenciálové a proudové funkce je v prvńım

kroku jednodušš́ı. Obě veličiny jsou skalárńı, tedy jejich superpozice je prostý

součet dvou č́ısel. Hodnota potenciálové/proudové funkce se tedy zjist́ı pomoćı

sečteńı d́ılč́ıch hodnot funkce od jednotlivých panel̊u. Zároveň je v této formulaci

vhodné vnášet korekce pomoćı distribuce zdroj̊u, nebo v́ır̊u.

Přestože samotná sestaveńı základńıch rovnic je jednoduchá, má tato formu-

lace značná úskaĺı. Tuto formulaci lze použ́ıt v zásadě ve 2D úlohách. Existuje

možnost definovat proudovou funkci i ve trojrozměrném prostoru, resp. definice

této funkce má podobu dvou rovnic [12] a efektivita tohoto řešeńı je tedy možnost́ı

diskuze.

Ekvipotenciálou se nazývá spojitá křivka spojuj́ıćı body se stejnou hodno-

tou rychlostńıho potenciálu. Proudovou čárou se označuje křivka spojuj́ıćı mı́sta

se stejnou hodnotou proudové funkce. Tyto křivky maj́ı ve svých vzájemných

pr̊useč́ıch tečny na sebe kolmé. Protnout se však mohou pouze ekvipotenciály s

proudovou čárou. Nemůže nastat, že by se proudová čára protnula s jinou prou-

dovou čarou, či by podobný jev nastal u ekvipotenciály, pokud by tak nastalo,

tak se nejedná o potenciálové pole. Výhodou formulace panelové metody např.

proudovou funkćı je jednoduchost jej́ı následné vizualizace.

6.4 Koeficienty vlivu

Vzhledem k neměnné geometrii profilu v rámci jednoho výpočtu lze pevně defi-

novat tzv. koeficienty vlivu, tedy matici koeficient̊u vzájmného vlivu jednotlivých

panel̊u. Na obr. 6.2 je geometricky naznačen vliv panelu n na panel m.

V př́ıpadě rychlostńı formulace úlohy tak v závislosti na jej́ıch okrajových

podmı́nkách lze sestavit koeficienty vzájemného vlivu panel̊u, které budou závislé
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(xn,yn)

(xm,ym)

rmn

vnm

Obrázek 6.2: Vliv panel̊u

pouze na geometrii - profilu, úhlu nastaveńı, rozteče lopatek (v př́ıpadě lopat-

kových mř́ıž́ı).

Jako př́ıklad lze uvést určeńı tečné rychlosti indukované panelem n s intenzitou

cirkulace γn na panel m - resp. sestaveńı vazbového koeficientu:

K(m,n) =

(
ux
γn
cosβm +

uy
γn
sinβ

)
∆sn (6.5)

kde ux a uy jsou rychlosti vyvozené panelem n na panel m ve směru os souřadného

systému.

Vzhledem k tomu, že všechny členy rovnice 6.5 vyjma členu γn jsou závislé

pouze na geometrii lze člen γn vytknout, pak tedy tečná rychlost na panel m

indukovaná ostatńımi panely bude:

vm =

np∑
i=1

K(m,n)γn (6.6)

Podobné koeficienty je možné sestavit i pro př́ıpad výpočtu normálové rych-

losti k panelu m, stejně tak v př́ıpadě využit́ı jiných singulárńıch element̊u po-

tenciálńıho prouděńı.

6.5 Okrajové podmı́nky

Ke zvolené panelové metodě je nezbytné sestavit okrajové podmı́nky, resp. pravou

stranu algebraických rovnic. Obecně lze rozlǐsovat mezi dvěma základńımi typy

okrajových podmı́nek - Dirichletova a Neumannova okrajová podmı́nka[13]. Jejich

primárńım účelem je definovat profil lopatky. Samozřejmě je možné v jedné úloze

kombinovat v́ıce typ̊u okrajových podmı́nek.
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6.5.1 Neumannova okrajová podmı́nka

Neumanova okrajová podmı́nka se definuje jako:

∂φ(x, y)

∂n
= 0 (6.7)

Kde n je normála k dané hranici. Tato podmı́nka nepř́ımo určuje, že normálová

rychlost k povrchu profilu je nulová.

6.5.2 Dirichletova okrajová podmı́nka

Dirichletova podmı́nka potenciálńıho prouděńı se definuje jako:

φ(x, y) = konst. (6.8)

Je tedy př́ımo zadána konstatńı hodnota rychlostńıho potenciálu na povrchu lo-

patky, resp. je zadána tečná rychlost na povrchu lopatky. Může se zdát, že tato

podmı́nka neńı dostačuj́ıćı, že by mohla být nenulová normálová rychlost a tud́ıž

tekutina proudit přes hranici lopatky, nicméně sporem lze dokázat, že toto neńı

možné [10]

6.6 Podmı́nka odtokové hrany

Přestože okrajové podmı́nky definuj́ı obrys profilu, nezaručuj́ı, že se prouděńı

kolem profilu bude chovat fyzikálně správně. Je nutné definovat odtokovou hranu

profilu a na ńı definovat doplňkovou podmı́nku - Kuttovu podmı́nku.

v1v2

vNp

v(Np-1)

Obrázek 6.3: Detailńı pohled na odtokovou hranu

Kuttova podmı́nka určuje [13, str. 88], že rychlost prouděńı na ostré odtokové

hraně je konečná a prouděńı opoušt́ı odtokovou hranu hladce a plynule, tedy

že odtoková hrana je druhý stagnačńı bod na profilu. (Prvńı stagnačńı bod je
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mı́sto, na které prouděńı natéká.) Lze tedy předpokládat, že rozd́ıl statických

tlak̊u na panelu před a za odtokovou hranou bude nulový.

Na obr. 6.4 je př́ıklad chováńı rychlostńıho pole v př́ıpadě velmi špatně defino-

vané podmı́nky, či v̊ubec nedefinované. Je vhodné poznamenat, že ve specifickém

př́ıpadě se může potenciálńı prouděńı chovat, jakoby Kuttova popodmı́nka byla

definována správně, avšak takovýto model nebude stabilńı z hlediska změny okra-

jových podmı́nek.

Obrázek 6.4: Špatně definovaná, či nedefinovaná okrajová podmı́nka

Zajistit splněńı Kuttovy podmı́nky je možné několika zp̊usoby. Zásadńım

předpokladem je, že v př́ıpadě nutnosti nulového rozd́ılu tlak̊u jsou velikosti

tečných rychlost́ı na panelech v okoĺı odtokové hrany shodné [10]. Toho je možné

nejsnadněji dosáhnout rovnost́ı absolutńıch hodnot cirkulaćı na těchto panelech,

resp. v př́ıpadě shodné délky panel̊u (což je maximálně doporučováno) je možné

tuto podmı́nku matematicky zapsat:

γ1 = −γNP
(6.9)

Nicméně i zajǐstěńı této podmı́nky je z hlediska výpočtu možné několika zp̊usoby.

6.7 Diskretizace profilu

Geometrie profilu je většinou dána jako C1 spojitá křivka (s výjimkou odtokové

hrany, která se předpokládá
”
ostrá“), je tedy nezbytné vhodně rozdělit křivku

na jednotlivé panely tak, aby jejich velikost byla dostatečně malá, tud́ıž aby pa-

nely správně koṕırovaly tvar lopatky, avšak zároveň z hlediska přesnosti výpočtu

byla metoda efektivńı.
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Obecně lze ř́ıci, že v bĺızkosti náběžné a odtokové hrany je vhodněǰśı vyšš́ı

hustota panel̊u než ve zbylé části profilu. Je výhodné, aby panely u odtokové

hrany byly dostatečně malé, pro správné vyhodnoceńı Kuttovy podmı́nky. Dále

je vhodné, aby počet panel̊u byl minimálně takový, aby zásadně nedeformoval

tvar lopatky.

Jako př́ıklad vhodného rozděleńı hustoty diskretizačńıch bod̊u (panel̊u) na

lopatce lze uvést funkci kosinus:

x = 1− cos
(
k · π

2

)
(6.10)

kde k nabývá hodnoty k ∈< 0; 1 > s konstantńı diferenćı a x je jednotkovou

souřadnićı panel̊u, avšak už s proměnnou diferenćı. Panely mezi oblast́ı bĺızké

náběžné hraně a oblast́ı bĺızké odtokové hraně jsou sice z hlediska tvaru pod-

statné, avšak jejich menš́ı diskretizace nebude mı́t tak značný vliv na samotný

výpočet jako menš́ı diskretizace v oblasti náběžné a odtokové hrany, kde docháźı

k podstatným změnám v prouděńı.

Je vhodné jednotlivé panely č́ıslovat. V této práci jsou panely č́ıslovány arab-

skými čislicemi od odtokové hrany, přes spodńı hranu profilu k náběžce a zpět

k odtokové hraně. Celkový počet panel̊u je označován jako NP .

6.8 Užit́ı panelové metody na lopatkovou mř́ıž

Dosud v této kapitole je využit́ı panelových metod prezentováno převážně na osa-

moceném profilu. Jejich použ́ıt́ı lze zobecnit a využ́ıt je pro výpočet potenciálńıho

proudového pole kolem větš́ıho množstv́ı r̊uzných profil̊u, avšak v př́ıpadě stejných

profil̊u se řešeńı značně zjednodušuje.

Lopatková mř́ıž turb́ıny je kruhového uspořádáńı - lopatky tak tvoř́ı neko-

nečnou periodicky se opakuj́ıćı mř́ıž. Je vhodné lopatkovou mř́ıž transformo-

vat do pravoúhlého souřadného systému, kde lopatková mř́ıž bude rovnoběžná

s některou z os daného souřadného systému. Taková transformace je popsána

bĺıže v kapitole 4.

K problému výpočtu lopatkové mř́ıže lze tedy přistoupit v zásadě dvěma me-

todami. Umı́stěńı velkého avšak konečného počtu lopatek do mř́ıže a následné
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vyhodnoceńı proudového pole v okoĺı lopatky nacházej́ıćı se ve středu této lo-

patkové mř́ıže. Daľśı metodou výpočetně méně náročněǰśı je využit́ı periodičnosti

lopatkové mř́ıže a tuto vlastnost zakomponovat do koeficient̊u vlivu panel̊u.

Nevýhodou prvńı zmiňované metody je výpočetńı náročnost. Celkový počet

panel̊u neńı závislý jen na diskretizaci profilu, ale také počtu lopatek
”
v ne-

konečné mř́ıži“. Avšak jej́ı nespornou výhodou je jednoduchost jej́ı matematické

formulace.

Alternativńı metodou k tomuto výpočtu lopatkové mř́ıže je předpoklad toho,

že prouděńı kolem lopatek bude periodické. Následně lze využ́ıt vlastnosti go-

niometrických, resp. hyperbolických funkćı. Tedy při výpočtu se bude poč́ıtat

prouděńı kolem jedné lopatky, avšak d́ıky periodičnosti funkćı bude zajǐstěno

ovlivněńı panelu panely okolńıch lopatek. Nevýhodou tohoto př́ıstupu je kompli-

kovaněǰśı matematická definice a z hlediska výpočetńı techniky nutnosti výpočt̊u

goniometrických a hyperbolických funkćı - tedy výpočtu obecně iracionálńıch

funkćı pomoćı Taylorova rozvoje. Nicméně posledně zmı́něný aspekt neńı při dneš-

ńıch výpočetńıch výkonech problém.
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7. Martensenova panelová

metoda

Panelová metoda, kde na povrchu profilu jsou umı́stěny jako singularity po-

tenciálńı v́ıry, se v literatuře často označuje jako Martensenova panelová metoda

na počest Ericha Martensena, jehož publikace [14] se stala stěžejńım d́ılem to-

hoto typu panelových metod. Později tuto metodu značně rozš́ı̌ril a zobecnil i na

rotuj́ıćı mř́ıže Lewis [10].

Základńı rovnice Martensenovy panelové metody [14] lze napsat ve tvaru:

γ(m)

2
+

∮
K ′(m, s)γ(s)ds = −v∞

[(
dx

ds

)
m

cosα∞ +

(
dy

ds

)
m

sinα∞

]
(7.1)

Prvńı člen udává vnitřńı tečnou rychlost v nejbližš́ım okoĺı panelu m, druhý

člen je podobný členu z rychlostńı formulace (kapitola 6.3.1) a udává vliv zbylé

části profilu na panel m. Pravá strana rovnice udává tečnou složku rychlosti

nenarušeného prouděńı k panelu m.

Z matematického hlediska se jedná o Fredholmovu integrálńı rovnici druhého

druhu, pro ńıž je odvozen d̊ukaz o existenci a jednoznačnosti netriviálńıho řešeńı

[14]. Člen rovnice K ′(m, s) je označován jako
”
jádro integrálńı transformace“ a

funkce γ(s) je hledanou neznámou.

Je zřejmé z pravé strány rovnice 7.1, že Martensenova panelová metoda je

definována s Dirichletovo okrajovou podmı́nkou, tedy tečná rychlost na povrchu

profilu je nulová.

7.1 Okrajová podmı́nka

Přestože již bylo krátce o okrajových podmı́nkách zmı́něno, je vhodné se na tuto

Dirichletovu podmı́nku pod́ıvat podrobněji, resp. na fyzikálńı význam intenzity

cirkulace v této panelové metodě.

Na obr. 7.1 je z povrchu profilu vyjmutý element o délce ds a intenzitě cir-

kulace γ(s). Vyjmutý element lze obalit obdélńıkem abcd. Cirkulace γ(s)ds muśı
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a b

c
d

dsdh

vso

vsi

Obrázek 7.1: Úsek profilu

být rovna cirkulaci źıskané integrálem podél křivky abcd. Uvažuje-li se obecně

nenulová normálová rychlost, avšak stejně orientována, źıská se rovnice:

vsods+ vndh− vsids− vndh = γ(s)ds (7.2)

Po úpravě se źıská rovnice:

vso − vsi = γ(s) (7.3)

Uvažuje-li se tečná rychlost uvnitř profilu nulová vsi = 0, uvnitř profilu neproud́ı

tekutina, tud́ıž rychlost je zde nulová. Pak je rychlost nad povrchem elementu

rovna intenzitě cirkulace:

vso = γ(s) (7.4)

V př́ıpadě nehybného profilu (resp. profilu bez unášivé rychlosti) lze dokázat,

že normálová rychlost k profilu je nulová bez nutnosti zavedeńı daľśı okrajové

podmı́nky [14]. Tedy v této panelové metodě předpokládá, že uvnitř panelu se

nenacháźı žádná singularita.

7.2 Koeficienty vlivu

Rovnici 7.1 je možné diskretizovat do tvaru:

γ(m)

2
+
∑
s

K(m, s)γ(s) = RHSm (7.5)

Člen K(m, s) má nyńı význam čistě geometrického koeficientu, výrazem RHSm

bude označována pravá strana (později dojde taktéž k jej́ı úpravě).

Lamb [9] odvodil funkci komplexńıho potenciálu pro nekonečnou řadu v́ır̊u

o souřadnićıch (0, 0), (±t, 0), (±2t, 0), ...:

F (z) =
iγ

2π
ln
(
sin

πz

t

)
(7.6)
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Derivaćı se źıská vztah pro rychlost:

− dF (z)

dz
= vx − ivy = −iγ

2t
· cot

(πz
t

)
= − γ

2t
· coth

(πz
t

)
(7.7)

Nicméně protože Lamb tento vztah odvodil pro řadu v́ır̊u na ose x, je třeba

uvažovat pro tento př́ıpad z = y+ ix, tedy zaměnit souřadnice os (a rychlosti)[15]

tak, aby výsledný vztah byl v souladu s použit́ım v návaznosti na transformaci

odvozenou v kapitole 4 podle [16, s. 145], lze vztah převést do tvaru:

vy − ivx = − γ
2t
·
sinh

(
2πx
t

)
− isin

(
2πy
t

)
cosh

(
2πx
t

)
− cos

(
2πy
t

) (7.8)

Tedy rychlost ve směru x:

vx =
γ

2t
·

sin
(

2πy
t

)
cosh

(
2πx
t

)
− cos

(
2πy
t

) (7.9)

A rychlost ve směru y:

vy = − γ
2t
·

sinh
(

2πx
t

)
cosh

(
2πx
t

)
− cos

(
2πy
t

) (7.10)

Na základě vztahu 6.5 lze odvodit koeficienty vlivu Martensenovy panelové me-

tody pro lopatkovou mř́ıž jako:

K(m,n) = (vxcosβm + vycosβm)∆s (7.11)

K(m,n) =
∆s

2t
·
sin
(

2πy
t

)
cosβm − sinh

(
2πx
t

)
sinβm

cosh
(

2πx
t

)
− cos

(
2πy
t

) (7.12)

Za souřadnice x a y je třeba dosadit souřadnice souřadného systému posunutého

do panelu n, nebot’ vyjádřeńı funkce komplexńıho potenciálu 7.6 uvažuje
”
prvńı“

v́ır v počátku souřadného systému. Tedy x = ξm − ξn a y = ηm − ηn.

7.3 Rotuj́ıćı lopatková mř́ıž

V rovnici 7.1 je pravá strana definována pro nerotuj́ıćı lopatkovou mř́ıž. V př́ıpadě

rotuj́ıćı lopatkové mř́ıže je zapotřeb́ı přidat unášivou rychlost zp̊usobenou rotaćı

oběžného kola kolem své osy. Nicméně v okamžiku zavedeńı unášivé rychlosti

dojde k porušeńı předpokladu, pro který plat́ı, že mř́ıž se v prostoru nepohybuje.
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Z tohoto d̊uvodu je pak nutné zavést dovnitř profilu korekci vnitřńı v́ı̌rivosti,

která vzniká rotaćı profilu kolem osy turb́ıny.

Unášivá rychlost na polomeru r je ze známého vztahu (v netransformovaném

souřadném systému):

u = Ωr (7.13)

V tuto chv́ıli je třeba zavést relativńı souřadný systém pevně spojený s lopat-

kovou mř́ıž́ı, tedy souřadný systém unášený rychlost́ı u. Přestože v absolutńım

souřadném systému je prouděńı nev́ı̌rivé tedy, ω = 0, tak v relativńım souřadném

systému vzniká nenulová relativńı v́ı̌rivost. [10] Do transformované mř́ıže se tak

bude transformovat tato v́ı̌rivost.

7.3.1 Relativńı v́ı̌rivost

Lewis [10] popisuje zavedeńı tzv. relativńı v́ı̌rivosti, která značně ovlivňuje prouděńı

mezi lopatkami. Tato v́ı̌rivost produkuje rotaci opačné orientace než je rotace

lopatkové mř́ıže. Zároveň tato v́ı̌rivost značně ovlivňuje i tzv. skluzový úhel.

Normálovou složku této relativńı v́ı̌rivost k rotačńı proudové ploše podle Lewise

[10, str. 114] lze zapsat:

ω′(s, rϕ) = 2Ωsinγs (7.14)

Dále se předpokládá, že v́ı̌rivost se nacháźı na ekvivalentńıch plochách, jak v

transformované mř́ıži, tak v netransformované mř́ıži.

ω(ξ)dξdη = ω′(s, rϕ)dsrdϕ (7.15)

Využit́ım základńı definice transformace v diferenciálńı podobě z kapitoly 4

se dostane předpis pro relativńı v́ı̌rivost:

ω(ξ) = 2Ωr2sinγs (7.16)

Samozřejmě je nezbytné, aby r a γs měly známou závislost na souřadnici ξ, o této

problematice je však bĺıže pojednáno v kapitole 4.
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Vı́̌rivost je definována v souřadném systému ξ − η jako:

ω(ξ) =
du

dξ
(7.17)

Dosazeńım transformačńıho vztahu a vztahu pro v́ı̌rivost 7.16 a následnou

integraćı Lewis źıskal vztah:

u = Ωr2 + konst. (7.18)

Vzhledem k symetrii na náběžné a odtokové hraně lopatky se dostane finálńı

vztah:

uω = Ω

[
r2 − 1

2

(
r2

1 + r2
2

)]
(7.19)

Tato rychlost pak doplňuje rychlost nenarušeného prouděńı ve směru η na

pravé straně rovnic panelové metody:

vη = vη∞ + uω (7.20)

7.3.2 Korekce vnitřńı v́ı̌rivosti

Jak již bylo řečeno na začátku kapitoly, základńı Martensenova panelová metoda

je navržena s předpokladem nerotuj́ıćı mř́ıže. V předchoźı kapitole byla zavedena

relativńı v́ı̌rivost, která rotaci lopatková mř́ıže zavád́ı. Nicméně rotace proudového

pole je takto zavedena do celé vyšetřované oblasti bez ohledu na vnitřńı část

lopatek.

Je nezbytné tedy vnitřńı v́ı̌rivost v lopatkách odstranit, zavést korekci na pravé

straně rovnice panelové metody. To lze opět provést v́ıce zp̊usoby.

Prvńı možnost korekce vnitřńı v́ı̌rivosti se zakládá na principu, že vnitřńı profil

tenké lopatky se rozděĺı na lichoběžńıkové segmenty podél středové čáry profilu,

viz obr. 7.2.

Každý segment profilu má charakteristickou v́ı̌rivost odpov́ıdaj́ıćı rovnici 7.16.

Využit́ım vztahu 5.8 lze zapsat následuj́ıćı vztah:

ΓI =

∫∫
S

Ωr2sinγsdS (7.21)
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Obrázek 7.2: Rozdělńı profilu na segmenty

Po provedeńı diskretizace podle obrázku 7.2 je velikost cirkulace v daném

segmentu:

∆ΓI = 2Ωr2sinγs∆S (7.22)

Kde ∆S je plocha lichoběžńıku definujićı segment. Využit́ım vztah̊u 7.9 a 7.10 lze

sestavit vztah udávaj́ıćı rychlost vyvozenou vnitřńı cirkulaćı segmentu na n-tý

panel.

∆cΓn =
1

2t

sin
[

2π
t

(ηm − ηc)
]
cosβm − sinh

[
2π
t

(ξm − ξc) sinβm
]

cosh
[

2π
t

(ξm − ξc)
]
− cos

[
2π
t

(ηm − ηc)
] Ωr2sinγs∆S

(7.23)

Součtem indukovaných rychlost́ı od všech vnitřńıch segment̊u se źıská opravná

rychlost do základńı rovnice Martensenové metody.

Lewis [10] do tohoto postupu ještě nav́ıc zanáš́ı korekci tloušt’ky profilu, nebot’

výše uvedené odvozeńı má dostatečnou přesnost pouze pro tenké profily. Zavád́ı

opravný koeficient jako poměr opravné rychlosti čisté cirkulace od vnitřńı v́ı̌rivosti

podél profilu ku rychlosti nenarušeného rotuj́ıćıho prouděńı.

k =

∑Np

n=1 cΓn∆sn∑Np

n=1 [r2
n − 1

2
(r2

1 + r2
2)]sinβn∆sn

(7.24)

Následně je nutné korekčńı rychlost t́ımto koeficientem vynásobit, tedy:

cΓn = k ·
∑

∆cΓn (7.25)
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Tento př́ıstup je závislý na geometrii lopatky a zavád́ı do korekčńıho členu

daľśı korekčńı člen. Proto je vhodněǰśı rovnou rozdělit celou plochu profilu na men-

š́ı na segmenty nejen podél středové čáry profilu.

Obrázek 7.3: Rozdělńı profilu na jemněǰśı segmenty

Z každého takového segmentu lze spoč́ıtat vliv na n-tý panel:

cΓξm =
1

2t

N∑
i=1

M∑
j=1

ωijsin
[

2π
t

(ηm − ηij
]

cosh
[

2π
t

(ξm − ξij)
]
− cos

[
2π
t

(ηm − ηij)
] (7.26)

cΓηm = − 1

2t

N∑
i=1

M∑
j=1

ωijsinh
[

2π
t

(ξm − ξij
]

cosh
[

2π
t

(ξm − ξij)
]
− cos

[
2π
t

(ηm − ηij)
] (7.27)

Kde ωij

ωij = 2Ωr2
ij∆Sij (7.28)

7.4 Změna meridiálńı rychlosti

Jak bylo v úvodu této práce poznamenáno, při pr̊uchodu tekutiny turb́ınou se

měńı jej́ı meridiálńı rychlosti z d̊uvodu změny pr̊utočného pr̊uřezu turb́ıny (viz

obr. 1.2). Vzhledem k tomu, že meridálńı rychlost se tedy měńı podél proudové

čáry, pak se měńı i rychlost ve směru s rotačńı proudové plochy.

Základńı př́ıstup k této problematice je změna rychlosti vξ ve směru ξ v rovnici

Martensenovy panelové metody. Je však d̊uležité poznamenat, že podle Lewise
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[10], změna rychlosti ve směru vξ implikuje ekvivalentńı rozděleńı zdroj̊u podél

celé roviny ξ − η.

q(ξ) =
dvξ(ξ)

dξ
(7.29)

Nicméně nyńı nastává podobná situace jako v kapitole 7.3 s vnitřńı v́ı̌rivost́ı,

tentokrát však s vnitřńımi zdroji. Tedy je nutné zavedeńı korekce
”
vńıtřńıch

zdroj̊u“ (Uvnitř profilu se nesmı́ nacházet žádná nenulová singularita.)

Prakticky to však znamená využit́ı podobných rovnic, avšak s výpočtem od-

pov́ıdaj́ıćım zdroji:

cqξm =
1

2t

N∑
i=1

M∑
j=1

qijsinh
[

2π
t

(ξm − ξij
]

cosh
[

2π
t

(ξm − ξij)
]
− cos

[
2π
t

(ηm − ηij)
] (7.30)

cqηm = − 1

2t

N∑
i=1

M∑
j=1

qijsin
[

2π
t

(ηm − ηij
]

cosh
[

2π
t

(ξm − ξij)
]
− cos

[
2π
t

(ηm − ηij)
] (7.31)

7.4.1 Mohutnost zdroj̊u

V rovnici 7.29 je mohutnost zdroje definována jako změna rychlosti podél osy

ξ, což při převedeńı zpět do netransformované mř́ıže odpov́ıdá směru s - směru

meridiálńı rychlosti. Odvozeńı změny rychlosti podél proudové plochy bylo prove-

deno v kapitole 3 a lze z něj využ́ıt rovnice 3.11 pro vyjádřeńı meridiálńı rychlosti:

cm(ξ) =
Q

2nr(ξ)b(ξ)
(7.32)

Parametry n (počet proudových ploch), r(ξ) a b(ξ) jsou definovány při zaváděńı

proudových ploch. Nesmı́ se však opomenout tuto rychlost převést podle kapitoly

4 do souřadného systému transformované lopatkové mř́ıže. Vzhledem k tomu, že

rychlost ve směru ξ neńı zat́ıžena unášivou rychlost́ı, ani neńı zp̊usobená žádná

jej́ı změna vlivem rotuj́ıćı mř́ıže (panelové metody), zavád́ı se př́ımo na pravou

stranu rovnice panelové metody.
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7.5 Upravená Martensenova panelová metoda

Spojeńım všech poznatk̊u v předchoźıch několika kapitolách lze sestavit pravou

stranu pro diskretizovanou rovnici Martensenovy panelové metody 7.5:

γ(m)

2
+
∑
s

K(m, s)γ(s) = − (vξ(ξ)− cqξm − cΓξm) cosβm

− (v∞η − cqηm − cΓηm) sinβm

−Ω

[
r2
m −

1

2
(r2

1 + r2
2)

]
sinβm

(7.33)

Přestože pravá strana rovnice 7.33 vypadá na prvńı pohled komplikovaně, při

správném vyhodnoceńı nabývá konkrétńı č́ıselné hodnoty. Zároveň prvńı člen rov-

nice γ(m)
2

lze přesunout do sumačńıho výrazu jakou součást vazbového koeficientu

K(m,m).

Maticově lze pak takto upravená rovnice panelové metody zapsat jako:

¯
K ~G =

−−−→
RHS (7.34)

Kde ~G je vektor jednotkových cirkulaćı γ(m)
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8. Výpočet lopatek oběžného kola

Na základě poznatk̊u shrnutých v předchoźıch kapitolách byl vytvořen základńı

výpočetńı software v prostřed́ı MathWorks MATLAB (popis viz A

), který je součást́ı elektronické př́ılohy této práce.

8.1 Definice a ćıl výpočetńı úlohy

8.1.1 Definice úlohy

Pro výpočet lopatek oběžného kola je třeba nejprve definovat zadané parametry

do výpočtu, které jsou

• geometrie proudových ploch (parametrické křivky)

• geometrie lopatek pro jednotlivé proudové plochy

• vstupńı úhel β1 pro jednotlivé plochy

• pr̊utok turb́ıny Q

• úhlová rychlost oběžného kola Ω

8.1.2 Ćıl úlohy

Jako nejzákladněǰśı výstupńı data z výpočetńıho modelu lze považovat:

• výstupńı úhel β2 z oběžného kola v jednotlivých proudových plochách

• rozložeńı tlaku na jednotlivých profilech

• výkon turb́ın bez započteńı vazkých ztrát
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8.2 Kuttova podmı́nka

Jako Kuttova podmı́nka byl implementován doplňkový v́ır, tedy taková cirkulace,

aby byla splněna Kuttova podmı́nka. Pro celkovou cirkulaci plat́ı [10]:∑
m

γ(m)∆sm = ΓK (8.1)

Tato rovnice je nezávislá, proto lze seč́ıst s Martensenovou rovnićı 7.33:∑
s

(K(m, s) + ∆sm)γ(sm) = RHSm + ΓK (8.2)

Kde ΓK je konstatńı v́ır stejný pro všechny panely, který upravuje cirkulaci jed-

notlivých panel̊u tak, aby platila již zmı́něná podmı́nka γ(1) = γ(Np). Nicméně

člen RHSm a člen ΓK jsou na sobě nezávislé. Lze tedy provést rozděleńı:∑
s

(K(m, s) + ∆sm)γ1(sm) = RHSm (8.3)

∑
s

(K(m, s) + ∆sm)γ2(sm) = ΓK (8.4)

Prvńı soustavu rovnic lze řešit bez problémů. ve druhé soustavě se za ΓK lze

dočasně dosadit jednotkovou cirkulaci, č́ımž se źıská γ2 pro jednotkovou cirku-

laci. Pro celkovou intenzitu v́ıru na daném panelu bude platit kombinace těchto

jednotlivých d́ılč́ıch intezit:

γ(sm) = γ1(sm) + ΓK · γ2(sm) (8.5)

Toto však muśı platit pro všechny panely, takže dosazeńım do vztahu 6.9 a

následným upraveńım se źıská vztah pro cirkulaci ΓK :

ΓK = −γ1(1) + γ1(Np)

γ2(1) + γ2(Np)
(8.6)

8.3 Výpočet úhl̊u β1 a β2

V rovnici panelové metody se nepř́ımo vyskytuje pouze úhel α∞, tedy úhel re-

lativńıho prouděńı v př́ıpadě, kdy by se v daném proudovém poli nevyskyto-

valy žádné lopatky. Jako zadaný parametry výpočtu se vyskytuje úhel β1, tedy

43
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úhel prouděńı před oběžným kolem. Tento úhel je možný (stejně jako úhel β2)

dopoč́ıtat v dostatečné vzdálenosti, aby úhel nebyl zat́ıžen prouděńım kolem lo-

patek, od náběžných hran lopatek ze znalosti rychlostńıho pole v této vzdálenosti,

viz obr. 8.1

β1 β2

Obrázek 8.1: Rychlostńı pole před a za lopatkovou mř́ıž́ı

Úhel β1 však patř́ı mezi zadané parametry, kdežto úhel α∞ zadaný neńı.

Analytickou závislost mezi úhely α∞ a β1 neńı obecně možné vyjádřit, proto

je nutné řešit úhel β1 numericky. Vzhledem k předpokládanému monotóńımu

chováńı závislosti mezi úhly je možné pro výpočet použ́ıt obyčejnou relaxačńı

iteračńı metodu.

8.4 Výpočet součinitele tlaku cp

Mezi základńı údaje o lopatkové mř́ıži patř́ı pr̊uběh součinitele tlaku po profilu.

Součinitel tlaku je definován jako [13]:

cp(x) =
p(x)− p∞

1
2
ρv2
∞

(8.7)

kde p(x) je lokálńı statický tlak, p∞ referenčńı statický tlak, 1
2
ρv2
∞ je dynamický

tlak nenarušeného prouděńı.
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Výpočet statického tlaku se provede pomoćı Bernoulliovi rovnice pro relativńı

souřadnice:

p∞ +
1

2
ρv2
∞ = p+

1

2
ρv2 − 1

2
ρu2 (8.8)

Tuto rovnici lze upravit a dosadit do rovnice 8.7, výsledná rovnice pro výpočet

součinitele tlaku pak bude:

cp(x) = 1− v(x)2 − u(x)2

v2
∞

(8.9)

Z rovnice 7.4 je však lokálńı relativńı rychlost na profilu dána jako: v(x) = γ(x).

8.5 Výpočet výkonu z panelové metody

V předchoźı kapitole byla uvedena Bernoulliova rovnice 8.10, ze které je možné

vyjádřit statický tlak na panelu jako:

p(x) =
1

2
ρ(v2
∞ + u(x)2 − v(x)2) (8.10)

Śıla p̊usob́ıćı v normálovém směru na panel se vypočte jako:

F (x) = p(x)b(x)∆s(x) (8.11)

Do točivého momentu turb́ıny však přisṕıvá pouze tečná složka śıly z hlediska

oběžného kola, tedy složka ve směru souřadnice η, která se vypoč́ıtá jako:

Ft(x) = −F (x)cos(β(x)) (8.12)

Celkový moment k ose turb́ıny je určen jako:

M =

Np∑
x

Ft(x)r(x) (8.13)

Výkon se tedy spočte:

P = MΩ (8.14)
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9. Výsledky metody

9.1 Zadáńı modelového výpočtu

Vstupńı parametry modelového výpočtu byly v dané proudové ploše zvoleny

následovně:

Meridálńı rychlost na vstupu (cm1) 15ms−1

Počet lopatek (N) 6

Úhel nastaveńı lopatek (λ) 30◦

Úhel prohnut́ı lopatek (θ) 40◦

Délka lopatek (λ) 1, 55m

Vstupńı výška lopatky (b1) 1m

Tabulka 9.1: Vstupńı parametry modelového výpočtu

Ostatńı parametry byly v pr̊uběhu výpočt̊u měněny.

9.1.1 Volba proudové plochy

Pro modelový výpočet byla zvolena proudová plocha, jej́ıž tvoř́ıćı křivka je na

obrázku 9.1.
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Obrázek 9.1: Tvoř́ıćı křivka rotačńı proudové plochy
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9.1.2 Volba profilu

Pro ověřeńı a provedeńı testovaćıch výpočt̊u byl zvolen parametrický turb́ınový

profil C4, jehož středová čára byla zadána parametrickou rovnićı s parametry:

úhel zakřiveńı a tloušt’ka profilu. Samotná diskretizace (rozděleńı profilu na pa-

nely) bude diskutováno v kapitole 9.4.

9.2 Součinitel tlaku

Byl proveden modelový výpočet v jedné proudové ploše při změně úhlu nab́ıha-

j́ıćıho prouděńı (obr. 9.2) a při změně otáček, resp. úhlové rychlosti (obr. 9.3).

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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-3

-2

-1
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3

c
p
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1
]

β
1
 = 75 deg

β
1
 = 78 deg

Obrázek 9.2: Součinitel rozložeńı tlaku na profilu při Ω = 5s−1

9.3 Srovnáńı výkon̊u

Z obrázk̊u v předchoźı kapitole je patrné, že byly provedeny celkem 4 modelové

výpočty. Výsledky jednotlivých výpočt̊u jsou v tabulce 9.2

Jako jednu z nejzákladněǰśıch možnost́ı validace výsledk̊u je srovnáńı vypoč-

tených výkon̊u z panelové metody a z rychlostńıch trojúhelńık̊u, viz tabulka 9.2.
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Obrázek 9.3: Součinitel rozložeńı tlaku na profilu při β1 = 65◦

Je vhodné poznamenat, že výkon je vztažen ke vstupńı výšce lopatky b1 = 1m,

tud́ıž reálný výkon dodávaný takovýmto elementem lopatky by byl minimálně

řádově o řád nižš́ı.

Úhel na vstupu β1[◦] 75◦ 78◦ 65◦ 65◦

Úhlová rychlost Ω[s−1] 5 5 2 3

Úhel na výstupu β2[◦] 37, 3221 37, 6433◦ 25, 7397 29, 7143

Výkon z integrace tlaku [W ] 168, 0 · 106 249, 3 · 106 44, 1 · 106 53, 1 · 106

Výkon z rychl. troj. [W ] 183, 4 · 106 243, 3 · 106 41, 0 · 106 58, 2 · 106

Relativńı odchylka [1] 0,08 0,02 0,07 0,09

Tabulka 9.2: Výsledky modelového výpočtu

Nejzaj́ımavěǰśım poznatkem v tabulce 9.2, jak již bylo zmı́něno, je ńızká rela-

tivńı odchylka výkon̊u vypočtených integraćı rozložeńı tlaku podél profilu lopatky.

Nicméně toto tvrzeńı nelze zobecnit na celou metodu, je nutná podrobněǰśı verifi-

kace. Je téměř skoro jisté, že v př́ıpadě nestandardńıho obtékáńı lopatek turb́ıny

bude panelová metody dávat značně zkreslené výsledky.
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9.4 Vliv diskretizace na výsledky

Aby se určil vliv diskretizace lopatky na výsledky panelové metody. Byly zvolen

modelový výpočet s parametry β1 = 75◦ a Ω = 5s−1. Zároveň byla
”
vypnuta“

korekce pro odstraněńı vnitřńıch singularit, nebot’ na jej́ı diskretizaci má vliv

diskretizace profilu, tud́ıž korekce by mohla ovlivnit srovnáńı.
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Obrázek 9.4: Změna úhlu β2 za mř́ıž́ı při změně počtu panel̊u
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Obrázek 9.5: Výkonu integraćı tlaku podél profilu při změně počtu panel̊u
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9.5 Vliv korekce vnitřńı v́ı̌rivosti na výsledky

Podobně jako v předchoźı kapitole, aby se určil vliv korekce, byl zvolen mo-

del s parametry: β1 = 75◦ a Ω = 5s−1. Na obr. 9.6 je srovnáńı graf̊u pr̊uběh̊u

součinitele tlak̊u. Mnohem významěǰśı je však změna úhlu β2, který se změnil

z 37, 32◦ bez korekce na 34, 47◦ s korekćı. Změna výkonu je v řádu procent (s

korekćı 166, 5 · 106W při integraci tlaku podél profilu).
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Obrázek 9.6: Srovnáńı součinitel tlaku cp

Tuto korekci neńı př́ılǐs možné analyticky ověřit, pro ověřeńı této korekce by

bylo vhodné využ́ıt výpočet lopatek turb́ıny pomoćı CFD programů.
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10. Závěr

V této práci byl postupně popsán výpočet oběžného kola Francisovy turb́ıny.

Byla provedena rešerše základńıch analytických postup̊u, resp. výpočt̊u pro zjed-

nodušený návrh tvaru meridiálńıho řezu oběžného kola a v neposledńı řadě také

odhadu základńıho tvaru lopatek.

V části týkaj́ıćı se analytického výpočtu byla odvozena Eulerova turb́ınová

rovnice, ostatńı vzorce byly převážně empirického p̊uvodu z literatury. Eulerovu

turb́ınovou rovnici je však vhodné později použ́ıt při výpočtu výkonu turb́ıny pa-

nelovou metodou, jako možnost kontroly správné diskretizace a správného chováńı

prouděńı v okoĺı lopatek. V př́ıpadě rozd́ılu mezi výkony z Eulerovy turb́ınové

rovnice a z panelové metody při konstatńı meridiálńı rychlosti (předpoklad, se

kterým byla Eulerova turb́ınová rovnice odvozena) je třeba ověřit návrh pane-

lové metody. Empirické vztahy popsané v úvodńıch kapitolách je možné využ́ıt

při návrhu vstupńıch parametr̊u do panelové metody, nebot’ je potřeba dosazovat

hodnoty, které jsou pro dané použit́ı vhodné.

Vzhledem k náročnosti výpočt̊u ve trojrozměrném prostoru bylo odvozeno

konformńı zobrazeńı splňuj́ıćı vhodné podmı́nky, do kterého je možné rozvi-

nout proudovou plochu oběžného kola turb́ıny a následně řešit výpočet oběžného

kola jako úlohu v dvourozměrném prostoru. S přihlédnut́ım k použ́ıvaným tvar̊u

oběžných kol, byla transformace mezi rotačńı proudovou plochou a dvouroz-

měrným prostorem odvozena co nejobecněji. Navržená transformace vyžaduje

v obecném př́ıpadě numerické řešeńı integrálu, nicméně v př́ıpadě jednodušš́ıch

tvar̊u proudových ploch, např. proudové plochy vytvořené rotaćı hyperboly kolem

osy turb́ıny, je možné analytického zjednodušeńı.

V rámci odvozeńı vhodné panelové metody byl nast́ıněn stručný úvod do pro-

blematiky potenciálńıho prouděńı, které má uplatněńı nejen při obtékáńı těles,

ale např. i v teoretické akustice. Byla shrnuta základńı problematika panelových

metod a rozebrány nejčastěǰśı možné problémy při jej́ım užit́ı. Při odvozováńı

panelové metody nebyly opomenuty korekce vnitřńı v́ı̌rivosti a vnitř́ıch zdroj̊u.

Pomoćı navržené a v základńı podobě implementované panelové metody byl
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proveden modelový výpočet. Byla provedena základńı diskuze nad výsledky, avšak

pro verifikaci panelové metody je zapotřeb́ı srovnávaćıch výsledk̊u např. z CFD.

Samozřejmě je zapotřeb́ı při verifikaci vźıt v úvahu, že tento model pracuje s ne-

vazkým prouděńım, tedy v př́ıpadě malých kanál̊u mezi lopatkami, což vzhledem

k obecnému konformńımu zobrazeńı neńı vyloučené. Výsledky budou proti realitě,

či CFD značně zat́ıženy chybou.

52



Literatura

[1] Wagner, H.-J., Mathur, J. Introduction to Hydro Energy Systems: Basics,

Technology and Operation. Berlin: Springer, 2011. ISBN 9783642207082.

[2] Francis Turbines Heidenheim: Voith Siemens Hydro, 2002.

[3] Dixon, S.L.. Fluid Mechanics, Thermodynamics of Turbomachinery. 5. ed.

Boston: Elsevier-Butterworth-Heinemann, 2005. ISBN 0750678704.
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A

Popis programu

Ve výpočetńım programu je implementováno základńı jádro panelové metody po-

psané ve druhé polovině této práce. V rámci tohoto softwaru byl vytvořen i trans-

formačńı objekt, který zajǐst’uje transformace pro obecně definovanou rotačńı

proudovou plochu.

Základńı program se skládá z těchto soubor̊u (funkćı):

• Transformation - objekt, jehož konstruktoru se předá parametricky zadaná

křivka a následně zajǐst’uje transformace mezi souřadnými systémy s ohle-

dem na efektivitu

• generateProfile - funkce, která na základě vstupńıch parametr̊u vytvoř́ı pro-

fil C4, provede správné natočeńı, diskretizaci (vč. diskretizace segment̊u a

výpočtu d́ılč́ıch ploch).

• prepareGeometry - na základě vstupńıch dat (z generateProfile) vytvoř́ı ma-

tici koeficient̊u vlivu, vypoč́ıtá jednotkové korekce

• panel method - implementace samotné panelové metody, jej́ımi vstupy jsou

parametry prouděńı a geometrie (výstup z funkce prepareGeometry)

Při návrhu tohoto software bylo přihlédnuto k možnému využit́ı při optimali-

zaci, proto byly některé d́ılč́ı výpočty (např. výpočty na geometrii) oddělené od

základńıho kódu panelové metody.

V rámci elektronické př́ılohy je umı́stěno i vzorové použit́ı softwaru, vč. př́ı-

kladu definici parametrické křivky (označené example ).
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