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Úvod

V klasické teorii elasticity je chování materiál· z hlediska deformací povaºováno
za lineární v závislosti na aplikovaném nap¥tí. Tento vztah platí pro malé hodnoty
nap¥tí a deformace a nazývá se Hook·v zákon. Koe�cienty úm¥rnosti lineární závis-
losti se nazývají elastické konstanty druhého °ádu cijkl.
Akustoelastický jev nastává, pokud se fázové rychlosti vln ²í°ících se materiálem,
zm¥ní s aplikací vn¥j²ího nap¥tí. Tehdy je nutné p°ejít k nelineární teorii elasticity
a zapo£ítat zanedbané vy²²í £leny rozvoje vztahu mezi nap¥tím a deformací. S tím
souvisí zavedení elastických konstant t°etího a vy²²ího °ádu (cijklmn, cijklmnop, . . . ).
Tyto konstanty poskytují informace o mí°e anharmonicity v krystalové m°íºce.
Jako zkoumaný materiál byla pro tuto práci zvolena multiferoická slitina Fe-Pd, ne-
bo´ její elastické konstanty druhého °ádu v závislosti na vn¥j²ím nap¥tí jsou známy
[17], ale konstanty vy²²ího °ádu zatím nam¥°eny nebyly. Navíc n¥které speci�cké
vlastnosti Fe-Pd nazna£ují, ºe výpo£et t¥chto konstant by mohl p°inést zajímavé
výsledky.

V první kapitole této práce se nachází p°ehled teorie elastodynamiky v£etn¥
Hookova zákona. Je rozebrán vliv kubické a tetragonální symetrie krystal· na ne-
závislost elastických konstant druhého °ádu. Pro tyto symetrie je posléze odvozen
tvar Christo�elovy rovnice a její °e²ení pro objemové vlny. Je zji²t¥no, ºe analytická
°e²ení jsou moºná jen ve význa£ných sm¥rech ²í°ení vln a navíc jen pro ur£ité sy-
metrie materiál·. V obecných p°ípadech se výsledky získávají numerickou cestou,
nap°íklad pomocí FEM nebo Ritz-Rayleighovy metody.
Následující kapitola p°edstavuje povrchové akustické vlny a jejich speci�ka. A£koliv
je p°i práci s povrchovými vlnami nutné °e²it soustavu ²esti nelineárních sekulárních
rovnic, ukáºe se, ºe mohou být vyuºity jako prost°edek k výpo£tu elastických kon-
stant druhého °ádu, bez ohledu na symetrii zkoumaných materiál· nebo sm¥ry ²í°ení
vln. Jako konkrétní p°íklady slouºí m¥°ení provedená v Laborato°i ultrazvukových
metod ÚT AV�R. První z nich zkoumá kubický krystal InP a dal²í se zam¥°uje na
multiferoikum Fe-Pd. V obou p°ípadech jsou v materiálu laserem excitované povr-
chové akustické vlny, jejichº fázové rychlosti se snímají. Pro Fe-Pd je navíc zkoumán
vývoj elastických konstant s p·sobením vn¥j²ího nap¥tí ve sm¥ru krystalogra�cké
osy z.
P°edposlední kapitola se zabývá n¥kterými zvlá²tními vlastnostmi Fe-Pd, jako je
nap°íklad anomáln¥ nízký koe�cient teplotní roztaºnosti. Ten umoº¬uje materiálu
udrºet si tém¥° konstantní objem pro velmi ²irokou ²kálu teplot. Dal²ím významným
jevem je tvarová pam¥´. Nejzásadn¥j²ím pro tuto práci se ale jeví bezdifúzní mar-
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tensitický fázový p°echod z plo²n¥ centrované kubické (fcc) do plo²n¥ centrované
tetragonální (fct) soustavy. Ten m·ºe být vyvolán mimo jiné p·sobením vn¥j²ího
nap¥tí. A£koliv martensitické transformace bývají obvykle prvního °ádu, Fe-Pd vy-
kazuje n¥které znaky typické spí²e pro transformace druhého °ádu, jako nap°íklad
nízké hodnoty transforma£ní deformace a kontinuální zm¥nu m°íºkových parametr·
elementární bu¬ky.
V poslední kapitole bylo vyuºito výsledk· vý²e zmi¬ovaných m¥°ení elastických kon-
stant druhého °ádu Fe-Pd k výpo£tu elastických konstant t°etího °ádu. Konkrétn¥ se
poda°ilo získat hodnoty c111, c112, c123, c144 a c155. Výpo£et c456 bohuºel nebyl moºný,
nebo´ vstupní data neobsahovala informace o chování materiálu z hlediska smyko-
vých deformací.
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Kapitola 1

Teorie

1.1 Elastodynamika

V této kapitole budou shrnuty základní poznatky z elastodynamiky kontinua.
Zavedené zna£ení i struktura podkapitol je p°ejata z klasické u£ebnice [1].

1.1.1 Deformace

Aby bylo moºné popsat deformace fyzikáln¥, p°i°adí se kaºdé £ástici zkoumaného
t¥lesa vektor referen£ní polohy L a polohy po deformaci t¥lesa l(L, t). Nyní lze
de�novat vektor posunutí

u(L, t) = l(L, t)− L, (1.1)

coº je spojitá veli£ina, ur£ující jakým sm¥rem a o jakou vzdálenost se £ástice vychý-
lila z p·vodní pozice.
Popis deformace t¥lesa pouze pomocí vektoru posunutí se ale v °ad¥ situací ukáºe
být nedosta£ující. Problém se nejlépe demonstruje na prosté translaci t¥lesa. P°i ní
kaºdá £ástice zm¥ní svojí polohu, ale relativní vzdálenosti mezi £ásticemi se nezm¥ní.
Tudíº a£koliv k deformaci t¥lesa nedojde, vektor posunutí bude mít nenulovou hod-
notu.
Proto se p°echází od vektoru posunutí k jeho diferenciální form¥

du(L, t) = dl(L, t)− dL (1.2)

v konstantním £ase t. V kartézské soustav¥ sou°adnic má x-ová sloºka takové dife-
renciální formy tvar

dux(dL, t) =
∂ux
∂Lx

dLx +
∂ux
∂Ly

dLy +
∂ux
∂Lz

dLz. (1.3)

Ani tento popis ale není vhodný, nebo´ du(L, t) nebude mít nulovou hodnotu v
p°ípad¥ prosté rotace t¥lesa. Nejlépe se osv¥d£ilo de�novat deformaci jako skalární
veli£inu

4 = dl2(L, t)− (dL)2, (1.4)
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která je nenulová opravdu jen tehdy, kdyº dojde ke zm¥n¥ tvaru t¥lesa. V p°ípad¥
rotace a translace se bude rovnat nule. P°i odvozování p°edpisu pro 4 se vyuºije
rovnosti

dlx = dLx + dux, (1.5)

plynoucí z (1.2). Pro jednoduchost je vhodné se omezit na dvoudimenzionální de-
formace ve sm¥ru kolmém na osu z. Pro tento p°ípad platí

4 = (dlx)2 + (dly)2 − (dLx)2 − (dLy)2

=

(
2
∂ux
∂Lx

+

(
∂ux
∂Lx

)2

+

(
∂uy
∂Lx

)2
)
dL2

x

+

(
2
∂uy
∂Ly

+

(
∂uy
∂Ly

)2

+

(
∂ux
∂Ly

)2
)
dL2

y

+

(
2
∂ux
∂Ly

+ 2
∂uy
∂Lx

+ 2
∂ux
∂Lx

∂ux
∂Ly

+ 2
∂uy
∂Lx

∂uy
∂Ly

)
dLx dLy. (1.6)

Toto lze vyjád°it pomocí maticového zápisu

4 = 2
(
dLx dLy

)( Sxx Sxy
Syx Syy

)(
dLx
dLy

)
= 2Sxx dL2

x + 2Syy dL2
y + 2(Sxy + Syx) dLx dLy, (1.7)

kde

Sxx =
∂ux
∂Lx

+
1

2

(
∂ux
∂Lx

)2

+
1

2

(
∂uy
∂Lx

)2

Syy =
∂uy
∂Ly

+
1

2

(
∂uy
∂Ly

)2

+
1

2

(
∂ux
∂Ly

)2

(1.8)

Sxy = Syx =
1

2

(
∂ux
∂Ly

+
∂uy
∂Lx

+
∂ux
∂Lx

∂ux
∂Ly

+
∂uy
∂Lx

∂uy
∂Ly

)
.

Matice Sij je bez újmy na obecnosti zvolena symetrická, nebo´ v (1.7) se vyskytuje
pouze sou£et nediagonálních prvk· Sxy a Syx.
Po roz²í°ení na t°í-dimensionální deformace bude platit

4(L, t) = 2Sij(L, t) dLi dLj, (1.9)

p°i£emº

Sij(L, t) =
1

2

(
∂ui
∂Lj

+
∂uj
∂Li

+
∂uk
∂Li

∂uk
∂Lj

)
i, j, k ∈ {x, y, z}. (1.10)

Matice Sij(L, t) tvo°í takzvaný deforma£ní tenzor, jehoº prvky jsou bezrozm¥rné.
Na tomto míst¥ je vhodné zmínit, ºe v celé práci se dodrºuje Einsteinova suma£ní
konvence. Pokud se v rovnici nachází dva stejné indexy, vºdy se p°es n¥ s£ítá.
Ve v¥t²in¥ p°ípad· se hodnoty prvk· Sij(L, t) pohybují v rozmezí od 10−4 do 10−3,
coº p°edstavuje oblast, kde deformace materiálu obvykle nebývá permanentní. Jestliºe
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je jejich velikost je²t¥ men²í, je moºné zanedbat v (1.10) kvadratický £len a p°ejít k
linearizované deformaci

Sij(L, t) =
1

2

(
∂ui
∂Lj

+
∂uj
∂Li

)
i, j ∈ {x, y, z}. (1.11)

V tomto p°ípad¥ není nutné rozli²ovat vektor referen£ní polohy L a polohy po de-
formaci l, nebo´ jsou tém¥° totoºné. Tudíº

r := L ≈ l. (1.12)

Pokud je dále zavedeno

vij =
∂ui
∂rj

, (1.13)

platí pro linearizované deformace

Sij(r, t) =
1

2
(vij + vji) i, j ∈ {x, y, z}. (1.14)

I tento zápis lze je²t¥ více zjednodu²it, konkrétn¥ pouºitím Voigtovy notace. Ta p°i-
d¥lí kaºdému prvku matice Sij jeden index místo p·vodních dvou podle následujícího
schématu

S =


Sxx Sxy Sxz

Sxy Syy Syz

Sxy Syz Szz

 =


S1

1
2
S6

1
2
S5

1
2
S6 S2

1
2
S4

1
2
S5

1
2
S4 S3

 . (1.15)

P°idání faktoru 1
2
p°ed mimodiagonální prvky se ukáºe být velmi výhodné, nebo´

se tím znateln¥ zjednodu²í tvar klí£ových rovnic (nap°íklad Christofellovy), které
budou zavedeny pozd¥ji. Díky této notaci lze tenzor deformace nahradit vektorem

S =


S1

S2

S3

S4

S5

S6

 . (1.16)

Kv·li p°ehlednosti budou sloºky vektor·, vzniklých zkrácením index· matic, zna£eny
velkými písmeny. Nap°íklad i-tá sloºka vektoru A, odvozeného od matice Aij, se
zapí²e jako AI . S pouºitím zkrácených index· p°ejde vztah deformace a vektoru
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posunutí do tvaru

S1

S2

S3

S4

S5

S6



=



∂ux
∂x
∂uy
∂y
∂uz
∂z

∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

∂ux
∂y

+
∂uy
∂x



=



∂

∂x
0 0

0
∂

∂y
0

0 0
∂

∂z

0
∂

∂z

∂

∂y
∂

∂z
0

∂

∂x
∂

∂y

∂

∂x
0




ux

uy

uz

 (1.17)

neboli
SI = 5Ij uj. (1.18)

1.1.2 Nap¥tí

V této sekci bude probráno, jak se t¥leso chová pod vlivem p·sobení vn¥j²ích sil.
Takové síly mohou být dvojího druhu - objemové a plo²né. Objemové síly p·sobí
na v²echny £ástice v objemu t¥lesa. Obvykle mají jednotku N/m3. Klasickým p°í-
kladem je gravita£ní síla. Plo²né síly naopak p·sobí pouze na povrch t¥lesa a efekt,
který vyvolají uvnit°, je zp·soben interakcí sousedících £ástic. M¥°í se v jednotkách
N/m2. Tyto síly budou nyní rozebrány detailn¥ji.
M¥jme krychli jednotkového objemu vloºenou do kartézské soustavy sou°adnic. Kaºdá
st¥na této krychle je podrobena silovému p·sobení. Pro ú£ely popisu nap¥tí, které
tyto síly vyvolají, rozloºíme sílu p·sobící na kaºdou ze st¥n do t°i sloºek. Síla Ty

p·sobící na jednotkovou st¥nu krychle, leºící kolmo k ose y (viz obr. 1.1), bude mít
sloºky

Ty = (Txy, Tyy, Tzy) (1.19)

a obdobn¥ platí
Tx = (Txx, Tyx, Tzx) , Tz = (Txz, Tyz, Tzz) (1.20)

i pro st¥ny kolmé na sm¥ry x a z. Hodnoty Tij závisejí na tom, kde v t¥lese se £ástice
nachází. T¥mito úvahami jsme dosp¥li k de�nici tenzoru nap¥tí

T (r, t) =

 Txx Txy Txz
Tyx Tyy Tyz
Tzx Tzy Tzz

 =

 T1 T6 T5
T6 T2 T4
T5 T4 T3

 , (1.21)

kde Tij (r, t) p°edstavuje i-tou sloºku síly, p·sobící na st¥nu krychle in�nitesimálního
objemu, kolmou k j-té sou°adnicové ose. Je vhodné si v²imnout, ºe p°i aplikaci
Voigtovy notace nebyly v tomto p°ípad¥ p°idávány k nediagonálním prvk·m matice
ºádné koe�cienty.
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Obr. 1.1: Sloºky tenzoru nap¥tí p·sobící na rovinu kolmou k ose y [8]

1.2 Hook·v zákon

Deformace je p°ímo úm¥rná nap¥tí materiálu. Tento výrok je znám jako Hook·v
zákon. Platí ov²em pouze pro velmi malá nap¥tí a deformace. Po p°ekro£ení ur£ité
hodnoty za£ne být závislost nelineární, a£koliv t¥leso je stále schopno se ve chvíli,
kdy p°estane nap¥tí p·sobit, vrátit do p·vodního stavu. Takovéto vratné deformace
nazýváme elastické.
Pokud nap¥tí zvy²ujeme aº do stavu, ve kterém je t¥leso zdeformované nevratn¥,
mluvíme o plastické deformaci. Situace je znázorn¥na na obrázku 1.2.

Obr. 1.2: K°ivka závislosti deformace na nap¥tí [1]

Jelikoº je tento zákon velmi významný pro pozd¥j²í kapitoly, bude nyní probrán
d·kladn¥ji.

14



Matematicky lze Hook·v zákon vyloºit tak, ºe kaºdý prvek tenzoru nap¥tí p°ed-
stavuje lineární kombinací prvk· tenzoru deformace. Neboli nap°íklad

Txx = cxxxxSxx + cxxxySxy + cxxxzSxz
+ cxxyxSyx + cxxyySyy + cxxyzSyz
+ cxxzxSzx + cxxzySzy + cxxzzSzz.

(1.22)

Obecn¥ tedy

Tij = cijkl Skl
i, j, k ∈ {x, y, z}, (1.23)

p°i£emº platí, ºe p°es stejné indexy se s£ítá. Koe�cienty cijkl se nazývají elastické
konstanty (druhého °ádu). M¥°í se jednotkách Pa. Pro snadno deformovatelná t¥lesa
mají malé hodnoty a naopak.
Vzhledem k tomu, ºe (1.23) reprezentuje 9 rovnic, z nichº kaºdá obsahuje 9 r·zných
koe�cient· cijkl, existuje celkem 81 elastických konstant, tvo°ících dohromady tenzor
£tvrtého °ádu. Ne v²echny sloºky tenzoru jsou ov²em nezávislé. Platí

cijkl = cjikl = cijlk = cjilk, (1.24)

coº sniºuje jejich po£et na 36. Navíc

cijkl = cklij. (1.25)

Neboli maximální po£et nezávislých elastických konstant cijkl je 21. Toto £íslo m·ºe
být je²t¥ dále sníºeno, pokud se v t¥lese nachází ur£ité prvky symetrie.
V n¥kterých p°ípadech m·ºe být výhodné vyjád°it deformaci jako funkci nap¥tí

Sij = sijkl Tkl
i, j, k ∈ {x, y, z}. (1.26)

Konstanty sijkl pak tvo°í tenzor poddajnosti. Reprezentují deformovatelnost t¥lesa
a m¥°í se v jednotkách Pa−1. Jejich hodnoty se obvykle pohybují v °ádech 10−9Pa−1

pro materiály vlastnostmi podobné gum¥ a 10−11Pa−1 pro materiály tvrdé. Elasticita
mívá oproti tomu hodnoty v rozmezí od 107 do 108Pa.
V praxi se ukazuje, ºe práce s veli£inami, jenº mají £ty°i indexy, je velmi náro£ná.
Op¥t se k usnadn¥ní pouºije vhodná konvence, ur£ená pravidly, zanesenými v tabulce
1.1. Obecn¥ tedy platí

cIJ = cijkl (1.27)

a

sIJ = sijkl ·


1 pro I a zárove¬ J ∈ {1, 2, 3}
2 pro I nebo J ∈ {4, 5, 6}
4 pro I a zárove¬ J ∈ {4, 5, 6}.

(1.28)

Rozdíl mezi cijkl a sijkl je zp·soben nestejným zavedením redukovaných index· u
Sij a Tij. Hook·v zákon má nyní tvar

TI = cIJ SJ (1.29)
nebo

SI = sIJ TJ (1.30)
I, J ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

(1.31)
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ij I

xx 1
yy 2
zz 3

yz, zy 4
xz, zx 5
xy, yx 6

Tabulka 1.1: Voigtova notace pro indexaci tenzor·

1.3 Krystalogra�cké soustavy

V²echny krystalické látky jsou rozd¥leny do krystalogra�ckých soustav. O p°í-
slu²nosti k ur£ité soustav¥ rozhodují prvky symetrie, které daný krystal po provedení
operace symetrie p°evedou do ekvivalentní polohy.
Vzhledem k tomu, ºe tato práce se zabývá p°edev²ím materiály s kubickou, p°ípadn¥
tetragonální symetrií, je vhodné ukázat, jak se pro tyto p°ípady zm¥ní koe�cienty
elasticity.

1.3.1 Kubická soustava

Tuto soustavu charakterizuje p°ítomnost £ty° troj£etných rota£ních os, rovno-
b¥ºných s t¥lesovými uhlop°í£kami krychle. Je vysoce symetrická a má °adu ekviva-
lentních sm¥r·. Proto u materiál· s kubickou symetrií dochází ke zna£nému sníºení
po£tu nezávislých elastických koe�cient·. Konkrétn¥ platí následující rovnosti

c11 = c22 = c33
c12 = c21 = c13 = c31 = c23 = c32
c44 = c55 = c66.

(1.32)

Z toho plyne, ºe matice cIJ bude mít tvar
c11 c12 c12 0 0 0
c12 c11 c12 0 0 0
c12 c12 c11 0 0 0
0 0 0 c44 0 0
0 0 0 0 c44 0
0 0 0 0 0 c44

 . (1.33)

1.3.2 Tetragonální soustava

Tato soustava je význa£ná tím, ºe krystaly, které do ní náleºí, mají práv¥ jednu
osu £ty°£etnou (rota£ní nebo inverzní). Vzhledem k tomu, ºe nedosahují symetrie
kubických krystal·, po£et nezávislých elastických konstant je u nich sníºen pouze
na 6, p°ípadn¥ 7, v závislosti na bodové grup¥.
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Pro ú£ely této práce je posta£ující zabývat se grupou D4h neboli 4/mmm, která má
6 nenulových konstant

c12 = c21
c13 = c31 = c23 = c32
c11 = c22
c33
c44 = c55
c66

(1.34)

a matici cIJ ve tvaru 
c11 c12 c13 0 0 0
c12 c11 c13 0 0 0
c13 c13 c33 0 0 0
0 0 0 c44 0 0
0 0 0 0 c44 0
0 0 0 0 0 c66

 . (1.35)

1.4 Christo�elova rovnice

P°i odvozování Christo�elovy rovnice se vychází ze vztahu pro rovnováhu sil

5iK TK = ρ
∂2ui
∂t2
− Fi (1.36)

K ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}
i ∈ {1, 2, 3},

kde

5iK =

 ∂
∂x

0 0 0 ∂
∂z

∂
∂y

0 ∂
∂y

0 ∂
∂z

0 ∂
∂x

0 0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂x

0

 . (1.37)

�len ρ ∂2ui
∂t2

p°edstavuje setrva£né a Fi objemové síly. Je vhodné p°epsat Hook·v
zákon do tvaru

TK = cKL SL = cKL 5Lj uj, (1.38)

p°i£emº

5Lj =



∂
∂x

0 0

0 ∂
∂y

0

0 0 ∂
∂z

0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂z

0 ∂
∂x

∂
∂y

∂
∂x

0


. (1.39)
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Po dosazení (1.38) do (1.36) získáme

5iKcKL5Lj uj = ρ
∂2ui
∂t2
− Fi. (1.40)

V dal²ích krocích bude v rámci zjednodu²ení uvaºováno bezzdrojové prost°edí, které
umoº¬uje klást F = 0.
P°edpokládejme, ºe vektor posunutí lze zapsat ve tvaru rovinné vlny ²í°ící se mate-
riálem v obecném sm¥ru l = (lx, ly, lz), pro kterou platí

u = Uei(ωt−k l·r). (1.41)

Tudíº je moºno nahradit operátory 5iK a 5Lj výrazy −ikliK respektive − iklLj,
p°i£emº

liK =

 lx 0 0 0 lz ly
0 ly 0 lz 0 lx
0 0 lz ly lx 0

 , lLj =


lx 0 0
0 ly 0
0 0 lz
0 lz ly
lz 0 lx
ly lx 0

 . (1.42)

Vlnová rovnice (1.40) tímto p°ejde do tvaru

k2 Γijuj = ρ
∂2ui
∂t2

= ρω2ui, (1.43)

kde matici
Γij = liKcKLlLj (1.44)

nazýváme Christo�elova matice. Po zade�nování fázové rychlosti vlny

vϕ =
ω

k
(1.45)

a vynásobení (1.43) faktorem k−2 získáváme

Γijuj = ρv2ϕui, (1.46)

neboli soustavu rovnic

Γ11U1 + Γ12U2 + Γ13U3 = ρv2ϕU1

Γ21U1 + Γ22U2 + Γ23U3 = ρv2ϕU2 (1.47)

Γ31U1 + Γ32U2 + Γ33U3 = ρv2ϕU3.

Tu lze p°epsat kompaktn¥ji do tvaru(
Γ− ρv2ϕ1

)
U = 0, (1.48)

který se nazývá Christo�elova rovnice. P°edstavuje úlohu na výpo£et vlastních £ísel
ρv2ϕ a vlastních vektor· U, °e²itelnou sekulární rovnicí

det
(
Γ− ρv2ϕ1

)
= 0. (1.49)
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Pro ilustraci sloºitosti úlohy je vhodné explicitn¥ vypsat Christo�elovu matici pro
p°ípad nejmén¥ symetrické (triklinické) soustavy

Γ11 = c11l
2
1 + c66l

2
2 + c55l

2
3 + 2c56l2l3 + 2c15l3l1 + 2c16l1l2

Γ22 = c66l
2
1 + c22l

2
2 + c44l

2
3 + 2c24l2l3 + 2c46l3l1 + 2c26l1l2

Γ33 = c55l
2
1 + c44l

2
2 + c33l

2
3 + 2c34l2l3 + 2c35l3l1 + 2c45l1l2 (1.50)

Γ12 = c16l
2
1 + c26l

2
2 + c45l

2
3 + (c46 + c25) l2l3 + (c14 + c56) l3l1 + (c12 + c66) l1l2

Γ13 = c15l
2
1 + c46l

2
2 + c35l

2
3 + (c45 + c36) l2l3 + (c13 + c55) l3l1 + (c14 + c56) l1l2

Γ23 = c56l
2
1 + c24l

2
2 + c34l

2
3 + (c44 + c23) l2l3 + (c36 + c45) l3l1 + (c25 + c46) l1l2.

1.4.1 �e²ení pro kubickou soustavu

Po dosazení podmínek kubické symetrie do (1.50) se matice redukuje na

Γ11 = c11l
2
1 + c44l

2
2 + c44l

2
3

Γ22 = c44l
2
1 + c11l

2
2 + c44l

2
3

Γ33 = c44l
2
1 + c44l

2
2 + c11l

2
3 (1.51)

Γ12 = (c12 + c44) l1l2

Γ13 = (c12 + c44) l3l1

Γ23 = (c12 + c44) l2l3.

Po£ítat (1.49) s touto maticí je moºné obecn¥ pouze numericky. �e²ením jsou nej£as-
t¥ji kvazi-p°í£né a kvazi-pódélné vlny. Je ov²em vhodné zkoumat n¥které speciální
p°ípady, pro které se situace zjednodu²í.
Nejprve lze uvaºovat sm¥r ²í°ení vlny podél libovolné krystalové osy. Bez újmy na
obecnosti zvolíme sm¥r [100]. Rovnice (1.49) pro tento p°ípad p°ejde do tvaru∣∣∣∣∣∣

c11 − ρv2ϕ 0 0
0 c44 − ρv2ϕ 0
0 0 c44 − ρv2ϕ

∣∣∣∣∣∣ = 0, (1.52)

£emuº odpovídá podélná vlna s fázovou rychlostí vϕ1 =
√

c11
ρ

a dv¥ p°í£né vlny s

vϕ2,3 =
√

c44
ρ
.

Dále uvaºujme vlnu ²í°ící se st¥nou krychle - nap°íklad kolmou na osu y. Do (1.49)
sta£í dosadit podmínku l2 = 0, £ímº vznikne∣∣∣∣∣∣

c11l
2
1 + c44l

2
3 − ρv2ϕ 0 (c12 + c44) l1l3

0 c44 (l21 + l23)− ρv2ϕ 0
(c12 + c44) l1l3 0 c44l

2
1 + c11l

2
3 − ρv2ϕ

∣∣∣∣∣∣ = 0. (1.53)

Platí l21 + l23 = 1− l22, neboli pro l2 = 0 dostáváme z (1.53) rovnosti(
c11l

2
1 + c44l

2
3 − ρv2ϕ1,2

)(
c44l

2
1 + c11l

2
3 − ρv2ϕ1,2

)
= (c12 + c44)

2 l21l
2
3,

ρv2ϕ3
= c44.
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Odtud jiº snadno vypo£ítáme

vϕ1 = (2ρ)−1/2
[
c11 + c44 −

√
(c11 − c44)2 cos22φ+ (c12 + c44)

2 sin22φ
]1/2

vϕ2 = (2ρ)−1/2
[
c11 + c44 +

√
(c11 − c44)2 cos22φ+ (c12 + c44)

2 sin22φ
]1/2

vϕ3 =
√

c44
ρ
,

(1.54)

kde cosφ = lx a sinφ = lz. Z (1.53) je patrné, ºe k vlastnímu £íslu vϕ3 náleºí vlastní
vektor U = (0 1 0)T , jenº je kolmý k rovin¥, kterou se vlna ²í°í. T°etímu °e²ení tedy
odpovídá £ist¥ p°í£ná vlna polarizovaná ve sm¥ru y. První °e²ení p°edstavuje obecn¥
kvazi-p°í£né a druhé kvazi-podélné vlny. �istými módy se stávají jen pro speci�cké
sm¥ry ²í°ení. T¥mi jsou φ = 0 (lz = 0) a φ = π/2 (lx = 0), p°ípadn¥ φ =
π/4, 3π/4.

1.4.2 �e²ení pro tetragonální soustavu

Obdobn¥ jako v p°edchozím p°ípad¥ je vhodné nejprve uvést Christo�elovu ma-
tici (1.50) s elastickými koe�cienty tetragonální soustavy

Γ11 = c11l
2
1 + c66l

2
2 + c44l

2
3

Γ22 = c66l
2
1 + c11l

2
2 + c44l

2
3

Γ33 = c44l
2
1 + c44l

2
2 + c33l

2
3

Γ12 = (c12 + c66) l1l2
Γ13 = (c13 + c44) l1l3
Γ23 = (c13 + c44) l2l3

(1.55)

a dosadit jí do sekulární rovnice (1.49). Op¥t je obecné °e²ení velmi komplikované,
proto bude v¥nována pozornost pouze dv¥ma speciálním p°ípad·m. Prvním z nich
je vlna ²í°ící se rovinou, jejíº normála je osa z. Získáme rovnici∣∣∣∣∣∣

c11l
2
1 + c66l

2
2 − ρv2ϕ (c12 + c66) l1l2 0

(c12 + c66) l1l2 c66l
2
1 + c11l

2
2 − ρv2ϕ 0

0 0 c44 (l21 + l22)− ρv2ϕ

∣∣∣∣∣∣ = 0, (1.56)

která je na první pohled velmi podobná (1.53). Proto lze rovnou napsat výsledné
fázové rychlosti pro kvazi-p°í£né vlny

vϕ1 = (2ρ)−1/2
[
c11 + c66 −

√
(c11 − c66)2 cos2 2φ+ (c12 + c66)

2 sin2 2φ

]1/2
,

kvazi-podélné vlny

vϕ2 = (2ρ)−1/2
[
c11 + c66 +

√
(c11 − c66)2 cos2 2φ+ (c12 + c66)

2 sin2 2φ

]1/2
a £ist¥ p°í£né vlny polarizované ve sm¥ru osy z

vϕ3 =

√
c44
ρ
,
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kde tentokrát cosφ = lx a sinφ = ly.
Dal²í zkoumanou situací je vlna ²í°ící se rovinou s normálou x nebo y (výsledky pro
oba p°ípady jsou ekvivalentní). Pro první z t¥chto p°ípad· má (1.49) tvar∣∣∣∣∣∣

c11l
2
1 + c44l

2
3 − ρv2ϕ 0 (c13 + c44) l1l3

0 c66l
2
1 + c44l

2
3 − ρv2ϕ 0

(c13 + c44) l1l3 0 c44l
2
1 + c33l

2
3 − ρv2ϕ

∣∣∣∣∣∣ = 0, (1.57)

z n¥jº lze pro cos θ = lz a sin θ = lx získat °e²ení v podob¥ kvazi-p°í£né vlny s fázovou
rychlostí

vϕ1 = (2ρ)−1/2
[
A−
√
B2 + C

]1/2
,

£ist¥ p°í£né vlny polarizované ve sm¥ru osy y s fázovou rychlostí

vϕ2 = ρ−1/2
[
c66 sin2 θ + c44 cos2 θ

]1/2
a kvazi-podélné vlny s fázovou rychlostí

vϕ3 = (2ρ)−1/2
[
A+
√
B2 + C

]1/2
,

p°i£emº platí

A = c11 sin2 θ + c33 cos2 θ + c44
B = (c11 − c44) sin2 θ + (c44 − c33) cos2 θ

C = (c13 + c44)
2 sin2 2θ.

21



Kapitola 2

Povrchové vlny

V p°edchozí kapitole byly v souvislosti s elastickými konstantami uvaºovány vºdy
objemové vlny. �asto ale mohou být uºite£ným nástrojem i vlny povrchové.
Pro popis jejich ²í°ení uvaºujme materiál mající volný povrch s vn¥j²í normálou m.
Okrajovou podmínku volného povrchu lze matematicky vyjád°it jako

Tijmj = cijkl
∂uk
∂xl

mj = 0. (2.1)

Z elastodynamické rovnice

ρ
∂2ui
∂t2

= cijkl
∂uk

∂xj∂xl
(2.2)

s okrajovou podmínkou (2.1) lze získat hodnoty vektoru posunutí u(x, t). P°edpo-
kládané °e²ení je ve tvaru rovinné harmonické vlny

u(x, t) = Uexp [−i (ωt− k · x)] , (2.3)

kde tentokrát vlnový vektor k ∈ C3. Aby mohlo být °e²ení prohlá²eno za povrchovou
vlnu, musí mít sm¥r ²í°ení n kolmý k normálem a imaginární £ást vlnového vektoru
k naopak rovnob¥ºnou s m. K typickým vlastnostem povrchových vln totiº pat°í
to, ºe se zvy²ující se hloubkou (vzdáleností od povrchu) dochází k exponenciálnímu
útlumu výchylek. Dále musí platit, ºe projekce reálné £ásti k do volného povrchu je
nenulová a rovnob¥ºná s n. Pak lze vlnové £íslo de�novat jako k = Re(k) · n.
Po dosazení (2.3) do (2.2) je patrné, ºe aº na okrajové podmínky se výsledná ne-
lineární sekulární rovnice neli²í od Christo�elovy rovnice (1.48) z minulé kapitoly.
Obecn¥ je výsledek moºné získat pouze numerickou cestou.
�e²ením problému povrchových vln v anizotropních látkách se podrobn¥ zabývají
Royer a Dieulesaint [15]. Ukazují, ºe výpo£et lze za podmínek probraných níºe
zna£n¥ zjednodu²it.
Nahrazují p·vodní sekulární rovnici ²estého °ádu implicitní rovnicí

c22c66χ
2 (c11 − χ) = (c66 − χ)

[
c22 (c11 − χ)− c212

]2
, (2.4)

kde

χ = ρv2ϕ. (2.5)
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Hlavní výhodou rovnice (2.4) je moºnost vypo£ítat její °e²ení analyticky a získat tak
p°esný výsledek. Ov²em jak bylo jiº °e£eno, p°i jejím odvození byly uvaºovány ome-
zující p°edpoklady. Striktnost t¥chto omezení zamezuje nap°íklad vyuºití rovnice pro
experimenty zahrnující mén¥ symetrické materiály (triklinické, monoklinické, rom-
bické a trigonální).
V £lánku [15] je pro v²echny následující úvahy bez újmy na obecnosti de�nován ma-
teriál s volným povrchem, jehoº normála leºí podél osy y a povrchová vlna, jeº se
jím ²í°í ve sm¥ru osy x (p°i£emº sou°adnicové osy x, y a z nemusí být nutn¥ totoºné
s krystalogra�ckými).
Prvním uvaºovaným p°edpokladem je p°ítomnost dvoj£etné osy (rota£ní nebo in-
verzní) rovnob¥ºné s osou z. Ta zajistí, ºe v²echny elastické koe�cienty cijkl s jedním
indexem 3 (nap°.: c1113, c1123, . . . ) budou nulové, tudíº i prvky Christo�elovy matice
Γ13 a Γ23 budou nulové, coº zásadn¥ sníºí sloºitost výpo£tu determinantu (1.49).
Tento p°edpoklad nem·ºe být nikdy spln¥n pro materiál náleºící do triklinické sou-
stavy.
Dále je nezbytné diskutovat platnost okrajových podmínek

ci211
∂u1
∂x1

+ ci212

(
∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

)
+ ci222

∂u2
∂x2

= 0. (2.6)

Podmínka pro i = 3 je spln¥na identicky a v ostatních p°ípadech (i ∈ {1, 2}) je za
ú£elem zjednodu²ení vyºadováno, aby c1211 = c1222 = 0. To je moºné zajistit pro
materiály, u kterých vede osa dvoj£etná (rota£ní nebo inverzní) podél osy x nebo y.
Tudíº je vyºadováno konkrétní nato£ení krystalu v·£i daným sou°adnicovým osám.
Po rozsáhlé analýze lze dojít k záv¥ru, ºe existuje pouze 16 kombinací krystalogra-
�ckých soustav, do kterých m·ºe látka pat°it, a konkrétních sm¥r· p°ípustných pro
²í°ení vlny v této látce, které splní poºadované p°edpoklady a dají vzniknout povr-
chové vln¥ °e²itelné analyticky.
Je z°ejmé, ºe pokud mají být povrchové vlny pouºity jako univerzální prost°edek
k m¥°ení elastických koe�cient·, je vhodné nejprve nalézt metodu schopnou °e²it
daný problém numericky. Jedním z moºných p°ístup· je pouºití metody kone£ných
prvk· (FEM)[6]. Bohuºel získat °e²ení touto cestou zabere mnoho výpo£etního £asu
a výstupy budou i tak zatíºeny relativn¥ velkou chybou.
Alternativní numerická metoda se nazývá Ritz-Rayleighova. Vyuºívá diskretizaci
prostoru funkcí. Hlavní my²lenka této metody spo£ívá v rozloºení vektoru posunutí
u(x, t) do �xní ortogonální funk£ní báze. To umoºní transformovat p·vodn¥ neli-
neární sekulární rovnici na lineární, která je jiº snadno °e²itelná. V £lánku [19] je
podrobn¥ popsán pr·b¥h konkrétního experimentu, který vyuºívá Ritz-Rayleighovu
metodu jako prost°edek k výpo£tu elastických konstant kubického krystalu InP.

2.1 M¥°ení elastických konstant

Základem výpo£tu je °e²ení takzvané inverzní procedury, která spo£ívá v mini-
malizaci funkce

F(cijkl) =
∑
p

(
vteorϕp

(cijkl)− vexpϕp

)2
, (2.7)
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kde vexpϕp
udává experimentáln¥ zm¥°enou fázovou rychlost povrchových vln. Funkce

vteorϕp
p°edstavuje fázovou rychlost jako funkci elastických konstant, kterou lze získat

provedením takzvané p°ímé procedury.
P°ímá procedura slouºí v první °ad¥ k výpo£tu fázové rychlosti u materiál·, jejichº
elastické konstanty jsou známé. V tomto p°ípad¥ je ale úkolem je zm¥°it. Pouºije
se proto pouze jejich hrubý odhad c̃ijkl. Nep°esnost odhadu by nem¥la minimalizaci
F(cijkl) znateln¥ji ovlivnit.
V p°ímé procedu°e v souladu s Hamiltonovým varia£ním principem hledáme takovou
úhlovou frekvenci ω, aby byla spln¥na podmínka

δ

δu
Λ (u, c̃ijkl, ω) = 0, (2.8)

kde Λ (u, c̃ijkl, ω) je Lagrangeovská energie výpo£etní domény (viz obrázek 2.1).

Obr. 2.1: Výpo£etní doména s okrajovými podmínkami [19]

Aplikací Ritz-Rayleighovy metody je úloha p°evedena na lineární sekulární rovnici
pro vlastní £ísla ω (c̃ijkl). Fázovou rychlost lze poté jednodu²e získat ze vzorce

vteorϕ (c̃ijkl) =
1

2π
ω (c̃ijkl) . (2.9)

Za ú£elem experimentálního zji²t¥ní fázové rychlosti vexpϕp
byl krystal InP se°íznut

tak, aby vznikly dv¥ p°ibliºn¥ kolmé roviny (volné povrchy). K excitaci povrchové
vlny byl pouºit laser, jehoº p·vodn¥ kruhový pr·°ez paprsku byl zfokusován do
úse£ky cylindrickými £o£kami. Dal²í laser byl následn¥ pouºit k detekci postupující
povrchové vlny v n¥kolika r·zných vzdálenostech od zdroje. M¥°ený vzorek se navíc
nacházel na otá£ivé platform¥ coº umoºnilo skenování v r·zných sm¥rech s celkovým
rozsahem 180°(viz obrázek 2.2). V n¥kterých z nich bylo moºné nam¥°it i kvazi-
p°í£né, kvazi-podélné nebo pseudo-povrchové vlny. Amplituda povrchových vln byla
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Obr. 2.2: Schéma uspo°ádání experimentu. Horní £ást p°edstavuje pohled na apara-
turu shora, spodní £ást zobrazuje detailn¥ zkoumaný vzorek v bo£ním pohledu. [19]

v²ak v porovnání s nimi vºdy výrazn¥ vy²²í a umoº¬ovala p°esné ur£ení fázových
rychlostí. Výsledky jsou zaznamenané v grafu 2.3.
Z vý²e popsaného postupu je z°ejmé, ºe metoda pouºitá v £lánku [19] má univerzální
pouºití - nejsou zde ºádná omezení na symetrii zkoumaného materiálu nebo sm¥r
²í°ení vln.

2.2 M¥°ení elastických konstant pod vn¥j²ím nap¥-
tím

Dal²ím p°íkladem vyuºití povrchových vln je m¥°ení elastických konstant mate-
riál·, na které p·sobí vn¥j²í p°iloºené nap¥tí. V £lánku [17] je toto demonstrováno
na krystalu slitiny Fe-31.2at.%Pd. Ten byl nejprve o°ezán do poºadovaného tvaru
(viz obr. 2.4(a)) a poté podroben silovému p·sobení ve sm¥ru [001] (viz obr. 2.4(b)),
spojenému s m¥°ením elastických konstant stejným zp·sobem jako v kapitole 2.1.
�lánek [19] podrobn¥ rozebírá fakt, ºe p°i zji²´ování kompletního tenzoru elastic-
kých konstant m·ºe být m¥°ení fázových rychlostí povrchových vln nedostate£né,
nebo´ tyto vlny jsou citlivé spí²e na smykové konstanty. Podélné mohou vycházet s
relativn¥ velkou chybou. Proto je vhodné provést i m¥°ení fázových rychlostí qL vln
se sm¥ru rovnob¥ºném a kolmém k p·sobícímu nap¥tí. Tyto vlny byly generovány
a následn¥ i detekovány piezoelektrickými sníma£i (viz obr. 2.4(c)).
P°i nulovém vn¥j²ím silovém p·sobení bylo p°edpokládáno, ºe materiál vykazuje
kubickou symetrii a tudíº má t°i nezávislé elastické koe�cienty c11, c12 a c44. Se zvy-
²ováním vn¥j²ího nap¥tí se symetrie postupn¥ zm¥nila v tetragonální s £ty°£etnou
osou orientovanou shodn¥ se sm¥rem komprese. Po£et nezávislých elastických kon-
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Graf 2.3: P°íklady vlnových k°ivek (qL - kvazi-podélné, qT - kvazi-p°í£né, SAW -
povrchové vlny) získaných m¥°ením v pevn¥ daném sm¥ru pro 11 r·zných vzdáleností
zdroje od detektoru (nazna£eno p°eru²ovanou £arou). [19]

stant vzrostl na 6 (c11, c12, c13, c33, c44, c66).
Analogicky k postupu v kapitole 2.1 byl minimalizací funkce F(cijkl) získán tenzor
elastických konstant pro n¥kolik hodnot nap¥tí v intervalu od 0 do 210 MPa s kro-
kem 25 MPa. Tento rozsah byl zvolen tak, aby bylo zaji²t¥no, ºe nap¥tí nedosáhne
meze pevnosti materiálu a deformace z·stane elastická.
Graf 2.5 ukazuje jak se v pr·b¥hu m¥°ení v závislosti na nap¥tí m¥ní hodnoty defor-
mace a s deformací i celkový objem t¥lesa. Z horní £ásti (a) je patrné, ºe tetragona-
lizace materiálu prob¥hla postupn¥ bez jakýchkoliv ostrých p°echod·, v dolní £ásti
(b) lze pak pozorovat tém¥° dokonalé zachování objemu (pokles nejvý²e o ∼ 0.6%).
Za pov²imnutí stojí také samotný pr·b¥h obou k°ivek, jenº nevykazuje tém¥° ºád-
nou hysterezi.
V celém intervalu hodnot nap¥tí a ve v²ech sm¥rech ²í°ení se fázové rychlosti vln,
získané p°i zvy²ování nap¥tí, li²ily od rychlostí získaných p°i sniºování o mén¥ neº
0.07 mm/µs, coº odpovídá p°esnosti m¥°ení. Díky tomu bylo moºné p°edpokládat ne-
hysterezní vývoj fázové rychlosti a tudíº i elastických konstant. Za fázovou rychlost
pro dané nap¥tí byl stanoven pr·m¥r z rychlostí získaných p°i zvy²ování a sniºování
nap¥tí. Výsledky m¥°ení jsou zanesené v grafu 2.6.
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Obr. 2.4: (a) geometrie vzorku; (b) experimentální uspo°ádání pro m¥°ení SAW;
(c) experimentální uspo°ádání pro m¥°ení qL vl¥ní [17]

Graf 2.5: (a) závislost nap¥tí na de-
formaci u zkoumaného krystalu Fe-Pd;
(b) relativní zm¥na objemu [17]

Graf 2.6: Závislost hodnot elastických
konstant Fe-Pd na p·sobícím nap¥tí
[17]
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Kapitola 3

Fe-Pd

Slitina ºeleza a paladia je významný materiál, nebo´ vykazuje n¥kolik velmi za-
jímavých vlastností. První z nich je anomáln¥ nízký koe�cient teplotní roztaºnosti
[18]. Ten umoº¬uje materiálu udrºet si tém¥° konstantní objem ve velmi ²irokých
intervalech teplot. Dal²í zajímavou vlastností je tvarová pam¥´. V souvislosti s ní by
bylo vhodné zmínit, ºe slitina Fe-Pd má neuspo°ádanou strukturu. Tvarová pam¥´
bývá totiº obvykle spojována s látkami uspo°ádaného charakteru [20].
Pro tuto práci je ov²em nejzásadn¥j²í poslední vlastnost - bezdifúzní fázový p°echod
z plo²n¥ centrované kubické (fcc) do plo²n¥ centrované tetragonální (fct) soustavy.
Tento typ martensitické transformace (MT) bývá obvykle prvního °ádu. Probíhá pro-
ces nukleace, tj. existuje stav, kdy se v materiálu nachází zárove¬ p·vodní fcc fáze
(zvaná austenit) i zárodky vznikající fct fáze (martensit) [9]. M°íºkové parametry
se p°i p°echodu zm¥ní nespojit¥ a ve fázi martensitu z·stávají jiº tém¥° konstantní
(obr. 3.1 (a)).

Obr. 3.1: Schematická ilustrace závislosti m°íºkových parametr· na teplot¥ a nap¥tí
na deformaci p°i MT prvního °ádu (a, a′) a MT druhého °ádu (b, b′) [22]

Lze ur£it po£áte£ní (As, Ms) a kone£né (Af , Mf ) teploty tak, ºe p°i ochlazování
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dochází mezi Ms a Mf k transformaci materiálu v martensit. P°i následném zah°átí
mezi As a Af probíhá p°echod zp¥t na p·vodní austenit (obr. 3.2).

Obr. 3.2: Schéma pr·b¥hu bezdifúzní martensitické transformace

Aplikací vn¥j²ího nap¥tí p°i teplot¥ v¥t²í neº Af dochází k nelineární vratné defor-
maci, schematicky znázorn¥né na obrázku 3.1 (a)′. P°í£inou tohoto jevu je trans-
forma£ní deformace εT , vznikající z d·vodu diskontinuity strukturálních zm¥n p°i
MT, ke které dochází p°i zvy²ování nap¥tí. Po sníºení vn¥j²ího nap¥tí na nulovou
hodnotu se materiál vrátí do p·vodní fáze austenitu. K°ivka závislosti nap¥tí na
deformaci vykazuje vysokou míru hystereze.
Dal²ím jevem typicky provázejícím MT je tzv. m¥knutí elastických konstant, proje-
vující se zna£ným poklesem koe�cientu

C ′ =
1

2
(C11 − C12) (3.1)

v okolí teplotyMs. Obvykle se jeho hodnota pohybuje v rozmezí 5 aº 7 GPa, p°i£emº
m·ºe být i mírn¥ niº²í.
Mnohé experimenty potvrdily, ºe u slitiny Fe-Pd probíhá vý²e popsaný fázový p°e-
chod nestandardn¥. U m°íºkových parametr· je pozorován v okamºiku transformace
z austenitu pouze malý skok a ve fázi martensitu se jejich hodnota se sniºující se
teplotou m¥ní kontinuáln¥ (viz obr. 3.1(b)). Velikost skoku nazna£uje velmi nízkou
hodnotu transforma£ní deformace εT . P°i vyvolání fázového p°echodu p·sobením
nap¥tí tak sice vznikne o£ekávaná rozsáhlá elastická deformace, nebude ale vykazo-
vat hysterezní pr·b¥h (obr. 3.1(b)′).
Navzdory tomu, ºe koe�cient C ′ v okolí Ms klesá, neprobíhá ani jev m¥knutí elas-
tických konstant p°esn¥ tak, jak bylo popsáno u fázovému p°echodu prvního °ádu.
Pozorovány byly totiº hodnoty C ′ v °ádu 1 GPa, ale i výrazn¥ niº²í.
Z d·vodu t¥chto anomalit je fázový p°echod fcc-fct v Fe-Pd povaºován spí²e za p°e-
chod druhého °ádu [17, 22]. Je ov²em moºné se setkat i s autory, kte°í se p°iklán¥jí
k tzv. slab¥ prvnímu °ádu [5, 14]. De�nitivnímu za°azení bude nejspí²e p°edcházet
je²t¥ rozsáhlý výzkum a diskuse.
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Kapitola 4

Elastické konstanty t°etího °ádu

Výpo£tem elastických konstant t°etího a vy²²ího °ádu pro krystaly r·zných t°íd
symetrie se podrobn¥ zabývají Liakos a Saunders v £lánku [11]. Vyuºívají Landauovu
teorii fázových p°echod·, která p°edpokládá, ºe v okolí p°echodu m·ºe být Gibbsova
volná energie rozvedena do Taylorovy °ady podle termodynamické prom¥nné η

φ(P, T, η) = φ0 + αη + A(P, T )η2 +B(P, T )η3 + C(P, T )η4 + . . . (4.1)

Volná energie krystalu jednotkové hmotnosti rozvedená do Taylorovy °ady podle
jednotlivých prvk· tenzoru deformace bude mít tvar

ρ0F (T, S)− ρ0F (T, 0) =
1

2!
cijklSijSkl +

1

3!
cijklmnSijSklSmn +

+
1

4!
cijklmnopSijSklSmnSop + . . . (4.2)

Pro Laueho grupy kubických krystal· lze rozepsat

1

3!
cijklmn SijSklSmn =

1

6
c111

(
S3
11 + S3

22 + S3
33

)
+

+
1

2
c112

(
S2
11S22 + S11S

2
22 + S2

11S33 + S11S
2
33 + S2

22S33 + S22S
2
33

)
+

+c123 S11S22S33 +
1

2
c144

(
S11S

2
23 + S22S

2
13 + S33S

2
12

)
+

+
1

2
c155

(
S11S

2
13 + S11S

2
12 + S22S

2
23 + S22S

2
12 + S33S

2
23 + S33S

2
13

)
+

+c456 S12S13S23.

(4.3)

Z tohoto vzorce vyplývá, ºe nap°íklad pro c111 platí

c111 =
∂3F

∂S3
11

, (4.4)

coº lze p°epsat jako

c111 =
∂2

∂S2
11

(
∂F

∂S11

)
=

∂2

∂S2
11

T11 =
∂

∂S11

(
∂T11
∂S11

)
, (4.5)
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p°i£emº z Hookova zákona (1.22) je patrné, ºe

∂T11
∂S11

= c11, (4.6)

tudíº
c111 =

∂c11
∂S11

. (4.7)

Stejným zp·sobem je z (4.3) moºné získat rovnosti

c111 =
∂c22
∂S22

a c111 =
∂c33
∂S33

. (4.8)

�adou analogických úvah bylo zji²t¥no, ºe hodnoty elastických konstant t°etího °ádu
obecn¥ odpovídají derivacím elastických konstant druhého °ádu podle deformace, coº
bude v následující £ásti kapitoly vyuºito k jejich výpo£tu pro monokrystal Fe-Pd.
Jako zdroj vstupních dat poslouºí experiment popsaný v podkapitole 2.2.
Hodnoty elastických konstant c11, c12, c13, c33, c44, c66 v závislosti na vn¥j²ím nap¥tí
T33 jsou zakresleny v grafu 2.6. Je tedy moºné zjistit derivace ∂cij

∂T33
. Nap°íklad pro

c11 platí (s vyuºitím °et¥zového pravidla)

∂c11
∂T33

=
3∑

i,j=1

∂c11
∂Sij

∂Sij
∂T33

. (4.9)

Je vhodné vzít v úvahu, ºe na krystal nep·sobí smyková nap¥tí. Z toho vyplývá, ºe
smykové deformace S12, S13 a S23 budou nulové. Hodnoty S33 v závislosti na T33 lze
získat z grafu 2.5. Ten zárove¬ ukazuje i relativní zm¥nu objemu krystalu δV , £ehoº
bude vyuºito k výpo£tu S11 a S22. V rovnováºném stavu totiº platí

S11 + S22 + S33 = δV. (4.10)

U monokrystalu Fe-Pd byla zji²t¥na kubická symetrie, která ve stavu jednoosé na-
pjatosti ve sm¥ru krystalogra�cké osy z kontinuáln¥ p°echází v tetragonální. Sm¥ry
[100] a [010] jsou tudíº v krystalu ekvivalentní a je opodstatn¥né uvaºovat, ºe

S11 = S22 =
1

2
(δV − S33) . (4.11)

Nyní je jiº moºné napsat kompletní soustavu rovnic

∂c11
∂T33

=
∂c11
∂S11

∂S11

∂T33
+
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∂S22

∂S22

∂T33
+
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(4.12)
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Do rovnic dosadíme vztahy pro elastické konstanty t°etího °ádu (viz (4.3))

c111 =
∂c11
∂S11

=
∂c33
∂S33

c112 =
∂c11
∂S22

=
∂c11
∂S33

=
∂c12
∂S11

=
∂c12
∂S22

=
∂c13
∂S11

=
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∂S33

=
∂c33
∂S11

=
∂c33
∂S22
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∂c12
∂S33

=
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∂S22

c144 =
∂c44
∂S11

=
∂c66
∂S33

c155 =
∂c44
∂S22

=
∂c44
∂S33

=
∂c66
∂S11

=
∂c66
∂S22

(4.13)

a dostáváme soustavu v maticovém tvaru
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=
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·
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, (4.14)

jenº m·ºe být s vyuºitím rovnosti S11 = S22 dále p°epsán na
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=
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0
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2
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·



c111

c112

c123

c144

c155



.

(4.15)
Numericky vypo£tené hodnoty parciálních derivací, vystupujících v této soustav¥,
ukazuje tabulka 4.1.
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Graf 4.1: Závislost elastických konstant t°etího °ádu monokrystalu Fe-Pd na defor-
maci ve sm¥ru [001]

�e²ení je následn¥ vypo£teno v programu MATLAB prost°ednictvím funkce
pinv. Tato funkce umoº¬uje °e²it soustavu rovnic

A · x = b (4.16)

p°evedením do tvaru
x = A+ · b, (4.17)

kde A+ = pinv(A) p°edstavuje Moore�Penroseovou pseudoinverzi matice A.
Obecn¥ pro matici A °ádu m×n a její pseudoinverzi A+ °ádu n×m platí následující
rovnosti

AA+A = A

A+AA+ = A+ (4.18)
AA+ je hermitovská
A+A je hermitovská.

Vektor x je pak °e²ením soustavy (4.16) ve smyslu nejmen²ích £tverc·. Má-li ma-
tice A lineárn¥ závislé sloupce, pak je to navíc °e²ení s minimální normou (viz
dokumentace programu MATLAB). Hlavní výhodou pouºití této metody je fakt, ºe
pseudoinvertovat lze libovolnou matici.
Výsledné hodnoty elastických konstant t°etího °ádu, získané metodou pseudoinverze,
jsou zakresleny v grafu 4.1.
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T33 [MPa] 0 25 50 75 100 125 150 175 200 225

∂S11

∂T33
[TPa−1] 68,1 98,6 111,9 112,2 103,8 90,6 76,8 66,7 64,4 74,0

∂S33

∂T33
[TPa−1] -195,2 -233,2 -247,2 -243,0 -226,7 -204,2 -181,5 -164,5 -159,1 -171,2

∂c11
∂T33

[ � ] 234,9 231,6 221,7 205,7 183,9 156,6 124,0 86,6 44,6 -1,6

∂c12
∂T33

[ � ] 41,1 -1,2 -34,9 -60,5 -78,5 -89,6 -94,2 -92,9 -86,3 -74,9

∂c13
∂T33

[ � ] 238,6 164,0 112,7 79,4 58,7 45,3 33,8 18,9 -4,8 -42,6

∂c33
∂T33

[ � ] 282,8 175,6 105,0 63,4 43,0 36,3 35,5 33,0 21,2 -7,6

∂c44
∂T33

[ � ] 167,2 148,4 137,6 133,5 134,4 139,1 145,8 153,3 159,9 164,3

∂c66
∂T33

[ � ] -148,8 -100,3 -57,9 -23,2 2,3 16,8 18,7 6,5 -21,4 -66,7

Tabulka 4.1: Hodnoty parciálních derivací deformací a elastických konstant v závislosti na aplikovaném nap¥tí

34



Diskuze

V první °ade je nutné vysv¥tlit, pro£ nebyla zji²t¥na hodnota konstanty c456.
Podle (4.3) platí

c456 =
∂3F

∂S12∂S13∂S23

. (4.19)

Data, která jsou k dispozici, ale neposkytují informace o smykových deformacích.
Výpo£et proto není moºný bez dodate£ných m¥°ení.
P°i interpretaci výsledk· ostatních konstant je t°eba brát v potaz n¥kolik faktor·,
vná²ejících do výpo£t· nep°esnosti. P°edev²ím se jedná o p°edpoklad kubické syme-
trie krystalu Fe-Pd a následného pouºití vzorce (4.3) k výpo£tu elastických koe�ci-
ent· t°etího °ádu. V pr·b¥hu zvy²ování nap¥tí totiº dochází k fázové transformaci
a materiál kontinuáln¥ p°echází v tetragonáln¥ symetrický. Proto lze p°edpokládat,
ºe nejvíce odpovídají skute£nosti výsledky z oblasti deformací nep°ekra£ujících 1 aº
1, 5%. Po p°esáhnutí t¥chto hodnot za£ne být sníºení symetrie materiálu nezane-
dbatelné. Zárove¬ dochází i k relativnímu poklesu objemu t¥lesa, coº je ve sporu s
p°edpokladem lineární elastické deformace.
Mezi dal²í zdroje nep°esností se za°azují jednak chyby m¥°ení, ale také chyby vne-
sené numerickými metodami pouºitými k °e²ení soustavy lineárních rovnic (4.15).
Porovnání získaných výsledk· s hodnotami nam¥°enými pro n¥které kovy [7] a sli-
tiny s tvarovou pam¥tí Cu-Al-Zn [21] a Cu-Al-Ni [4] je zobrazeno v tabulce 4.2.

Fe-Pd Cu-Al-Zn Cu-Al-Ni Ag Cu Au

c111 -40 -20,8 -16,5±1,7 -8,43±0,37 -12,71±0,22 -17,29±0,21
c112 -37 -10,6 -6,2±1,3 -5,29±0,18 -8,14±0,09 -9,22±0,12
c123 -29 -9,2 -4,8±0,8 1,89±0,37 -0,50±0,18 -2,33±0,49
c144 -3 -10,2 -6,0±0,8 0,56±0,26 -0,03±0,09 -0,13±0,32
c155 -15 -10,2 -6,9±0,1 -6,37±0,13 -7,80±0,05 -6,48±0,17

Tabulka 4.2: Hodnoty elastických konstant t°etího °ádu v jednotkách 1011 Pa pro Fe-
Pd, Cu-Al-Zn [21], Cu-Al-Ni [4], Ag, Cu a Au [7] ve stavu bez p·sobení vn¥j²ího
nap¥tí

Je patrné, ºe hodnoty elastických konstant Fe-Pd odpovídají °ádem i znaménkem
konstantám Cu-Al-Zn a Cu-Al-Ni. To je v souladu s o£ekáváním, nebo´ se v²echny
t°i materiály vyzna£ují tvarovou pam¥tí.

35



Záv¥r

Cílem této práce bylo vypo£ítat hodnoty elastických konstant t°etího °ádu pro
multiferoikum Fe-Pd, podrobené p·sobení vn¥j²ího nap¥tí. Za p°edpokladu kubické
symetrie bylo dosaºeno výsledk·, zanesených v grafu 4.1. Mezi vypo£ítanými kon-
stantami chybí c456. K jejímu zji²t¥ní by bylo zapot°ebí znát chování materiálu p°i
smykové deformaci. Taková data ale nejsou v sou£asné dob¥ k dispozici.
Výpo£et podle vzorce pro tetragonální materiály (viz [11] strana 223) by p°inesl
zp°esn¥ní výsledk· ve form¥ zvý²ení po£tu nezávislých elastických konstant t°etího
°ádu, ov²em za cenu znatelného nár·stu sloºitosti výpo£t·. Konkrétn¥ by p°ibylo
následujících ²est konstant: c113, c133, c333, c334, c166, c366. Zji²´ování jejich hodnot by
mohlo být jedním z moºných sm¥°ování dal²ího studia Fe-Pd.
Tabulka 4.2 umoº¬uje porovnat hodnoty elastických konstant t°etího °ádu Fe-Pd
ve stavu bez p·sobení vn¥j²ího nap¥tí, s hodnotami pro n¥které jiº prozkoumané
materiály. Dle p°edpoklad· je nejv¥t²í shoda nalezena u slitin s tvarovou pam¥tí
Cu-Al-Ni a Cu-Al-Zn, jejichº konstanty jsou stejného °ádu a odpovídají i zápor-
nými znaménky. Spole£ným znakem s kovy Cu, Au a Ag je pak hodnota c144, jeº je
ve srovnání s ostatními konstantami aº o °ád niº²í.
Obecn¥ lze °íci, ºe multiferoikum Fe-Pd vykazuje velmi výjime£né vlastnosti, mezi
n¥º pat°í nap°íklad anomáln¥ nízký koe�cient teplotní roztaºnosti nebo tvarová pa-
m¥´, která jej p°ímo p°edur£uje k budoucímu vyuºití v praxi. S p°ihlédnutím k tomu,
jak málo je tento materiál zatím prozkoumaný, se dal²í snahy o pochopení p°í£in
jeho chování jeví jako hodnotný sm¥r výzkumu, jeº tém¥° jist¥ p°inese zajímavé
výsledky.
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