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Abstrakt

Hlavńım tématem této práce je nová časově-frekvenčńı transformace, kterou je aproximo-
vaná diskrétńı Zolotarevova transformace (ADZT), jej́ıž báze je tvořena aproximovanými
symetrickými Zolotarevovy polynomy prvńıho a druhého druhu. Dı́ky těmto polynomům
dosahuje ADZT vysoké časové a frekvenčńı selektivity, jenž vede na velmi dobrou časovou
lokalizaci nestacionarity analyzovaného signálu při zachováńı dobrého frekvenčńıho rozlǐseńı.
Tato transformace byla odvozena pro výpočet Zolotarevova spektra v rámci disertačńı práce
Radima Špet́ıka, ve které byly rovněž odvozeny Zolotarevovy řady a teoreticky popsaná
diskrétńı Zolotarevova transformace (DZT), nicméně jej́ı implementace nebyla provedena.

Tato práce navazuje na disertačńı práci Radima Špet́ıka a doplňuje j́ı jednak o chyběj́ıćı
popis ADZT, systematickou analýzu vlastnost́ı ADZT pomoćı vybraných tř́ıd signál̊u a
ověřeńı výpočtu Zolotarevova spektra pomoćı skalárńıho součinu analyzovaného signálu a
analyzuj́ıćıch bázových funkćı DZT tvořenou neaproximovanými symetrickými Zolotare-
vovými polynomy. T́ımto ověřeńım je nalezen vztah mezi aproximovanými a neaproximo-
vanými symetrickými Zolotarevovými polynomy, jenž je využit pro navržeńı postupu sesta-
veńı báze DZT.

Důraz je rovněž kladen na systematický popis chováńı ADZT. K tomuto účelu jsou
použity vhodně zvolené postupy a signály umožňuj́ıćı názorné ilustrováńı typických vlast-
nost́ı popisovaného chováńı ADZT, jako je např́ıklad potlačováńı spektrálńıho prosakováńı
nebo popis pulsováńı energie spektrálńıch složek. V práci je rovněž diskutována optimálńı
volba parametr̊u ADZT zahrnuj́ıćı volbu typu a délky okna segmentace, krok segmentace a
počtu nul doplněných do segmentu vybraného signálu. Na základě provedených analýz jsou
navrženy v práci modifikace ADZT vedoućı ke sńıžeńı počtu operaćı a t́ım ke sńıžeńı celkové
výpočetńı náročnosti ADZT, tak i modifikace, jenž vedou ke zlepšeńı časové přesnosti nižš́ıch
spektrálńıch složkách analyzovaného signálu.

V neposledńı řadě je provedeno porovnáńı výsledk̊u spektrálńı analýzy pomoćı krátko-
dobé ADZT s běžně použ́ıvanými spektrálńımi metodami a to jak na syntetickém signálu
obsahuj́ıćı stacionárńı a tak i nestacionárńı části. Porovnáńı je rovněž ilustrováno na reálném
signálu řeči a EKG.





Abstract

The doctoral thesis deals with a new time-frequency transformation based on approxima-
ted discrete Zolotarev polynomials (ADZT). Its basis consists of approximated symmetrical
Zolotarev polynomials of the first and the second order. Due the characteristics of these
polynomials ADZT achieves a good time and frequency selectivity and it results into the
good time localization of non-stationarity parts of the analysed signal without any changes
in a frequency resolution. This transform was designed for the purpose of Zolotarev spectra
calculation in a doctoral thesis written by Radim Špet́ık. In that thesis the Zolotarev series
was also derived and discrete Zolotarev transform (DZT) was introduced but it has not been
implemented yet.

The proposed doctoral thesis goes on Radim Spetik’s thesis and it adds a missing descrip-
tion of ADZT, systematical analysis of its properties bz using the selected types of signals
and verifies the calculation of Zolotarev spectra by the inner product of signal and functions
of analysing DZT basis which is composed of symmetrical Zolotarev polynomials. The new
relation between approximated and non approximated symmetrical Zolotarev polynomials
is found by this verification and it is used for the method of DZT basis creation.

The main part of this thesis is focused on description of ADZZ behaviour. The seve-
ral conveniently methods are designed. By using of selected signals the typical properties
of ADZT behaviour are described such as the capability of ADZT to efficiently suppress
spectral leakage or pulsing of spectral component energy. The thesis also discuss the opti-
mal choice of ADZT parameters including the type and the length of segmentation window,
the step of segmentation and the number of leading and trailing zeros added into the sig-
nal segment. Based on the proceed analysis the modifications of ADZT are proposed. The
first modification decreases the number of operation of Zolotarev spectra calculation which
leads to the lower complexity. The second modification improves the time localization of
non-stationary parts of analysed signal.

The last but not least the comparison of spectral analysis by short-time ADZT to common
used spectral methods is done. For this purpose the synthetic signal including the stationary
and non-stationary parts is used. The comparison is also illustrated for the real signal such
as speech or EKG.
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V Praze, dne 30.8.2016 Ing. Václav Turoň
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6.2 Potlačeńı spektrálńıho prosakováńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
6.3 Detekce okamžité obálky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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9.4 Porovnáńı STADZT x STDFT x CWT x CWD x HHT . . . . . . . . . . . . 113
9.5 Shrnut́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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řádu p, š́ı̌rky pásma m = p a indexu nestacionarity k, e) Reálná část apro-
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nulové pro všechny spektrálńı indexy kromě 13. a 15. indexu. . . . . . . . . . 33
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harmonických pr̊uběh̊u s frekvenćı f1 = 7.1fs/N a f2 = 12.9fs/N . Zobrazené
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okna délky 64 vzork̊u s krokem segmentace o jeden vzorek. Pro spektrogramy
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vzorek a pomoćı STADZT (c), STADZTP (d). . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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sových signál̊u délky N = 32 s frekvenćı f1 = 10.5fs/N a f2 = 20.5fs/N : Jed-
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počtené vztahem (81) za použit́ı neaproximovaných Zolotarevových polynomů
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vytvořených pomoćı r̊uzných typ̊u váhovaćıho okna (viz Obr.41). . . . . . . . 101
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(z anglického názvu Mean Squared Error)
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mace
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(z anglického názvu Wavelet Transform)

WVD Wigner-Villova Distribuce



Zkratka Význam
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1 Úvod

Zpracováńı signál̊u patř́ı v dnešńı době mezi vědeckotechnické discipĺıny, které jsou ned́ılnou
součást́ı našeho života, i když si to mnohdy ani neuvědomujeme. Typickým př́ıkladem, kde
je využito zpracováńı signál̊u je např́ıklad automobil. Ten je doslova plný r̊uzných senzor̊u a
zař́ızeńı, které generuj́ı signály nesoućı informace stavu a chodu motoru, trajektorii vozidla,
rychlosti automobilu a jeho vzdálenosti v̊uči okolńım účastńık̊um silničńıho provozu, poloze
vozidla, bdělosti řidiče, a mnoho daľśıho. Mezi daľśı typy signál̊u, které maj́ı velké zastoupeńı
během zpracováńı signál̊u patř́ı biologické signály, audio a video data. Všechny tyto signály
nesou nějakou informaci, která muśı být nejprve vyextrahována a zpracována a pak může
být následně vyhodnocena. Obecně lze ř́ıci, že zpracováńı signál̊u je velmi komplexńı obor,
který se zabývá reprezentaćı, analýzou, syntézou a modifikaćı r̊uzných typ̊u signál̊u. Mezi
hlavńı činnosti zpracováńı signál̊u patř́ı jejich filtrováńı, modulace, úprava, redukce šumu,
spektrálńı a časová analýza, komprese a daľśı.

Tato práce se zabývá spektrálńı analýzou signál̊u pomoćı nové časově-frekvenčńı metody,
kterou je aproximovaná diskrétńı Zolotarevova transformace (ADZT). Tato transformace
byla navržena Radimem Špet́ıkem v rámci jeho disertačńı práce [1] během jeho doktorského
studia na Katedře teorie obvod̊u na Elektrotechnické fakultě Českého vysokého učeńı tech-
nického v Praze.

Důvodem vzniku této práce je velký potenciál, který má ADZT na poli spektrálńı analýzy
signál̊u, kde dosahuje vysoké přesnosti časové lokalizace nestacionarity signálu při zachováńı
dobrého frekvenčńıho rozlǐseńı. Daľśı motivaćı pro vznik této práce je skutečnost, že doposud
nebylo nikde provedeno ani publikováno systematické popsáńı této transformace a jej́ıho
chováńı při spektrálńı analýze signál̊u. Proto si tato práce klade za ćıl tuto mezeru vyplnit a
poprvé uvést úplný a přesný popis ADZT, který nebyl v této š́ı̌ri nikde zveřejněn. Zároveň
s t́ım tato práce doplňuje tento komplexńı popis o porovnáńı ADZT s běžně použ́ıvanými
spektrálńımi metodami a ověřuje některé vlastnosti Zolotarevových polynomů, které ADZT
využ́ıvá, a navrhuje modifikace vedoućı k jej́ımu vylepšeńı.

Práce je rozvržena do několika kapitol. V úvodńı části práce (stav řešené problematiky
- kapitola 2) jsou popsány běžně použ́ıvané metody spektrálńı analýzy. Po definováńı ćıl̊u
práce v kapitole 3 na základě studia stavu problematiky je v kapitole 4) systematicky popsána
ADZT a jej́ı výpočet pomoćı ADZT algoritmu. V této části je rovněž uvedena alternativńı
interpretace ADZT a ilustrována ADZT báze tvořená aproximovanými symetrickými Zolo-
tarevovými polynomy, která je porovnána s neaproximovanými verzemi těchto polynomů.
V následuj́ıćı kapitole 5 jsou navrženy signály a kritéria, která jsou využitá při hodnoceńı
výsledk̊u ADZT a optimalizaci jej́ıch parametr̊u, jenž je diskutováno v kapitole 7), kde jsou
též navrženy optimálńı hodnoty parametr̊u ADZT pro spektrálńı analýzu signál̊u využ́ıvaj́ıćı
spektrogramy. V kapitole 6 se práce zabývá popisem chováńı ADZT na typických signálech
a detailně popisuje některé jej́ı vlastnosti jako je schopnost detekce okamžité obálky analy-
zovaného signálu nebo vliv š́ı̌rky pásma bázových polynomů na časovou lokalizaci nestacio-
narity signálu. Kapitola 8 se zaměřuje na návrh modifikaćı ADZT vedoućı k źıskáńı lepš́ıch
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vlastnost́ı spektrálńı analýzy jako např́ıklad lepš́ı přesnosti časové lokalizace náhlých změn
analyzovaného signálu a k źıskáńı algoritmu výpočtu bázových parametr̊u ADZT s menš́ım
počtem operaćı. V kapitole 9 věnované porovnáńı spektrálńıch metod je ADZT porovnávána
s vybranými spektrálńımi metodami, které jsou popsané v úvodńı části práce, a dále pak s
modifikovanými ADZT. Kapitola 10 se zaměřuje na ověřeńı výpočtu diskrétńı Zolotarevovy
transformace popsané v [1] a navrhuje postup pro určeńı optimálńıch parametr̊u neaproxi-
movaných Zolotarevových polynomů tvoř́ıćı bázi této transformace. Práce obsahuje vybrané
ilustračńı obrázky z experiment̊u a tabulky kvantifikovaného kritéria pro porovnáváńı metod.

2



2 Rešerše spektrálńıch metod - stav problematiky

Spektrálńı analýza je jedńım z obor̊u zpracováńı signálu, který se převážně zabývá trans-
formaćı signál̊u mezi časovou a frekvenčńı doménou. Jedńım z hlavńıch ćıl̊u této analýzy je
detekovat, pozorovat a př́ıpadně i extrahovat informace o signálu, které nelze analyzovat v
časové doméně. V posledńıch 70ti letech bylo za t́ımto účelem navrženo mnoho spektrálńıch
metod, které se v praxi běžně použ́ıvaj́ı. Mezi velmi rozš́ı̌rené metody patř́ı Diskrétńı Fourie-
rova transformace (DFT) a jej́ı krátkodobá varianta (STDFT), Vlnková transformace (WT)
a jej́ı diskrétńı podoba (DWT), Hilbert-Huangova transformace (HHT), Wigner-Villova dis-
tribuce (WVD), Analýza hlavńıch komponent (PCA) a v neposledńı řadě Aproximovaná
diskrétńı Zolotarevova transformace (ADZT) a jej́ı krátkodobá varianta (STADZT). Rešerše
stavu spektrálńıch metod této práce si klade za ćıl zmapovat převážně metody spektrálńı
analýzy, které jsou založeny nebo využ́ıvaj́ı DFT. Důvodem pro toto omezeńı je skutečnost,
že tématem této práce je systematický popis ADZT, která vycháźı právě z principu DFT.
Pro uceleńı přehledu nejv́ıce použ́ıvaných spektrálńıch metod jsou ostatńı metody v této
rešerši pouze velmi stručně popsány a jejich detailněǰśı popis lze naj́ıt v př́ıslušné literatuře,
která je uvedena v jednotlivých kapitolách.

2.1 Diskrétńı Fourierova transformace (DFT)

Mezi nejv́ıce rozš́ı̌rené transformace, které se použ́ıvaj́ı pro spektrálńı analýzu signál̊u, patř́ı
Diskrétńı Fourierova transformace (DFT), jej́ıž modifikace jsou rovněž využity v daľśıch
spektrálńıch metodách [11], [15], [16] nebo [21]. Samotná DFT vyjadřuje vztah mezi časovou
a frekvenčńı doménou podle následuj́ıćıho vztahu [8]

S(l) =
1

N

N∑
n=1

s(n). exp

(
−j2πnl
N

)
, l = 0, 1, · · · , N − 1, (1)

kde s(n) je vstupńı diskrétńı signál o dané délce N , n označuje index vzorku signálu a l je
index spektrálńı složky [2]. Komplexńı exponenciála exp

(−j2πnl
N

)
tvoř́ı bázi DFT. Výsledkem

DFT je spektrum, které je složeno ze spektrálńıch koeficient̊u S(l) a představuje frekvence,
které obsahuje vstupńı analyzovaný signál. Vı́ce podrobnost́ı lze nalézt v [4]. Vztah (1) lze
pomoćı maticového zápisu přepsat do tvaru

S = W · s, (2)

kde S je sloupcová matice obsahuj́ıćı jednotlivé spektrálńı složky, s je vstupńı signál a
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matice W(n) obsahuje bázové funkce DFT

W = [exp

(
−j2π0n

N

)
, exp

(
−j2π1n

N

)
, . . . , exp

(
−j2πln
N

)
,

exp

(
−j2π(−l)n

N

)
, . . . , exp

(
−j2π(−1)n

N

)
]T .

(3)

Pokud je analyzovaný signál stacionárńı, tedy pokud tento signál neobsahuje žádné změny
(jak v časové, tak i frekvenčńı doméně), je v tomto př́ıpadě DFT velmi dobrý nástroj pro
spektrálńı analýzu. Obt́ıže však nastávaj́ı v př́ıpadě nestacionárńıho signálu, kdy se analy-
zovaný signál měńı v čase, nebo obsahuje náhlou změnu frekvence. DFT neńı schopna ko-
rektně detekovat změnu frekvenčńı charakteristiky. Z tohoto d̊uvodu bylo navrženo mnoho
daľśıch spektrálńıch metod, které h̊uře či lépe dokáž́ı interpretovat rozložeńı energie signálu
mezi časovou a frekvenčńı doménou (časově-frekvenčńı doméně). Následuj́ıćı kapitoly popisuj́ı
spektrálńı metody, které jsou běžně použ́ıvány pro časově-frekvenčńı analýzu stacionárńıch
i nestacionárńıch signál̊u.

2.2 Krátkodobá diskrétńı Fourierova transformace (STDFT)

Krátkodobá diskrétńı Fourierova transformace (STDFT) patř́ı mezi jednu z nejv́ıce použ́ı-
vaných spektrálńıch metod pro analýzu signálu s měńıćı se charakteristikou v čase, jako je
např́ıklad řeč, hudba nebo r̊uzné biologické a diagnostické signály. Princip STDFT př́ımo
vycháźı z DFT, která se aplikuje na jednotlivé segmenty analyzovaného signálu s konečnou
délkou. T́ım se podle následuj́ıćıho vztahu převede vstupńı signál s(n) do časově-frekvenčńı
domény

S(m, l) =
1

N

∞∑
n=−∞

s(n)w(n−m) exp

(
−j 2πln

N

)
, l,m = 0, 1, · · · , N − 1, (4)

kde w(n) je váhovaćı okno segmentu, které vyb́ırá daný segment signálu s definovanou délkou
N . Pomoćı tohoto okna se celý vstupńı signál rozděĺı na d́ılč́ı části a to tak, že toto okno
je postupně posouváno s krokem m. DFT je pak aplikována na každý tento signál zvlášt’

[5]. Výsledek STDFT je velmi zřetelně vyjádřen spektrogramem,který zobrazuje jednotlivé
spektrálńı koeficienty DFT v časově-frekvenčńı mř́ıžce. Dı́ky tomu spektrogram, respektive
STDFT, nab́ıźı informaci o tom, jaké frekvenčńı složky analyzovaný signál obsahuje, a kdy
a jak se tyto složky měńı.

Frekvenčńı a časové rozlǐseńı STDFT je ovlivňováno parametry jako je délka a tvar
segmentačńıho okna a krok segmentace. Tvar použitého okna ovlivňuje pouze frekvenčńı
rozlǐseńı, tedy spektrálńı prosakováńı. Vztah mezi tvarem okna a rozlǐseńım je popsán v [6].
Kritickým parametrem určuj́ıćı jak časové, tak i frekvenčńı rozlǐseńı STDFT, je délka okna.
Tato vlastnost je úzce spojena s Heisenbergovým principem nejistoty dle vztahu [3]
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B.T0 = konst., (5)

kde B je ekvivalentńı š́ı̌rka pásma a T0 odpov́ıdá ekvivalentńı délce záznamu.

Jinými slovy tento princip vyjadřuje to, že neńı možné dosáhnout nejlepš́ıho frekvenčńıho
rozlǐseńı bez jakéhokoliv zhoršeńı časového rozlǐseńı a obráceně. Z tohoto d̊uvodu se muśı
při použit́ı STDFT naj́ıt kompromis mezi časovým a frekvenčńım rozlǐseńım pro každou
aplikaci (spektrálńı analýzu) zvlášt’. To vede na dva typy spektrogramů, které představuj́ı
krajńı limity STDFT rozlǐseńı. Prvńı typ je úzkopásmový spektrogram, kde STDFT použ́ıvá
dlouhé segmentačńı okno w(n) a t́ım vzniká dle vztahu (4) spektrogram, který má velmi
jemné frekvenčńı rozlǐseńı, ale naopak velmi chabé časové rozlǐseńı. To je dáno t́ım, že je
DFT aplikována na dlouhé segmenty signálu, tak lze časovou změnu signálu zaznamenat
pouze s přesnost́ı na N vzork̊u (délka jednoho segmentu). Druhým typem je širokopásmový
spektrogram, který je vytvořen pomoćı velmi krátkého segmentačńıho okna. Touto volbou
délky okna se sice dosáhne velmi vysokého časového rozlǐseńı s přesnost́ı na N vzork̊u, ale
na druhou stranu je ztraceno frekvenčńı rozlǐseńı, protože DFT je poč́ıtána pouze pro N
spektrálńıch hodnot.

Obecně lze ř́ıci, že DFT a jej́ı krátkodobá varianta STDFT patř́ı mezi velmi rozš́ı̌rené
spektrálńı metody a to pro jej́ı jednoduchou definici, interpretaci, reversibilitu a linearitu.
Daľśım d̊uvodem pro rozš́ı̌renost STDFT je to, že výpočet může být velice efektivně imple-
mentován pomoćı rychlé Fourierovy transformace (FFT). Existuj́ı i daľśı modifikace Fourie-
rovy transformace jako např́ıklad tzv. Fractional Fourier transform (FRFT), která zobecňuje
klasickou FT [21], [22] a [23].Existuje též řada robustńıch metod, využ́ıvaj́ıćıch parametrické
modelováńı, metodu nejmenš́ıch čtverc̊u nebo dekompozici korelačńı matice na signálový
a šumový podprostor. Existuj́ı též metody využ́ıvaj́ıćı statistiky vyšš́ıch řád̊u. Většinu z
těchto metod lze nalézt např́ıklad v [35], [36], [37] nebo [38]. Nicméně vzhledem k rozsahu
a zaměřeńı této práce se těmito metodami práce nebude zabývat, i když některé navržené
postupy analýzy byly těmito zdroji inspirovány.

2.3 Metoda minimálńı energie spektrálńıho prosakováńı (MESP)

Jak bylo zmı́něno v předchoźı kapitole, mezi nejrozš́ı̌reněǰśı spektrálńı metody patř́ı STDFT,
která nab́ıźı jasnou a velmi názornou interpretaci výsledk̊u v podobě spektrogramů. Vel-
kou nevýhodou této transformace je neuspokojivá lokalizace nestacionárńıch změn signálu
z d̊uvodu použit́ı okna s fixńı délkou, č́ımž je ovlivněno frekvenčńı a časové rozlǐseńı. Z to-
hoto d̊uvodu bylo během několika posledńıch let navrženo několik adaptivńıch metod, které
jsou založeny na STDFT, s ćılem optimálně nastavovat délku okna a t́ım zlepšit časové
rozlǐseńı STDFT a rovněž i lépe detekovat nestacionarity signálu. Tyto metody lze nalézt
v [11] [15] [16].

Z tohoto výčtu v praxi použ́ıvaných adaptivńıch metod byla pro porovnáńı vybrána me-
toda, která byla navržena pro analýzu audio signál̊u, protože dosahovala nejlepš́ıch výsledk̊u
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časově-frekvenčńıho rozlǐseńı. Tato metoda voĺı optimálńı délku okna segmentace pomoćı
kritéria založeného na minimalizaci energie spektrálńıho prosakováńı (MESP).

Metoda je založena na opakovaném výpočtu DFT s rostoućı délkou okna segmentace.
Pomoćı vhodného kritéria, v tomto př́ıpadě pomoćı kritéria minimálńı energie spektrálńıho
prosakováńı využ́ıvaj́ıćı principu minimálńı délky popisu [13], je vybrána optimálńı délka
okna, která poskytne výsledné spektrum použité ve spektrogramu. Spektrálńı prosakováńı
vzniká porušeńım ortogonality mezi analyzovaným signálem a bázovou funkćı transformace
(pro STDFT je to komplexńı exponenciála) a jeho velikost záviśı na vzájemném poměru
délky okna a velikost́ı period složek, ze kterých se signál skládá. Vlastńı algoritmus výpočtu
optimálńı délky okna navržený v článku [11] lze rozdělit do několika krok̊u, které byly pro
mou práci realizovány takto:

1. Výpočet spektrogramů Sr s rozd́ılnou délkou okna Nr = 2c, které je centrované kolem
aktuálńıho vzorku, a s rostoućı délkou se symetricky rozšǐruje do stran. Parametr c je
přirozené č́ıslo z intervalu < cmin, cmax >. Tak źıskáme sadu spekter s r̊uzným časově-
frekvenčńım rozlǐseńım z nichž to, které minimalizuje energii prosakováńı je vybráno
do výsledného spektrogram.

2. Výpočet energie spektrálńıho prosakováńı, je realizován podle vztahu [11]

Lr(d) =

∑Nr

i=1Nri|ai,r|2√∑Nr

i=1Nr|ai,r|2 + ε
, (6)

kde d je index segmentu r-tého spektrogramu s př́ıslušnou délkou okna Nr a ai,r
označuje i-tý spektrálńı koeficient d-tého segmentu. Koeficienty ai,r muśı být seřazeny
sestupně podle velikosti. Výraz (6) představuje prvńı moment distribuce proměnných
|ai,r|2 (čitatel) normovaný celkovou energíı signálu (jmenovatel). Volba ε > 0 ve jme-
novateli ošetřuje př́ıpadné děleńı nulou.

3. Optimálńı délka okna STFT je rovna délce okna spektrogramu s nejmenš́ı energíı
spektrálńıho prosakováńı Lr.

4. Spektrogram s optimálńım časově-frekvenčńım rozlǐseńım je složen z jednotlivých spek-
ter realizovaných spektrogramů Sr(k).

Původńı článek [11] nediskutoval vliv použitého tvaru okna na velikost spektrálńıho pro-
sakováńı. Z provedených experiment̊u bylo rozhodnuto použ́ıt při implementaci algoritmu
Hammingovo okno, které dosahovalo nejlepš́ıch výsledk̊u. Jednotlivá spektra Sr (použitá
pro výpočet optimálńı délky okna v 1. a 2. bodě výše popisovaného algoritmu) jsou tedy
realizována Hammingovým oknem a bez doplněńı nulovými vzorky. Pro sestaveńı finálńıho
spektrogramu byla použita interpolovaná spektra o maximálńım počtu čar 2cmax. Interpolace
spolu s posunem okna o 1 vzorek umožňuje porovnat sestavený spektrogram s výsledkem
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ADZT a sledovat chováńı obou metod s vyloučeńım vlivu decimace (překryv oken menš́ı než
N − 1 vzork̊u), která je běžně při výpočtu STFT použ́ıvána.

Výhodou této adaptivńı metody je jasný princip výběru délky okna, použit́ı FFT a
možnost zpětného převodu signálu z frekvenčńı oblasti zpět do časové (nutnost mı́t k dispozici
použitou délku okna pro každý segment signálu)

2.4 Metoda odhadu okamžité frekvence (MOOF)

Následuj́ıćı adaptivńı metoda je rovněž fourierovského typu a snaž́ı se nastavovat délku
okna segmentace STDFT pomoćı odhadu okamžité frekvence př́ıslušej́ıćı danému segmentu.
Volba optimálńı délky okna je volena podle kritéria pomoćı konfidenčńıch interval̊u od-
hadu okamžité frekvence [16]. Výpočet volby optimálńı délky okna je následuj́ıćı. Nejprve
se vypoč́ıtaj́ı spektrogramy analyzovaného signálu s r̊uznou délkou okna a po té se odhadne
okamžitá frekvence ωd(lT,Ns) podle vztahu

ωd(lT,Ns) =
π

NsT
arg (max (Sd(l))) , (7)

kde Sd(l) je výkonové spektrum př́ıslušného segmentu d, l je spektrálńı index, T je vzorko-
vaćı perioda a Ns je počet bod̊u DFT. Výsledný spektrogram je složen z jednotlivých spekter
s r̊uzným časově-frekvenčńım rozlǐseńım, čehož je dosaženo t́ım, že se stanov́ı optimálńı délka
okna podle následuj́ıćı podmı́nky

∣∣ωhs−1(lT )− ωhs(lT )
∣∣ < 2κ (σ (hs−1) + σ (hs)) , (8)

kde hs označuje délku okna použitého pro výpočet spektrogramů pomoćı STDFT a σ je
směrodatná odchylka použitého typu okna. Tato podmı́nka testuje postupně všechny odhad-
nuté okamžité frekvence od nejkratš́ıho okna po nejdeľśı do té doby, dokud je tato podmı́nka
stále platná. Pokud tato podmı́nka přestane platit je délka okna hs−1 označena jako op-
timálńı. Detailněǰśı teoretický popis této adaptivńı spektrálńı metody lze nalézt v [16] a
v [18]. Myšlenka použit́ı odhadu okamžité frekvence pro adaptivńı nastaveńı frekvenčńıho
rozlǐseńı může být rovněž aplikována na Wigner-Villovu distribuci, jak je ukázáno v [17].

2.5 Aproximovaná Diskrétńı Zolotareva transformace (ADZT)

Zolotarevova transformace (ZT) je nová časově-frekvenčńı transformace, která vycháźı z
Fourierovy transformace (FT), č́ımž vylepšuje některé jej́ı vlastnosti. Báze FT je ortogonálńı
a je tvořena komplexńı exponenciálou.

W` = exp(i2π`t) = cos(2π`t) + i sin(2π`t), ` ∈ Z (9)

Bázi ZT tvoř́ı funkce zexp, která je složena ze Zolotarevových polynomů prvńıho a druhého
druhu, které jsou odvozeny v disertačńı práci [1]. Tato báze se na rozd́ıl od báze FT adaptivně
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měńı s mı́rou nestacionarity vstupńıho signálu.

zexp(i2π`t) = zcos(2π`t) + i zsin(2π`t)

=
∑̀
µ=−`

a2µ cos (2πµt) + i
∑̀
µ=−`

b2µsin(2πµt), ` ∈ Z,
(10)

kde a2µ a b2µ jsou koeficienty Zolotarevových polynomů [1]. Bázi ZT v komplexńım tvaru lze
napsat jako

Z` = zexp(i2π`t) =
∑̀
µ=−`

c2µ exp (i2πµt), ` ∈ Z, (11)

kde c2µ jsou koeficienty funkce zexp [1].

Frekvenčně omezený signál s(t) lze vyjádřit pomoćı koeficient̊u Fourierovy řady S(`),
které představuj́ı spektrum tohoto signálu

s(t) =
N∑

`=−N

S(`) exp(i2π`t), t ∈
〈
−T0

2
,
T0
2

〉
, (12)

kde T0 je perioda signálu a S(`) obsahuje Fourierovy spektrálńı koeficienty vypočtené jako
skalárńı součin

S(`) = 〈exp(i2π`t), s(t)〉 = 0, ∀|`| > N (13)

Nahrad́ı-li se bázová funkce FT (9) bázovou funkćı ZT (11), lze potom signál s(t) vyjádřit
pomoćı koeficient̊u Zolotarevovy řady SZ(`), které představuj́ı Zolotarevovo spektrum

s(t) =
N∑

`=−N

SZ(`) cexp(i2π`t) , (14)

kde cexp(i2π`t) je komplementárńı funkce k bázové funkci zexp(i2π`t). Výpočet spek-
trálńıch složek SZ(`) se provede podle vztahu

SZ(`) = 〈 zexp(i2π`t) , s(t)〉 = 0, ∀` > N. (15)

Použit́ım vztah̊u (11) a (13) lze tento výpočet dále upravit do následuj́ıćıho tvaru

SZ(`) =

〈∑̀
n=−`

c2n exp (2πnt), s(t)

〉

=
∑̀
n=−`

c2n 〈exp (2πnt), s(t)〉

=
∑̀
n=−`

c2nS(n),

(16)
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který vyjadřuje výpočet l-té spektrálńı složky Z-spektra SZ(l) jako vážený součet všech
spektrálńıch složek Fourierova spektra S(n) do `-tého řádu [1].

Nicméně dosud nebyl odvozen algoritmus pro výpočet koeficient̊u c2µ (viz rovnice (11)),
které by umožňovaly výpočet Zolotarevova spektra SZ podle vztahu (15). Stěžejńım pro-
blémem z̊ustává fakt, že Zolotarevovy polynomy nejsou ortogonálńı v celém rozsahu de-
finičńıch hodnot 〈1, 1〉. Proto byl v disertačńı práci [1] navržen algoritmus výpočtu koefici-
ent̊u c2µ pracuj́ıćı ve spektrálńı oblasti. Jedńım z ćıl̊u této práce bude experimentálńı ověřeńı
využit́ı identity mezi vztahy (15) a (16) pro výpočet SZ .

Od rozkladu signálu do Zolotarevových řad lze d́ıky vlastnostem Zolotarevových poly-
nomů přej́ıt k Diskrétńı Zolotarevově transformaci (DZT) stejným zp̊usobem, jako lze přej́ıt
od Fourierových řad k Diskrétńı Fourierově transformaci (DFT) [1], kdy je spojitá bázová
funkce FT (9) navzorkována v čase (17) a má N bod̊u

WN(`, n) =
1√
N

exp

(
i2π`n

N

)
. (17)

a analyzuj́ıćı bázová funkce zexp řádu ` může být stejným zp̊usobem jako (17) přepsána do
diskrétńı podoby

ZN(`, n) = zexp

(
i2π`n

N

)
=
∑̀
m=−`

c2mWN(m,n). (18)

DZT spektrum SZ časově omezeného diskrétńıho signálu s[n] lze tedy vypoč́ıtat podle
definičńıho vztahu DZT jako

SZ(`) = 〈ZN(`, n), s[n]〉

=
1√
N

N−1∑
n=0

s[n]ZN(`, n)

=
1√
N

N−1∑
n=0

s[n] zexp

(
−i2π`n
N

)
, `, n = 0, 1 · · ·N − 1.

(19)

Tento vztah bude použit pro implementaci výpočtu SZ pomoćı DZT v časové oblasti a
k ověřeńı identity mezi vztahy (15) a (16). Tato identita nebyla pro ZP doposud nikterak
ověřena, nebot’ disertačńı práce [1] nepouž́ıvá ZP, ale pouze jejich aproximaci a źıskává
koeficienty c2µ ve spekrálńı oblasti. Časově omezený signál s[n] lze zpětně vyjádřit pomoćı
inverzńı DZT (IDZT) jako

s[n] =
1√
N

N−1∑
l=0

SZ(`) cexp

(
i2π`n

N

)
. (20)

Vztah (16) je možné rovněž vyjádřit pomoćı maticového zápisu jako

SZ = Z · S = Z ·W · s, (21)
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kde matice S obsahuje jednotlivé složky Fourierova spektra řádu N, matice SZ obsahuje
jednotlivé složky Zolotarevova spektra řádu N, matice W obsahuje bázové funkce FT [1] a
s je vektor analyzovaného signálu.

Matice Z má velikost N×N , je regulárńı a obsahuje všechny koeficienty cn bázové funkce
zexp [1]. Vztah (14) pro vyjádřeńı frekvenčně omezeného signál̊u s(t) spektrálńımi složkami
Zolotarevova spektra lze zapsat za použit́ı vztahu (21) ve tvaru

s = WC · SZ = W · Z−1 · SZ, (22)

kde matice WC obsahuje syntetizuj́ıćı bázové funkce cexp(i2π`t) [1].

Vzhledem k tomu, že výpočet Zolotarevových polynomů prvńıho a druhého druhu s op-
timálńımi parametry tvoř́ıćı bázi DZT Z`,N , neńı možné pro neexistenci stěžejńıch vlastnost́ı
Zolotarevových řad realizovat1, byla Radimem Špet́ıkem navržená aproximovaná verze této
diskrétńı Zolotarevovy transformace (ADZT) a jej́ı inverzńı tvar (IADZT). Aproximovaná
verze transformace využ́ıvá faktu, že spektrálńı složky Zolotarevova spektra SZ mohou být
vyjádřeny jako vážený součet všech složek Fourierova spektra S podle vztahu (16), a proto
je možné sestavit matici Z, která obsahuje parametry aproximovaných Zolotarevových poly-
nomů (AZP) tvoř́ıćı jej́ı bázi. K nalezeńı optimálńıch parametr̊u se snaž́ı ADZT algoritmus
minimalizovat Zolotarevovo spektrum SZ , což podle [19] vede na maximálńı korelaci synte-
tizuj́ıćı báze C`,N se signálem. Pokud neńı stanoveno jinak, tak se při použ́ıváńı vztah̊u této
kapitoly předpokládá, že se pracuje s AZP, a tud́ıž s ADZT nebo IADZT.

Výhody této nové transformace jsou v dobré detekci nestacionarity analyzovaného signá-
lu, potlačeńı spektrálńıho prosakovańı a dodatečné informaci o lokalńıch vlastnostech signálu.
Nevýhodou je vyšš́ı výpočetńı náročnost.

2.6 Krátkodobá aproximovaná diskrétńı Zolotareva transformace
(STADZT)

Pro spektrálńı analýzu signálu nestacionárńıch signál̊u ve spektrálńı i časové doméně sou-
časně se použ́ıvá krátkodobá DZT, respektive jej́ı aproximovaná verze ADZT (STADZT)
která je definována jako

SZ(l, n) =
N−1∑
p=0

s(p)w(p− n) zexp

(
−i2πlp
N

)
, l,m = 0, 1, · · · , N − 1, (23)

kde w(p) je okno segmentace o konečné délce N . Stejně jako u STDFT může být pro seg-
mentaci signál̊u použit r̊uzný tvar okna, ale vzhledem k tomu, že ADZT je adaptivńı trans-
formace, která přizp̊usobuje svou bázi analyzovanému signálu pomoćı jej́ıch koeficient̊u a2µ,
b2µ−1, neńı nutné (a jak je v práci později ukázáno ani účelné), použ́ıvat jakýkoliv jiný
tvar než pravoúhlé okno. STADZT dosahuje oproti STDFT dobrého časového rozlǐseńı při

1Např. zmı́něný problém s ortogonalitou báze tvořené Zolotarevovými polynomy.
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zachováńı frekvenčńıho rozlǐseńı, což vede k velmi dobrým výsledk̊um při analýze nesta-
cionárńıch signál̊u. Frekvenčńı rozlǐseńı ADZT neńı pro všechny frekvenčńı složky konstantńı
jako je tomu u STDFT, ale je závislé na aktuálně analyzovaném signálu.

2.7 Wigner-Villova distribuce (WVD)

Kromě spektrálńıch metod využ́ıvaj́ıćıch Fourierovu transformaci existuje celá řada metod,
které se velmi často použ́ıvaj́ı v praxi pro analýzu nestacionárńıch signál̊u a dosahuj́ı ve-
lice uspokojivých výsledk̊u. Mezi tyto metody se řad́ı i Wigner-Villova distribuce (WVD),
která využ́ıvá autokorelačńı funkci vstupńıho signálu. Výsledek WVD je určen distribućı
energie analyzovaného signálu v časově-frekvenčńı doméně a nab́ıźı výborné časové rozlǐseńı
[24]. Této vlastnosti je dosaženo t́ım, že se nepouž́ıvá žádné váhovaćı okno, které zhoršuje
frekvenčńı rozlǐseńı a zároveň omezuje časové rozlǐseńı jako je tomu u STDFT nebo WT.
Výpočet WVD lze provést podle následuj́ıćıho vztahu [27]

W (t, f) =

∫ ∞
−∞

z
(
t+

τ

2

)
z∗
(
t− τ

2

)
exp (−j2πfτ)dτ, (24)

kde z(t) je analytický signál a z∗(t) je k němu komplexně sdružený. Analytický signál z(t)
je ze signálu s(t) vytvořen pomoćı Hilbertovy transformace (HT) jako

z(t) =
1

π
P

∫ ∞
−∞

s(τ)

t− τ
dτ, (25)

kde P označuje hlavńı hodnotu integrálu (Cauchy principal value). Frekvenčńı spektrum
analytického signálu je téměř shodné s p̊uvodńım signálem pro frekvence, které jsou kladné
a nenulové, v opačném př́ıpadě je frekvenčńı spektrum nulové. Tato vlastnost minimalizuje
interference (cross-terms), které vznikaj́ı mezi každým párem harmonických složek analyzo-
vaného signálu [25]. Při použit́ı analytického signálu klesá počet interferenćı z p̊uvodńıho
počtu N(2N − 1) na N(N − 1), kde N označuje počet spektrálńıch složek signálu. Vzniklé
interference mohou mı́t za následek nepřesnou interpretaci výsledk̊u WVD. Omezeńı těchto
interferenćı lze dosáhnout některou z modifikaćı této transformace, které se snaž́ı o potlačeńı
interferenćı a t́ım i o zpřehledněńı výsledné distribuce energie v časově-frekvenčńı doméně.

Jednou z velmi často použ́ıvaných modifikaćı se nazývá Smoothed pseudo Wigner-Villova
distribuce (PSWVD), která redukuje interference pomoćı časového vyhlazovaćıho okna h(m)
a frekvenčńıho vyhlazovaćıho okna g(m). Jinými slovy okno h(m) omezuje délku analyzo-
vaného signálu a funkce g(m) realizuje filtr typu dolńı propust [26]. SPWVD lze tedy defi-
novat jako

W (t, f) =

∫ ∞
−∞

h(τ)

∫ ∞
−∞

g(s− t)z
(
s+

τ

2

)
z∗
(
s− τ

2

)
ds exp (−j2πfτ)dτ. (26)

Daľśım a velmi efektivńım zp̊usobem, jak redukovat interference mezi spektrálńımi slož-
kami analyzovaného signálu je použit́ı ”speciálńıho jádra distribuce”, který si lze představit
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jako 2-D filtr typu dolńı propusti. Mezi velmi použ́ıvané ”distribučńı jádra”patř́ı Choi-
Williams funkce [24], [28]. Všechny zmı́něné modifikace vedoućı ke sńıžeńı interferenćı ana-
lyzovaného signálu maj́ı stejnou nevýhodu a to, že je omezeno výborné časově-frekvenčńı
rozlǐseńı p̊uvodńı WVD. Daľśı nevýhodou oproti metodám založeným na Fourierově trans-
formaci je nemožnost zpětné transformace analyzovaného signálu. Na druhou stranu WVD
nab́ıźı výborné časové rozlǐseńı a netrṕı spektrálńım prosakováńım. Stejně jako u metody
DFT lze i zde použ́ıt některou z modifikaćı založenou na optimálńı volbě délky okna [14]
nebo [17].

2.8 Vlnková transformace (WT)

Vlnková transformace (WT) patř́ı mezi transformace, které se velmi často využ́ıvaj́ı pro
spektrálńı analýzu nestacionárńıch signál̊u. Princip této transformace využ́ıvá mı́ru korelace
vstupńıho signál̊u s předem definovanou mateřskou vlnkou. Časově frekvenčńı analýza je
realizována posouváńım mateřské vlnky v čase a změnou jej́ı efektivńı š́ı̌rky (měř́ıtka) -
tzv. škálováńı. Báze WT je tvořena škálovanou mateřskou vlnkou. WT se dále děĺı na dvě
varianty a to na spojitou vlnkovou transformaci (CWT) a diskrétńı vlnkovou transformaci
(DWT). Obecně lze napsat vztah pro CWT jako

W (a, b) = w(a)

∫ ∞
−∞

s(t)ψ∗
(
t− b
a

)
dt, (27)

kde ψ
(
t−b
a

)
je posunutá a škálovaná mateřská vlnka, která muśı splňovat následuj́ıćı dvě

podmı́nky: (i) energie vlnky muśı být konečná a (ii) jej́ı středńı hodnota se muśı rovnat
nule. Parametr a měńı měř́ıtko (dilataci) vlnky a parametr b posouvá vlnku v čase. Váhovaćı
funkce w(a) garantuje, že energie vlnky je na všech škálách vždy stejná [20].

Výsledek CWT je reprezentován tzv. scalogramem (škálogramem, hladinogramem), který
zobrazuje vzájemnou energii mezi bázovou funkćı CWT a analyzovaným signálem v časově-
měř́ıtkovém prostoru. Vztah mezi časově-frekvenčńım a časově-měř́ıtkovým prostorem muśı
být stanoven pro každou mateřskou vlnku zvlášt’ a tento vztah je vyjádřen jako a = fc/f , kde
fc je unikátńı frekvence každé mateřské vlnky. Rozlǐseńı výsledného scalogramu je také limi-
továno principem nejistoty (5), stejně jako je tomu u spektrogramu reprezentuj́ıćı výsledek
STDFT. Oproti spektrogramu je frekvenčńı rozlǐseńı v časové a měř́ıtkové doméně závislé na
frekvenčńıch vlastnostech použité mateřské vlnky a na daném měř́ıtku. Frekvenčńı rozlǐseńı
CWT klesá s rostoućım měř́ıtkem, zat́ımco časové rozlǐseńı roste. Porovnáńım frekvenčńıho
rozlǐseńı CWT a STADZT lze konstatovat, že CWT má stejné frekvenčńı rozlǐseńı jako
STADZT při analýze signálu se silnou nestacionaritou, jako např́ıklad signál s jednotkovým
impulsem. Na Obr.1 jsou pomoćı časově-frekvenčńı mř́ıžky ilustrována jednotlivá frekvenčńı
rozlǐseńı spektrálńıch metod - STDFT, STADZT a DWT.

Hlavńı rozd́ıl mezi CWT a DWT je v definováńı parametr̊u transformace. DWT použ́ıvá
pro časový posuv mateřské vlnky a a jej́ı dilataci b mocninu 2. Dilatačńı parametr b je tedy
pro DWT logaritmicky rozdělen [26], [29].
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Obrázek 1: Naznačeńı časově-frekvenčńıho rozlǐseńı DWT (a), SDTFT (b) a STADZT (c).

Výhodou CWT je dobrá detekce nestacionarity signálu. To je dáno t́ım, že se vlnkové
funkce mohou lépe adaptovat na analyzovaný signál než sinus a kosinus tvoř́ıćı bázi STDFT,
protože se měńı jejich efektivńı š́ı̌rka (změna měř́ıtka). Na druhou stranu existuje mnoho
vlnkových funkćı, jako např́ıklad Mexický klobouk, Morletova nebo Meyerova funkce, a je
proto nutné vždy volit typ funkce k aktuálně analyzovanému signálu zvlášt’.

2.9 Hilbert-Huangova transformace(HHT)

Jednou z nejefektivněǰśıch spektrálńıch metod, které byly vytvořeny během devadesátých
let pro analýzu nelineárńıch a nestacionárńıch signál̊u patř́ı Hilbert-Huangova tranformace
(HHT). Tato transformace je založena na modálńı dekompozici signálu (Empirical Mode De-
composition - EMD), která rozkládá vstupńı signál do množiny signál̊u tvořených vlastńımi
modálńımi funkcemi (Instristic Mode Functions - IMF). Modálńı dekompozice signálu je
iterativńı proces s řadou podmı́nek, které definuj́ı samotné IMF komponenty a ř́ıd́ı jejich
výpočet. Detailněǰśı popis výpočtu HHT je uveden v [A11], [30]. Výsledkem dekompozice
signálu je množina IMF komponent pomoćı kterých lze analyzovaný signál vyjádřit jako

s(t) =
n∑
i=1

ci + rn, (28)

kde ci je i-tá IMF komponenta a rn je residuum rozkladu po n-té iteraci. Po dekompozici
celého signálu do IMF lze aplikovat Hilbertovu transformaci (25) na každou komponentu

signálu a t́ım źıskat analytický popis signálu pomoćı okamžité frekvence ω = dθ(t)
dt

, kde θ je
fáze analytického signálu. Vstupńı analyzovaný signál s(t) lze nyńı vyjádřit jako [31]

X(t) =
∞∑
i=1

ai(t) exp

(
j

∫
ωi(t)dt

)
, (29)

kde ai and ωi reprezentuj́ı okamžitou obálku a frekvenci analytického signálu složeného z i-té
IMF komponenty [34]. Tyto parametry vyjádřené jako funkce času tvoř́ı Hilbertovo spektrum
H(ω, t) analyzovaného signálu. Daľśı informace o HHT jsou uvedeny v [32], [33].
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2.10 Shrnut́ı

Nevýhoda konstantńıho časově-frekvenčńıho rozlǐseńı STDFT je řešena pomoćı jej́ıch modi-
fikaćı použ́ıvaj́ıćı r̊uzné kritéria optimality. Metoda MESP minimalizuje energii spektrálńıho
prosakováńı, což vede k výběru okna vhodné délky. Přesnost časové lokalizace je nicméně
stále dána délkou použitých oken2, a proto v mı́stech náhlých změn signálu nemuśı být
uspokojivé. Katkovńıkova metoda použ́ıvá poměrně komplikovaný teoretický aparát vedoućı
k relativně komplikovanému algoritmu, přičemž z provedených porovnáńı schopnost́ı časové
lokalizace náhlých změn signálu vycháźı metoda MESP lépe než Katkovńıkova metoda.

V současné době neexistuje systematický popis vlastnost́ı ADZT ani vysvětleńı jej́ıho
chováńı. Rovněž chyb́ı informace pro jaké aplikace je ADZT vhodná. Předložená práce se
proto pokouš́ı o zmapováńı typických vlastnost́ı ADZT. Předběžnou analýzou ADZT byly
stanoveny následuj́ıćı hypotézy:

Hypotéza 1 (H1): Pro signál obsahuj́ıćı náhlou změnu ve vybraném segmentu se chováńı
ADZT diametrálně lǐśı od chováńı DFT. Shodnost chováńı nastává pouze v př́ıpadě, kdy je
náhlá změna umı́stěna přesně ve středu segmentu.

Hypotéza 2 (H2): Pro signál tvořený směśı neharmonických signál̊u je v Zologramu (spek-
trogram źıskaný pomoćı STADZT) kromě informace o globálńıch vlastnostech signálu (tedy
frekvenćı d́ılč́ıch harmonických signál̊u) obsažena též lokálńı informace o okamžité obálce
analyzovaného signálu. Tato vlastnost implikuje ”mizeńı čar”v zologramu a je d̊usledkem
schopnost́ı ADZT účinně potlačovat spektrálńı prosakováńı.

Hypotéza 3 (H3): D̊usledným využit́ım cyklických vlastnost́ı DFT je možné zlepšit časové
rozlǐseńı zologramu pro ńızké frekvence.

Hypotéza 4 (H4): Parametry ADZT/STADZT

a: Použit́ı jiného než obdélńıkového okna povede na zhoršeńı kvality zologramu.

b: V rozporu s běžně známou skutečnost́ı, že rostoućı délka segmentu zhoršuje časové
rozlǐseńı STDFT, je tomu u STADZT naopak.

c: Posun segmentu má být 1 vzorek, pokud se má využ́ıt schopnosti ADZT přesně lokali-
zovat náhlé změny. Při věťśım kroku nemuśı změna padnout přesně do středu segmentu
a t́ım být nezcela detekována.

Hypotéza 5 (H5): ADZT je vhodná pro ztrátovou kompresi dat.

Hypotéza 6 (H6): DZT lze realizovat skalárńım součinem signálu se Zolotarevovými po-
lynomy.

Hypotézy byly formulovány s ćılem navrhnout systematický postup analýzy vlastnost́ı
ADZT a vhodných typ̊u signál̊u.

2Minimálńı délka okna z d̊uvod̊u stability odhadu spektra je nastavena na Nmin = 16
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3 Ćıle práce

Ćıle práce vyplývaj́ı z analýzy současného stavu poznáńı. Radim Špet́ık ve své práci [1] od-
vodil Zolotarevovy řady a teoreticky popsal DZT, nicméně jej́ı implementace nebyla prove-
dena. Navrhl výpočet Zolotarevova spektra pomoćı ADZT ve spektrálńı oblasti. Ve své práci
rovněž uvedl př́ıklady základńıch vlastnost́ı ADZT jako např́ıklad potlačeńı spektrálńıho pro-
sakováńı, nulováńı spektrálńıch složek signálu nebo časovou a frekvenčńı selektivitu. Nicméně
podrobný popis ADZT a systematická analýza jej́ıho chováńı v práci uvedena neńı a nebylo
to ani jej́ım ćılem.

Tato disertačńı práce navazuje na práci [1] a měla by j́ı doplnit o chyběj́ıćı popis ADZT,
o analýzu jej́ıho chováńı a o ověřeńı výpočtu Zolotarevova spektra pomoćı konvoluce signálu
se Zolotarevými polynomy. Důraz bude kladen na systematický popis chováńı ADZT a na-
staveńı optimálńıch parametr̊u ADZT pro spektrálńı analýzu signál̊u, který neńı v [1] rovněž
diskutován. Existuj́ı metody založené na DFT, které redukuj́ı spektrálńı prosakováńı, a proto
nab́ızej́ı zlepšeńı časového rozlǐseńı oproti běžně už́ıvané STDFT. Tato práce by rovněž měla
porovnat výsledky těchto metod s výsledky, které lze dosáhnout pomoćı STADZT, a ana-
lyzovat možnosti jak vylepšit některé jej́ı vlastnosti pomoćı vhodně zvolených modifikaćı.
Tyto ćıle budou realizovány řadou d́ılč́ıch krok̊u, které lze shrnout do následuj́ıćıch bod̊u:

1. Systematický popis vlastnost́ı ADZT a STADZT pomoćı vhodně navržených postup̊u,
kritéríı a př́ıklad̊u zevrubně analyzovat vlastnosti ADZT a t́ım postupně ověřit hy-
potézy H1 a H2.

2. Na základě výsledk̊u analýzy a stanovené hypotézy H3 navrhnout modifikace ADZT
vedoućı ke:

• sńıžeńı počtu operaćı ADZT algoritmu a t́ım i výpočetńıch nárok̊u

• zvýšeńı časového rozlǐseńı na ńızkých frekvenćı

3. Ověřit hypotézu H4 a provést optimalizaci parametr̊u ADZT a STADZT.

4. Na základě výsledk̊u stručně diskutovat vhodné a nevhodné aplikace ADZT (viz hy-
potéza H5).

5. Experimentálně ověřit hypotézu H6, že pro výpočet Zolotarevova spektra SZ lze po-
už́ıvat skalárńı součin mezi Zolotarevovy polynomy a signálem.
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4 Systematický popis ADZT

Tato kapitola rozvád́ı a nově doplňuje informace z disertačńı práce [1]. Nejdř́ıve je v ka-
pitole 4.1 uveden nový alternativńı postup vedoućı k odvozeńı kritéria pro ADZT. V ka-
pitole 4.2 je kompletně popsán algoritmus výpočtu ADZT navržený v [1] a to včetně jeho
implementace a popisu sestaveńı matice Z obsahuj́ıćı parametry analyzuj́ıćı báze ADZT.
Dále je v kapitole 4.3 popsána použitá báze ADZT tvořená aproximovanými Zolotarevovými
polynomy. Na závěr jsou v kapitole 4.4 popsány všechny výstupy algoritmu ADZT, které lze
využ́ıt pro analýzu signálu, mezi ktereré patř́ı Zolotarevovo spektrum, zologram, ”k-gram”,
”m-gram”a matice Z, u které je navržena možnost použit́ı jej́ı Euklidovské normy k určeńı
mı́ry podobnosti ADZT s DFT.

4.1 Alternativńı odvozeńı ADZT

ADZT hledá bázové funkce minimalizaćı Zolotarevova spektra. Tento postup použitý v [1]
je zd̊uvodněn t́ım, že vede na maximálńı korelovanost signálu se syntetizuj́ıćımi bázovými
polynomy. Tento závěr lze potvrdit pomoćı minimalizace chyby aproximace signál̊u a to
postupem, který je použ́ıván pro odvozeńı vztahu pro koeficienty Fourierových řad. Zolo-
tarevovy polynomy společně s jejich spektrálńımi obrazy patř́ı mezi časově omezené funkce
s diskrétńım spektrem, a proto je možné použ́ıt tyto polynomy k vytvořeńı Zolotarevových
řad na intervalu 〈−1, 1〉. Spektrum Zolotarevových polynomů je diskrétńı a zároveň je frek-
venčně omezeno š́ı̌rkou pásma danou řádem těchto použitých polynomů [A5]. Dı́ky tomu, že
jsou Zolotarevovy polynomy časově a frekvenčně omezené, může být tato báze vzorkovaná
v čase a to bez jakéhokoliv aliasingu (jak v časové, tak i ve frekvenčńı oblasti). Vzorkováńı
Zolotarevových řad v časové oblasti umožňuje zavést Diskrétńı Zolotarevovu transformaci
(DZT), která ovšem nebyla z d̊uvod̊u uvedených v kapitole 2 kompletně implementována.

Necht’ je s(t) periodickým signálem, který je časově i frekvenčně omezen, a ŝ(t) je jeho
aproximace źıskaná pomoćı inverzńı Fourierovy řady. Chyba aproximace v časové doméně
pak bude

e(t) = s(t)− ŝ(t), (30)

Minimalizace kvadratické chyby

J = min

∫
T0

(s2(t)− 2s(t)ŝ(t) + ŝ2(t))dt = min

∫
T0

e2(t)dt (31)

může být dosaženo i maximalizaćı korelace vzájemné energie mezi signálem s(t) a jeho apro-
ximaćı ŝ(t) pomoćı vztahu

∫
T0
s(t)ŝ(t)dt a z toho vyplývá, že minimalizace chyby aproximace

vede na maximálńı korelaci mezi signálem s(t) a jeho aproximaćı tvořenou báźı polynomů
{Φm(t)}Nm=0

ŝ(t) =
N∑
m=0

Ŝ(m)Φm(t), (32)
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kde Ŝ(m) je aproximované spektrum signálu a polynomy Φm(t) představuj́ı syntetizuj́ıćı bázi
Fourierovy řady. Polynomy Φm(t) mohou být pomoćı Fourierovo rozvoje přepsány do tvaru

Φm(t) =
m∑

k=−m

αk exp(i2πkt), (33)

kde αk jsou spektrálńı koeficienty. Aplikaćı Fourierovy transformace na (30) źıskáme

F {s(t)− ŝ(t)} =
N∑

k=−N

S(k) exp(i2πkt)−
N∑
m=0

Ŝ(m)
m∑

k=−m

αk exp(i2πkt)

=
N∑

k=−N

[
S(k)− αk

N∑
m=k

Ŝ(m)

]
exp(i2πkt).

(34)

Spektrálńı koeficienty F {s(t)− ŝ(t)} jsou vyjádřeny jako

E(`) = S(`)− α`
N∑
m=`

Ŝ(m). (35)

Za předpokladu použit́ı Zolotarevových polynomů může být chyba aproximace (30) de-
finována ve frekvenčńı oblasti jako

S(`)− SZ(`), ` = 0, 1, 2, ..N − 1, (36)

kde S(`) je spektrum signálu s(t) a

SZ(`) = k` S(`)− (1− k`)N (`) (37)

je Zolotarevovo spektrum SZ(`). To je tvořeno dvěmi vzájemně váhovanými částmi s váho-
vaćım faktorem k`. Prvńı část je označena jako stacionárńı S(`) a druhá jako nestacionárńı
N (`) [A5]. Dı́ky vlastnostem Zolotarevových polynomů představuje stacionárńı část S(`)
Zolotarevovy transformace Fourierovy spektrálńı koeficienty S(`). Ze vztahu (37) plyne, že
minimalizaci spektrálńı chybové funkce lze psát ve tvaru

J =
∑
`

|E(`)|2 =
∑
`

|S(`)− SZ(`)|2

=
∑
`

|S(`)− (v` S(`)− (1− v`)N (`)) |2

=
∑
`

(1− k`)2 |S(`) +N (`)|2 .

(38)

Minimalizace spektrálńı účelové funkce J vede na správnou volbu velikosti k` pro každou
část Zolotarevova spektra S(`) a N (`), ` = 0, 1, ...N − 1 s optimálńım poměrem stacionárńı
S(`) a nestacionárńı N (`) části spektrálńı složky SZ(`). Volba správné velikosti k` tvoř́ı jádro
DZT, jej́ıž báze je tvořena Zolotarevovými polynomy prvńıho a druhého druhu, které tvoř́ı
kompletńı vektorový prostor s biortogonálńımi vlastnostmi [1].
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4.2 Popis ADZT

Jednou z daľśıch možných interpretaćı ADZT je, že vykazuje podobnost s vlnkovou trans-
formaćı, která má k dispozici l mateřských vlnek realizovaných prvńım a druhým druhem
Zolotarevových polynomů, které jsou definovány řádem p, indexem nestacionarity k a š́ı̌rkou
pásma m. Počet mateřských vlnek odpov́ıdá aktuálńımu indexu spektra l analyzovaného
signálu. Jestliže je š́ı̌rka pásma rovna jedné (m = 1), přecháźı Zolotarevovy polynomy do kla-
sických goniometrických funkćı sinus a kosinus. Naopak pro źıskáńı ryze symetrických Zolo-
tarevových polynomů se muśı š́ı̌rka pásma rovnat aktuálńımu indexu analyzované spektrálńı
složky (m = l − 1).

Jinými slovy jsou analyzuj́ıćı funkce ADZT tvořeny Zolotarevovými polynomy, které
jsou namodulovány na vyšš́ı harmonickou složku odpov́ıdaj́ıćı analyzované spektrálńı složce
signálu l. Správná volba řádu polynomu p a indexu nestacionarity k je zajǐstěna ADZT
algoritmem, který porovnává stacionárńı a nestacionárńı části signálu (viz následuj́ıćı pod-
kapitola 4.2.1). Ukázka analyzuj́ıćı a syntetizuj́ıćı báze ADZT je v kapitole 4.3.

4.2.1 Postup výpočtu ADZT algoritmu

Algoritmus ADZT je založen na hledáńı takové analyzuj́ıćı báze ADZT, která minimali-
zuje obraz SZ(l) signálu s(n) a t́ım se źıská syntetizuj́ıćı báze, která bude maximálně ko-
relovaná s t́ımto signálem s(n). Ćılem ADZT algoritmu je tedy nalézt takové parametry
bázových polynomů transformace, aby spektrálńı složky ADZT dosahovaly minimálńı hod-
noty |SZ(n)| → min nebo |SZ(n)|2 → min.

Implementovaný algoritmus pro výpočet ADZT je založen na hledáńı těchto optimálńıch
parametr̊u pro každou spektrálńı složku SZ zvlášt’. K tomuto účelu se použ́ıvá spektrálńı
maska zobrazena na obrázku 2), která odpov́ıdá aproximovanému spektru Zolotarevova po-
lynomu prvńıho a druhého druhu. Za předpokladu, že plat́ı vztah (16) a že spektrum Zo-
lotarevových polynomů je tvořeno dvěmi vzájemně váhovanými částmi dle vztahu (37), lze
pomoćı této spektrálńı masky s vhodně zvolenými parametry š́ı̌rky pásma m a indexu nesta-
cionarity k možné vypoč́ıtat l-tou složka ADZT spektra jako vážený součet m nižš́ıch složek
DFT spektra s alternuj́ıćım znaménkem tvoř́ıćı nestacionárńı část signálu a aktuálńı l-tou
složku DFT odpov́ıdaj́ıćı stacionárńı části signálu. Tento vztah je popsán následuj́ıćı rovnićı

SZ(l) =
1√

1 +mk2
(S(l) + kN(l,m)), (39)

kde S(l) je aktuálně analyzovaná (l-tá) složka DFT spektra, která odpov́ıdá stacionárńı části
aproximovaného Zolotarevova polynomu, zat́ımco jeho nestacionárńı část je označena jako
N(n,m) a je vyjádřena vztahem (viz Obr.2)

N(l,m) =
m∑
q=1

(−1)lS(l − q). (40)
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Obrázek 2: Spektrálńı maska ADZT transformace pro výpočet Zolotarevova spektra od-
pov́ıdá aproximovanému spektru Zolotarevova polynomu prvńıho a druhého druhu.

Index m je označován jako š́ı̌rka pásma ADZT a v podstatě určuje počet DFT spektrál-
ńıch složek analyzovaného signálu, ze kterých se poč́ıtá nestacionárńı část N(n,m). Jak je
patrné z Obr.2, š́ı̌rka pásma nar̊ustá od stacionárńı části S(l) směrem k S(0) a v extrémńım
př́ıpadě, kdy bude nestacionárńı část poč́ıtána všemi nižš́ımi spektrálńımi složkami analyzo-
vaného signálu (m = l − 1), bude ADZT dosahovat nejlepš́ı časové lokalizace nestacionarity
signálu. To je zp̊usobeno t́ım, že se analyzuj́ıćı báze tvořená aproximovanými Zolotarevovými
polynomy l-tého řádu maximálně podobá neaproximovaným Zolotarevovým polynomům.
Tato vlastnost je popsána v kapitole 6.4.

Na druhou stranu index nestacionarity k určuje, jak velkou váhu bude mı́t nestacionárńı
část N(n,m) na výsledné ADZT spektrum. Tento index určuje, jak moc je ADZT selek-
tivńı v čase (odpov́ıdá rychlosti změny signálu v čase) - vyšš́ım k se zvětšuje výška laloku
aproximovaného Zolotarevova polynomu, t́ım se lépe zachycuje nestacionarita signálu v čase.

Energie Zolotarevova polynomu řádu p se vypoč́ıtá ve spektrálńı oblasti vztahem

E =

p∑
l=1

|S(l)|2 = |S(p)|2 +

p−1∑
l=1

|S(p− l)|2. (41)

Amplituda p-té spektrálńı složky je vždy rovna jedné S(p) = 1 a amplituda m nižš́ıch
složek spektra je rovna ±k, kde m = p− 1. Potom lze rovnici (41) přepsat do následuj́ıćıho
tvaru

E = 1 +mk2 (42)

Vztah (43) z rovnice pro výpočet ADZT (39) normuje výsledné ADZT spektrum odmoc-
ninou z energie Zolotarevova polynomu (masky) (42) a t́ım se odstrańı dodaná energie této
masky z ADZT spektra

1√
1 +mk2

(43)
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Z výše uvedeného popisu je patrné, že každá spektrálńı složka SZ(l) je doprovázena
š́ı̌rkou pásma m a indexem nestacionarity k. Tyto parametry se stanov́ı zvlášt’ pro reálnou
a imaginárńı část a to podle následuj́ıćıho postupu:

Vstupem ADZT algoritmu je pouze DFT spektrum reálného signálu a parametr σ, který
určuje podobnost mezi ADZT a DFT spektrem. Výpočet ADZT spektrálńı složky se provede
podle jednoho ze tř́ı možných postup̊u, který je volen s ohledem na znaménko a velikost
stacionárńı části S(l) a nestacionárńı části N(l,m) signálu.

1. S(l) a N(m, l) maj́ı r̊uzná znaménka

2. S(l) a N(m, l) maj́ı stejná znaménka a |S(l)| < |N(m,l)|

3. S(l) a N(m, l) maj́ı stejná znaménka a |S(l)| > |N(m,l)|

V prvńım kroku výpočtu se nejprve urč́ı optimálńı š́ı̌rka pásma m, která nabývá hodnoty
z intervalu (0, l − 1) a plat́ı, že po dosazeńı této hodnoty do vztahu (44) je tato funkce
minimálńı. (

1

m

(
m∑
q=1

(−1)qS(l − q)

)
sign(S(l))

)
→ min, (44)

kde l je aktuálńı spektrálńı složka a m je hledaná optimálńı š́ı̌rka pásma. Jakmile je určena
optimálńı š́ı̌rka pásma m, vypočte se velikost nestacionárńı části N(l,m) podle vztahu (40),
a pokud jsou znaménka S(l) a N(l,m) r̊uzná, algoritmus vypočte ADZT spektrálńı složku
podle postupu pro r̊uzná znaménka (viz. postup 1).

V opačném př́ıpadě je nutné znova stanovit optimálńı š́ı̌rku pásma m podle nového vztahu(
1

m

∣∣∣∣∣
m∑
q=1

(−1)qS(l − q)

∣∣∣∣∣
)
→ min, (45)

kde l je opět aktuálńı spektrálńı složka a m je hledaná nová optimálńı š́ı̌rka pásma. Po-
rovnáńım velikost́ı stacionárńı a nestacionárńı části vypočtené pomoćı stejné rovnice (40),
se rozhodne, podle kterého postupu pro stejná znaménka bude ADZT spektrum vypočteno
(viz. bod 2 a 3).

V následuj́ıćı části jsou k jednotlivým postup̊um výpočtu doplněny informace o kritérium,
podle kterého je volena optimálńı š́ı̌rka pásma m, o vztahy pro výpočet indexu nestacionarity
k a o výsledném tvaru ADZT spektrálńı složky:

1. S(l) a N(l) maj́ı r̊uzná znaménka

• Kritérium pro volbu š́ı̌rky pásma m je v tomto př́ıpadě shodné s rovnićı (44).
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• Velikost indexu nestacionarity se vypočte podle vztahu

k =
−S(l)

N(l,m)
, (46)

kde nestacionárńı část je vypočtena podle vztahu (40).

• Aktuálńı složka ADZT spektra se vypoč́ıtá dosazeńım rovnice (46) do (39) a je
rovna

SZ(l) = 0, (47)

2. S(l) a N(m,l) maj́ı stejná znaménka a |S(l)| < |N(m,l)|

• Minimálńı hodnoty SZ(l) je dosaženo volbou:

m = 0 k = 0 (48)

• Aktuálńı složka ADZT spektra je rovna aktuálńı složce DFT spektra.

SZ(l) = S(l) (49)

3. S(l) a N(l,m) maj́ı stejná znaménka a |S(l)| > |N(l,m)|

• Kritérium pro volbu š́ı̌rky pásma m je rovnice (45), zde plat́ı, že m je z intervalu
(0, l − 1) a tato funkce je minimálńı.

• Velikost indexu nestacionarity se vypočte podle vztahu

k =

√
1− σ2

m · σ2
, (50)

kde σ je volený stupeň potlačeńı nestacionárńı části N(l,m).

• Aktuálńı složka ADZT spektra se vypoč́ıtá podle vztahu (39). Dosazeńım σ = 1
do vztahu (50) vede na úplné potlačeńı nestacionárńı části N(l,m) (index nesta-
cionarity k = 0), a proto

SZ(l) = S(l). (51)

Jakmile je σ z intervalu (0, 1), roste hodnota indexu nestacionarity k, a t́ım se
zvětšuje vliv nestacionárńı části při výpočtu aktuálńı složky ADZT a to se vzda-
luje od DFT.

Poznámka: Implementovaný algoritmus voĺı postup výpočtu ADZT podle velikosti indexu
nestacionarity k vypočteného podle vztahu (46). Jestliže je splněna podmı́nka (k ≥ 0 ∧ k ≤
1010), poč́ıtá se ADZT podle př́ıpadu pro r̊uzná znaménka S(l) a N(m, l) (viz bod 1). V
opačném př́ıpadě se poč́ıtá podle jednoho z př́ıpad̊u pro stejná znaménka S(l) a N(m, l) (viz
body 2 a 3). Při bližš́ım pohledu na tuto podmı́nku zjist́ıme že:

• Podmı́nka k ≥ 0 ověřuje pouze znaménka S(l) a N(l,m).
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• Podmı́nka k ≤ 1010 nepř́ımo určuje podobnost mezi ADZT a DFT. Jestliže se bude
porovnávaćı konstanta (1010) přibližovat k nule, bude se spektrum ADZT poč́ıtat podle
jednoho z př́ıpad̊u pro stejná znaménka S(n) a N(n) a t́ım se v́ıce bĺıžit k DFT.

Výstupńı hodnoty indexu nestacionarity k se normuj́ı na interval (0, 1) podle vztahu

k0 =
k

k + 1
. (52)

Výše popsaný zp̊usob výpočtu ADZT je v implementovném algoritmu aplikován pouze na
jednu polovinou reálné a imaginárńı části spektra a druhá polovina je symetricky doplněna.
To znamená, že reálná část se zkoṕıruje se stejným znaménkem a u imaginárńı části se
znaménko změńı. Nakonec se vypočtené části spektra komplexně spoj́ı. Toto zjednodušeńı
lze udělat, protože ADZT algoritmus pracuje pouze s reálným signálem. Stejný postup se
aplikuje rovněž na š́ı̌rku pásma m a index nestacionarity k.

Pro komplexńı signál se nedá výše zmı́něný postup výpočtu ADZT aplikovat, protože
komplexńı signály nemaj́ı symetrické DFT spektrum. Z tohoto d̊uvodu nelze jednoduše
poč́ıtat ADZT pouze s jednou polovinou spektra a druhou polovinu spektra symetricky
doplnit, jak je tomu u reálného signálu.

4.2.2 Implementovaný postup výpočtu ADZT algoritmu

Implementovaný algoritmus ADZT pracuje s reálnou a imaginárńı část́ı DFT zvlášt’ podle
vztah̊u uvedených v předchoźı kapitole. Pro lepš́ı přehlednost je tento postup popsán dia-
gramem na Obr.3 a následuj́ıćım postupem výpočtu ADZT spektra pomoćı algoritmu, který
byl pro potřeby práce [1] implementován v matlabu (adzt.c) s odkazy na uvedené vztahy z
předchoźı kapitoly:

1. Nalezeńı optimálńı š́ı̌rky pásma m podle rovnic (44) a (45).

2. Výpočet nestacionárńı části N(l,m) podle vztahu (40) s š́ı̌rkou pásma m zvolenou
podle vztahu (44) a výpočet indexu nestacionarity k podle vztahu (46).

3. Výpočet nestacionárńı části N(l,m) podle vztahu (40) s š́ı̌rkou pásma m zvolenou
podle vztahu (45) a výpočet indexu nestacionarity k podle vztahu (50).

4. Zjǐstěńı znaménka stacionárńı S(l) a nestacionárńı části N(l,m) pomoćı podmı́nky
(k ≥ 0 ∧ k ≤ 1010), kde je index nestacionarity k vypočten podle bodu 2.

5. Je-li platná podmı́nka z bodu 4, má stacionárńı S(l) a nestacionárńı N(l,m) část
r̊uzná znaménka. Proto se k výpočtu dané spektrálńı složky použije nestacionárńı část,
index nestacionarity a š́ı̌rka pásma vypočtené v bodu 2. Algoritmus dále pokračuje
bodem 9.
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6. Jestliže podmı́nka z bodu 4 neńı platná, tak hodnoty stacionárńı a nestacionárńı část
maj́ı stejná znaménka a výpočet pokračuje porovnáńım velikost́ı obou část́ı vypočtené
bodem 3.

7. Je-li stacionárńı část větš́ı než nestacionárńı, š́ı̌rka pásma m a index nestacionarity k
se rovnaj́ı nule a spektrálńı složka ADZT př́ımo odpov́ıdá složce DFT.

8. Pokud je stacionárńı část menš́ı než nestacionárńı, výpočet spektrálńı složky se provede
podle vztahu (39). Nestacionárńı část, š́ı̌rka pásma m a index nestacionarity k jsou
použity z bodu 3.

9. Nakonec se index nestacionarity k normuje na interval (0-1).
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Obrázek 3: Vývojový diagram výpočtu Zolotarevova spektra pomoćı ADZT algoritmu
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4.2.3 Popis sestaveńı Z matice

Matice Z je reálná, má motýlkový tvar a každý jej́ı řádek je určen k výpočtu jedné složky
DZT spektra SZ z DFT spektra S.

SZ = Z · S (53)

Následuj́ıćı popis sestaveńı matice Z vycháźı z funkce zmatrix.m, kterou navrhnul Radim
Špet́ık v rámci své práce [1] a je určena pouze pro sestaveńı matice Z reálného signálu. Vlastńı
sestaveńı matice se provede zvlášt’ s reálnými a imaginárńımi hodnotami š́ı̌rky pásma m a
indexu nestacionarity k, přesněji pouze s jednou polovinou těchto hodnot, protože druhá
polovina je stejná d́ıky symetričnosti spektra reálného signálu. Sestavená reálná matice ZR

a imaginárńı matice ZI jsou singulárńı. Výsledná matice Z, která je reálná a regulárńı, je
dána součtem obou těchto d́ılč́ıch matic. Tvar Z matice př́ımo souviśı se vztahem pro výpočet
ADZT (39). K sestaveńı matice je nutné znát š́ı̌rku pásma m a index nestacionarity k.

- Tyto parametry se vypoč́ıtaj́ı jedńım z postup̊u uvedených v předchoźı kapitole. 4.2.1)

- Index nestacionarity k se muśı odnormovat tak, aby platilo kε(0,∞)

k =
k0

1− k0
, (54)

kde k0 jsou normované hodnoty na interval (0,1) (52).

Postup sestaveńı Z matice je následuj́ıćı:

1. Vytvořeńı čtvercové matice, která obsahuje pouze hlavńı a posunutou vedleǰśı dia-
gonálu se samými jedničkami. Vedleǰśı diagonála je posunutá kv̊uli symetričnosti spek-
tra - stejnosměrná složka se nezrcadĺı. To odpov́ıdá stacionárńı části S(n).

ZR =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 1


(55)

2. Na každý řádek se zaṕı̌śı př́ıslušné hodnoty indexu nestacionarity s alternuj́ıćım zna-
ménkem. V prvńı polovině matice se hodnoty ±k zaṕı̌śı před diagonály, ve druhé polo-
vině se zaṕı̌śı za ně. Prvńı hodnota −k zač́ıná vždy u diagonály a pokračuje se směrem
od ńı až do vzdálenosti určené š́ı̌rkou pásma m pro daný řádek matice (spektrálńı
složku ADZT). To odpov́ıdá výpočtu nestacionárńı části knN(n) a je to i patrné ze
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spektrálńı masky uvedené na Obr.2.

ZR =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1
0 −k3 1 0 0 0 1 −k3
0 k4 −k4 1 0 1 −k4 k4
0 −k5 k5 −k5 1 −k5 k5 −k5
0 k4 −k4 1 0 1 −k4 k4
0 −k3 1 0 0 0 1 −k3
0 1 0 0 0 0 0 1


(56)

Každý řádek matice je určen pro jednu spektrálńı složku, proto je š́ı̌rka pásma m a
index nestacionarity k konstantńı pro celý řádek (viz. kapitola 4.2.1).

3. Jednotlivé řádky matice se normuj́ı odmocninou energie podle vztahu (43). Pouze prvńı
dva a posledńı řádek se nenormuj́ı, protože tyto spektrálńı složky ADZT jsou př́ımo
rovny složkám DFT spektra.

ZR =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1
0 −k3√

1+m3k23

1√
1+m3k23

0 0 0 1√
1+m3k23

−k3√
1+m3k23

0 k4√
1+m4k24

−k4√
1+m4k24

1√
1+m4k24

0 1√
1+m4k24

−k4√
1+m4k24

k4√
1+m4k24

0 −k5√
1+m5k25

k5√
1+m5k25

−k5√
1+m5k25

1√
1+m5k25

−k5√
1+m5k25

k5√
1+m5k25

−k5√
1+m5k25

0 k4√
1+m4k24

−k4√
1+m4k24

1√
1+m4k24

0 1√
1+m4k24

−k4√
1+m4k24

k4√
1+m4k24

0 −k3√
1+m3k23

1√
1+m3k23

0 0 0 1√
1+m3k23

1−k3√
1+m3k23

0 1 0 0 0 0 0 1


(57)

4. Celý postup sestaveńı matice se zopakuje s hodnotami š́ı̌rky pásma m a indexu nesta-
cionarity k pro imaginárńı část spektra. Rozd́ıl proti sestaveńı reálné matice je v tom,
že hodnoty lež́ıćı u vedleǰśı diagonály maj́ı opačné znaménko než stejné hodnoty lež́ıćı
u hlavni diagonály.

ZI =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 −1
0 −k3√

1+m3k23

1√
1+m3k23

0 0 0 −1√
1+m3k23

k3√
1+m3k23

0 k4√
1+m4k24

−k4√
1+m4k24

1√
1+m4k24

0 −1√
1+m4k24

k4√
1+m4k24

−k4√
1+m4k24

0 0 0 0 0 0 0 0
0 −k4√

1+m4k24

k4√
1+m4k24

−1√
1+m4k24

0 1√
1+m4k24

−k4√
1+m4k24

k4√
1+m4k24

0 k3√
1+m3k23

−1√
1+m3k23

0 0 0 1√
1+m3k23

1−k3√
1+m3k23

0 −1 0 0 0 0 0 1


(58)

27



5. Nakonec se obě sestavené matice sečtou a výsledná matice Z se vyděĺı dvěma.

Z =
1

2
(ZR + ZI) (59)

Důvodem součtu obou matic ZR a ZI v posledńım bodu postupu je to, aby reálná matice
p̊usobila jen na reálnou část spektra a imaginárńı matice zase jen na imaginárńı část spektra.
Toto tvrzeńı lze odvodit pomoćı následuj́ıćıho vztahu, který představuje výpočet ADZT
spektra (SZ) z DFT spektra (S) pomoćı matice Z.

SZ = Z · S (60)

Tento vztah lze dále upravit do tvaru

(ZR + ZI)(a+ jb) + (ZR − ZI)(a− jb) = 2(ZRa+ ZIjb), (61)

kde člen (a + jb) představuje složky z prvńı poloviny DFT spektra reálného signálu. Sy-
metrické složky z druhé poloviny spektra maj́ı tvar (a − jb). Z výše uvedeného popisu
sestaveńı matice Z je patrné, že člen (ZR + ZI) p̊usob́ı na složky z prvńı poloviny spektra
a člen (ZR − ZI) p̊usob́ı na složky z druhé poloviny spektra. Znaménko ”-”před matićı ZI

v druhém členu je ukryto uvnitř této matice, kde hodnoty u vedleǰśı diagonály maj́ı opačné
znaménko než hodnoty u hlavńı diagonály (viz. předchoźı bod popisu sestaveńı matice Z).
Z tohoto d̊uvodu lze vztah pro výpočet matice Z zapsat ve tvaru (59).

Výsledná matice Z má motýlkový tvar, je reálná a je určena pouze pro reálný signál. Z
výše uvedeného postupu sestaveńı matice Z rovněž vyplývá, že pokud jsou hodnoty š́ı̌rky
pásma m a hodnoty nestacionarity k pro všechny spektrálńı složky (řádky matice) rovny
nule, tak výsledná matice Z bude odpov́ıdat jednotkové matici E a t́ım se ADZT odpov́ıdá
DFT (viz druhý zp̊usob výpočtu ADZT zobrazeném na diagramu na Obr.3).
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4.3 Báze ADZT

Báze ADZT je složena z aproximovaných Zolotarevových polynomů (AZP) s optimálně na-
stavenými parametry pomoćı implementovaného algoritmu. Hlavńı rozd́ıl mezi pr̊uběhy apro-
ximovaných a neaproximovaných Zolotarevových polynomů je možné pozorovat na Obr.4,
kde jsou tyto polynomy vykresleny. Rozd́ıl mezi ZP a AZP je předevš́ım ten, že AZP nabývaj́ı
pouze hodnot z intervalu 〈−1, 1〉 a to v celém svém pr̊uběhu kromě oblasti kolem středového
laloku (oblast mezi ws a wp [1]), kdy hodnoty těchto polynomů mohou být i mimo tento
interval. Oproti tomu aproximované polynomy mohou nabývat r̊uzné hodnoty i mimo tuto
oblast středového laloku. To znamená, že aproximace použitá v ADZT vede na polynomy,
které nemaj́ı izoextremálńı odchylku, jako je tomu u Čebyševových a Zolotarevových poly-
nomů. Dı́ky této vlastnosti dosahuje ADZT báze lepš́ı časové i frekvenčńı selektivity než pro
DZT a DFT bázi.

Obrázek 4: Porovnáńı neaproximovaných a aproximovaných Zolotarevových polynomů
prvńıho a druhého druhu. Prvńı řádek zobrazuje neaproximované ZP (a, b) a druhý řádek
zobrazuje aproximované ZP (c, d). V levém sloupci jsou ukázány ZP prvńıho řádu tzv. zcos
(a, c) a v pravém sloupci jsou ZP druhého řádu tzv. zsin (b, d).

Z pohledu spektra lze každý ZP rozložit na dvě části, které se nazývaj́ı stacionárńı a
nestacionárńı. Tetno rozklad je pro ilustraci proveden s ZP prvńıho druhu, je zobrazen na
na Obr.5. V tomto př́ıpadě stacionárńı část odpov́ıdá kośınovému pr̊uběhu odpov́ıdaj́ıćıho
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řádu l (Obr.5c) a nestacionárńı část odpov́ıdá váhovaćı funkci (Obr.5e). Obecně lze ř́ıci, že
nestacionárńı část ZP odpov́ıdá váhovaćımu oknu, a proto při použit́ı AZP je velikost této
nestacionárńı části dynamicky nastavována podle analyzovaného signálu. Z tohoto d̊uvodu
neńı vhodné použ́ıvat jakékoliv daľśı váhovaćı okno. Tato vlastnost je diskutována detailněji
v kapitole 7.1 zabývaj́ıćı se vlivem volby typu okna na výsledné Zolotarevovo spektrum
signálu.

Obrázek 5: Rozklad neaproximovaného Zolotarevova polynomu prvńıho druhu (a) řádu l =
10 a wp = 0.1 na stacionárńı (c) a nestacionárńı (e) část. V pravé části jsou zobrazeny
odpov́ıdaj́ıćı spektra rozloženého ZP (a-b, c-d, e-f).

Spektrum neaproximovaného Zolotarevova polynomu (ZP) je zobrazeno na Obr.6, kde
je zobrazena reálná část spektra ZP prvńıho druhu (Obr.6a) a imaginárńı část spektra
ZP druhého druhu (Obr.6b). Spektra aproximovaných Zolotarevových polynomů prvńıho
a druhého druhu jsou znázorněny na obrázku 6c a 6d. Z porovnáńı těchto spekter je patrný
hlavńı rozd́ıl mezi ZP a AZP spektry a to, že velikost spektrálńıch složek nestacionárńı části
je v př́ıpadech pro aproximované Zolotarevovy polynomy saturována na velikost, která je
rovna ±k. Tento index k je nazýván indexem nestacionarity a určuje velikost středového
laloku AZP. V některých př́ıpadech jsou parametry AZP zvoleny tak, že nestacionárńı část
neobsahuje všechny jeho spektrálńı složky (viz Obr.6e a 6f), ale jen omezený počet vyšš́ıch
harmonických složek m. Tento parametr m je nazýván š́ı̌rka pásma a společně s indexem
nestacionarity k tvoř́ı matici Z. S ohledem na vztah (22) lze pomoćı této matice vyjádřit
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syntetizuj́ıćı a analyzuj́ıćı bázi ADZT jako

WC = W · Z−1 (62)

a
WZ = Z ·W, (63)

kde matice W obsahuje diskrétńı bázové funkce exp
(
i2πln
N

)
DFT, matice WC je složena z

diskrétńıch Zolotarevých polynomů cexp
(
i2πln
N

)
tvoř́ıćı syntetizuj́ıćı ADZT bázi a matice

WZ obsahuje diskrétńı Zolotarevovy polynomy zexp
(
i2πln
N

)
analyzuj́ıćı ADZT báze.

Obrázek 6: Porovnáńı neaproximované a aproximované Zolotarevovy báze DZT a ADZT:
a) Reálná část neaproximovaného Zolotarevova polynomu řádu p, b) Imaginárńı část nea-
proximovaného Zolotarevova polynomu řádu p, c) Reálná část aproximovaného Zolotarevova
polynomu řádu p a š́ı̌rky pásma m = p a indexu nestacionarity k, d) Imaginárńı část apro-
ximovaného Zolotarevova polynomu řádu p, š́ı̌rky pásma m = p a indexu nestacionarity k,
e) Reálná část aproximovaného Zolotarevova polynomu řádu p, š́ı̌rky pásma m = 5 a indexu
nestacionarity k, f) Imaginárńı část aproximovaného Zolotarevova polynomu řádu p, š́ı̌rky
pásma m = 4 a indexu nestacionarity k

Implementovaný algoritmus ADZT nastavuje tyto parametry k a m tak, aby velikost
syntetizuj́ıćı báze byla maximálně korelována s analyzovaným signálem, což vede na mi-
nimálńı velikost Zolotarevova spektra. Z tohoto tvrzeńı a ze vztah̊u pro výpočet bázových
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funkćı (62) a (63) vyplývá, že báze ADZT je biortogonálńı [19]. Pro ilustraci této vlastnosti
jsou zobrazeny na Obr.7 analyzuj́ıćı a syntetizuj́ıćı bázové polynomy ADZT pro reálný sudý
signál obsahuj́ıćı pouze dvě harmonické složky. Z vykreslených pr̊uběh̊u je patrné, že tyto
báze nejsou shodné a zároveň se nab́ıźı otázka, zda neńı možné použ́ıt ADZT ke kompresi
signálu. Tato otázka bude diskutována později v kapitole 6.10 stejně jako ověřeńı volby op-
timálńıho indexu nestacionarity a š́ı̌rky pásma, které bude provedeno v kapitole 4.2 zabývaj́ıćı
se vlastńım výpočtem ADZT.

Pro ilustraci jsou na Obr.8 a Obr.9 zobrazeny analyzuj́ıćı bázové funkce ADZT složených z
aproximovaných Zolotarevových polynomů, které byly vytvořeny pro analýzu harmonického
signálu s1 složeného ze směsi dvou harmonických pr̊uběh̊u. Jak je z těchto pr̊uběh̊u patrné,
tak se tyto bázové funkce lǐśı již zmı́něným středovým lalokem, který hraje roli při analýze
nestacionárńıch signál̊u (nastavuje se časová selektivita bázových polynomů) a umožňuje
efektivńı redukci spektrálńıho prosakováńı, pokud tato nestacionarita neńı přesně vycent-
rována na střed segmentu. Obr.10 a Obr.11 zobrazuj́ı analyzuj́ıćı funkce ADZT pro signál
s2 složený rovněž ze dvou harmonických složek, avšak jejich frekvence je odlǐsná od signálu
s1. Tyto obrázky ilustruj́ı fakt, že tvar analyzuj́ıćıch bázových funkćı významně záviśı na
analyzovaném signálu.
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Obrázek 7: Ukázka analyzuj́ıćıch a syntetizuj́ıćıch bázových polynomů ADZT pro 12. až 15.
spektrálńı složku sudého reálného signálu. Proto je na obrázku zobrazena pouze reálná část
spektra. a) Amplitudové Zolotarevovo spektrum, b) analyzuj́ıćı polynomy jsou v levé části
a jsou pro všechny spektrálńı indexy nenulové, c) syntetizuj́ıćı polynomy jsou v pravé části
a tyto polynomy jsou nulové pro všechny spektrálńı indexy kromě 13. a 15. indexu.
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Obrázek 8: Ukázka reálné části analyzuj́ıćı báze ADZT pro signál s1 složený ze dvou har-
monických pr̊uběh̊u s frekvenćı f1 = 10.5fs/N a f2 = 20.5fs/N frekvenci. Zobrazené jsou
bázové vektory od 0. až po 15. řád (a - p).

Obrázek 9: Ukázka imaginárńı části analyzuj́ıćı báze ADZT pro signál s1 složený ze dvou
harmonických pr̊uběh̊u s frekvenćı f1 = 10.5fs/N a f2 = 20.5fs/N frekvenci. Zobrazené
jsou bázové vektory od 0. až po 15. řád (a - p).
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Obrázek 10: Ukázka reálné části analyzuj́ıćı báze ADZT pro signál s1 složený ze dvou harmo-
nických pr̊uběh̊u s frekvenćı f1 = 7.1fs/N a f2 = 12.9fs/N . Zobrazené jsou bázové vektory
od 0. až po 15. řád (a - p).

Obrázek 11: Ukázka imaginárńı části analyzuj́ıćı báze ADZT pro signál s1 složený ze dvou
harmonických pr̊uběh̊u s frekvenćı f1 = 7.1fs/N a f2 = 12.9fs/N . Zobrazené jsou bázové
vektory od 0. až po 15. řád (a - p).
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4.4 Výstupy ADZT

Hlavńım výstupem ADZT použitým při spektrálńı analýze signálu je stejně jako u DFT
spektrum signálu a jeho časový vývoj ve formě spektrogramu, který se nazývá zologram.
Mezi daľśı výstupy patř́ı k-gram a m-gram zachycuj́ıćı časový vývoj indexu nestacionarity k
a š́ı̌rky pásma m. V neposledńı řadě se mezi výstupy řad́ı i Z matice obsahuj́ıćı parametry
analyzuj́ıćı báze ADZT.

4.4.1 Zolotarevovo spektrum

Zolotarevovo spektrum reprezentuje analyzovaný signál s(n) ve frekvenčńı doméně za pomoci
spektrálńıch koeficient̊u SZ(l), které jsou źıskány pomoćı výše popsaného vztahu (39). Stejně
jako spektrum DFT je i ADZT spektrum tvořeno komplexńımi č́ısly, a proto se velmi často
zobrazuje v absolutńıch hodnotách |SZ(l)|.

4.4.2 Zologram

Zologram signálu s(n) je vypočten pomoćı krátkodobé ADZT (STADZT) a obsahuje jed-
notlivá Zolotarevova spektra signálu. Teoretické odvozeńı výpočtu je uvedeno v kapitole 2.6.
Samotný výpočet STADZT je realizován ADZT do které vstupuj́ı DFT spektra analyzo-
vaného signálu So(l), která jsou vypočtena pomoćı váhovaćıho okna w(n) s konečnou délkou
N , které je postupně posouváno v časové oblasti s definovaným krokem.

So(l) =
∞∑

l=−∞

s(n)w(n− o) exp

(
−j2πnk

N

)
, l = 0, 1, · · · , N − 1. (64)

Vztahy (39) a (40) lze přepsat do tvaru

No(l,m) =
m∑
q=1

(−1)lSo(l − q) (65)

a

SZo(l) =
1√

1 +mk2
(So(l) + kNo(l,m)). (66)

Optimálńı nastaveńı parametr̊u STADZT, jako je tvar a délka segmentuj́ıćıho okna, krok seg-
mentace a interpolace signálu ve spektru, je podrobně diskutováno v kapitole 7 této práce.
Všechny spektrogramy a zologramy, které jsou uvedeny v této práci zobrazuj́ı amlitudové
spektrum v logaritmickém měř́ıtku s použit́ım barevného schématu Jet definovaném v ma-
tematickém programu Matlab. Pro lepš́ı přehlednost prezentovaných výsledk̊u je vykreslena
pouze prvńı polovina spektra3.

3Všechny analyzované signály, které maj́ı symetrická spektra, jsou reálné
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4.4.3 k-gram

Daľśım výstupem STADZT je k-gram, který zobrazuje časový vývoj indexu nestacionarity k.
Oproti zologramu neposkytuje k-gram informaci o velikosti jednotlivých spektrálńıch složek
signálu, ale zobrazuje poměr mezi stacionárńı a nestacionárńı část́ı každé spektrálńı složky
signálu podle vztahu (46), pokud maj́ı obě části stejná znaménka. V opačném př́ıpadě se
hodnota indexu rovná nule, nebo je vypočtena vztahem (50) v závislosti na vzájemné velikosti
stacionárńı a nestacionárńı části signálu (viz kapitola 4.2). Pr̊uběh indexu nestacionarity
je možné použ́ıt jako daľśı ukazatel nestacionarity analyzovaného signálu. Na Obr.12d je
zobrazen k-gram doplňuj́ıćı zologram jednotkového impulsu uvedený na Obr.12a. Z jeho
pr̊uběhu a pr̊uběhu celkové hodnoty indexu nestacionarity pro jednotlivé segmenty signálu
zobrazeném na Obr.12e lze pozorovat změnu hodnoty tohoto indexu v závislosti polohy
středu segmentu a jednotkového impulsu. Tento jev je dán t́ım, že ADZT dosahuje nejlepš́ı
časové selektivity ve středu segmentu. T́ımto jevem se podrobně zabývá kapitola 6.5.

4.4.4 m-gram

Stejně jako index nestacionarity, tak i š́ı̌rka pásma m může být zobrazena v časově-frekvenčńı
oblasti a může být použitá jako dodatečná informace k zologramu o velikosti časové selek-
tivity ADZT báze. S rostoućı š́ı̌rkou pásma nar̊ustá zároveň i časová selektivita bázových
funkćı a jak je vidět z vyobrazeného n-gramu na Obr.12b a celkové š́ı̌rky pásma jednot-
livých segment̊u analyzovaného signálu na Obr.12c, tato hodnota nar̊ustá a rovněž se měńı
se vzájemnou polohou jednotkového impulsu představuj́ıćıho silnou nestacionaritu a středu
segmentu. Podrobněji se velikost́ı š́ı̌rky pásma zabývá kapitola 6.4.

4.4.5 Z matice

Matice Z obsahuje parametry jednotlivých analyzuj́ıćı polynomů ADZT, které jsou vypoč-
teny z indexu nestacionarity k a š́ı̌rky pásma m. Matice má motýlkový tvar a obsahuje
informace o signálu, které jsou odstraněné z ADZT spektra, a proto je nutná ke zpětné
ADZT. Rozměry matice jsou NxN , a proto neńı vhodné použ́ıt ADZT ke kompresi signálu,
jak bylo zd̊uvodněno v kapitole 4.3. Tvar a popis sestaveńı Z matice je uveden v kapitole
4.2.3. Tato práce se nezabývá podrobněǰśım popisem Z matice, ten však lze naj́ıt v [1] a [41].

Jednou z možnost́ı využit́ı Z matice během spektrálńı analýzy (respektive pro porovná-
váńı podobnosti ADZT a DFT) je skrze výpočet euklidovské normy. Tato norma je defi-
nována jako odmocnina ze součtu kvadrát̊u všech prvk̊u matice

‖Z‖E =

√√√√ N∑
i=1

N∑
j=1

|Zi,j|, (67)

kde N je počet vzork̊u ADZT odpov́ıdaj́ıćı rozměr̊um matice NxN . Č́ım v́ıc se výsledná
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Obrázek 12: Ukázka zologramu (a) jednotkového impulsu vytvořeného obdélńıkovým oknem
délky 256 s posunem o 1 vzorek zobrazené s m-gramem (b) a k-gramem (d). Pr̊uměrné
velikosti š́ı̌rky pásma m (c) a indexu nestacionarity k (e) jsou spočteny vzhledem k ose času.
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hodnota normy matice bĺıž́ı hodnotě
√
N , t́ım se ADZT v́ıce podobá DFT. Tento fakt je

dán t́ım, že pokud výpočet spektrálńı složky Zolotarevova spektra odpov́ıdá spektrálńı složce
Fourierova spektra, a proto jsou parametry analyzuj́ıćıho polynomu rovny nule m = 0 a k = 0
(viz vývojový diagram výpočtu ADZT na Obr.3). Pokud budou tyto parametry rovny nule
pro všechny spektrálńı složky analyzovaného signálu, tak matice Z přecháźı v jednotkovou
matici E (viz postup sestaveńı matice Z uvedené v kapitole 4.2.3), jej́ıž Euklidovská norma
je rovna

√
N , kde N je jej́ı rozměr.

Na Obr.13 jsou uvedeny pr̊uběhy Euklidovské normy Z matice pro stacionárńı signál (viz
levý sloupec) a nestacionárńı signál (viz pravý sloupec). Obecně lze ř́ıci, že pokud analyzo-
vaný signál obsahuje nějakou harmonickou složku, tak se tato složka promı́tne jako změna
velikosti Euklidovské normy, jak je patrné z pr̊uběhu na Obr.13e, jenž odpov́ıdá harmo-
nickému signálu. V opačné př́ıpadě je tato norma konstantńı, jak je vidět na pr̊uběhu normy
jednotkového impulsu pro krajńı časové indexy 1-36 a 101-137 na Obr.13f, kde analyzuj́ıćı
signál neobsahuje žádnou harmonickou složku. Tato periodická změna pr̊uběhu je dána t́ım,
že ADZT se snaž́ı naj́ıt optimálńı parametry své báze pomoćı minimalizace nestacionárńı
části spektra a to pro všechny spektrálńı složky zvlášt’. T́ım docháźı k optimálńımu nastaveńı
parametr̊u m a k pro spektrálńı složky s vyšš́ım indexem než je index harmonické složky a
t́ım ke změně euklidovské normy.

Z pr̊uběhu euklidovské normy je rovněž možné pozorovat nestacionaritu signálu, jak je
ilustrováno na Obr.13f. Z tohoto pr̊uběhu je vidět, že ADZT odpov́ıdá DFT, pokud je nesta-
cionarita signálu přesně na středu segmentu. V tomto př́ıpadě, kdy je počet vzork̊u ADZT
roven N = 64, hodnota Euklidovské normy matice Z odpov́ıdá (‖Z‖E = 8).

4.5 Shrnut́ı

Tato kapitola se zabývala popisem výpočtu Zolotarevova spektra pomoćı ADZT algoritmu
navrženém v rámci disertačńı práce [1]. Byl rovněž popsán postup sestaveńım matice Z, která
je nutná pro zpětnou rekonstrukci signálu a ukázána analyzuj́ıćı báze ADZT, která je tvořena
aproximovanými Zolotarevovými polynomy prvńıho a druhého druhu. Závěrem byl proveden
popis výstup̊u ADZT, které lze použ́ıt pro spektrálńı analýzu signál̊u. V praxi se velmi
často pracuje se zobrazeńım signálu v časově-frekvenčńı oblasti k čemuž je hojně využ́ıván
spektrogram vytvořený DFT. ADZT nab́ıźı pro analýzu signálu rovněž zobrazeńı signálu v
časově-frekvenčńı doméně ve formě zologramu. Jako dodatečnou informaci o nestacionaritě
analyzovaného signálu signálu je možné použ́ıt informacei uložené v jednom z daľśıch výstup̊u
ADZT jako jimiž jsou k-gram, m-gram nebo př́ıpadně matici Z, respektive jej́ı Euklidovskou
normu.
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Obrázek 13: Ukázka pr̊uběhu euklidovské normy matice Z pro harmonický signál (a) a jed-
notkový impuls b. Odpov́ıdaj́ıćı zologramy jsou vytvořeny obdélńıkovým oknem délkou N a
krokem segmentace o jeden vzorek (c) a (d). Odpov́ıdaj́ıćı pr̊uběhy euklidovské normy jsou
zobrazeny na (e) a (f).

40



5 Signály a kritéria použitá při hodnoceńı a optimali-

zaci ADZT

Tato kapitola představuje úvod do analýzy ADZT a obsahuje popis signál̊u, které byly zvo-
leny pro analýzu chováńı ADZT, volbu optimálńıch parametr̊u ADZT a pro testováńı jej́ıch
vlastnost́ı. Dále jsou v této kapitole uvedena dvě kritéria pro kvantitativńı a kvalitativńı
hodnoceńı vlastnost́ı ADZT.

Při vzorkováńı spektra signálu S(f) vzniká diskrétńı spektrum S[l], kde hraje roli frek-
venčńı interval mezi jednotlivými spektrálńımi složkami ∆f = β fs

N
, kde fs je vzorkovaćı

kmitočet, N je počet vzork̊u signálu a β ekvivalentńı š́ı̌rka pásma. Při hodnoceńı vlastnost́ı
v textu je tedy předpokládáno, že frekvenčńı rozlǐseńı dané délkou záznamu T0 je dostatečné.
Budeme proto diskutován pouze vliv velikosti frekvenčńıho kroku ∆f na výsledky popiso-
vaných transformaćı.

5.1 Výběr signál̊u

Protože ADZT využ́ıvá výstup DFT bez jakékoliv úprav obvyklých pro analýzu náhodných
signál̊u, jsou pro analýzu chováńı ADZT použity v této práci pouze deterministické signály.
Chováńı ADZT pro analýzu stochastických signál̊u, až na jedinou výjimku, provedeno neńı.
Každá spektrálńı metoda předpokládá jistý model signálu generuj́ıćı tř́ıdu signál̊u s danými
vlastnostmi. Pro danou tř́ıdu signál̊u pak př́ıslušná metoda poskytuje optimálńı výsledky.
Pro účely této práce byly vybrány následuj́ıćı modely signál̊u.

A. Stacionárńı signály.

Model 1 (M1): Směs sinusovek s celoč́ıselným násobkem frekvence základńı harmonické
složky, která je dána převrácenou hodnotou periody signálu. Tento mode poskytuje periodický
signál. Tento model je typický pro Fourierovy řady. Typicky jsou použity jedna, dvě nebo tři
složky.

Model 2 (M2): Směs sinusovek s neceloč́ıselným poměrem frekvenćı poskytuj́ıćı neperio-
dický signál. Tento model je typický pro Fourierovu transformaci. Typicky jsou použity jedna,
dvě nebo tři složky.

Model 3 (M3): Deterministická sinusovka v šumu. V tomto př́ıpadě nejsou použity postupy
pro analýzu stochastických signál̊u, pouze je deterministickou analýzou testována odolnost
ADZT na výskyt šumu v signálu.

Oba prvńı modely v př́ıpadě numerického výpočtu spektra vyžaduj́ı zkrátit délku signálu,
což zp̊usob́ı prosakováńı ve spektru. Prosakováńı lze ovšem vysvětlit též pomoćı neortogona-
lity složek signálu k vektor̊um báze. Tento př́ıstup je v práci systematicky použ́ıván. Př́ıpad
jediné sinusovky lze považovat za zástupce (stacionárńıho) signálu maximálně lokalizovaného
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ve frekvenci a nelokalizovaného v čase (jediná nenulová složka ve spektru). Prvńı dva mo-
dely též poskytuj́ı podle počtu složek (ne)periodický signál libovolného tvaru (obdélńıkový
pr̊uběh, apod.), což je v práci použito.

B. Nestacionárńı signály.

Modely použité ve skupině A lze snadno použ́ıt pro realizaci nestacionárńıch signál̊u.
Kromě toho jsou použity i speciálńı modely pro nestacionárńı signály.

Model 4 (M4): Jednotkový impuls představuje mezńı př́ıpad nestacionárńıho signálu ma-
ximálně lokalizovaného v čase a nelokalizovaného ve frekvenci (spektrum je konstantńı).

Model 5 (M5): Signál se sinusovým pr̊uběhem a lineárně rostoućı frekvenćı jako zástupce
chirp signál̊u s pomalu proměnnou změnou parametru. Jako zástupce úzkopásmových deter-
ministických signál̊u s náhlou změnou parametr̊u je použit sinus s náhlou změnou amplitudy,
frekvence nebo fáze.

Model 6 (M6): Gauss̊uv impuls. Tento signál je nestacionárńı jak v časové, tak i ve frek-
venčńı oblasti a je vhodným testovaćım signálem vlastnost́ı transformaćı.

Model 7 (M7): Signál se sinusovým pr̊uběhem s exponenciálně tlumenou amplitudou jako
zástupce komplexńı exponenciály a též deterministického autoregresńıho modelu poskytuj́ıćı
širokopásmový signál. Pro deterministický př́ıpad (nenáhodné parametry) je použ́ıvána Pro-
nyho metoda4. Pokud použijeme pro analýzu těchto signál̊u DFT, tak v tomto př́ıpadě źıskáme
odhad parametr̊u (amplitud, frekvenćı a fáźı) jednotlivých složek. ADZT, jak ukážeme později,
se ovšem chová zcela jinak.

V daľśım textu jsou použité signály popsány podrobněji včetně konkrétńıch použitých
parametr̊u.

Signály byly vybrány s ohledem na to, aby bylo možné z jejich spekter snadno ověřit a
porovnat časové a frekvenčńı vlastnosti ADZT a jejich modifikaćı. Pro volbu optimálńıch
parametr̊u ADZT byl vybrán signál obsahuj́ıćı dvě části. Prvńı část je tvořena součtem
dvou harmonických signál̊u představuj́ıćı stacionárńı část signálu s1 = cos

(
2πnk1

N

)
, s2 =

cos
(
2πnk2

N

)
, kde parametr n ∈ (1, N), N = 1024, k1 = 16 and k2 = 24. Druhá oblast

signálu obsahuje jednotkový puls, který reprezentuje silnou nestacionaritu v časové oblasti
a je situován na střed tohoto signálu s(N/2) = 10. Tento signál je vykreslen na Obr.14a.
Testovaćı signál je sestaven ze tři část́ı, které jsou tvořené součtem harmonických signál̊u,
jednotkovým a Gaussovým pulsem. Tyto části jsou od sebe odděleny tak, aby bylo možné
porovnávat vlastnosti ADZT na každé části zvlášt’ a lépe tak zkoumat jednotlivé vlastnosti
transformace. Stejně jako u předchoźıho signálu je prvńı část tohoto signálu zobrazeném na
obrázku 14b složena, ze dvou harmonických složek, které reprezentuj́ıćı stacionárńı signál a

4Typicky se pro směs komplexńıch exponenciál s náhodnými parametry (amplituda a fáze) použ́ıvaj́ı
metody založené na rozkladu autokorelačńı matice do signálového a šumového podprostoru (Pisarenkova,
MUSIC, . . . ).
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lze na ni analyzovat frekvenčńı rozlǐseńı jednotlivých transformaćı. V druhé oblasti signálu
je pouze jednotkový puls, který představuje silnou nestacionaritu v časové oblasti, kterou
se testuje časové rozlǐseńı. Posledńı část testovaćıho signálu je tvořena Gaussovým pulsem a
slouž́ı pro testováńı nestacionarity ve frekvenčńı oblasti.

Obrázek 14: Signál pro výběr optimálńıch parametr̊u ADZT složený ze dvou harmonických
složek spolu a jednotkového impulsu (a). Signál pro testováńı vlastnost́ı ADZT a jejich
modifikaćı (b) obsahuj́ıćı sms dvou harmonických signál̊u, jednotkový a Gauss̊uv impuls..

5.2 Kvalitativńı kritérium

Jako vizuálńı kvalitativńı kritérium pro analyzováńı výstup̊u jednotlivých transformaćı je
použit spektrogram a zologram zobrazuj́ıćı jednotlivé spektrálńı složky DFT respektive
ADZT v časové a frekvenčńı oblasti. Toto zobrazeńı je zvoleno kv̊uli jeho rozš́ı̌renosti při
spektrálńı analýze signál̊u a pro svou názornost. Všechny uvedené spektrogramy a zologramy
zobrazuj́ı pouze jednu polovinu spektra, protože jsou vytvořeny analýzou reálných signál̊u,
jej́ıchž spektra jsou symetrická.

5.3 Kvantitativńı kritérium

Jako kvantitativńı kritérium pro porovnáváńı výstup̊u jednotlivých transformaćı byla použita
spektrálńı vzdálenost, která kvantifikuje odlǐsnost dvou spekter a je poč́ıtána podle vztahu
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DLS =

√√√√ 1

N

N−1∑
l=0

(
10 log10

S(l)

SI(l)

)2

, (68)

kde S(l) je spektrum signálu vypoč́ıtané analyzovanou (testovanou) transformaćı a SI(l)
představuje ideálńı spektrum, které je odvozeno pro signály uvedené v kapitole 5.1. Jednot-
livá ideálńı spektra jsou zobrazena na Obr.15. Tato spektra jsou ideálńı pouze z pohledu DFT
spektra, protože obsahuj́ı jen informace o globálńıch vlastnostech signálu. Ve skutečnosti by
ideálńı spektra z pohledu ADZT měla obsahovat kromě informace o globálńıch vlastnos-
tech i informaci a lokálńıch vlastnostech téhož signálu. Tato úprava nebyla provedena, i
když ovlivňuje výslednou hodnotu DLS. Důvodem je, že za ideálńı spektrum je považováno
spektrum źıskané Fourierovou transformaćı.

Obrázek 15: Ideálńı spektra signálu pro výběr optimálńıch parametr̊u ADZT (a) a testováni
jej́ıch vlastnosti (b).
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6 Analýza chováńı ADZT algoritmu

Tato kapitola je věnována analýze chováńı ADZT pomoćı vhodně navržených postup̊u a
př́ıklad̊u, které jsou uvedeny v jednotlivých kapitolách této části a postupně se zabývaj́ı popi-
sem chováńı ADZT při uměle vytvořeném spektru obsahuj́ıćı pouze dvě spektrálńı složky (ka-
pitola 6.1) a složky odpov́ıdaj́ıćı spektrálńımu prosakováńı (kapitola 6.2). Daľśım vhodným
signálem pro účely této kapitoly je směs harmonických signálu, jenž je použitý pro upřesněńı
vlastnosti ADZT zp̊usobuj́ıćı v zologramech periodickou změnu jednotlivých spektrálńıch
složek (kapitola 6.3). Pro vysvětleńı principu adaptivńıho nastaveńı bázových polynomů je
použit jednotkový impuls společně s jeho spektrálńım obrazem (kapitola 6.4 a 6.5). Schop-
nost ADZT lokalizovat náhlé a postupné změny signálu je ukázána na vybraných typech
signál̊u uvedených v kapitole 6.7 a 6.8. Závěrem této kapitoly je diskutováno chováńı ADZT
při detekci signálu v šumu (kapitola 6.9) a citlivost rekonstrukce signálu na změny úpravu
matice Z (kapitola 6.10).

6.1 Popis chováńı algoritmu na dvou spektrálńıch složkách

Podrobný popis přepočtu vstupńıho Fourierovského spektra na Zolotarevovo spektrum po-
moćı implementovaného ADZT algoritmu je uveden v kapitole 4.2. Z diagramu na Obr.3
znázorňuj́ıćım postup výpočtu ADZT spektra je patrné, že vstupem do ADZT algoritmu je
DFT spektrum analyzovaného signálu a to jak jeho reálná, tak i imaginárńı část. Algoritmus
pracuje s oběma částmi zvlášt’, a proto je následuj́ıćı popis chováńı uveden pouze na jedné
části spektra signálu, který obsahuje pouze dvě složky. Tato volba jednoduchého spektra nám
umožńı udělat si názorněǰśı představu o chováńı algoritmu, kterou můžeme dále aplikovat i
na složitěǰśıch př́ıkladech.

Jak již bylo zmı́něno, vstupem do ADZT algoritmu je spektrum signálu obsahuj́ıćı pouze
dvě spektrálńı složky. Tyto spektrálńı složky maj́ı stejnou velikost a jsou od sebe v r̊uzné
vzdálenosti. Na Obr.16 jsou zobrazeny všechny diskutované varianty vstupńıho DFT spek-
tra (prvńı tři řádky) společně s ADZT maskou, která je použita pro výpočet optimálńıch
parametr̊u ADZT báze, respektive ADZT spektra (posledńı řádek obrázku).

Rozhodováńı, podle které varianty se bude ADZT v námi diskutovaných př́ıpadech po-
č́ıtat, záviśı na vzdálenosti spektrálńıch složek, jejich znaménku a jejich velikosti. V tabulce
1 jsou uvedeny d́ılč́ı výsledky ADZT algoritmu jako je znaménko stacionárńı S(l) a nesta-
cionárńı části N(l−m), zp̊usob výpočtu, možná velikost š́ı̌rky pásma m a velikost vypočtené
ADZT složky SZ(l). Hodnoty v tabulce jsou poč́ıtány pro každou variantu z obr 16 zvlášt’ a
nejvyšš́ı spektrálńı složka (prvńı zprava) představuje stacionárńı část S(l). 5

Výpočet všech parametr̊u uvedených v tabulce se provede podle postupu uvedeném v
kapitole 4.2.2. Je-li stacionárńı část spektra analyzovaného signálu určeného nejvyšš́ı složkou

5Při výpočtu se poč́ıtá s t́ım, že maj́ı všechny složky spektra nenulovou hodnotu. To je z d̊uvodu, že
MATLAB poč́ıtá s přesnosti eps (cca 10−16) a ani při analyzováńı reálných signál̊u nebudou tyto složky
nikdy přesně rovny nule, ale bude zde hrát roli spektrálńı prosakováńı, které ovlivńı všechny složky spektra.
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ADZT masky (prvńı zprava) kladná (viz varianty z Obr.16a - 16c a 16 e - 16g), je stanoveńı
š́ı̌rky pásma m, indexu nestacionarity k a ostatńıch parametr̊u př́ımočaré dle popsaného
postupu. Za použit́ı vztah̊u uvedených v kapitole (4.2) se nejprve stanov́ı š́ı̌rka pásma, pomoćı
které se vypoč́ıtá nestacionárńı část N(l,m), stanov́ı se stacionárńı část S(l) a porovnaj́ı
se znaménka těchto část́ı pro stanoveńı daľśıho postupu výpočtu. Menš́ı nejasnosti mohou
nastat v př́ıpadě, kdy je stacionárńı část záporná (viz varianty z Obr.16i - 16k a 16m - 16o).
Zde je nutné si uvědomit, že při určováńı optimálńı š́ı̌rky pásma m podle vztahu (44) hraje
d̊uležitou roli i samotné znaménko stacionárńı části, které měńı znaménka ADZT masky pro
stanoveńı nestacionárńı části spektra (viz ADZT masky na Obr.16l a 16p). Z tohoto d̊uvodu
je optimálńı š́ı̌rka pásma pro ukázky z Obr.16k rovna 3 a to i přesto, že má spektrálńı
složka v nestacionárńı části kladné znaménko. Mohlo by se totiž zdát, že rovnice (44) je
minimálńı pro š́ı̌rku pásma m menš́ı než je 3, protože vzdálenost mezi spektrálńı složkou
tvoř́ıćı nestacionárńı část a stacionárńı část́ı je rovna 3. Tato vzdálenost odpov́ıdá záporné
hodnotě masky ADZT (viz Obr.7), a proto by měla být nestacionárńı část kladná a největš́ı.
Zde se však uplatńı zmı́něné znaménko stacionárńı části, které modifikuje ADZT masku (viz
16l) a t́ım pádem je nestacionárńı část záporná a minimálńı.

Hodnoty z tabulky 1, např́ıklad pro prvńı řádek, lze interpretovat následovně: stacionárńı
část analyzovaného signálu je kladná (znaménko +) a jeho nestacionárńı část je také kladná
(znaménko +). V tomto př́ıpadě se bude ADZT poč́ıtat bud’ podle postupu č́ıslo 1 nebo
č́ıslo 2 popsané v kapitole 4.2.1. Správný zp̊usob pro danou situaci se vybere podle velikosti
stacionárńı S(l) a nestacionárńı části N(l,m). Jestliže bude nestacionárńı část větš́ı než
stacionárńı část vybere se postup č́ıslo 2, kde se bude š́ı̌rka pásma m rovnat nule a spektrálńı
složka ADZT spektra SZ(l) bude odpov́ıdat spektrálńı složce DFT S(l). V opačném př́ıpadě,
kdy je nestacionárńı část menš́ı než stacionárńı část, se š́ı̌rka pásma m bude poč́ıtat podle
vztahu (45) a ADZT spektrálńı složka SZ(l) bude poč́ıtána podle vztahu (39).

Výsledky ADZT výše popsaných variant dvou spektrálńıch složek lze shrnout do tvrzeńı,
že pokud bude spektrum analyzovaného signálu odpov́ıdat masce ADZT, jak je tomu u
variant na Obr.16a, 16c, 16f, 16j, 16m, 16o, bude se ADZT spektrum poč́ıtat podle druhého
nebo třet́ıho postupu z kapitoly4.2.1 a výsledné spektrum signálu se bude bud’ rovnat DFT
spektrálńı složce S(l), nebo se vypočte podle vztahu (39). V opačném př́ıpadě se bude ADZT
spektrum nulovat podle prvńıho postupu.

Poznámka: Popis chováńı algoritmu na dvou spektrálńıch složkách doplňuje série obrázk̊u,
které jsou uloženy na přiloženém CD v adresáři two-comp-01 - two-comp-06. Tyto obrázky
jsou tvořeny spektry signál̊u obsahuj́ıćı pouze dvě harmonické složky, které jsou ortogonálńı
na bázi ADZT. Jednotlivé obrázky zobrazuj́ı vypočtené ADZT spektrum, spolu s DFT spek-
trem, optimálńı š́ı̌rkou pásma a zp̊usobem výpočtu. Parametry jednoho harmonického signálu
jsou pevně dány a u druhého se měńı fáze s krokem 1

8
π. Série two-comp-07 poč́ıtá ADZT

ze spektra, které je prahované a to tak, že složky menš́ı jak 10e-10 jsou rovny nule. Proto
ADZT algoritmus poč́ıtá všechny spektrálńı složky podle prvńıho zp̊usobu odpov́ıdaj́ıćımu
pro r̊uzná znaménka stacionárńı a nestacionárńı části.
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Obrázek 16: Obrázky na prvńıch třech řádćıch zobrazuj́ı DFT spektrum signálu tvořeného
ze dvou spekrálńıch složek, posledńı řádek zobrazuje aplikované ADZT masky pro stanovené
parametry ADZT.

Tabulka 1: Tabulka obsahuje d́ılč́ı výsledky výpočtu ADZT pro varianty uvedené na obrázku
16.
Obr. znaménko stac. znaménko nestac. zp̊usob výp. š́ı̌rka pásma zol. spektrum
16a + + 2/3 0/m S(n)/Z(n)
16b + - 1 2 0
16c + + 2/3 0/m S(n)/Z(n)
16e + - 1 1 0
16f + + 2/3 0/m S(n)/Z(n)
16g + - 1 3 0
16i - + 1 1 0
16j - - 2/3 0/m S(n)/Z(n)
16k - + 1 3 0
16m - - 2/3 0/m S(n)/Z(n)
16n - + 1 2 0
16o - - 2/3 0/m S(n)/Z(n)
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6.2 Potlačeńı spektrálńıho prosakováńı

Je-li harmonická složka signálu neortogonálńı k bázi DFT, vzniká pak ve spektru prosa-
kováńı. Hlavńı vlastnost́ı ADZT je jej́ı schopnost toto prosakováńı potlačit a t́ım zlepšit de-
tekci harmonických složek analyzovaného signálu [1]. Obr.17a a 17c zobrazuj́ı DFT spektrum
signálu odpov́ıdaj́ıćı signálu s jednou harmonickou složkou (čárkovaná spektrálńı složka),
jej́ıž perioda neńı celé č́ıslo, a proto spektrum obsahuje spektrálńı prosakováńı. Na Obr.17b
a Obr.17d je vykresleno ADZT spektrum stejného signálu. Jak je na prvńı pohled patrné,
toto spektrum obsahuje pouze jedinou spektrálńı složku bĺıž́ıćı se harmonické složce signálu.

Energie spektrálńıch složek nar̊ustá směrem ke spektrálńı složce analyzovaného signálu
(viz Obr.17a a Obr.17c), která je mezi spektrálńımi složkami s indexem 5 a 6. Jakmile je tato
spektrálńı složka dosažena, otoč́ı se znaménko a energie začne opět klesat. ADZT všechny
tyto spektrálńı složky vzniklé prosakováńım vynuluje a ponechá pouze prvńı spektrálńı složku
s otočeným znaménkem (viz Obr.17b a Obr.17d). Dı́lč́ı výsledky výpočtu ADZT pro DFT
spektrum podle Obr.17a jsou uvedeny v tabulce 2 a jejich interpretace je stejná jako u
hodnot v tabulce v předchoźı kapitole 6.1. Prvńıch pět spektrálńıch složek je poč́ıtáno podle
prvńıho postupu výpočtu ADZT a to z toho d̊uvodu, že energie těchto spektrálńıch složek
nar̊ustá a proto bude optimálńı š́ı̌rka pásma m vždy rovna 1 a stacionárńı i nestacionárńı část
budou mı́t vždy opačná znaménka. Jakmile se změńı znaménko spektrálńı složky, je ADZT
poč́ıtáno třet́ım zp̊usobem a to z toho d̊uvodu, že stacionárńı i nestacionárńı část maj́ı stejná
znaménka (viz určeńı š́ı̌rky pásma pro pro stacionárńı část se záporným znaménkem popsané
v kapitole 6.1) a zároveň je stacionárńı část větš́ı než nestacionárńı. Proto bude š́ı̌rka pásma
podle vztahu (45) maximálńı a v tomto př́ıpadě tedy rovna 5. ADZT spektrálńı složka SZ(l)
se bude poč́ıtat vztahem (39). Následuj́ıćı spektrálńı složky S(7)−S(10) budou opět nulové,
protože znaménka stacionárńı a nestacionárńı části jsou r̊uzná a š́ı̌rka pásma je opět rovna
1 nebo takové hodnotě, aby nestacionárńı část obsahovala spektrálńı složku s indexem 6.

Poznámka: Tato kapitola je doplněna séríı obrázk̊u, která je uložena na přiloženém CD
v adresář́ıch leakage-01 - leakage-05, kde jsou zobrazeny DFT a ADZT spektra jednoho
a v́ıce harmonického signálu s měńıćı se fáźı s krokem 1

8
π a kmitočtem, které neodpov́ıdá

frekvenčńımu rozlǐseńı DFT a ADZT a t́ım vzniká ve spektru prosakováńı.

6.3 Detekce okamžité obálky

Jednou z daľśıch vlastnost́ı ADZT je schopnost zachyceńı pulzováńı energie mezi jednot-
livými harmonickými složkami signálu. DFT dokáže zachytit toto pulzováńı pouze tehdy,
je-li délka okna kratš́ı než vlastńı perioda harmonických složek signálu. Zat́ımco ADZT za-
chycuje toto pulzováńı energie mezi jednotlivými složkami signálu i v př́ıpadě, kdy je okno
transformace deľśı než vlastńı perioda těchto harmonických složek. Tato vlastnost je dána
časovou selektivitou bázových polynomů ADZT [1], což zároveň souviśı s fázovou citlivost́ı
transformace, jak je patrné z podkapitoly 6.1, kde výpočet dané spektrálńı složky ADZT
spektra záviśı nejen na velikosti nižš́ıch spektrálńıch složek vstupuj́ıćıho DFT spektra, ale
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Obrázek 17: Spektrum DFT (a, b) a ADZT (c, d) harmonického signálu, který neńı orto-
gonálńı na bázové polynomy DFT a t́ım vzniká spektrálńı prosakováńı

Tabulka 2: Tabulka obsahuje d́ılč́ı výsledky výpočtu ADZT pro variant a obrázku 17.
index znaménko stac. znaménko nestac. zp̊usob výp. š́ı̌rka pásma zol. spektrum

1
2 + - 1 1 0
3 + - 1 1 0
4 + - 1 1 0
5 + - 1 1 0
6 - - 3 5 Z(n)
7 - + 1 2 0
8 - - 1 1 0
9 - + 1 4 0
10 - + 1 1 0
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i na jejich znaménku, které odpov́ıdá fázi signálu. Systematickou analýzou této vlastnosti
bylo prokázáno, že zachyceńı pulsováńı energie mezi jednotlivými harmonickými složkami
signálu odpov́ıdá detekci okamžité obálky analyzovaného signálu.

Jako prvńı ukázka schopnosti ADZT detekovat okamžitou obálku signálu poslouž́ı signál
složený ze součtu dvou harmonických signál̊u, jejichž kmitočet je ortogonálńı k bázi DFT,
č́ımž nevzniká žádné spektrálńı prosakováńı. Tento signál je zobrazen na Obr.18a. Dı́ky tomu
je z pr̊uběhu tohoto zologramu na Obr.18b vidět, jak ADZT detekuje oba tyto harmonické
signály v zologramu jako vodorovné ”čáry sed́ıćı”na 32 a 36 spektrálńım indexu. Ze zologramu
je dále možné pozorovat obálku analyzovaného signálu, která je zde reprezentována jako
periodická změna hodnoty spektrálńı složky odpov́ıdaj́ıćı harmonické složce signálu s vyšš́ı
frekvenćı (v tomto př́ıpadě spektrálńı složka s indexem 36) až po jej́ı úplné vynulováńı. Mı́sta
s nulovou hodnotou amplitudového spektra odpov́ıdaj́ı uzl̊um analyzovaného signálu a jak
je z uvedeného zologramu patrné, tak perioda přerušováńı koreluje s okamžitou obálkou
vstupńıho signálu, která je vykreslena červenou barvou v časové oblasti na Obr.18a a pro
lepš́ı názornost i do zologramu na Obr.18b. Pomoćı vztahu pro součet goniometrických funkćı

cos(α) + cos(β) = 2 cos

(
α + β

2

)
cos

(
α− β

2

)
(69)

lze dokázat, že perioda nosného signálu je rovna polovině součtu frekvenćı harmonických
složek signálu a tedy po dosazeńı za α = 36fs/N a β = 32fs/N je rovna 34fs/N (viz vy-
značená perioda signálu na Obr.18a), zat́ımco perioda modulačńıho signálu je rovna polovině
rozd́ılu těchto frekvenćı, což v tomto př́ıpadě 2fs/N . Perioda modulačńıho signálu je rovněž
vyznačena na Obr.18a a je totožná s periodou nulových hodnot vyšš́ı spektrálńı složky (viz
Obr.18b).

Při detailněǰśım pohledu na pr̊uběh zologramu analyzovaného signálu je patrné, že zolo-
gram neobsahuje (respektive že ADZT nedetekuje) pouze dvouúrovňové hodnoty spektrál-
ńıch složek signál̊u, ale že jsou tyto složku měněny s úrovńı okamžité obálky signálu, jak je
zobrazeno na Obr.18c, kde jsou vyneseny pr̊uběhy spektrálńıch složek amplitudového spektra
odpov́ıdaj́ıćıho harmonickým složkám signálu.

Pokud jsou vyneseny jednotlivé harmonické složky signálu zvlášt’, je možné lépe pozorovat
chováńı ADZT a určovat, kdy jsou jednotlivé spektrálńı složky nulovány, jak je tomu na
Obr.19. Sč́ıtáńım těchto harmonických složek signálu jsou určeny uzly (výsledný signál je
nulový) a kmitny (výsledný signál má maximálńı hodnotu) analyzovaného signálu. Dı́ky
tomu, že bázové polynomy ADZT jsou selektivńı v čase kolem svého středu [1], lze pak určit,
kdy se bude daná spektrálńı složka analyzovaného signálu nulovat a kdy ne. Jako např́ıklad
pro spektrum odpov́ıdaj́ıćı časovému indexu 165 ze zologramu vykresleném na Obr.19, kdy
je vyšš́ı harmonická složka rovna nula a tedy energie signálu je nesena pouze nižš́ı složkou.

Podobný postup lze aplikovat i na signály s v́ıce harmonickými složkami, pokud spek-
trum analyzovaného signálu neobsahuje žádně prosakováńı, tak lze stále poměrně snadno
stanovit vztah mezi pr̊uběhy jednotlivých harmonických složek signálu a pulzováńım jejich
obraz̊u v ADZT spektru. Obecně lze ř́ıci, že celková obálka signálu je v zologramu zob-
razena periodickou změnou spektrálńı složky odpov́ıdaj́ıćı harmonickému signálu daného

50



Obrázek 18: Pr̊uběh signálu složeného ze dvou harmonických složek s jednotkovou amplitu-
dou a frekvenćı f1 = 32fs/N a f2 = 36fs/N s vyznačenou okamžitou obálkou (a), zologram
tohoto signálu (b) a pr̊uběh spektrálńı složky odpov́ıdaj́ıćı f2 (c).

51



Obrázek 19: Pr̊uběh signálu složeného ze dvou harmonických složek s jednotkovou amplitu-
dou a frekvenćı f1 = 16fs/N a f2 = 32fs/N s vyznačenou okamžitou obálkou (a), zologram
tohoto signálu (b) a pr̊uběh spektrálńı složky odpov́ıdaj́ıćı f1 (c).

52



signálu s nejvyšš́ı frekvenćı. To je dáno t́ım, že ADZT poč́ıtá vždy aktuálńı spektrálńı složku
z nižš́ıch spektrálńıch složek (respektive nastavuje optimálńı parametry bázových funkćı),
a proto každá spektrálńı složka zologramu vždy reflektuje pouze d́ılč́ı obálku všech složek
signálu odpov́ıdaj́ıćı nižš́ım frekvenćı. Např́ıklad pro signál složený ze směsi tř́ı harmonických
signál̊u zobrazeného na Obr.20 plat́ı, že celková obálka signálu je v zologramu zobrazena
periodickou změnou spektrálńı složky s indexem 48. To je ilustrováno na Obr.20a, kde je
časový pr̊uběh signálu zobrazen modrou barvou a celková obálka je zobrazena červenou bar-
vou. Obálka tohoto signálu je zároveň vynesena do zologramu na Obr.20b, kde je zobrazena
zeleně. Spektrálńı složka s indexem 36 nese informaci o obálce signálu tvořeného nižš́ımi
frekvenčńımi složkami, jenž odpov́ıdaj́ı spektrálńım index̊um 36 a 32. Tato obálka d́ılč́ıho
signálu je zobrazena na Obr.20b modrou barvou. Jednotlivé pr̊uběhy spektrálńıch složek
jsou vykresleny na Obr.20c.

V opačném př́ıpadě, kdy analyzovaný signál obsahuje spektrálńı prosakováńı, se možnost
stanoveńı vzájemného vztahu mezi jednotlivými pr̊uběhy harmonických složek a pulzováńım
spektrálńıch složek dosti komplikuje a prozat́ım tento vztah nelze jednoznačně stanovit.
Obecně lze ř́ıci, že periodická změna vyšš́ıch spektrálńıch složek vedoućı až k jejich pro-
mazáváńı odpov́ıdá změnám okamžité obálky pouze tehdy, je-li signál ortogonálńı na bázi
ADZT. Pokud tato podmı́nka neńı splněna, může poté spektrálńı prosakováńı, které je
zp̊usobené některou z vyšš́ıch spektrálńıch složek signálu, zasahovat i do nižš́ıch spektrálńıch
složek signál̊u. T́ım pádem ADZT může rovněž smazat i spektrálńı složku odpov́ıdaj́ıćı
nižš́ı harmonické složce signálu jako je tomu na zologramu uvedeném na Obr.21 (viz spodńı
spektrálńı složka s indexem 32 odpov́ıdaj́ıćı nejnižš́ı frekvenci signálu). Nicméně stále plat́ı,
že v zologramu je př́ıtomna přibližná informace o změně okamžité obálky celého signálu,
kterou u frekvenčně vyšš́ıch složek lze využ́ıt ke stanoveńı uzl̊u signálu. Toto lze považovat
za zaj́ımavou vlastnost umožňuj́ıćı vhled do vztah̊u mezi globálńım popisem signálu pomoćı
DFT a jeho lokálńım popisem pomoćı okamžité obálky.

Z provedené analýzy chováńı ADZT během spektrálńı analýzy stacionárńıch signál̊u ob-
sahuj́ıćı v́ıce harmonických složek, je zřejmé že ADZT je pro analýzu těchto typ̊u signál̊u
vhodná a to z několika d̊uvod̊u. ADZT je schopna velmi efektivně potlačovat spektrálńı pro-
sakováńı a zároveň s t́ım poskytuje informace o lokálńıch vlastnostech signál̊u týkaj́ıćı se
okamžité obálky analyzovaného signálu.
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Obrázek 20: Pr̊uběh signálu složeného ze tř́ı harmonických složek s jednotkovou amplitudou
a frekvenćı f1 = 32fs/N , f2 = 36fs/N a f3 = 48fs/N s vyznačenou okamžitou obálkou (a),
zologram tohoto signálu (b) a pr̊uběh spektrálńıch složek odpov́ıdaj́ıćı f1 a f2 (c)..

54



Obrázek 21: Pr̊uběh signálu složeného ze tř́ı harmonických složek s jednotkovou amplitudou
a frekvenćı f1 = 32fs/N , f2 = 36fs/N a f3 = 48fs/N s vyznačenou okamžitou obálkou (a),
zologram tohoto signálu (b) a pr̊uběh spektrálńıch složek odpov́ıdaj́ıćı f1 a f2 (c)..
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6.4 Vliv velikosti š́ı̌rky pásma

Z teoretického pohledu lze chováńı ADZT a nastavováńı parametr̊u jej́ı báze pomoćı š́ı̌rky
pásma m a indexu nestacionarity k shrnout do následuj́ıćıch dvou tvrzeńı.

1. Pokud je signál stacionárńı, ADZT se snaž́ı nastavit nejlepš́ı frekvenčńı rozlǐseńı, které
odpov́ıdá rozlǐseńı DFT. To je dáno t́ım, že ADZT algoritmus nastavuje parametry
bázových funkćı podle DFT spektra analyzovaného signálu. V tomto př́ıpadě by měla
být š́ı̌rka pásma minimálńı m = 0, čemuž odpov́ıdá ADZT spektrálńı maska tvořená
pouze stacionárńı část́ı, což vede na použit́ı stejné bázové funkce jako je pro DFT a
tedy se použije komplexńı exponenciála.

2. Pokud bude analyzovaný signál obsahovat nějakou nestacionaritu, bude se ADZT al-
goritmus snažit nastavit maximálńı š́ı̌rku pásma m = l/2, kde l je index analyzované
spektrálńı složky a t́ım dosáhnout maximálńı selektivity v časové oblasti. Bázový po-
lynom se v tomto (ideálńım) př́ıpadě rovná Zolotarevovu polynomu.

Princip nastavováńı ADZT bázových polynomů je naznačen na Obr.22. Prvńı řádek to-
hoto obrázku zobrazuje v pravé části (viz Obr.22a) pr̊uběh obdélńıkového okna w[n], kterým
je vyb́ırán analyzovaný signál. Tomuto pr̊uběhu odpov́ıdá spektrum W [l] vykreslené v levé
části prvńıho řádku (viz Obr.22b). Toto spektrum obsahuje pouze jednu spektrálńı složku,
č́ımž je dosaženo maximálńı přesnosti lokalizace ve frekvenčńı oblasti, zat́ımco v časové ob-
lasti je lokalizace minimálńı. Pro harmonický signál dojde k modulaci tohoto okna w[n] a
t́ım k posunu spektrálńı složky na vyšš́ı frekvence, jak je zobrazeno na Obr.22c a Obr.22d.
Pro dosažeńı maximálńı lokalizace v čase, je potřeba v ideálńım př́ıpadě pro výběr signálu
použ́ıt jednotkový impuls d[n], který je ilustrován na Obr.22e, jehož spektrum D[l] obsa-
huje všechny spektrálńı složky (viz Obr.22f), což vede na minimálńı lokalizaci ve frekvenci.
Jednotkový impuls muśı být přesně ve středu segmentu. Při posunu impulsu mimo střed
segmentu se spektrum D[l] začne měnit. Pro DFT plat́ı |D[l]| = 1 pro všechny l bez ohledu
na pozici impulsu. Pro ADZT toto chovańı neplat́ı a je popsáno v následuj́ıćı kapitole 6.5.

Této vlastnosti maximálńı detekce v čase a ve spektru využ́ıvá ADZT při nastavováńı op-
timálńıch parametr̊u bázových funkćı. Následuj́ıćı popis vysvětluje, jak ADZT dosahuje ma-
ximálńı časové selektivity svých bázových funkćı. Jak bylo zmı́něno výše, maximálńı časové
lokalizace je dosaženo, pokud by se použil v ideálńım př́ıpadě jednotkový impuls, jenž je
představován ve spektru ±1 (viz Obr.23a a Obr.23b). Symetrické odebráńı (nulováńı) spek-
trálńıch složek ze spektra tohoto signálu odpov́ıdaj́ıćı nižš́ım spektrálńım index̊um vede na
”rozmazáńı”signálu v čase a t́ım ke zhoršeńı časové lokalizace. Toto chováńı je zobrazeno na
Obr.23d a Obr.23f a jim odpov́ıdaj́ıćı časové pr̊uběhy na Obr.23c a Obr.23e.

Ze vztah̊u (39) a (40) je zřejmé, že jednotlivé spektrálńı složky Zolotarevova spektra
jsou poč́ıtány z nižš́ıch spektrálńıch složek vybraných ADZT maskou (viz Obr.2) a že se
časové rozlǐseńı zlepšuje s roustoućı frekvenćı (viz Obr.1c). Tato vlastnost je znázorněna
na Obr.24, kde jsou ze spektra jednotkového impulsu (představuj́ıćı ideálńı polynom pro
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Obrázek 22: Princip dosažeńı maximálńı přesnosti lokalizace v čase a frekvenci. V levém
sloupci jsou zobrazeny časové pr̊uběhy obdélńıkového okna w[n] (a), sinusového signálu x[n]
(c) a jednotkového impulsu d[n] (e). V pravé části jsou zobrazeny odpov́ıdaj́ıćı spektra signál̊u
z levé části a spektrum obdélńıkového okna W [l] (b), sinusového signálu X[l] (d) a jednot-
kového impulsu D[l] (f).
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Obrázek 23: Princip zhoršováńı časové přesnosti bázových polynomů symetrickým nulováńım
spektrálńıch složek ve směru od nejnižš́ı spektrálńı složky po nejvyšš́ı. V levém sloupci jsou
zobrazeny časové pr̊uběhy jednotkového impulsu d[n] (a) a signálu vytvořených vynulováńım
prvńıch šesti d6[n] (b) a čtrnácti d14[n] (c) spektrálńıch složek. V pravé části jsou zobrazeny
odpov́ıdaj́ıćı spektra signál̊u z levé části D[l] (b), D6[l] (d) a D14[l] (f).
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maximálńı časovou lokalizaci nestacionarity signálu) symetricky odeb́ırány spektrálńı složky.
V tomto př́ıpadě jsou tyto složky odeb́ırány postupně ve směru odpov́ıdaj́ıćımu složkám s
vyšš́ım indexem. Jak je z jednotlivých pr̊uběh̊u signál̊u na Obr.24c a Obr.24e vidět, tak se
polynomy s vyšš́ım počtem odebraných spektrálńıch složek v́ıce vzdaluj́ı od jednotkového
impulsu a t́ım se zhoršuje jejich schopnost časové lokalizace. Tento fakt potvrzuje to, že
časové rozlǐseńı ADZT se s rostoućım spektrálńım indexem (frekvenćı) zlepšuje.

Obrázek 24: Princip zhoršováńı časové přesnosti bázových polynomů symetrickým nulováńım
spektrálńıch složek ve směru od nejvyšš́ı spektrálńı složky po nejnižš́ı. V levém sloupci jsou
zobrazeny časové pr̊uběhy jednotkového impulsu d[n] (a) a signál̊u vytvořených vynulováńım
posledńıch čtyř d−4[n] (b) a dvanácti d−12[n] (c) spektrálńıch složek. V pravé části jsou
zobrazeny odpov́ıdaj́ıćı spektra signál̊u z levé části D[l] (b), D−4[l] (d) a D−12[l] (f).

Výše uvedené principy jsou v ADZT promı́tnuty skrze jej́ı adaptivńı bázi. Spektrum
těchto bázových polynomů je zobrazeno na Obr.6e a Obr.6f. Z principu uvedeném na Obr.22,
Obr.23 a Obr.24 vyplývá, že ADZT dosahuje nejlepš́ıho časového rozlǐseńı pro nejvyšš́ı
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spektrálńı složky s nastavenou maximálńı š́ı̌rkou pásma m, jak je zobrazeno na Obr.25a
a Obr.25b, kde se š́ı̌rka pásma m i řád analyzuj́ıćıho polynomu l rovenj́ı N/2. Na pr̊uběhu
zobrazeném na Obr.25d je ukázáno spektrum bázového polynomu řádu l = 10 s š́ı̌rkou
pásma m = l a jak je vidět z časového pr̊uběhu tohoto polynomu, jeho pr̊uběh je vzdálen od
pr̊uběhu analyzuj́ıćıho polynomu z Obr.25a, který dosahuje maximálńı časovou selektivitu.
Omezeńım š́ı̌rky pásma m se časová selektivita tohoto analyzuj́ıćıho polynomu dále snižuje
(viz Obr.25e) a na druhou stranu se zvyšuje jeho frekvenčńı selektivita (viz Obr.25f). Jakmile
š́ı̌rka pásma m je rovna 0, analyzuj́ıćı polynom má minimálńı časovou selektivitu a zarověň
maximálńı frekvenčńı selektivitu, jak je patrné z Obr.25g a 25h.

Jinými slovy, pokud ADZT algoritmus nastav́ı maximálńı š́ı̌rku pásma m, tak tomu
bude ve spektru odpov́ıdat obraz aproximovaných Zolotarevových polynomů, jemuž odpov́ıdá
v časové oblasti maximálně selektivńı analyzuj́ıćı bázový polynom. V opačném př́ıpadě,
když bude signál stacionárńı, bude ADZT nastavovat minimálńı š́ı̌rku pásma m, tak aby
analyzuj́ıćı bázové polynomy dosahovaly maximálńı přesnosti lokalizace ve frekvenci (viz
popsaný princip na Obr.22).
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Obrázek 25: Princip nastavováńı časové a frekvenčńı přesnosti ADZT. V levém sloupci jsou
zobrazeny časové pr̊uběhy jednotlivých bázových polynomů. V pravé části jsou zobrazeny
odpov́ıdaj́ıćı spektra signál̊u z levé části, kde velikost stacionárńı části je rovna velikosti
jednotlivých spektrálńıch složek nestacionárńı části, proto jsou všechny spektrálńı složky
rovny ±1.
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6.5 Poloha pulsu v segmentu

Jednou z hlavńıch přednost́ı ADZT je velice dobrá schopnost lokalizace nestacionarity signálu
v čase a to d́ıky bázovým polynomům, které jsou tvořeny Zolotarevovými polynomy, jejichž
parametry jsou adaptivně nastavovány ADZT algoritmem. Obr.26 zobrazuje spektrogram
a zologram signálu, který obsahuje pouze jednotkový impuls. Tento signál představuje sil-
nou nestacionaritu v časové doméně. Jak je vidět z pr̊uběhu spektrogramu na Obr.26b vy-
tvořeného obdélńıkovým oknem délky 64 s krokem segmentace 1, tak DFT tento puls loka-
lizuje s přesnost́ı 64 vzork̊u, což odpov́ıdá velikosti segmentuj́ıćıho okna. Tato vlastnost je
dána t́ım, že DFT báze je tvořena komplexńı exponenciálou, jej́ıž délka je neměnná a t́ım
poskytuje DFT fixńı časové rozlǐseńı nezávislé na poloze pulsu v segmentu signálu.

Na druhou stranu ADZT, respektive jej́ı krátkodobá varianta STADZT, dokáže tento
puls detekovat téměř s přesnost́ı na 1 vzorek pro vyšš́ı frekvence. Tento fakt lze sledovat z
pr̊uběhu zologramu na Obr.26c, kde je jednotkový puls zobrazen jako rozšǐruj́ıćı se špička
připomı́naj́ıćı tvar ”Ještědu”. Tento tvar detekovaného jednotkového pulsu je zp̊usoben t́ım,
že ADZT dokáže nejlépe detekovat náhlé změny signálu, pouze tehdy, když jsou tyto nestacio-
narity ve středu segmentu, tzn. jednotkový puls muśı být přesně vycentrován v analyzovaném
segmentu. Rozšǐruj́ıćı se tvar spektra v čase je dán zp̊usobem sestavováńım matice Z. Protože
prvńı dvě složky spektra DFT algoritmus ADZT neupravuje a ponechává je nezměněné v
Zolotarevovu spektru, je základna ”Ještědu”dána časovým rozlǐseńım DFT. Navržené modi-
fikace částečně kompenzuj́ı tuto nevýhodu STADZT a budou detailně popsány v kapitole 8.

S pozorovaným jevem, kdy se měńı přesnost časové lokalizace v závislosti na dané frek-
venci, se lze setkat též setkat u WT popsané v kapitole 2.8. Porovnáńı časově-frekvenčńıho
rozlǐseńı STDFT, WT a STADZT je znázorněno na Obr.1. Na rozd́ıl od WT, kde časové
rozlǐseńı pro vyšš́ı hladiny (parametr a) roste a frekvenčńı rozlǐseńı naopak klesá, je časové
rozlǐseńı ADZT dáno mı́rou nestacionarity analyzovaného signálu skrze parametr š́ı̌rky pásma
m analyzuj́ıćı bázové funkce. Frekvenčńı rozlǐseńı STADZT je určené délkou segmentu signálu
a je neměnné. Podobnost ADZT s WT lze rovněž spatřovat v tom, že podobně jako u WT,
je i u ADZT prováděn výpočet vzájemné energie segmentu signálu se Zolotarevovým po-
lynomem. Na rozd́ıl od WT je ovšem př́ıslušný Zolotarev̊uv polynom určen vlastnostmi
analyzovaného signálu a nikoliv transformaćı mateřské vlnky nezávisle na signálu. Proto
myšlenka ADZT odpov́ıdá v́ıce principu metody hlavńıch komponent (PCA) než principu
vlnkové transformace.

Obr.27 zobrazuje čtyři Zolotarevovy spektra převzatá ze zologramu uvedeném na Obr.26
společně se vstupńım signálem, který obsahuje pouze jednotkový puls. Zologramy jsou vy-
brány pro čtyři polohy pulsu v segmentu odpov́ıdaj́ıćı časovým index̊um 33, 44, 60 a 64
spektrogramu. Pro dva krajńı př́ıpady Obr.26a a Obr.26d, které odpov́ıdaj́ı pulsu na začátku
segmentu a na jeho středu odpov́ıdaj́ı spektra, která obsahuj́ı bud’ pouze prvńı dvě spektrálńı
složky a nebo všechny spektrálńı složky. Pro prvńı uvedený př́ıpad na Obr.26a ADZT
detekuje jednotkový impuls představuj́ıćı nestacionaritu, ale nastaveńım parametr̊u svých
bázových polynomů smaže veškeré spektrálńı složky a nechá pouze dvě spodńı složky od-
pov́ıdaj́ıćı DFT. Druhý krajńı př́ıpad, kdy je impuls ve středu segmentu a odpov́ıdá spektru,
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které obsahuje všechny spektrálńı složky stejně jako DFT spektrum. Zbývaj́ıćı dvě polohy
pulsu jsou vybrané z prvńı poloviny segmentu, j́ımž odpov́ıdaj́ı spektra, která nejsou kon-
stantńı, ale postupně obsahuj́ı pouze několik spodńıch spektrálńıch složek. Počet spektrálńıch
složek obsažených v ADZT spektru odpov́ıdá poloze pulsu v analyzovaném signálu. Tento
vztah má exponenciálńı charakter, jak je patrné z pr̊uběhu počtu spektrálńıch složek v
závislosti na poloze jednotkového impulsu v segmentu analyzovaného signálu zobrazených
na Obr.28, kde počet spektrálńıch složek postupně nar̊ustá s t́ım, jak se puls přibližuje ke
středu segmentu.

Obrázek 26: Časová lokalizace jednotkového impulsu (a) pomoćı STDFT (b) a STADZT (c)
vytvořené pomoćı pravoúhlého segmentačńıho okna délky 64 vzork̊u s krokem segmentace o
jeden vzorek.
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Obrázek 27: Vliv polohy jednotkového pulsu na Zolotarevovo spektrum. Prvńı řádek (a)
ukazuje vybrané polohy jednotkového impulsu v segmentu a to postupně pro polohy 1, 12,
28 a 32. Těmto signál̊um odpov́ıdaj́ı jednotlivá Zolotarevova spektra na druhém řádku (b).

Z uvedeného porovnáńı detekce jednotkového impulsu na Obr.26 se nab́ıźı myšlenka,
že DFT je rovněž schopna časově lokalizovat tento impuls s velkou přesnost́ı a to tak, že
tento impuls bude vždy centrován na střed oblasti, v tomto př́ıpadě tedy na 64. segment.
Tento postup je možné použ́ıt pouze tehdy, když je zajǐstěno, že analyzovaný signál obsahuje
pouze jeden jednotkový impuls a nebo jeho vzdálenost je deľśı než délka segmentovaćıho
okna. V opačném př́ıpadě docháźı ke zvětšeńı oblasti obsahuj́ıćı energii signálu rovnoměrně
rozloženou do všech frekvenčńıch složek signálu, a tak neńı zcela jasné kolik jednotkových
impuls̊u je skryto v této oblasti. Tato situace je zobrazena na Obr.29 a Obr.30, kde jsou tyto
jednotkové impulsy od sebe vzdáleny na délku segmentačńıho okna (Obr.29) a na polovinu
délky segmentačńıho okna (Obr.30). Jak je vidět ze zobrazených spektrogramů, STDFT
neńı schopna tyto impulsy od sebe rozeznat (Obr.29b a Obr.30b). Naproti tomu STADZT je
schopna tyto dva jednotkové impulsy detekovat nezávisle na jejich vzdálenosti, jak je patrné
z Obr.29b a Obr.30b, kde jsou tyto pulsy opět lokalizovány typickým tvarem ”Ještědu”s
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Obrázek 28: Počet spektrálńıch čar v závislosti na poloze jednotkového impulsu v segmentu
signálu pro r̊uzné délky segmentu: 64 (a), 128 (b), 256 (c).

velkou přesnost́ı pro vyšš́ı frekvence.

Na základě výsledk̊u této kapitoly lze ř́ıci, že ADZT umı́ velice dobře lokalizovat silné
nestacionarity signálu v čase, které jsou zde představovány jednotkovým impulsem a to i v
př́ıpadě, kdy je vzdálenost mezi těmito impulsy kratš́ı než je délka okna segmentace. Z této
provedené analýzy vyplývá, že ADZT je vhodná ke spektrálńı analýze těchto typ̊u signál̊u
obsahuj́ıćı nestacionárńı složky.
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Obrázek 29: Časová lokalizace dvou jednotkových impuls̊u (a) pomoćı STDFT (b) a STADZT
(c) vytvořené pomoćı pravoúhlého segmentačńıho okna délky 64 vzork̊u s krokem segmentace
o jeden vzorek. Jednotkové pulsy jsou od sebe vzdáleny na délku okna segmentace, tj. 64.

Obrázek 30: Časová lokalizace dvou jednotkových impuls̊u (a) pomoćı STDFT (b) a STADZT
(c) vytvořené pomoćı pravoúhlého segmentačńıho okna délky 64 vzork̊u s krokem segmentace
o jeden vzorek. Vzdálenost jednotkových pulsu je v tomto př́ıpadě kratš́ı než je délka okna
segmentace, v tomto př́ıpadě 32 vzork̊u. 66



6.6 Mapováńı pr̊uchod̊u algoritmem ADZT

V kapitole 4.2 je podrobně popsán postup, jak ADZT algoritmus vypoč́ıtá spektrálńı složky
ADZT spektra podle jednoho ze tř́ı možných postup̊u znázorněném diagramem na Obr.3.
Jedńım z vhodných zp̊usob̊u analýzy chováńı ADZT je možnost vykresleńı těchto pr̊uchod̊u
algoritmem do map, které ukazuj́ı použitý zp̊usob výpočtu jednotlivých spektrálńıch složek
v čase. T́ım je źıskán nový nástroj pro analýzu chováńı ADZT a vyhodnoceńı frekvence
pr̊uchod̊u algoritmem.

Prvńı dva řádky na Obr.31 představuj́ı spektrogram a zologram signálu, který je volen z
ohledem na dobré znázorněńı vlastnost́ı ADZT a jeho výběr je bĺıže diskutován v následuj́ıćı
kapitole 5. Analyzovaný signál obsahuje dvě hlavńı části. Prvńı oblast́ı je stacionárńı část
tvořená ze dvou harmonických složek, které nejsou ortogonálńı na bázi DFT, a proto zde
vzniká spektrálńı prosakováńı. To je vidět na spektrogramu vytvořeném pravoúhlým oknem
o délce N = 128 a s krokem segmentaci 1. Parametry spektrogramu nejsou voleny optimálně,
protože DFT spektrum vstupuje do ADZT, která nepotřebuje jakkoliv modifikovat vstupńı
signál váhovaćım oknem (optimálńı volbou parametr̊u ADZT se podrobněji zabývá samo-
statná kapitola 7). Druhá část analyzovaného signálu obsahuje kromě harmonického signálu i
Dirac̊uv impuls, který reprezentuje silnou nestacionaritu v časové oblasti. Z porovnáńı spek-
trogramu a zologramu je patrné, že ADZT dokáže potlačit spektrálńı potlačeńı (viz kapitola
6.2) a zároveň zvládne s vysokou přesnost́ı lokalizovat jednotkový impuls v časové oblasti.

Mapy pr̊uchod̊u algoritmem vykresleny na Obr.31c a Obr.31d ukazuj́ı, jak ADZT potla-
čuje spektrálńı prosakováńı d́ıky volbě prvńıho zp̊usobu výpočtu ADZT spektra a pouze v
př́ıpadě, kdy spektrálńı složka odpov́ıdá harmonické složce analyzovaného signálu, je tato
ADZT spektrálńı složka určena (ve většině př́ıpadech) pomoćı třet́ıho zp̊usobu výpočtu.
Výběr třet́ıho pr̊uchodu algoritmem je dán t́ım, že tato část signálu obsahuje jen dvě harmo-
nické složky, které jsou stabilńı a kromě spektrálńıho prosakováńı neobsahuje DFT spektrum
žádné jiné signifikantńı artefakty a proto je ADZT schopna vybrat pouze d̊uležitou část
spektra (viz kapitola 6.2). Při pohledu na mapu pr̊uchod̊u signálu tvořenou jednotkovým
impulsem (oblast kolem časové oblasti 150-250) je vidět, že ADZT už v́ıce využ́ıvá i zbylé
dva zp̊usoby výpočtu ADZT spektra, protože vstupńı DFT spektrum signálu obsahuje hodně
artefakt̊u zp̊usobené silnou nestacionaritou analyzovaného signálu. Přesto je schopna ADZT
na rozd́ıl od DFT celkem přesně lokalizovat jednotkový impuls v čase (viz kapitola 27).

Mapy pr̊uchod̊u jsou doplněny histogramem četnost́ı těchto pr̊uchod̊u zobrazeným pro
reálnou a imaginárńı složku zvlášt’ na Obr.32. Vyobrazené histogramy jen potvrzuj́ı výše
popsané chováńı, kdy ADZT při analýze stacionárńıho signálu procháźı z větš́ı části prvńı
zp̊usobem výpočtu ADZT spektra, zat́ımco při výskytu nestacionarity je spektrum poč́ıtáno
pomoćı zbylých dvou zp̊usob̊u.

Při vytvářeńı map pr̊uchod̊u ADZT spekter signál̊u, které neobsahuj́ı žádné spektrálńı
prosakováńı, je možné spatřit velmi malé (řádově e−14) hodnoty DFT spektra. Tyto hodnoty
vzniknou během vypočtu pomoćı FFT algoritmu a jsou náhodně rozmı́stěny po celém spek-
tru mimo spektrálńı složky odpov́ıdaj́ıćı harmonickým složkám signálu. Dı́ky tomu ADZT
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algoritmus hledá optimálńı š́ı̌rku pásma m a index nestacionarity k i pro tyto náhodné hod-
noty a t́ım můžou být ovlivněny pomocné výstupy ADZT jako je k-gram, m-gram a samotné
mapy pr̊uchod̊u. Výsledná spektra signálu jsou však dle předpoklad̊u v pořádku, protože
se jedná o velmi malé hodnoty (e−14). Toto chováńı je možné potlačit t́ım, že se do ADZT
algoritmu zavede prahováńı vstupńıho DFT spektra a t́ım se tyto náhodné hodnoty nahrad́ı
malou konstantńı hodnou jako např́ıklad eps. Mapy pr̊uchod̊u na Obr.33 zobrazuj́ı výsledné
mapy vytvořené s ADZT algoritmem bez prahovańı (viz prvńı řádek tohoto obrázku) a s
prahováńım (viz druhý řádek téhož obrázku). Z porovnáńı těchto map je zřejmé, že použit́ı
prahováńı vede na mapy pr̊uchod̊u, které odpov́ıdá očekávanému chovańı ADZT algoritmu.
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Obrázek 31: Spektrogram (a) a zologram (b) složený ze dvou harmonických signál̊u s jednot-
kovou amplitudou a frekvenćı f1 = 16fs/N a f2 = 25.5fs/N a jednotkovým skokem. Mapy
pr̊uchod̊u výpočtu ADZT reálné (c) a imaginárńı (d) části spektra.
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Obrázek 32: Histogram pr̊uchod̊u výpočtu ADZT reálné (a) a imaginárńı (b) části spektra
odpov́ıdaj́ıćı zologramu na Obr.31b. Barevná škála jednotlivých sloupc̊u představuje časový
index zologramu (viz colorbar)
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Obrázek 33: Mapy pr̊uchod̊u výpočt̊u ADZT reálné a imaginárńı části bez použit́ı prahováńı
(a, b) hodnot vstupńıho DFT spektra do algoritmu ADZT a jeho použit́ı (c, d). Modrá barva
odpov́ıdá 1. zp̊usobu výpočtu, žlutá barvá odpov́ıdá 2. zp̊usobu a červená barva odpov́ıdá 3.
zp̊usobu.
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6.7 Analýza signál̊u se změnou frekvence a fáze

Tato kapitola se zabývá popisem chováńı ADZT, respektive jej́ı krátkodobé varianty STA-
DZT při analyzováńı signál̊u obsahuj́ıćı změnu jeho frekvence nebo fáze. Pr̊uběh těchto změn
může být bud’ skokový, kdy změna parametru představuje silnou nestacionaritu signálu, a
nebo pomalý, kdy se daný parametr kontinuálně měńı jako např́ıklad frekvenčńı modulace.
Diskutované výsledky STADZT jsou pro lepš́ı názornost společně uvedeny se širokopásmo-
vými a úzkopásmovými spektrogramy vytvořené pomoćı STDFT.

Prvńı uvedený př́ıpad popisuje náhlou změnu frekvence, kdy harmonický signál skokově
změńı svou frekvenci z 96 Hz na 160 Hz. Tato změna je pomoćı širokopásmového spektro-
gramu dobře lokalizována v čase, jak je patrné z Obr.34a, na kterém je rovněž možné pozoro-
vat odpov́ıdaj́ıćı nepřesné frekvenčńı rozlǐseńı dáno principem neurčitosti (5). Pokud je pro
generováńı spektrogramu použito dlouhé segmentačńı okno STDFT, dosahuje výsledný spek-
trogram dobré frekvenčńı rozlǐseńı, ale časová lokalizace změny frekvence signálu se zhorš́ı.
Výsledný úzkopásmový spektrogram zobrazený na Obr.34b, bude obsahovat přesahy obou
frekvenćı odpov́ıdaj́ıćı délce segmentačńıho okna, což je v tomto př́ıpadě 128 vzork̊u. Obr.34c
zobrazuje Zologram harmonického signálu se skokovou změnou frekvence a jak je z tohoto
obrázku zřejmé, tak STADZT je schopna lokalizovat tuto změnu v čase s velkou přesnost́ı
(přesah frekvenćı v čase je oproti úzkopásmovému spektrogramu minimálńı) a zároveň si
zologram zachovává dobré frekvenčńı rozlǐseńı. Na uvedeném zologramu lze částečně pozo-
rovat tvar ”Ještědu”, jenž signalizuje výskyt silné nestacionarity analyzovaného signálu (viz
detekce jednotkového pulsu).

Výsledky analýzy signálu s postupnou změnou frekvence signálu jsou ilustrovány dvěma
spektrogramy a jedńım zologramem v prostředńım sloupci na Obr.34, kde je zachyceno
spektrum signálu tvořeného směśı dvou harmonických signál̊u jejichž frekvence je postupně
u prvńıho signálu rozmı́tána od 36Hz do 220Hz a u druhého signálu právě naopak. V tomto
př́ıpadě, kdy je posun segmentačńıho okna roven 1 vzorku, poskytuj́ı oba spektrogramy
srovnatelnou časovou lokalizaci, tzv. ”kř́ıžeńı”rozmı́taných frekvenćı d́ılč́ıch harmonických
signál̊u (viz Obr.34d a Obr.34e). Použit́ım STADZT s obdélńıkovým oknem o délce 128
vzork̊u dosahuje výsledný zologram výrazně lepš́ıho časového rozlǐseńı. Z bližš́ıho pohledu
na uvedený zologram je však ale patrné, že detekované frekvence signál̊u nejsou v celém
zologramu konzistentńı. Jejich pr̊uběh je periodicky rušen vlastnost́ı ADZT, která se snaž́ı
detekovat okamžitou obálku signálu ve vyšš́ı frekvenčńı složce, která je proto periodicky
”promazávána”.

Daľśım parametrem, který může být u analyzovaného signálu měněn je jeho fáze. STDFT
tuto změnu lokalizuje v čase pro generované spektrogramy s odpov́ıdaj́ıćı přesnost́ı, jak je
patrné z vykreslených spektrogramů na Obr.34g a 34h. STADZT je schopna tuto změnu
fáze také časově lokalizovat a to s přesnost́ı až na jeden vzorek pro vyšš́ı harmonické složky,
jak je vidět z pr̊uběhu zologramu obsahuj́ıćı tvar ”Ještědu”, který je ”posazen”na spektrálńı
složce odpov́ıdaj́ıćı frekvenci harmonického signálu a směřuj́ıćıho směrem k vyšš́ım a i nižš́ım
frekvenčńım složkám spektra (viz Obr.34i).
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Obrázek 34: Spektrálńı analýza signálu se skokovou změnou frekvence pomoćı úzkopásmové-
ho STDFT (a), širokopásmového STDFT (b) a STADZT (c), signálu s postupně rozmı́tanou
frekvenćı STDFT (d), širokopásmového STDFT (e) a STADZT (f) a signálu se skokově
změněnou fáźı postupně rozmı́tanou frekvenćı STDFT (g), širokopásmového STDFT (h) a
STADZT (i). Zologramy byly vytvořené pomoćı pravoúhlého segmentačńıho okna délky 128
vzork̊u s krokem segmentace o jeden vzorek. Úzkopásmové spektrogramy byly vytvořeny
oknem délky 32 vzork̊u a širokopásmové spektrogramy oknem délky 256 vzork̊u.

73



Z analýzy provedené v této kapitole vyplývá, že signály s frekvenčńı a fázovou změnou lze
pomoćı ADZT analyzovat s dobrou časovou lokalizaćı změn a zároveň s dobrým frekvenčńım
rozlǐseńı.

6.8 Analýza signálu se změnou amplitudy

Analyzovaný signál může obsahovat kromě změny frekvence a fáze i změnu jeho amplitudy.
Při náhlé změně amplitudy analyzovaného signálu je chováńı ADZT stejné jako při detekci
náhlé změny fáze signálu, která byla popsána v předchoźı kapitole a ilustrována obrázky
ve třet́ım sloupci na Obr.34, a proto nebude tento př́ıpad znova popisován. Naopak měńı-
li se amplituda signálu plynule s určitou frekvenćı, jedná se o analyzováńı amplitudově
modulovaného signálu, což je podrobně rozebráno v kapitole 6.3 zabývaj́ıćı detekćı okamžité
obálky a proto ani tato změna nebude v této části znova diskutována.

Zvláštńım př́ıpadem změny amplitudy je tlumený harmonický signál, který lze generovat
pomoćı následuj́ıćıho vztahu

s(n) = An sin(
2πfn

fs
), A ∈ (0, 1), (70)

kde An představuje časovou konstantu tlumeńı, f je frekvence signálu a fs je vzorkovaćı
frekvence.

Odpov́ıdaj́ıćı zologramy a spektrogramy tohoto signálu jsou zobrazené na Obr.35 a to pro
r̊uzné tři počátečńı amplitudy A, které nabývaj́ı pro jednotlivé sloupce obrázku postupně
hodnoty 0.97 (prvńı sloupec), 0.95 (druhý sloupec) a 0.89 (posledńı sloupec).

Pomoćı Z transformace lze źıskat vztah pro výkonové spektrum tohoto signálu ve tvaru

S(exp (jθ)) = Z∗{s(n)}Z{s(n)}|z=exp (jθ), (71)

kde [39]

Z{s(n)} =
Az−1 sin(2πf

fs
)

1− 2Az−1 cos(2πf
fs

) + A2z−2
. (72)

Tento vztah ukazuje, že DFT spektrum tohoto signálu je v celém rozsahu nenulové z čehož
vyplývá, že se tedy jedná o širokopásmový signál. Spektrum této tlumeného harmonického
signálu je možné pozorovat na spektru odpov́ıdaj́ıćı 30-tému segmentu spektrogramu uve-
deného na Obr.35b, kde je výsledné spektrum zobrazeno jako ”kopec”přes celou frekvenčńı
oblast. ADZT považuje všechny spektrálńı složky tohoto spektra za spektrálńı prosakováńı a
snaž́ı se je proto z výsledného Zolotarevova spektra odstranit. Tento jev je možné pozorovat
na spektru 30-tého segmentu zologramu zobrazeném na Obr.35c, kde ADZT ponechá pouze
ty spektrálńı složky, které odpov́ıdaj́ı zadané frekvenci signálu. Dı́ky silné fázové citlivosti
ADZT je možné pozorovat vliv pozice okna v̊uči analyzovanému signálu, což se projev́ı pe-
riodickou změnou velikosti spektrálńıch složek ponechaných v Zolotarevově spektru, čemuž
odpov́ıdaj́ı uvedené zologramy spektrálńı složky s indexem 9 a 10.
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Dále je z uvedených zologramů a spektrogramů na Obr.35 zřejmé, že pokud je časová kon-
stanta obálky signálu porovnatelná s délkou okna segmentace jsou obě transformace schopné
tento signál detekovat s t́ım rozd́ılem, že STADZT zároveň odstraňuje všechny spektrálńı
složky, které neodpov́ıdaj́ı zadané frekvenci analyzovaného signálu. Jak je vidět z uvedeného
př́ıkladu tlumeńı v posledńım sloupci Obr.35, rozd́ıl nastává jakmile je časová konstanta
tlumeńı menš́ı než polovina délky okna, kdy je harmonický pr̊uběh signálu velmi rychle
utlumen. V tomto popisovaném př́ıpadě ztráćı STADZT schopnost tento signál detekovat,
a proto výsledný zologram (viz Obr.35i) obsahuje pouze prvńı a druhou spektrálńı složku
(dle definice výpočtu Zolotarevova spektra ADZT algoritmem). Z provedené analýzy chováńı
pomoćı mapováńı pr̊uchod̊u algoritmem (viz kapitola 6.6) vyplývá, že je mazáńı zp̊usobeno
t́ım, že ADZT procháźı pouze větv́ı algoritmu odpov́ıdaj́ıćı tomu, kdy má stacionárńı a ne-
stacionárńı část analyzovaného signálu opačné znaménko, což vede na vymazáńı analyzované
spektrálńı složky.

Dı́ky tomu, že je ADZT schopna zpětné rekonstrukce signálu ze spektra, neńı informace o
signálu zcela odstraněna, ale je přesunuta ve formě parametr̊u analyzuj́ıćıch bázových funkćı
matice Z, a proto je možné do jisté mı́ry pomoćı euklidovské normy určit, zdali analyzovaný
signál obsahuje nějakou významnou spektrálńı složku či nikoliv. Z uvedených pr̊uběh̊u eu-
klidovské normy (viz kapitola 4.4.5) lze ř́ıci, že signál obsahuje nějakou významnou složku
pokud tato norma neńı konstantńı. Toto tvrzeńı lze pozorovat v pr̊uběhu této normy pro
tlumený harmonický signál v posledńım př́ıpadě zobrazeném na Obr.35j, kde ilustrovaný
zologram neobsahuje informaci o tlumené harmonické složce, ale jej́ı př́ıtomnost je zachy-
cena periodickou změnou pr̊uběhu euklidovské normy zp̊usobenou adaptivńım nastavováńım
bázových funkćı ADZT.

Tento analyzovaný signál (70) odpov́ıdá modelu komplexńıch śınusovek v šumu, pro
který je vhodná Pronyho metoda nebo metoda využ́ıvaj́ıćı rozklad signálu do šumového
a signálového podprostoru [35]. Z uvedené analýzy v této kapitole je evidentńı, že ADZT
neńı pro tento typ širokopásmových signál̊u, které mohou být źıskány vybuzeńım rezonátoru
Diracovým impulsem, př́ılǐs vhodná.
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Obrázek 35: Analýza tlumeného harmonického signálu dle vztahu (70) pro r̊uznou počáteč-
ńı hodnotu A - A = 0.97 (a), A = 0.91 (d) a A = 0.86 (g). Odpov́ıdaj́ıćı spektrogramy
(b, e, h) a zologramy (c, e, i) jsou vytvořené pomoćı segmentačńıho okna délky 64 vzork̊u
s krokem segmentace o jeden vzorek. Pro spektrogramy je použito Hammingovo váhovaćı
okno a zologramy zase pravoúhlé. Posledńı řádek obrázku ilustruje pr̊uběh euklidovské normy
matice Z.
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6.9 Analýza signálu se šumem

Jedńım z ćıl̊u spektrálńı analýzy je analyzováńı signál̊u, které obsahuj́ı kromě vlastńıho
signál̊u taktéž i šum, který ztěžuje detekci jednotlivých harmonických složek a změny jejich
parametr̊u v čase. Některé tyto spektrálńı metody se použ́ıvaj́ı pro odstraněńı šumu ze
signálu a to t́ım zp̊usobem, že se signál převede do frekvenčńı oblasti (např́ıklad DFT s
vhodně zvoleným typem a délkou okna) a pomoćı prahováńı je nežádoućı šum ze signálu
odstraněn a následně se signál zpětně převede do časové oblasti.

ADZT se jev́ı pro tuto spektrálńı discipĺınu jako vhodný nástroj, což z prvńıch zologramů
uvedených na Obr.36 neńı moc patrné. Tento obrázek ilustruje výsledky STADZT a STDFT
harmonického signálu, který je ortogonálńı k analyzuj́ıćı bázi ADZT a rovněž i k bázi DFT.
Touto vlastnost́ı analyzovaného signálu nevzniká žádné spektrálńı prosakováńı. K tomuto
signálu je v r̊uzném poměru přičten b́ılý šum (náhodný signál s rovnoměrnou výkonovou
spektrálńı hustotou) - SNR = 0dB, 25dB, 50dB a 75dB. V ideálńım př́ıpadě, kdy by se
použila taková spektrálńı transformace, která by byla schopna úplně potlačit dodaný šum,
by výsledný spektrogram obsahoval pouze jednu spektrálńı složku a to nezávisle na velikosti
přičteného b́ılého šumu.

Obr.36 zobrazuje analyzovaný harmonický signál v čase (viz prvńı řádek), výsledný spek-
trogram vytvořený STDFT pomoćı Hammingova okna (viz druhý řádek), výsledný zologram
vytvořený STADZT za použit́ı pravoúhlého okna (viz třet́ı řádek) a logaritmickou spektrálńı
vzdálenost (viz posledńı řádek) výsledných spektrogramů vypoč́ıtanou podle vztahu (68)
od ideálńıho spektra analyzovaného signálu bez přidaného šumu. Výsledné spektrogramy,
zologramy a spektrálńı vzdálenosti uvedené ve sloupćıch odpov́ıdaj́ı vždy jednomu odstupu
signálu od šumu - SNR (viz nadpis slouce). Z uvedených výsledk̊u je patrné, že při zat́ıžeńı
analyzovaného signálu b́ılým šumem o jakékoliv velikosti (z uvedených SNR) neńı STA-
DZT schopna daný harmonický signál detekovat a to ani v př́ıpadě, kdy je SNR rovno
75db (viz posledńı sloupec). Z uvedených zologramů je ale možné sledovat fakt, že ADZT
celkem dobře potlačuje šum, přičemž docháźı i k ”promazáńı”harmonického signálu. Toto
chováńı je zp̊usobeno dodaným šumem, který ovlivňuje adaptivńı nastaveńı analyzuj́ıćıch
bázových polynomů. STDFT nepotlačuje šum tak jako STADZT, ale narozd́ıl od STADZT je
shopna detekovat harmonický signál i při SNR rovné 0dB. Z pr̊uběhu logaritmické spektrálńı
vzdálenosti je vidět, že STADZT v́ıce potlačuje šum než STDFT (spektrálńı vzdálenost je
nižš́ı), ale jak již bylo řečeno STADZT zárověň maže i analyzovaný signál.

Pokud analyzovaný signál obsahuje spektrálńı prosakováńı, to znamená, že tento signál
neńı ortogonálńı k bázi použité transformace (což je většina př́ıpad̊u z reálného světa), neńı
chováńı STADZT stejné jako v předchoźım př́ıpadě, kdy STADZT dosahuje velice nepřesných
výsledk̊u. V tomto př́ıpadě, jak je ilustrováno na zologramech a spektrálńı vzdálenosti na
Obr.37, je STADZT schopna detekovat harmonickou složku signálu a zároveň i potlačit do-
daný šum. Toto chováńı je zp̊usobeno spektrálńım prosakováńım, které ovlivňuje celé spek-
trum signálu, které už neobsahuje náhodné hodnoty spektrálńıho šumu, a proto se ADZT
chová k analyzovanému signálu (pro uvedené SNR) jako by se jednalo o signál obsahuj́ıćı
pouze spektrálńı prosakováńı, které je ADZT potlačováno č́ımž se zároveň odstraňuje i šum.
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Toto chováńı je i potvrzeno pr̊uměrnou hodnotou ADZT a DFT spektra poč́ıtanou ze všech
segment̊u signál̊u a zobrazených na Obr.38 a Obr.39. Z těchto pr̊uběh̊u je patrné, že ADZT
pro signál bez prosakováńı ADZT velmi silně redukuje krom šumu i vlastńı signál (amplitu-
dové spektrum se pohybuje do maximálńı donoty 10). Jestliže analyzovaný signál obsahuje
i spektrálńı prosakováńı ADZT redukuje pouze šum a vlastńı signál je ve spektru ponechán
(viz hodnoty spektrálńı složky pohybuj́ıćı se kolem 40) a t́ım ADZT dosahuje lepš́ıch výsledk̊u
než je DFT.

Jak by se mohlo na prvńı pohled zdát, ADZT neńı vhodná pro odstraňováńı šumu ze
signál̊u a to z toho d̊uvodu, že informace, které jsou odstraněny ze Zolotarevova spektra (v
tomto př́ıpadě b́ılý šum) jsou pouze přesunuty do matice Z. Při zpětné transformaci jsou tyto
informace opět do signálu dodány. Jednou z možnost́ı, jak použ́ıt ADZT k odstraněńı šumu, je
modifikace matice Z. Na druhou stranu z analýzy uvedené v této kapitole je zřejmé, že ADZT
lze použ́ıt k analýze signál̊u se šumem tehdy, pokud analyzovaný signál neńı ortogonálńı k
bázi ADZT (spektrum tohoto signálu obsahuje spektrálńı prosakováńı).
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Obrázek 36: Detekce signálu v šumu (a) pomoćı STDFT (b) a STADZT (c) vytvořené pomoćı
pravoúhlého segmentačńıho okna délky 64 vzork̊u s krokem segmentace o jeden vzorek, LSD
(d).

Obrázek 37: Detekce signálu s prosakováńım v šumu (a) pomoćı STDFT (b) a STADZT (c)
vytvořené pomoćı pravoúhlého segmantačńıho okna délky 64 vzork̊u s krokem segmentace o
jeden vzorek, LSD (d).
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Obrázek 38: Marginalizace spekter detekce signálu v šumu (a) pomoćı STDFT (b) a STADZT
(c) vytvořené pomoćı pravoúhlého segmentačńıho okna délky 64 vzork̊u s krokem segmentace
o jeden vzorek, LSD (d).

Obrázek 39: Marginalizace spekter detekce signálu s prosakováńım v šumu (a) pomoćı
STDFT (b) a STADZT (c) vytvořené pomoćı pravoúhlého segmentačńıho okna délky 64
vzork̊u s krokem segmentace o jeden vzorek, LSD (d).
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6.10 Citlivost ADZT na úpravy Z matice

Dı́ky tomu, že ADZT je schopna velmi účinně potlačovat spektrálńı prosakováńı, obsahuj́ı
výsledná Zolotarevova spektra pouze významné spektrálńı složky signálu, ze kterých je možné
zpětně rekonstruovat analyzovaný signál pomoćı vztahu (22). Obr.7, zobrazuje Zolotarevovo
spektrum společně s analyzuj́ıćımi a syntetizuj́ıćımi bázovými polynomy ADZT pro reálný
sudý signál, který obsahuje pouze dvě harmonické složky. Zolotarevovo spektrum analyzo-
vaného signálu obsahuje pouze dvě nenulové spektrálńı složky. Z pr̊uběh̊u bázových funkćı,
kde syntetizuj́ıćı báze obsahuje též pouze dva nenulové polynomy a spektra analyzovaného
signálu by se mohlo zdát, že je ADZT ideálńı transformace pro kompresi signálu, protože jej́ı
spektrum obsahuje pouze minimálńı počet složek. Bohužel tomu tak neńı a to z toho d̊uvodu,
že každá spektrálńı složka Zolotarevova spektra muśı nést rovněž informaci o velikosti indexu
nestacionarity a š́ı̌rky pásma. Tyto hodnoty jsou nutné k sestaveńı Z matice pro generováńı
syntetizuj́ıćıch bázových polynomů podle vztahu (62) potřebných pro zpětnou ADZT pomoćı
vztahu (20). 6 To znamená, že ke každé spektrálńı složce ADZT nálež́ı hodnoty k a m, které
jsou rovněž komplexńı. Proto k rekonstrukci signálu potřebujeme tři komplexńı č́ısla mı́sto
jedné komplexńı DFT spektrálńı složky. Z toho d̊uvodu ADZT pracuje z hlediska ztrátové
komprese s třikrát větš́ım objemem dat než DFT pro stejný počet spektrálńıch složek.

Jako prvńı možnost sńıžeńı objemu dat při kompresi signálu pomoćı ADZT se nab́ıźı nu-
lováńı jednotlivých prvk̊u matice Z. To se muśı provést tak, že z daného řádku matice se vy-
nuluj́ı všechny hodnoty a prvky odpov́ıdaj́ıćı hlavńı a vedleǰśı diagonále se nastav́ı na hodnotu
jedna. Z postupu sestaveńı matice popsané v kapitole 4.2.3 vyplývá, že tento postup úpravy
matice vede na vymazáńı indexu nestacionarity k a š́ı̌rky pásma m dané spektrálńı složky,
která odpov́ıdá modifikovanému řádku matice. Postupným vynecháváńım prvk̊u matice Z
se bude zhoršovat rekonstrukce signálu, protože bázové polynomy těchto modifikovaných
spektrálńıch indexu (řádk̊u matice) nebudou tvořeny ZP ale báźı DFT tvořenou komplexńı
exponenciálou. V limitńım př́ıpadě, kdy bude matice Z obsahovat pouze jedničkové hodnoty
na hlavńı a vedleǰśı diagonále (to odpov́ıdá nulovým hodnotám indexu nestacionarity k a
š́ı̌rky pásma m), se bude rekonstrukce signálu provádět pomoćı zpětné DFT.

Pokud budou tedy z matice Z odstraněny hodnoty všech řádk̊u, kterým odpov́ıdá nulová
hodnota Zolotarevova spektra, bude rekonstrukce signálu záviset na typu použitého signálu.
Pro ukázku je slovně popsána rekonstrukce třech typ̊u signál̊u:

1. Pokud signál obsahuje jednu harmonickou složku, která je ortogonálńı na ADZT bázi,
tak Zolotarevovo spektrum obsahuje pouze jednu složku. Při použit́ı upravené matice
Z podle výše zmı́něného popisu bude rekonstruovaný signál odpov́ıdat p̊uvodńımu
signálu. To je dáno t́ım, že ADZT v př́ıpadě ortogonálńıch signálu přecháźı v DFT.

2. V př́ıpadě, že použitý signál nebude ortogonálńı k bázi, tak jeho spektrum bude obsa-
hovat prosakováńı pouze pro Fourierovo spektrum. Zolotarevovo spektrum bude opět

6Detailněǰśı popis sestaveńı Z je uveden v kapitole 4.2.3.
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obsahovat pouze jednu spektrálńı složku a zbytek informace bude přesunuto do Z ma-
tice. To povede při rekonstrukci signálu za použit́ı stejné modifikace jako v předchoźım
př́ıpadě k nepřesné rekonstrukci signálu.

3. Jestliže je rekonstruovaný signál složen ze dvou harmonických složek, může Zolotare-
vovo spektrum tohoto signálu obsahovat pouze jednu spektrálńı složku (např. spektrum
signálu odpov́ıdaj́ıćı 175. segmentu na Obr.18). V tomto př́ıpadě vyšš́ı spektrálńı složka
reflektuje okamžitou obálku analyzovaného signálu, která je pro tento segment signálu
nulová (odpov́ıdá uzl̊um zázněj̊u obálky). Proto při použit́ı modifikované matice Z
dojde k nepřesné rekonstrukci signálu.

Druhá možnost jak sńıžit přenosovou rychlost je použ́ıt kvantováńı š́ı̌rky pásma m a
indexu nestacionarity k, což vede na kvantováńı matice Z. Numerické chováńı inverzńı ADZT
pomoćı Z−1 je kriticky závislé na regularitě matice Z, která je maximalizována algoritmem
ADZT [1]. Použit́ı kvantovaných hodnot m a k vede ke zhoršeńı numerických vlastnost́ı
rekonstrukce signálu jak je patrné z výsledk̊u středńı kvadratické chyby vypočtené jako
poměr energie chyby rekonstruovaného signálu a celkové energie p̊uvodńıho signálu

MSE =

∑N
n=0(s[n]− sq[n])2∑N

n=0(s[n]2)
, (73)

kde s[n] odpov́ıdá p̊uvodńımu signálu, sq[n] představuje rekonstruovaný signál a N je počet
vzork̊u signálu. Při shodnosti p̊uvodńıho a rekonstruovaného signálu je hodnota MSE rovna
nule, v opačné př́ıpadě tato hodnota nar̊ustá. V Tab.3 jsou uvedeny hodnoty MSE pro
rekonstukci řečového signál̊u signálu při použit́ı kvatované matice Z postupně na postupně
na počet bit̊u uvedených v tabulce. Je zřejmé, že pro ńızké počty bit̊u, které jsou zaj́ımavé
pro realizaci ztrátové komprese, docháźı k neakceptovatelné chybě při rekonstrukci signálu.
Pro počet bit̊u menš́ı než 8 se matice stane singulárńı a rekonstrukci signálu nelze provést.

Tabulka 3: Tabulka obsahuje hodnoty středńı kvadratické chyby rekonstruovaného řečového
signálu délky 1024 vzork̊u při fs = 8000Hz a za použit́ı kvantované matice Z.

Počet bit̊u 64 32 16 8
MSE 1.15e-26 1.82e-15 1.44e-06 1.052e-01

Z výsledk̊u a výše popsaných d̊uvod̊u lze uzavř́ıt, že hypotéza H5 neńı pravdivá, a tedy
ADZT neńı vhodná ke ztrátové kompresi dat.
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6.11 Ilustrace výpočetńı náročnosti algoritmu

Výpočet ADZT spektra je realizován pomoćı algoritmu ADZT, který je podrobně popsán v
kapitole 4. Vstupem do tohoto algoritmu je DFT spektrum analyzovaného signálu, pomoćı
kterého algoritmus urč́ı optimálńı parametry š́ı̌rky pásma m (vztah ) a indexu nestacionarity
k, podle nichž se následně vypočte spektrálńı složka ADZT spektra (39). Z principu algoritmu
je patrné, že výpočetńı náročnost ADZT algoritmu je kvadratická a je větš́ı než je tomu pro
DFT, která je velmi efektivně realizována pomoćı algoritmu rychlé Fourierovy transformace
(FFT) s logaritmickou výpočetńı náročnost́ı. Tento fakt je ilustrován na Obr.40, kde je
vynesena závislost doby výpočtu 128 segment̊u signál̊u na délce okna. Z toho obrázku je
zřejmé, že ADZT plat́ı za své lepš́ı spektrálńı vlastnosti poměrně vysokou daň ve formě
několikanásobně vyšš́ı výpočetńı náročnosti7. Pro doplněńı doby výpočtu je uvedena tabulka
Tab.4 obsahuj́ıćı jednotlivé časy výpočtu.

Tabulka 4: Tabulka pr̊uměrné spektrálńı vzdálenosti LSD zologramů vytvořených pomoćı
STADZT a STADZTP (viz Obr.52) od ideálńıho spektrogramu testovaćıho signálu.

Délka seg.[-] 32 64 128 256 512 1024 2048 4096

Čas výp. ADZT[s] 0.009 0.022 0.060 0.190 0.835 4.772 30.500 223.346

Čas výp. FFT[s] 0.0011 0.0013 0.0012 0.0012 0.0015 0.0025 0.0058 0.0121

Obrázek 40: Závislost výpočetńı náročnosti (doba výpočtu) na délce segmentu - modrý
pr̊uběh odpov́ıdá FFT výpočtu a červený pr̊uběh odpov́ıdá ADZT.

7Poč́ıtáno na PC s konfiguraćı AMD Phantom II X2 565, 8GB RAM a Matlab v7.11
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6.12 Shrnut́ı

Byly navrženy postupy, kritéria a př́ıklady pro systematickou analýzu chováńı ADZT, č́ımž
jsou potvrzeny nebo zpřesněny některé hypotézy uvedené v kapitole 2. Hypotéza H2 týkaj́ıćı
se toho, že ADZT v sobě zahrnuje globálńı popis signálu źıskaný pomoćı DFT a zároveň
lokálńı popis odpov́ıdaj́ıćı informaci, kterou poskytuje okamžitá obálka analyzovaného sig-
nálu. Tato hypotéza byla potvrzena a upřesněna v kapitole 6.3 na př́ıkladech obsahuj́ıćı
směsi harmonických signál̊u. Např́ıklad součet dvou harmonických funkćı se v STDFT spek-
trogramu projev́ı jako dvě ”čáry”bez jakékoliv informace o vzniklých zázněj́ıch v časovém
pr̊uběhu signálu. STADZT svou schopnost́ı mazat spektrálńı složky umožňuje přibližně lo-
kalizovat uzly a těchto zázněj̊u, č́ımž poskytuje přibližnou představu o pr̊uběhu okamžité
obálky signálu.

Též jsou diskutovány základńı rozd́ıly oproti DFT a výsledky kapitoly 6.5 ukazuj́ı, že
chováńı ADZT odpov́ıdá chováńı DFT pouze v př́ıpadě, že nestacionarita signálu je umı́stěna
přesně ve středu segmentu. V ostatńıch pozićıch se spektrum ADZT lǐśı od spektra DFT,
nebot’ docháźı k potlačeńı spektrálńıho prosakováńı. T́ım je potvrzena hypotéza H1, že
výsledek ekvivalentńı výstupu DFT lze dosáhnout pouze tehdy, je-li nestacionarita lokali-
zována přesně uprostřed použitého segmentu signálu. Neńı-li nestacionarita uprostřed použi-
tého segmentu, tak se výsledek se od výsledku DFT významně lǐśı. Je to d̊usledek schopnosti
ADZT účinně redukovat prosakováńı ve spektru.

Dále lze z výsledk̊u jednotlivých kapitol ř́ıci, že ADZT je vhodná k analýze stacionárńıch
signál̊u, kdy je schopna velmi výrazně potlačovat spektrálńı prosakováńı, ale i nestacionárńıch
signálu se změnou amplitudy, frekvence a fáze. Za určitých podmı́nek je vhodná i k analýze
signál̊u v šumu, kdy tyto analyzované signály nesmı́ být ortogonálńı k bázi ADZT. Na druhou
stranu ADZT neńı př́ılǐs vhodná k analýze širokopásmových signálu a to z d̊uvodu, že ADZT
se k těmto signál̊um chová jako by se jednalo o signály obsahuj́ıćı spektrálńı prosakováńı, a
proto ADZT spektrum tohoto typu signálu ”promazává”.

Byl též navržen nástroj pro určováńı počtu pr̊uchod̊u algoritmem ADZT umožňuj́ıćı vy-
hodnoceńı závislosti četnosti pr̊uchodu větvemi algoritmu na charakteru signálu, což může
být využito jako daľśı nástroj pro analýzu signál̊u. Z provedené analýzy je patrné, že al-
goritmus ADZT ”hledá”v DFT spektru obrazce odpov́ıdaj́ıćı typickému tvaru spektra ZP.
Tato interpretace chováńı ADZT umožňuje velmi rychle a spolehlivě rozhodnout, jak bude
vypadat výsledné Zolotarevovo spektrum.
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7 Optimalizace parametr̊u ADZT

Správná volba parametr̊u má velký vliv na časově-frekvenčńı rozlǐseńı transformace a to jak
krátkodobé DFT, tak i krátkodobé ADZT. Mezi tyto parametry se předevš́ım řad́ı tvar okna
použitého pro segmentaci signálu, délka tohoto okna, krok segmentace a v neposledńı řadě
i interpolace spektra pomoćı doplněńı nul. Následuj́ıćı kapitoly se zabývaj́ı popisem těchto
parametr̊u a ukazuj́ı jejich vliv na výsledný zologram analyzovaného signálu v porovnáńım
se spektrogramem. Jako hlavńı kritérium hodnoceńı vlivu parametr̊u na výsledné spektrum
analyzovaného signálu bylo použito kritérium využ́ıvaj́ıćı velikost spektrálńı vzdálenosti LSD
od ideálńıho spektra analyzovaného signálu, které je poč́ıtáno přes všechny segmenty analy-
zovaného signálu podle následuj́ıćıho vztahu.

LSD =
1

C

C∑
c=1

DLS(Sc, Ic), (74)

kde C je počet segment̊u tvoř́ıćı analyzovaný zologram nebo spektrogram, Sc (př́ıpadně též
SZc) je aktuálńı spektrum segmentu c a Ic je spektrum ideálńıho spektrogramu signálu. Jako
orientačńı kritérium pro výběr optimálńıch parametr̊u bylo zvoleno vizuálńı kritérium pomoćı
výše zmı́něného zologramu v porovnáńı se spektrogramem stejného signálu. Analyzovaný
signál je popsán v kapitole 5 a zobrazený na Obr.14a.

Hlavńı obt́ıž velmi rozš́ı̌rené DFT je v tom, že obsahuje spektrálńı prosakováńı, které
omezuje frekvenčńı rozlǐseńı jej́ı krátkodobé varianty STDFT. Jak již bylo konstatováno
v dř́ıvěǰśıch kapitolách, tak spektrálńı prosakováńı vzniká, pokud je porušena ortogonalita
mezi analyzovaným signálem a báźı použité transformace. Jinými slovy se dá ř́ıci, že toto
prosakováńı vzniká zkracováńım signálu na signál s omezenou délkou pomoćı segmentuj́ıćıho
okna a př́ıpadně váhovaćıho okna. Důsledkem tohoto zkracováńı je výsledné spektrum signálu
dáno jako výsledek konvoluce spektrálńıch koeficient̊u analyzovaného signálu a váhovaćıho
okna [6], [12]. Velikost spektrálńıho prosakováńı záviśı na následuj́ıćıch faktorech:

• Tvar segmentačńıho okna.

• Poměr délky segmentu a periody signálu

7.1 Tvar okna

Prvńım diskutovaným parametrem je tvar okna segmentace signálu, protože př́ımo ovlivňuje
frekvenčńı rozlǐseńı STDFT. Segmentačńı okno s hladkým nar̊ustem náběžné a sestupné
hrany potlačuje spektrálńı prosakováńı v́ıce než okno, které je tvořeno ostrými přechody
jako např́ıklad okno obdélńıkového tvaru. Aplikaćı takovéhoto okna s hladkým tvarem se
redukuj́ı diskontinuity vzniklé omezeńım periodického signálu na jeho okrajových částech.
A t́ım lze od sebe lépe rozlǐsit jednotlivé frekvenčńı složky signálu. Mezi nejv́ıce využ́ıvané
typy okna s hladkým pr̊uběhem patř́ı Hammingovo, Hannovo a Blackmanovo okno [6], [12].

85



Obr.41 porovnává spektrogram a zologram vytvořený pomoćı STDFT a STADZT s
r̊uznými typy okna segmentace. Zbylé parametry jsou kv̊uli jednodušš́ımu porovnáńı stejné a
jsou voleny následovně - délka okna je rovna 256 vzork̊um, krok segmentace je 1 vzorek. Jak je
patrné z Obr.41e až Obr.41h spektrálńı prosakováńı je použit́ım hladkého okna potlačováno
a nejlepš́ıch výsledk̊u je v tomto př́ıpadě dosaženo použit́ım Blackmanovo oknem, protože
útlum jeho bočńıch lalok̊u je -58dB [12]. Na druhou stranu je nejlepš́ıch výsledk̊u frekvenčńıho
rozlǐseńı STADZT dosaženo pomoćı obdélńıkového okna viz Obr.41a. Jak je vidět z daľśıch
pr̊uběh̊u zologramů, tak při aplikaci jakéhokoliv okna s hladkým pr̊uběhem se frekvenčńı
rozlǐseńı zhoršuje. To je zp̊usobeno interferenćı mezi váhovaćım oknem a časově selektivńımi
bázovými polynomy ADZT, č́ımž se zhoršuje schopnost algoritmu stanovit optimálńı para-
metry těchto polynomů pro aktuálně zpracovávaný segment signálu. To je patrné z druhého
řádku Tab.5. Prvńı řádek této tabulky dokumentuje známý fakt, že použit́ı okna zlepšuje
vlastnosti STDFT.

Obrázek 41: Vliv typu okna na zologram vytvořený STADZT pomoćı obdélńıkového (a),
Hammingovo (b), Hannovo (c) a Blackmanovo (d) okna délky 128, krokem segmentace o
1 vzorek a spektrogram vytvořený STDFT pomoćı obdélńıkového (e), Hammingovo (f),
Hannovo (g) a Blackmanovo (h) okna délky 128, krokem segmentace o 1 vzorek
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Tabulka 5: Tabulka pr̊uměrné spektrálńı vzdálenosti LSD spektrogramů a zologramů vy-
tvořených pomoćı r̊uzných typ̊u váhovaćıho okna (viz Obr.41).

Spektrálńı vzdálenost [dB]
Typ okna Obdélńıkové Hammingovo Hannovo Blackmanovo
STDFT 16.17 10.46 8.49 8.11

STADZT 3.52 5.54 5.37 6.63

7.2 Délka okna

Daľśım parametrem, který značně ovlivňuje frekvenčńı a časové rozlǐseńı STADZT, je délka
segmentačńıho okna. Frekvenčńı krok DFT je definován jako

∆f = β
fs
N
, (75)

kde fs je vzorkovaćı frekvence, N je délka signálu a β představuje ekvivalentńı šumovou
š́ı̌rku pásma použitého okna, která je pro obdélńıkové okno β = 1 [12]. Z tohoto vztahu je
očividné, že frekvenčńı rozlǐseńı se zvyšuje s rostoućı délkou segmentu. Nicméně zvyšováńı
frekvenčńıho rozlǐseńı je omezeno principem neurčitosti, který ř́ıká, že neńı možné źıskat
nejlepš́ı frekvenčńı rozlǐseńı bez ztráty časového rozlǐseńı a opačně [5]. Z tohoto d̊uvodu
muśı být při spektrálńı analýze signál pomoćı STDFT zvolen kompromis mezi časovým a
frekvenčńım rozlǐseńım. Tuto vlastnost demonstruj́ı spektrogramy vytvořené pomoćı okna
s rostoućı délkou (viz Obr.42e - Obr.42h). Z pr̊uběh̊u je patrné, že nejlepš́ı časové rozlǐseńı
je dosaženo při použit́ı nejkratš́ıho okna segmentace (viz Obr.42e), kde jsou všechny náhlé
změny signálu v časové oblasti (jednotkový puls) lokalizovány s velkou přesnost́ı na rozd́ıl
od frekvenčńıho rozlǐseńı. Jakmile je spektrogram vytvořen pomoćı dlouhého okna, tak se
frekvenčńı rozlǐseńı zvyšuje, ale zároveň se přicháźı o časovou přesnost transformace, jak je
tomu na Obr.42f.

Frekvenčńı rozlǐseńı STADZT je dáno délkou okna, stejně jako je tomu u STDFT, ale
rozd́ıl nastává v tom, že časové rozlǐseńı neńı pro všechny frekvenčńı složky konstantńı. To
je zp̊usobeno t́ım, že spektrálńı složky mohou být lépe analyzovány než spektrálńı složky
signálu s nižš́ımi frekvencemi pomoćı Zolotarevových polynomů s vyšš́ım řádem [A4]. Velkou
výhodou ADZT je, že časové a frekvenčńı rozlǐseńı jsou na sobě jistým zp̊usobem nezávislé,
protože optimálńı parametry Zolotarevových polynomů tvoř́ıćıch bázové polynomy ADZT
poskytuj́ı velké časové i frekvenčńı rozlǐseńı. Obr.42a až Obr.42d dokládaj́ı to, že časové
rozlǐseńı STADZT je zachováváno i pro zologramy tvořené pomoćı okna se zvyšuj́ıćı se délkou,
přičemž se frekvenčńı rozlǐseńı zvyšuje.

Závěry z obou předchoźıch odstavc̊u jsou potvrzeny Tab.6, ve které je vidět STADZT po-
skytuje kvalitněǰśı spektrogram pro rostoućı délku okna segmentace. Zvětšuj́ıćı se délka okna
poskytuje kvalitněǰśı zologram, nicméně s rostoućı délkou nar̊ustá exponenciálně výpočetńı
náročnost algoritmu ADZT a čas výpočtu se neúměrně prodlužuje (modrá křivka na Obr.43).
Proto jako kompromis mezi frekvenčńım rozlǐseńım a výpočetńımi nároky lze doporučit
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volbu délky okna 512 nebo 1024 vzork̊u (FFT pracuje s délkou segment̊u v násobćıch dvou)
lež́ıćı kolem optima daného pr̊useč́ıkem křivek výpočetńı náročnosti a logaritmické spektrálńı
vzdálenosti.

Dále je třeba zmı́nit, že všechny spektrogramy uvedené na Obr.42, Obr.44 a Obr.45 jsou
generovány STDFT využ́ıvaj́ıćı obdélńıkové okno. Prvńım d̊uvodem pro tuto volbu typu
okna segmentace je skutečnost, že ADZT nastavuje optimálńı parametry své analyzuj́ıćı
báze podle aktuálńıho DFT spektra signálu a nejlepš́ıch výsledk̊u dosahuje s DFT spektrem,
které je tvořeno obdélńıkovým oknem, jak je popsáno v kapitole 7.1. Druhým d̊uvodem
je to, že princip ADZT lze interpretovat jako filtrováńı DFT spektra, a proto když jsou
spektrogramy tvořeny obdélńıkovým oknem, tak lze pozorovat vstupńı nezměněná spektra,
která jsou zpracována (”filtrována”) ADZT algoritmem.

Obrázek 42: Vliv délky okna na zologram vytvořený STADZT pomoćı obdélńıkového okna
délky 64 (a), 128 (b), 256 (c) a 512 (d) vzork̊u s krokem segmentace o 1 vzorek a spektrogram
vytvořený STDFT pomoćı obdélńıkového okna délky 64 (e), 128 (f), 256 (g) a 512 (h) vzork̊u
s krokem segmentace o 1 vzorek.
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Tabulka 6: Tabulka pr̊uměrné spektrálńı vzdálenosti LSD spektrogramů a zologramů vy-
tvořených pomoćı r̊uzně dlouhého okna segmentace (viz Obr.42).

Spektrálńı vzdálenost [dB]
Délka okna 64 128 256 512

STDFT 15.15 16.31 17.21 18.70
STADZT 4.99 3.61 2.95 2.71

Obrázek 43: Volba optimálńı délky okna. Modrý pr̊uběh odpov́ıdá době výpočtu Zolotarevova
spektra s danou délkou okna segmentace a zelený pr̊uběh odpov́ıdá logaritmické spektrálńı
vzdálenosti. Optimálńı hodnota délky okna odpov́ıdá pr̊useč́ıku těchto pr̊uběh̊u.
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7.3 Posun okna

Jedńım z daľśı parametr̊u STADZT je krok segmentace, respektive překryt́ı okna segmen-
tace. Pokud se použije takový krok segmentace, že jednotlivá okna se nepřekrývaj́ı, tak
STDFT přicháźı o informaci, jak vypadá signál na kraj́ıch aplikovaného okna d̊usledkem
jeho použitého tvaru [12]. Proto se pro STDFT obvykle použ́ıvá překryt́ı 50% nebo 75%,
které umožňuj́ı analyzováńı celého signálu bez významné ztráty informace o signálu ( viz
Obr.44e až Obr.44h). Výhoda použit́ı překryvu okna menš́ıho než je 99% je v tom, že se
snižuje výpočetńı náročnost na výpočet celého spektrogramu.

Výpočet optimálńıch parametr̊u ADZT, které tvoř́ı matici Z, je založeno na minimalizaci
nestacionárńı části Zolotarevových polynomů reprezentuj́ıćımi spektrálńımi koeficienty DFT
spektra (37), jak je to popsáno v kapitole 4.1 a v [A5]. Důsledek této vlastnosti je fakt, že
ADZT algoritmus je citlivý na fázi vstupńıho signálu, a proto STADZT dosahuje nejlepš́ıho
časového rozlǐseńı pro segmentaci signálu s překryt́ım 99%. Překryt́ı 99% odpov́ıdá segmen-
taci s krokem o jeden vzorek. Obr.44a až Obr.44d ukazuj́ı Zologramy vytvořené s klesaj́ıćım
překryvem segmentuj́ıćıch oken. Nejhorš́ı časové rozlǐseńı nastává pro př́ıpad překryt́ı s 50%
(posun o 64 vzork̊u při délce okna 128 vzork̊u), jak dokumentuje druhý řádek Tab.7.

Tabulka 7: Tabulka pr̊uměrné spektrálńı vzdálenosti LSD spektrogramů a zologramů vy-
tvořených pomoćı r̊uzného kroku segmentace (viz Obr.44) pro délku okna 128 vzork̊u.

Spektrálńı vzdálenost [dB]
Krok segmentace 1 8 32 64

STDFT 17.21 17.14 16.85 16.24
STADZT 2.95 2.99 3.37 3.99
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Obrázek 44: Vliv kroku segmentace na zologram vytvořený STADZT pomoćı obdélńıkového
okna délky 256 a krokem segmentace 1 (a), 8 (b), 32 (c) a 64 (d) vzork̊u a na spektrogram
vytvořený STDFT pomoćı obdélńıkového okna délky 256 s krokem segmentace 1 (e), 8 (f),
32 (g) a 64 (h) vzork̊u.
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7.4 Interpolace signálu

Jednou z možnost́ı, jak sńıžit frekvenčńı krok DFT definovaný vztahem (75), je doplněńı
nul do analyzovaného signálu vybraného oknem fixńı délky N . T́ım se sńıž́ı vzdálenost mezi
spektrálńımi složkami na

∆f = β
fs

N +NN

, (76)

kde N je počet vzork̊u segmentu a NN je počet doplněných nul do jednoho segmentu.
Důsledek doplněńı nul na STDFT je znázorněn na Obr.45e až Obr.45h. Je patrné, že do-
plněńı nul nemá vliv na časové rozlǐseńı transformace, které z̊ustává stále stejné, zat́ımco
frekvenčńı rozlǐseńı se zlepšuje. Dı́ky doplněńı nul do vybraného signálu se interpoluje DFT
spektrum tohoto signálu a ADZT algoritmus má na svém vstupu v́ıce spektrálńıch složek, ze
kterých pak lze lépe určit optimálńı vlastnosti Zolotarevových polynomů tvoř́ıćı bázové vek-
tory ADZT. Výsledné zologramy vytvořené STADZT s doplněnými nulami jsou na Obr.45a
až Obr.45d. Z jejich pr̊uběh̊u a z hodnot logaritmické spektrálńı vzdálenosti uvedených v
Tab.8 ve druhém řádku lze stanovit, že nejlepš́ıch výsledk̊u je dosaženo doplněńım nul na 1.5
násobek délky segmentačńıho okna (viz Obr.45b). Interpolaćı spektra klesá nejednoznačnost
ve spektru vznikaj́ıćı vzorkováńım DTFT spektra. Je třeba poznamenat, že doplněńı nul by
mělo být provedeno symetricky před a za vybraný segment signálu a to z d̊uvod̊u analyzováńı
reálných nekauzálńıch signál̊u a symetrie spektra[42].

Tabulka 8: Tabulka pr̊uměrné spektrálńı vzdálenosti LSD spektrogramů a zologramů vy-
tvořených pomoćı segmentu s doplněnými nulami (viz Obr.45).

Spektrálńı vzdálenost [dB]
Doplněńı nul na 1x 1,5x 2x 2,5x

STDFT 19.67 19.75 19.73 19.81
STADZT 3.09 2.98 3.44 3.93
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Obrázek 45: Vliv interpolace DFT spektra na zologram vytvořený STADZT pomoćı obdél-
ńıkového okna délky 256 a krokem segmenatace o jeden vzorek a doplněném na 1x (a),
1.5x (b), 2x (c) a 2.5x (d) násobek své délky a na spektrogram vytvořený STDFT pomoćı
obdélńıkového okna délky 256 s krokem segmentace o jeden vzorek a doplněném na 1x (e),
1.5x (f), 2x (g) a 2.5x (h) násobek své délky.
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7.5 Shrnut́ı

Tato kapitola se zabývala volbou parametr̊u ADZT a jejich vlivem na časově-frekvenčńı
rozlǐseńı STADZT. Diskutované parametry byly tvar a délka okna, velikost překryt́ı jednot-
livých oken segmentace a interpolace signálu ve spektru doplněńım nul do analyzovaného
signálu (segmentu). Výsledky STADZT byly porovnávány s STDFT, protože ADZT pro
určeńı optimálńıch parametr̊u využ́ıvá DFT spektra signálu. Vhodné nastaveńı těchto para-
metr̊u je pro STDFT velmi d̊uležité, a proto muśı být zvolen přijatelný kompromis mezi frek-
venčńım a časovým rozlǐseńım transformace. Výsledky této části práce postupně potvrdily
všechny stanovené hypotézy H4a, H4b a H4c a je z nich zřejmé, že u STADZT neńı nasta-
veńı některých parametr̊u až tak kritické, protože ADZT je signálově závislá transformace.
To znamená, že ADZT se snaž́ı naj́ıt vhodné parametry báze podle aktuálně analyzovaného
signálu.

Nejlepš́ı frekvenčně-časové rozlǐseńı STADZT lze źıskat pro obdélńıkové okno délky 1024
vzork̊u segmentuj́ıćı signál s krokem o 1 vzorek a doplněným nulami na jeden a p̊ul násobek
své délky. Při tomto nastaveńı je STADZT schopna efektivně potlačovat spektrálńı prosa-
kováńı, určit frekvenčńı složky signálu a zároveň určit náhlé změny signálu v časové oblasti
představuj́ıćı nestacionaritu signálu. Tato volba vznikla jako kompromis mezi rostoućı kvali-
tou zologramu pro rostoućı délku okna a exponencálńım r̊ustem výpočetńı náročnosti ADZT.
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8 Modifikace ADZT algoritmu

Důvodem pro hledáńı ADZT modifikaćı je na prvńım mı́stě snaha naj́ıt algoritmus, který
bude méně výpočetně náročný (viz. kapitola 6.11) než je navržený algoritmus i přesto, že
bude poskytovat horš́ı výsledky. Jedńım z daľśıch d̊uvod̊u úpravy algoritmu je dosažeńı
takové úpravy algoritmu, aby bylo dosaženo konstantńıho časového rozlǐseńı pro všechny
spektrálńı složky a t́ım zlepšeńı výsledk̊u detekce nestacionarity v zologramu. Prvńı část
této kapitoly popisuje modifikace založené na fixaci š́ı̌rky pásma a ve druhé polovině jsou
uvedeny modifikace, využ́ıvaj́ıćı cyklické konvoluce a periodicity DFT spektra.

8.1 Fixace š́ı̌rky pásma

Každá spektrálńı složka SZ(l) je vypočtena pomoćı š́ı̌rky pásma m a indexu nestacionarity
k. Podle algoritmu uvedeným v kapitole 4.2.1 se nejdř́ıve muśı určit š́ı̌rka pásma m, pomoćı
které se dopoč́ıtá index nestacionarity k a nakonec i velikost spektrálńı složky Zolotarevova
spektra SZ(l). ADZT algoritmus hledá optimálńı š́ı̌rku pásma m podle vztahu (44) (resp.
(45)), což je výpočetně velmi náročné, protože muśı hledat minimum z kumulativńıho součt̊u
spektra DFT v rozsahu 0−(l−1) spektrálńı složky. Š́ı̌rka pásma může tedy nabývat velikosti
m ∈< 1, (n−1) >. V následuj́ıćıch odstavćıch je popsáno několik úprav výpočtu ADZT, kdy
je tato š́ı̌rka pásma fixně nastavena.

8.1.1 Fixńı š́ı̌rka pásma pro všechny spektrálńı složky

Chovańı ADZT algoritmu je s r̊uznou š́ı̌rkou pásma popsáno v kapitole 6.4, ze které je patrné,
že velikost š́ı̌rky pásma jednoznačně ovlivňuje vlastnosti ADZT, což má samozřejmě dopad
na časové a frekvenčńı rozlǐseńı STADZT. O správnou volbu š́ı̌rky pásma se stará ADZT al-
goritmus, který ji adaptivně určuje podle analyzovaného signálu. Fixaćı š́ı̌rky pásma přicháźı
ADZT (STADZT) o optimálńı nastaveńı. Princip fixace š́ı̌rky pásma je zobrazen na obrázku
46, který vykresluje čtvrtinu Z matice. Na druhou stranu fixaćı š́ı̌rky pásma se značně
urychĺı výpočet ADZT spektra, protože počet operaćı pro výpočet jedné spektrálńı složky
klesne, ADZT algoritmus totiž nemuśı hledat jej́ı optimálńı velikost. Hlavńım d̊usledkem
fixace š́ı̌rky pásma je omezeńı časové selektivity ADZT, protože všechny spektrálńı složky
jsou poč́ıtány pomoćı analyzuj́ıćıch bázových polynomů stejného řádu. Obr.47 ukazuje zo-
logramy vytvořené pomoćı STADZT s r̊uznou š́ı̌rkou pásma. Z jejich pr̊uběh̊u je patrné, že
jakýmkoliv omezeńım volnosti ADZT algoritmu při volbě š́ı̌rky pásma, se zhoršuje časové a
částečně i frekvenčńı rozlǐseńı. Nicméně motivaćı pro fixaci š́ı̌rky pásma m bylo kromě sńıžeńı
výpočetńı náročnosti i snaha o vytvořeńı ADZT s ortogonálńı Z matićı.
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8.1.2 Maximálńı š́ı̌rka pásma

Tato úprava algoritmu fixuje š́ı̌rku pásma m pro každou spektrálńı složku SZ(l) tak, aby byla
maximálńı. To znamená, že š́ı̌rka pásma je pro každou spektrálńı složku rovna m = l − 1.
Tato varianta odpov́ıdá tomu, že se př́ıslušná harmonická složka signálu hledá odpov́ıdaj́ıćım
aproximovaným Zolotarevovým polynomem stejného řádu. Nedocháźı zde tedy k překládáńı
jednotlivých složek, kdy je vyšš́ı harmonická složka signálu určována Zolotarevovým polyno-
mem nižš́ıho řádu, jak se děje u p̊uvodńıho algoritmu. Ze Zologramu uvedeném na Obr.47b
je vidět, že při nastaveńı maximálńı š́ı̌rky pásma docháźı ke zhoršeńı časové lokalizace jed-
notkového impulsu, je však stále vidět obrazec odpov́ıdaj́ıćı ”Ještědu”, jako je tomu u ne-
modifikované ADZT. Transformace je stále schopna detekovat okamžitou obálku signálu.
Frekvenčńı rozlǐseńı je nezměněno.

8.1.3 Minimálńı š́ı̌rka pásma

Tato úprava algoritmu fixuje š́ı̌rku pásma m pro každou spektrálńı složku SZ(l) tak, aby byla
nulová m = 0. T́ım docháźı k přechodu od ADZT ke klasické DFT, respektive polynomy
analyzuj́ıćı báze jsou tvořeny komplexńı exponenciálou. Tomu odpov́ıdá i pr̊uběh zologramu
na Obr.47d, a tud́ıž přesnost časové lokalizace nestacionarity signálu je stejná jako u STDFT.

Obrázek 46: Princip nastavováńı š́ı̌rky pásma zobrazený na pravé horńı čtvrtině Z matice
a to pro adaptivńı nastavováńı š́ı̌rky pásma m podle p̊uvodńıho ADZT algoritmu (a) a pro
fixńı nastaveńı na maximálńı š́ı̌rku pásma m = l (b), m = konst. (c) a m = 0 (d).
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Obrázek 47: Porovnáńı modifikovaných algoritmů pomoćı fixace š́ı̌rky pásma m. Zologramy
byly vytvořené pomoćı obdélńıkového okna segmentace délky 128 vzork̊u s krokem o jeden
vzorek a s adaptivńım nastaveńı š́ı̌rky pásma m dle p̊uvodńıho ADZT (a) a fixńıho nastaveńı
na maximálńı š́ı̌rku pásma m = l (b), konstantńı hodnotu m = 1 (c) a minimálńı hodnotu
m = 0 (d).
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8.2 Změna masky ADZT (prohledáváńı v obou směrech)

Jednou z motivaćı úpravy ADZT bylo zlepšeńı časového rozlǐseńı STADZT, které neńı pro
všechny spektrálńı složky konstantńı, ale zvyšuje se pro spektrálńı složky s vyšš́ım indexem
(vyšš́ı frekvenćı). Tuto vlastnost lze ovlivnit změnou spektrálńı masky, podle které ADZT
algoritmus určuje optimálńı parametry ADZT.

8.2.1 Původńı maska ADZT (prohledáváńı zdola)

Algoritmus ADZT (popsán v kapitole 4.2.2) určuje parametry transformace podle analy-
zovaného signálu a spektrálńı masky, která vyb́ırá stacionárńı část DFT spektra (tvořenou
aktuálně analyzovanou spektrálńı složku) a nestacionárńı část, která je tvořena kombinaćı
nižš́ıch spektrálńıch složek. Tento zp̊usob byl motivován tvarem spektra symetrických Zolo-
tarevových polynomů prvńıho druhu (viz Obr.6). Dı́ky této masce ADZT dosahuje lepš́ıho
časového rozlǐseńı pro vyšš́ı harmonické složky analyzovaného signálu. Předpokládejme DFT
spektrum, které je tvořeno N = 128 spektrálńımi složkami, potom ADZT spektrálńı složka
SZ(N/2) bude poč́ıtána pomoćı nestacionárńı části podle vztahu (40), kde š́ı̌rka pásma m
může nabývat hodnot od 0 až po N/2 a t́ım se nestacionárńı část může rovnat N(N/2, N/2) =
−S(N/2)+S(N/2−1)+ ·+S(1)−S(0). Na druhou stranu může být ADZT spektrálńı složka
SZ(3) poč́ıtána pomoćı nestacionárńı část́ı tvořenou pouze ze tř́ı spektrálńıch složek DFT
spektra N(3, 3) = −S(2)+S(1)−S(0). Z těchto mezńıch př́ıpad̊u je vidět, že ADZT algoritmus
má větš́ı ”volnost”volby parametr̊u pro spektrálńı složky odpov́ıdaj́ıćı vyšš́ım frekvenćım než
pro nižš́ı.

8.2.2 Upravená maska ADZT (prohledáváńı shora)

Jednoduchou úpravou ADZT spektrálńı masky lze dosáhnout, že nižš́ı spektrálńı složky
budou mı́t lepš́ı časové rozlǐseńı než vyšš́ı, jak je tomu v p̊uvodńı ADZT. V tomto př́ıpadě se
muśı spektrálńı maska změnit tak, aby se nestacionárńı část poč́ıtala ze spektrálńıch složek,
které jsou vyšš́ı než je aktuálně analyzovaná spektrálńı složka tvoř́ıćı stacionárńı část S(l).
Potom lze vztah pro výpočet nestacionárńı části (40) přepsat do tvaru

N(l,m) =
m∑
q=1

(−1)lS(l + q), (77)

kde m ∈ (0, N/2− l). Zologram vytvořený pomoćı modifikovaného algoritmu je vykreslen
na Obr.48b a z jeho pr̊uběhu je patrné, že jednotkový skok je nyńı přesněji lokalizován v
čase pro nižš́ı spektrálńı složky. Zároveň je vidět, že okamžitá obálka analyzovaného signálu
již neńı detekována mizeńım vyšš́ıch spektrálńıch složek, ale spektrálńımi složkami nižš́ıch
frekvenćı.
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8.2.3 Sloučeńı výsledk̊u z dvou spektrálńıch masek (sloučeńı směr̊u)

Bohužel žádná jiná změna ADZT algoritmu, respektive změna ADZT spektrálńı masky, ne-
vede př́ımo na dosažeńı konstantńıho časového rozlǐseńı ADZT, a proto se nab́ıźı následuj́ıćı
tři varianty, které slučuj́ı oba výše zmı́něné zp̊usoby výpočtu ADZT spektra pomoćı p̊uvodńı
spektrálńı masky a jej́ı upravené verze. Správným výběrem sloučeńı zologramů lze částečně
ve výsledném zologramu potlačit nebo vyzdvihnout některé vlastnosti ADZT. Výsledný zo-
logram lze realizovat jedńım z následuj́ıćıch tř́ı zp̊usob̊u:

• Jako prvńı zp̊usob sloučeńı se nab́ıźı součet obou vytvořených Zologramů (podobně
jako součet úzkopásmového a širokopásmového spektrogramu), č́ımž by se dosáhlo
dobrého časového rozlǐseńı v obou krajńıch frekvenčńıch pásmech signálu a nejhorš́ı
rozlǐseńı by bylo kolem středu. Jak je vidět z Obr.48c, tak výsledný zologram neńı moc
přehledný, protože jsou zde promı́tnutá nepřesná časová lokalizace na obou konćıch
analyzovaného frekvenčńıho pásma.

• Jelikož zp̊usob sloučeńı zologramů pomoćı součtu nedosahovalo kýžených výsledk̊u,
nab́ıźı se varianta sloučeńı těchto zologramů tak, že se vybere jen ta část spektra, která
má námi požadované vlastnosti. Spojeńı horńı poloviny zologramu obsahuj́ıćı spektrálńı
složky S(N/4) až S(N/2) vytvořeného pomoćı ADZT s nezměněnou spektrálńı mas-
kou (prohledáváńım zdola) se spodńı polovinou zologramu obsahuj́ıćı S(0) až S(N/4)
vytvořeného ADZT se změněnou spektrálńı maskou (prohledávańı shora) vede na zolo-
gram s vyšš́ım časovým rozlǐseńım v obou krajńıch frekvenčńıch pásmech (viz zologram
zobrazen na Obr.48d).

• Spojeńı opačných polovin Zolotarevova spektra než je tomu v předchoźım př́ıpadě, vede
na zologram (viz Obr.48e), který se podobá zologramu vytvořeného pomoćı součtu (viz
bod 1) a má nepřesné časové rozlǐseńı.

Během hledáńı vhodného zp̊usobu jak sloučit zologramy vytvořené pomoćı dvou ADZT
spektrálńıch masek (prohledáváńı spektra shora a zdola) vyvstala myšlenka využ́ıt periodi-
city DFT spektra během výpočtu Zolotarevova spektra, což vede na daľśı modifikaci ADZT
algoritmu, která je založena na symetrickém prohledáváńı DFT spektra (viz. následuj́ıćı
kapitola).

8.3 Symetrická ADZT (cyklické konvoluce)

Symetrická ADZT (tzv. ADZTS) je založena na faktu, že DFT spektrum diskrétńıho signálu
je periodické. Proto lze sestavit takovou ADZT spektrálńı masku, která bude obsahovat
”i záporné”spektrálńı složky, což se projev́ı během sestavováńı nestacionárńı části ADZT
spektra. Jinými slovy ADZT algoritmus nebude sestavovat svou nestacionárńı část N(l,m)
pouze prohledáváńım spektrálńıch složek směrem od stacionárńı složky spektra S(l) ke stej-
nosměrné složce S(0), ale i zpět k stacionárńı složce S(−l+ 1). Touto úpravou může ADZT
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Obrázek 48: Modifikace STADZT založena na r̊uzném zp̊usobu prohledáváńı DFT spektra
a jejich sloučeńı. Zobrazené zologramy byly vytvořeny pomoćı obdélńıkového okna délky
128 a segmentačńım krokem o jeden vzorek a p̊uvodńım algoritmem s prohledáváńım zdola
(a), modifikovaným algoritmem s prohledáváńım shora (b), součtem zologramů vytvořenými
oběma směry prohledáváńı (c), spojeńım vybraných polovin spektra s vyšš́ım (d) a nižš́ım
(e) časovým rozlǐseńı.
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algoritmus lépe stanovit index nestacionarity k a š́ı̌rku pásma m, které může nabývat hod-
not m ∈ 〈0, 2l − 1〉. Princip sestaveni nestacionárńı části spektra, respektive prohledáváńı
spektrogramu, je zobrazeno na Obr.49b.

Zologram signálu z Obr.50b, který je použitý ke stanoveńı optimálńıch parametr̊u ADZT,
je vytvořený pomoćı krátkodobé ADZTS označované jako STADZTS. V porovnáńı s STA-
DZT (viz zologram na Obr.50a) je patrné, že tato úprava ADZT vede na zlepšeńı časového
rozlǐseńı transformace pro nižš́ı frekvenčńı složky signálu, to je vidět ve zmenšeńı základny
”Ještědu”označuj́ıćı jednotkový puls v zologramu. Tato vlastnost je podpořena numericky
lepš́ım výsledkem logaritmické spektrálńı vzdálenosti LSD signálu (viz Tab9).

8.4 Prohledáńı celého spektra

Daľśım logickým krokem během úpravy ADZT spektrálńı masky využ́ıvané pro ADZTS bylo
využit́ı cyklického přerovnáńı spektrálńıch složek, č́ımž neńı omezena spektrálńı maska nové
periodické ADZT (tzv. ADZTP) pouze na jednu polovinu svého spektra. T́ım docháźı k
sestaveńı nestacionárńı části z celého spektra včetně vyšš́ıch spektrálńıch složek, kdy se pro-
hledávaj́ı obě poloviny spektra. Tato úprava v sobě vlastně skrývá modifikaci algoritmu, která
je popsaná v předchoźı kapitole 8.2.2, kde upravená ADZT dosahuje lepš́ı detekce nestacio-
narity v čase pro nižš́ı harmonické složky signálu, než je tomu v p̊uvodńı verzi transformace.
Š́ı̌rka pásma může v tomto př́ıpadě nabývat hodnot m ∈ 〈0, N − 1〉, jak je naznačeno na
obrázku 49c. Z porovnáńı zologramů na Obr.50 je vidět, že periodická úprava ADZT dosahuje
nejlepš́ıch výsledk̊u časové lokalizace nestacionarity signálu.

Toto tvrzeńı však nepotvrzuj́ı hodnoty logaritmické spektrálńı vzdálenosti LSD uvedené
v Tab.9, kde ADZTP dosahuje nejvyšš́ı hodnoty. Obecně lze ř́ıci, že pokud stacionárńı část
signálu nebude obsahovat spektrálńı prosakováńı, tak ADZT a jej́ı modifikace budou dosa-
hovat horš́ıch hodnot LSD než transformace založené ne DFT a to z toho d̊uvodu, že ADZT
poskytuje informace o lokálńıch vlastnostech analyzovaného signálu pomoćı detekce okamžité
obálky, jenž se projev́ı jako periodické mazáńı spektrálńıch složek signálu. Tato vlastnost se
odraźı během výpočtu LSD, protože ideálńı spektrum, ke kterému se LSD poč́ıtá neob-
sahuje informaci o aktuálńı obálce signálu, a proto nejsou hodnoty LSD pro stacionárńı
signál konstantńı (viz pr̊uběhy LSD signálu S1 uvedené na Obr.53 a Obr.55). ADZTP d́ıky
své vysoké časové selektivitě maže spektrálńı složky stacionárńıho signálu v́ıce než ADZT a
ADZTS transformace. Tato vlastnost je dańı za schopnost detekce nestacionarity signálu s
vysokou přesnost́ı. Proto tato úprava neńı vhodná pro analýzu stacionárńıch signál̊u.

Tabulka 9: Tabulka obsahuje pr̊uměrnou spektrálńı vzdálenost spektrogramů a zologramů
vytvořených pomoćı r̊uzných typ̊u váhovaćıho okna (viz Obr.41).

Typ transformace STADZT STADZTS STADZTP
Spektrálńı vzdálenost 3.18 3.05 3.63

101



Obrázek 49: Princip hledáńı optimálńı š́ı̌rky pásma ADZT algoritmem pracuj́ıćı se vstupńım
DFT spektrem pro p̊uvodńı ADZT (a), pro navrženou ADZTS pracuj́ıćı se symetrii spektra
(b) a pro navrženou ADZTP pracuj́ıćı s periodicitou spektra (c).

8.5 Výpočetńı náročnost modifikovaných ADZT

Všechny uvedené modifikace byly podrobeny analýze výpočetńı náročnosti a jejich výsledky
jsou na prezentovány na Obr.51. Pr̊uběhy uvedené na tomto obrázku potvrzuj́ı to, že fixaćı
š́ı̌rky pásma m je výpočet Zolotarevova spektra zrychlen (viz zelený pr̊uběh), zat́ımco při
použit́ı modifikace založené na prohledáváńı celého spektra se doba výpočtu značně pro-
dlužuje(viz r̊užový pr̊uběh).

8.6 Shrnut́ı

Modifikace z prvńı části kapitoly snižuj́ı výpočetńı náročnost ADZT, ale produkuj́ı zolo-
gramy s horš́ı schopnost́ı lokalizovat nestacionarity signálu a schopnost poskytovat informaci
a okamžité obálce analyzovaného signálu. Posledńı dvě modifikace navržené v této kapitole,
které využ́ıvaj́ı cyklicky a periodických vlastnost́ı DFT a t́ım prodlužuj́ı interval stanoveńı
š́ı̌rky pásma, zlepšuj́ı časovou lokalizaci změn v signálu pro nižš́ı frekvence, ale na druhou
stranu zároveň zvyšuj́ı výpočetńı náročnost algoritmu. Těmito modifikacemi je tedy potvr-
zena hypotéza H3.
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Obrázek 50: Zologram signálu vytvořený pomoćı obdélńıkového okna délky 128 a krokem
segmentace o jeden vzorek a pomoćı p̊uvodńı ADZT (a), navržené ADZTS (b) a navržené
ADZTP (c).
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Obrázek 51: Výpočetńı náročnost modifikovaných ADZT popsaných v kapitolách 8.1, 8.3 a
8.4.
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9 Porovnáńı vybraných spektrálńıch metod

Následuj́ıćı část práce se zabývá porovnáńım vybraných spektrálńıch metod, mezi které
patř́ı DFT a spektrálńı metody založené na DFT jako je MESP a ADZT společně s jej́ı
modifikovanou verźı ADZTP, která je popsána v kapitole 8.4. Srovnáńı jednotlivých me-
tod je provedeno na spektrech signálu, kde je ukázána základńı vlastnost ADZT, což je
potlačeńı prosakováńı. Dále jsou porovnány spektrogramy generované jednotlivými transfor-
macemi, na kterých je ukázána možnost časové lokalizace nestacionarity signálu a detekce
jednotlivých harmonických složek. Jako kritérium pro porovnáńı spektrálńıch metod je zvo-
lena pr̊uměrná logaritmická spektrálńı vzdálenost (viz kapitola 5), která je spoč́ıtána ze
spektrogramů a zologramů analyzovaného signálu. Pro bližš́ı pochopeńı některých hodnot
je spektrálńı vzdálenost vynesena do grafu, kde je zobrazen jej́ı časový vývoj. Vzhledem k
tomu, že jsou spektra signálu symetrická, obsahuj́ı všechny prezentované spektrogramy jen
jednu polovinu jejich spektra.

9.1 Porovnáńı DFT x ADZT

Detailńı popis a porovnáńı spekter signál̊u je provedeno v práci [1], a proto je porovnáńı
těchto transformaćı shrnuto v této kapitole do následuj́ıćıcich několika bod̊u:

1. ADZT využ́ıvá adaptivńı bázi založenou na aproximovaných Zolotarevových polyno-
mech a oproti DFT je proto schopna lépe detekovat nestacionarity signálu.

2. Jednou z hlavńıch výhod ADZT je schopnost potlačovat spektrálńı prosakováńı a t́ım
zlepšovat detekci frekvenčńıch složek signálu. Ke spektrálńımu prosakováńı docháźı,
pokud je porušena ortogonalita mezi analyzovaným signálem a bázovými polynomy
použité transformace. Tato vlastnost je diskutována v kapitole 6.2, kde je detailně
popsáno chováńı ADZT na umělých př́ıkladech. Daľśı popis je možné naj́ıt v [1].

3. Během potlačováńı rozlǐseńı docháźı k mazáńı spektrálńıch složek. V př́ıpadě, kdy frek-
vence harmonické složky signálu neodpov́ıdá frekvenčńımu rozlǐseńı ADZT se během
potlačeńı prosakováńı ”maže”i jedna ze dvou nejbližš́ıch spektrálńıch složek a to vždy
ta nižš́ı. Tento jev byl popsán v kapitole 6.2.

4. ADZT je fázově citlivou transformaćı, což přisṕıvá ke schopnosti detekovat okamžitou
obálku analyzovaného signálu, jenž se projev́ı periodickou změnou hodnoty spektrálńı
složky, jak bylo popsáno v kapitole 6.3.

9.2 Porovnáńı STFT x MESP x STADZT

Tato část práce podrobně analyzuje chováńı STADZT, což v práci [1] neńı popsáno a po-
rovnává výsledky s STDFT a MESP metodami.
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Hlavńı přednost́ı STADZT je možnost lokalizovat jednotlivé nestacionarity signálu s vel-
kou přesnost́ı při zachováńı dobrého frekvenčńıho rozlǐseńı. Tato vlastnost je ilustrována na
obrázku 52, na kterém jsou zobrazeny spektrogramy testovaćıho signálu (viz kapitola 5.1)
vytvořené pomoćı spektrálńıch metod STDFT, MESP a STADZT, společně s ideálńım spek-
trogramem testovaćıho signálu. Parametry jednotlivých transformaćı, jako je délka a typ
segmentačńıho okna, krok segmentace, jsou uvedeny v popisku obrázku. Pro STADZT byly
zvoleny parametry v souladu s kapitolou 7 diskutuj́ıćı optimálńı nastaveńı STADZT. Para-
metry STDFT a MESP byly voleny podle parametr̊u STADZT a to z toho d̊uvodu, že ADZT
stanovuje optimálńı parametry aproximovaných bázových polynomů podle DFT spektrálńıch
složek analyzovaného signálu. Volba stejných parametr̊u tak nab́ıźı jednodušš́ı a názorněǰśı
srovnáńı těchto spektrálńıch metod. Výsledné spektrogramy jsou doplněny pr̊uběhy logarit-
mické spektrálńı vzdálenosti (viz Obr.53), které jsou vypoč́ıtané podle vztahu (68).

Hodnoty pr̊uměrné logaritmické spektrálńı vzdálenosti jsou vypoč́ıtány pro celý signál a
jejich velikost v sobě odráž́ı jak frekvenčńı tak i časové rozlǐseńı jednotlivých spektrálńıch
transformaćı. Podle hodnot logaritmické spektrálńı vzdálenosti uvedených na prvńım řádku
Tab.10 dosahuje nejlepš́ıch výsledk̊u STADZT a to hodnotou 3.33dB. Tato hodnota je zhruba
pětkrát menš́ı než je velikost logaritmické spektrálńı vzdálenosti STDFT a nepatrně menš́ı
než pro MESP. Na druhém až čtvrtém řádku Tab.10 obsahuje logaritmické spektrálńı vzdá-
lenosti výsledk̊u diskutovaných spektrálńıch metod od ideálńıho spektra pro jednotlivé d́ılč́ı
části testovaćıho signálu zvlášt’, což umožňuje vytvořeńı lepš́ı představy o vlastnostech spek-
trálńıch metod pro r̊uzné typy signálu. Prvńı část testovaćıho signálu S1 je nejlépe detekována
STADZT. Z pr̊uběhu logaritmické spektrálńı vzdálenosti je patrné, že je toho dosaženo d́ıky
dobré časové detekci začátku a konce tohoto signálu (viz pr̊uběhy odpov́ıdaj́ıćı signálu S1 na
Obr.53). Druhá část testovaćıho signálu S2 tvořena jednotkovým pulsem, která je určena pro
testováńı časové lokalizace silné nestacionarity signálu, je nejlépe detekována pomoćı MESP.
Ta podle svého principu poč́ıtá výsledný spektrogram pomoćı nejkratš́ıho okna až do chv́ıle,
než je jednotkový puls uprostřed segmentačńıho okna, poté je zvoleno nejdeľśı možné okno
segmentace. STADZT dosahuje oproti SDTFT taktéž dobrých výsledk̊u, ale oproti MESP
je časová lokalizace jednotkového pulsu o něco málo horš́ı. Posledńı část testovaćıho signálu
S3 je vytvořena Gaussovým pulsem reprezentuj́ıćıho nestacionaritu signálu jak v čase, tak
i ve frekvenci. Výsledné hodnoty logaritmické spektrálńı vzdálenosti jsou obdobné jako u
předchoźı části, kde nejlepš́ıch výsledk̊u dosáhla MESP společně s STADZT.

Tabulka 10: Tabulka obsahuje pr̊uměrnou spektrálńı vzdálenost spektrogramů a zologramů
vytvořených pomoćı vybraných spektrálńıch metod (viz Obr.52) od ideálńıho spektrogramu
testovaćıho signálu.
Typ transformace / Spektrálńı vzdálenost [dB] STDFT MESP STADZT
Celý testovaćı signál 15.18 3.61 3.33

Část testovaćıho signálu S1 15.94 5.94 3.38

Část testovaćıho signálu S2 17.33 0.75 3.05

Část testovaćıho signálu S3 12.28 4.14 3.47
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Z uvedeného zologramu na Obr.52e, respektive z jeho prvńı části obsahuj́ıćı testovaćı
signál S1, je patrné, že STADZT dosahuje vysokého frekvenčńıho rozlǐseńı pro celý pr̊uběh
tohoto signálu a to včetně část́ı obsahuj́ıćı silnou nestacionaritu (viz začátek a konec harmo-
nického signálu S1). Toto vysoké frekvenčńı rozlǐseńı je dosaženo t́ım, že STADZT zpracovává
analyzovaný signál dlouhým segmentačńım oknem, d́ıky kterému je ADZT algoritmus scho-
pen naj́ıt optimálńı parametry bázových funkćı tvořených aproximovanými Zolotarevovými
polynomy (viz kapitola 4.2). Na rozd́ıl od MESP, je frekvenčńı rozlǐseńı STADZT konstantńı
pro celý analyzovaný signál. To je zp̊usobeno t́ım, že STADZT detekuje nestacionarity signálu
pomoćı adaptivńıho nastavováńı bázových polynomů, zat́ımco MESP zlepšuje svou schop-
nost lokalizace nestacionarity signálu pomoćı zkracováńı okna segmentace, č́ımž ale zároveň
zhoršuje jej́ı frekvenčńı rozlǐseńı (viz spektrogram počátek a konec signálu S1 a signál S2 na
obrázku 52d). MESP použ́ıvá dlouhé okno pouze v př́ıpadě, je-li analyzovaný signál ryze sta-
cionárńı. V tomto př́ıpadě je použito pouze pro analýzu středńı části signálu S1 na obrázku
52d.

Během analýzy stacionárńıho signálu S1 (mimo kraje tohoto signálu) je možné pozorovat
daľśı vlastnost STADZT, jenž je schopnost detekce okamžité obálky signálu. Tato vlastnost
je promı́tnuta i do pr̊uběhu logaritmické spektrálńı vzdálenosti jako periodické pulsovańı této
hodnoty. To je zp̊usobeno t́ım, že použité ideálńı spektrum analyzovaného signálu obsahuje
pouze konstantńı spektrálńı složky a nereflektuje okamžitou obálku signálu.

Při bližš́ım pohledu na časové rozlǐseńı STADZT je vidět, že časová lokalizace nesta-
cinarity signálu neńı pro všechny frekvenčńı složky konstantńı, ale zpřesňuje se s rostoućı
frekvenčńı složkou signálu (viz jednotkový puls S2 na obrázku 52e). Tato vlastnost je dána
t́ım, že STADZT použ́ıvá pro výpočet nižš́ıch frekvenčńıch složek bázové polynomy tvořené
aproximovanými Zolotarevovými polynomy nižš́ıch řád̊u, které se nemohou tak dobře adap-
tovat na daný signál, jako je tomu pro analyzuj́ıćı bázové polynomy výšš́ıch harmonických
složek signálu. Tato vlastnost je patrná i z posledńı části testovaćıho signálu S3 jimž je
Gauss̊uv puls. Ze zologramu tohoto pulsu je vidět, že časová lokalizace pulsu je výrazně lepš́ı
pro horńı polovinu spektrálńıch složek.
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Obrázek 52: Porovnáńı spektrogramů vytvořených z testovaćıho signálu (a) s ideálńım spek-
trogramem (b). Spektrogramy byly vytvořeny obdélńıkovým oknem délky 512 vzork̊u s kro-
kem segmentace jeden vzorek pomoćı STDFT (c), MESP (d) a STADZT (e).
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Obrázek 53: Pr̊uběh logaritmické spektrálńı vzdálenosti spektrogramů od ideálńıho spek-
trogramu. Spektrogramy byly vytvořeny obdélńıkovým oknem délky 512 vzork̊u s krokem
segmentace jeden vzorek a pomoćı STDFT (modrá křivka), MESP (červená křivka) a STA-
DZT (modrá křivka).

109



9.3 Porovnáńı STADZT x STADZTP

Tato podkapitola je zaměřena na porovnáńı vlastnost́ı navržené STADZTP s p̊uvodńı STA-
DZT navržené v [1]. Jak je vidět z výsledk̊u logaritmické spektrálńı vzdálenosti uvedené v
Tab.11, STADZTP dosahuje výrazně lepš́ıch hodnot a to pro všechny tři d́ılč́ı části testo-
vaćıho signálu.

Modifikaćı p̊uvodńı transformace se předevš́ım zlepšilo časové rozlǐseńı transformace,
které je nyńı pro všechny spektrálńı složky konstantńı, protože se při určováńı báze mo-
difikované ADZT využ́ıvá periodicity spektra (viz kapitola 8.4), což umožňuje lépe určit jej́ı
parametry. Toto zlepšeńı je dobře patrné z porovnáńı zologramů harmonického signálu S1
generovańım STADZT (viz Obr.54c) a pomoćı STADZTP (viz 54d), na kterém jsou přesněji
lokalizovány časové nestacionarity signálu v krajńıch částech tohoto harmonického signálu,
které odpov́ıdaj́ı okamžitému začátku a konci generováńı tohoto signálu.

Oproti zologramu vytvořeném pomoćı STADZT, je časový vývoj spektra ADZTP zobra-
zen zologramem na Obr.54d, který je shodný s časovým pr̊uběhem ideálńıho spektrogramu
(viz Obr.54b), potažmo s časovým pr̊uběhem analyzovaného signálu (viz 54a). To znamená,
že STADZTP zologram nezobrazuje žádné spektrálńı složky signálu, které jsou před a nebo
za analyzovaným signálem (viz signál S1 mezi časovými indexy 0 - 300 a 1300-1600) a ne-
maj́ı sv̊uj ekvivalent v časové oblasti, kde je testovaćı signál roven nule. Tyto části jsou
poz̊ustatkem DFT, ze které samotná ADZT vycháźı, a proto mohou být odstraněny, č́ımž se
výsledný zologram v́ıce přibĺıž́ı ideálńımu spektrogramu (viz pr̊uběh logaritmické spektrálńı
vzdálenosti signálu na Obr.55).

Zlepšeńı časového rozlǐseńı lze rovněž sledovat na lokalizaci Gaussova pulsu (viz část
testovaćı signálu S2), který je v tomto př́ıpadě lokalizován s přesnost́ı jednoho vzorku a
to po pro všechny jeho frekvenčńı složky. Tomu odpov́ıdá i pr̊uběh logaritmické spektrálńı
vzdálenosti na Obr.55. V ideálńım př́ıpadě by měl být tento pr̊uběh nulový, což v tomto
př́ıpadě neńı. Je zde offset, který odpov́ıdá prvńım dvěma spektrálńım složkám DFT spektra,
které ADZT ponechává ve svém spektru 8 (viz kapitola 4.2).

Ideálńı tvar Gaussova impulsu v časově-frekvenčńı oblasti je zobrazen na Obr.54b a jak
je vidět z pr̊uběhu zologramu tohoto impulsu zobrazeném na Obr.54d, STADZTP tento puls
v porovnáńı s STDFT a STADZT velmi přesně detekuje. Při bližš́ım pohledu je však patrné,
že STADZTP pravidelně nuluje každý druhý segment, což je cena za schopnost transformace
zobrazovat okamžitou obálku analyzovaného signálu (viz kapitola 6.3).

8Prvńı dvě spektrálńı složky ADZT spektra odpov́ıdaj́ı spektrálńım složkám DFT spektra a ADZT trans-
formace je ponechává ve svém spektru z d̊uvodu možnosti převodu signálu z frekvenčńı oblasti zpět do časové
oblasti. Pro účely spektrálńı analýzy by bylo možně tyto spektrálńı složky odstranit nebo př́ıpadně dále mo-
difikovat navrženou ADZTP tak, aby upravovala i tyto spektrálńı složky.
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Tabulka 11: Tabulka pr̊uměrné spektrálńı vzdálenosti LSD zologramů vytvořených pomoćı
STADZT a STADZTP (viz Obr.52) od ideálńıho spektrogramu testovaćıho signálu.

STADZT STADZTP
Celý testovaćı signál 3.33 [dB] 1.66 [dB]

Část testovaćıho signálu S1 3.38 [dB] 2.34 [dB]

Část testovaćıho signálu S2 3.05 [dB] 1.54 [dB]

Část testovaćıho signálu S3 3.47 [dB] 1.10 [dB]

Obrázek 54: Porovnáńı spektrogramů vytvořených z testovaćıho signálu (a) s ideálńım spek-
trogramem (b). Spektrogramy byly vytvořeny obdélńıkovým oknem délky 512 a symetricky
doplněným nulami na 768 vzork̊u s krokem segmentace jeden vzorek a pomoćı STADZT (c),
STADZTP (d).
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Obrázek 55: Pr̊uběh logaritmické spektrálńı vzdálenosti spektrogramů od ideálńıho spektro-
gramu. Spektrogramy byly vytvořeny obdélńıkovým oknem délky 512 vzork̊u a symetricky
doplněným nulami na 768 vzork̊u s krokem segmentace jeden vzorek a pomoćı STADZT
(červená křivka) a STADZTP (zelená křivka).
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9.4 Porovnáńı STADZT x STDFT x CWT x CWD x HHT

Tato kapitola doplňuje porovnáńı STADZT s vybranými spektrálńımi metodami, které jsou
popsané v úvodńı kapitole zabývaj́ıćı se rešerš́ı stavu spektrálńıch metod (kapitola 2) a to
včetně metod, které nejsou založeny na DFT. Mezi vybrané metody patř́ı STDFT, MSP,
STADZT, CWT, CWD a HHT, jejichž parametry jsou nastaveny tak, aby dosahovaly nej-
lepš́ıch výsledk̊u. Během porovnáńı neńı použita logaritmická spektrálńı vzdálenost, jako
tomu bylo v předchoźıch kapitolách, kde bylo podrobně diskutováno o rozd́ılech mezi ADZT
a metodami založených na DFT. Tato kapitola slouž́ı pouze k ilustraci chováńı vybraných
metod při spektrálńı analýze následuj́ıćıch třech signál̊u:

• Testovaćı signál popsaný v kapitole 5.1.

• Biologický signál EKG obsahuj́ıćı několik P-QRT-S vln.

• Řečový signál obsahuj́ıćı slovo znělé a neznělé hlásky (slovo ”osum”).

Rozd́ıl mezi STADZT a STDFT, respektive jej́ı adaptivńı verźı MESP, je detailně popsán
v předchoźı kapitole 9.2, kde byl použit stejný testovaćı signál jako je pro výsledné spek-
trogramy z Obr.56. Jak je patrné z výsledných STDFT spektrogramů reálných signál̊u uve-
dených na Obr.57a a Obr.58a, tak muśı být zvolen kompromis mezi časovým a frekvenčńım
rozlǐseńım STDFT skrze délku okna segmentace, a proto je nutné vědět, co je ćılem prováděné
analýzy, a podle toho přizp̊usobit délku okna. Tuto nepř́ıjemnou vlastnost odstraňuje MESP,
kde je okno segmentace adaptivně nastavováno podle zvoleného kritéria minimálńı energie
spektrálńıho prosakováńı (6) a jak je vidět ze spektrogramů (Obr.57c a Obr.58c), tak časové
rozlǐseńı výsledných spektrogramů je zlepšeno.

Použit́ım CWT se výrazně vylepšuje časová lokalizace nestacionarity signálu, což je dáno
změnou měř́ıtka mateřské vlnky. Časové rozlǐseńı CWT neńı pro všechny škály konstantńı
(viz Obr.1). Tento jev je vidět na scalogramu testovaćıho signálu (Obr.56d), kde je velmi
přesně lokalizován jednotkový impuls a začátek s koncem harmonického signálu pouze pro
ńızké škály. Oproti STADZT je frekvenčńı rozlǐseńı CWT horš́ı, jak je možné pozorovat na
prvńı části testovaćıho signálu, kde neńı možně od sebe odlǐsit jednotlivé harmonické části
signálu. Při analýze reálných signál̊u dosahuje CWT dobrých výsledk̊u a proto je v praxi
běžně použ́ıvána pro analýzu EKG signálu, kde jsou jednotlivé EKG impulsy zobrazeny jako
opakuj́ıćı se obrazce (viz Obr.57d).

CWD metoda byla vybrána z toho d̊uvodu, že d́ıky použit́ı exponenciálńıho jádra distri-
buce velmi výrazně potlačuje interference mezi spektrálńımi složkami analyzovaného signálu,
jenž se běžně vyskytuj́ı u WVD. Nicméně lze stále tyto interference spatřovat ve stacionárńı
části, které u STADZT nejsou (signl S1). I přesto je možné u CWD rozlǐsit obě spektrálńı
složky harmonické části signálu a zároveň i velmi dobře detekovat jednotkový a Gauss̊uv
impuls. Časová lokalizace těchto změn je u CWD lepš́ı než je tomu u STADZTm, kdy STA-
DZT dosahuje menš́ıho časového rozlǐseńı na ńızkých frekvenćı. Tuto nevýhodu odstraňuje
navržená modifikace STADZTP (Obr.54). Při porovnáńı spektrogramu EKG a řeči vytvořené
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CWD a STADZT (Obr.57 a Obr.58) lze konstatovat, že obě metody dosahuj́ı srovnatelných
výsledk̊u.

Při analýze signálu pomoćı HHT docháźı k rozkladu signálu do tzv. vlastńıch modálńıch
funkćı (IMF), z nichž je pomoćı daľśıch úprav vytvořeno Hilbertovo spektrum. Z vytvořeného
spektrogramu testovaćıho signálu zobrazeného na Obr.56f je možné pozorovat, že HHT velice
dobře lokalizuje časové změny signálu reprezentované začátkem a koncem harmonického části
testovaćıho signálu. HHT rozlǐsuje obě harmonické složky této části signálu, kterým odpov́ıdá
samostatná IMF, která ale pro vyšš́ı harmonickou složku neńı konstantńı. Jednotkový impuls
je detekován pouze jednou IMF komponentou zat́ımco Gauss̊uv puls je rozložen do tř́ı.

Podrobněǰśı diskuze výsledk̊u analýzy spektrálńıch metod uvedených v této kapitole je
možné naj́ıt v [A2] nebo [A3].
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Obrázek 56: Porovnáńı výsledk̊u spektrálńı analýzy testovaćıho signálu: a) STDFT - Ham-
mingovo okno délky 128 vzork̊u s krokem segmentace 1 vzorek; b) MESP - Hammingovým
okno s adaptivńı délkou okna v rozmeźı 16 - 128 vzork̊u s krokem segmentace 1 vzorek;
c) STADZT obdélńıkové okno délky 128 a doplněném o 0 vzork̊u s krokem segmentace 1
vzorek; d) CWT - Coifletovo okno délky 128 vzork̊u; e) CWD - obdélńıkové okno délky 128
vzork̊u; f) HHT.
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Obrázek 57: Porovnáńı výsledk̊u spektrálńı analýzy EKG signálu: a) STDFT - Hammingovo
okno délky 64 vzork̊u s krokem segmentace 1 vzorek; b) MESP - Hammingovým okno s
adaptivńı délkou okna v rozmeźı 8 - 128 vzork̊u s krokem segmentace 1 vzorek; c) STADZT
obdélńıkové okno délky 128 a symetricky doplněném o 384 vzork̊u s krokem segmentace 1
vzorek; d) CWT - Coifletovo okno délky 128 vzork̊u; e) CWD - obdélńıkové okno délky 128
vzork̊u; f) HHT.
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Obrázek 58: Porovnáńı výsledk̊u spektrálńı analýzy řečového signálu: a) STDFT - Ham-
mingovo okno délky 128 s krokem segmentace 1 vzorek; b) MESP - Hammingovým okno s
adaptivńı délkou okna v rozmeźı 16 - 256 vzork̊u s krokem segmentace 1 vzorek; c) STADZT
obdélńıkové okno délky 256 a symetricky doplněném o 64 vzork̊u s krokem segmentace 1
vzorek; d) CWT - Coifletovo okno délky 128 vzork̊u; e) CWD - obdélńıkové okno délky 128
vzork̊u; f) HHT.
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9.5 Shrnut́ı

Tato kapitola porovnává spektrogramy a zologramy źıskané pomoćı vybraných spektrálńıch
metod. Z podrobného porovnáńı STADZT, STDFT a MESP je zřejmé, že ADZT dosahuje
přesněǰśıch výsledk̊u, jenž je doloženo pr̊uběhy logaritmické spektrálńı vzdálenosti. Z po-
rovnáńı modifikovaných metod STDFT nejlépe vycháźı modifikace využ́ıvaj́ıćı periodicity
spektra STADZTP, jak je možné pozorovat na uvedených zologramech a pr̊uběźıch logarit-
mické spektrálńı vzdálenosti. Pro ilustrace vlastnost́ı a schopnost́ı spektrálńıch metod uve-
dených v rešerši této práce jsou tyto vybrané metody použité k analýze testovaćıho signálu
a dvou reálných signál̊u.

118



10 Ověřeńı výpočtu DZT spektra

Účelem této kapitoly týkaj́ıćı se ověřeńı výpočtu DZT spektra je prokázat, že DZT spektrum
se dá poč́ıtat stejně jako DFT spektrum a to pomoćı skalárńıho součinu bázových polynomů
s analyzovaným signálem, což nebylo prozat́ım nikde provedeno. Koeficienty DFT lze źıskat
pomoćı minimalizace (31). To vede na [9]

ck =
1

2T0

∫ T0

−T0
x(t) exp(−i2πkt)dt, k = . . . ,−1, 0, 1, . . . (78)

kde T0 je perioda signálu, k je index spektrálńı složky signálu. Diskretizaćı tohoto vztahu
lze spektrálńı složky DFT zapsat jako [7]

ck = Ts
1

N

N
2∑

n=−N
2

x[n] exp(−i2πknTs), k =
−N

2
, . . . ,−1, 0, 1, . . . ,

N

2
, (79)

kde N je počet vzork̊u signálu a Ts je perioda vzorkováńı. Obdobně lze źıskat vztah pro
spektrálńı koeficienty DZT pomoćı skalárńıho součinu bázových polynomů a signálu (15) a
přepsat tento vztah jako

SZ [`] =

N
2
−1∑

n=−N
2

x[n] zexp(−i2π`nTs) , ` =
−N

2
, . . . ,−1, 0, 1, . . . ,

N

2
(80)

kde zexp(−i2π`nTs) představuje bázový polynom DZT tvořený ZP `-tého řádu.

Jak již bylo popsáno v kapitole 4.2.1, ADZT spektrum signálu je poč́ıtáno pomoćı al-
goritmu, který adaptivně nastavuje analyzuj́ıćı bázové polynomy ADZT podle vstupńıho
signálu. Algoritmus ADZT pracuje se signálem, který je vyjádřen pomoćı Fourierovského
spektra z něhož je pak za pomoci sestavené matice Z vypočteno ADZT spektrum podle
vztahu (21). T́ımto postupem lze na ADZT rovněž nahĺıžet jako na filtraci DFT spektra po-
moćı uvedené matice Z. Tato matice v sobě rovněž nese informace o analyzovaném signálu,
jenž jsou z výsledného ADZT spektra odstraněny. Např́ıklad během potlačeńı spektrálńıho
prosakováńı, kdy jsou jednotlivé spektrálńı složky odpov́ıdaj́ıćı spektrálńımu prosakováńı z
výsledného spektra odstraněny, se informace o odstraněných spektrálńıch složkách přesune
ze spektra do matice Z, kde jsou tyto informace uloženy ve formě parametr̊u analyzuj́ıćıch
bázových funkćı. T́ım si ADZT ponechává informaci o odstraněných spektrálńıch složkách,
a proto je možné pomoćı vztahu (22) zpětně rekonstruovat analyzovaný signál.

Pro ověřeńı, zda-li je výpočet koeficient̊u DZT spektra podle vztahu (19) možn,ý je
nejprve nutné ověřit, že je možné źıskat ADZT spektrum pomoćı ADZT bázových funkćı,
tak jako je tomu pro DFT spektrum (2) stejně jako pomoćı vztahu (21) pracuj́ıćı ryze ve
frekvenčńı oblasti (filtrace DFT spektra). Pro výpočet ADZT spektrálńıch složek v časové
oblasti tedy plat́ı následuj́ıćı vztah

SZ = WZ · s, (81)
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kde vektor s obsahuje vstupńı signál a matice WZ obsahuje aproximované Zolotarevovy
polynomy (AZP) tvoř́ıćı analyzuj́ıćı bázové funkce ADZT obdobně jako je báze DFT W
tvořena komplexńımi exponenciálamy (3)

WZ = Z ·W, (82)

kde matice Z obsahuje koeficienty AZP polynomů.

Pro ilustraci ověřeńı byl použit signál složený ze směsi dvou harmonických signál̊u, jejichž
frekvence neńı ortogonálńı ani k jedné bázi DFT a ADZT, a proto výsledné DFT spektrum
uvedené na Obr.59a obsahuje spektrálńı prosakováńı, které ADZT potlačuje. ADZT spek-
trum (Obr.59b) je nejprve poč́ıtáno ve spektru podle vztahu (21) (viz modré vykresleńı
spektra) a poté v časové oblasti podle vztahu (81) (viz červený pr̊uběh). Z obou těchto
pr̊uběh̊u a rozd́ılu absolutńıch hodnot spekter vykreslených na Obr.59c je patrné, že oba
výpočty vedou na shodné výsledky. Tento fakt je ještě podpořen výpočtem logaritmické
spektrálńı vzdálenosti podle vztahu (68), která je rovna nule.

Dı́ky provedenému experimentálńımu porovnáńı vztah̊u (19) a (81) pro výpočet Zolotare-
vova spektra pomoćı ADZT lze nyńı bez jakýchkoliv pochybnost́ı ověřit výpočet Zolotarevova
spektra pomoćı DZT a to za použit́ı vztahu (81) (respektive vztahu (19)), kde matice WZ

obsahuje analyzuj́ıćı bázové polynomy DZT tvořené neaproximovanými ZP9.

Daľśım krokem ověřeńı, který musel být vyřešen, bylo nutné naj́ıt postup sestaveńı DZT
analyzuj́ıćı báze z neaproximovaných Zolotarevových polynomů prvńıho a druhého druhu
(18) [1]. Tyto polynomy jsou určeny řádem polynomu ` a parametry wp, ws a wm, jenž
určuj́ı výšku středového laloku. Parametry sudého Zolotarevova polynomu (tzv. zcos) jsou
definovány jako [1]

wp =
1− κ′

1 + κ′
,

ws = −wp,
wm = 0,

(83)

kde parametr κ′ je komplementárńı eliptický modul, který nabývá hodnot z intervalu 〈0, 1〉
[1]. Pro lichý Zolotarev̊uv polynom (tzv. zsin) lze tyto vztahy definovat pomoćı Chebyche-
vových polynomů [1].

ADZT určuje index nestacionarity jako poměr stacionárńı a nestacionárńı části spektra
analyzovaného signálu (46),

Vzhledem k tomu, že v tuto chv́ıli neexistuje žádný postup pro optimálńı nastaveńı pa-
rametr̊u analyzuj́ıćı DZT báze, řádu ZP ` a š́ı̌rky středového laloku wp, je nasnadě využ́ıt
k tomuto účelu ADZT algoritmus určuj́ıćı optimálńı š́ı̌rku pásma m a normovaného index
nestacionarity k0 analyzuj́ıćı báze ADZT tvořenou AZP. Z dosavadńıch výsledk̊u analýzy
ADZT a jej́ıch modifikaćı je zřejmé, že jakákoliv změna š́ı̌rky pásma ve většině př́ıpad̊u vede

9Předchoźı ověřeńı bylo provedeno s AZP.
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Obrázek 59: Ověřeńı výpočtu ADZT spektra. Analyzovaný signál je složen ze dvou sinu-
sových signál̊u délky N = 32 s frekvenćı f1 = 10.5fs/N a f2 = 20.5fs/N : Jednotlivé obrázky
zobrazuj́ı DFT spektrum analyzovaného signálu (a), ADZT spektrum vypočtené vztahem
(21) (b - modrý pr̊uběh) a podle vztahu (81) (b - červený) a rozd́ıl absolutńıch ADZT spekter
(c).
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ke zhoršeńı vlastnost́ı ADZT. Bylo proto nutné nejprve vyřešit zp̊usob sestaveńı ZP daného
řádu ` a požadované š́ı̌rky pásma m. Zde se nab́ızej́ı dva postupy. Prvńı postup vedl na vyge-
nerováńı ZP daného řádu ` a následným oř́ıznut́ım jeho nestacionárńı části na požadovanou
velikost š́ı̌rky pásma m (tj. vynulováńı všech spektrálńıch složek s indexem nižš́ım než je `−m
v pravé polovině spektra). Druhá možnost pracovala s t́ım, že řád ZP je roven š́ı̌rce pásma m,
t́ım se vygeneruje ZP v základńım pásmu a poté je frekvenčně namodulován na požadovanou
frekvenci odpov́ıdaj́ıćı řádu ` (tj. celé spektrum ZP je posunuto ` − m spektrálńıch složek
vpravo). Prováděné operace byly ve spektru provedeny v obou jeho polovinách symetricky.
Během sestavováńı DZT báze se ukázalo, že tento druhý postup vede ke správné interpretaci
ADZT spektrálńı masky respektive ADZT báze (viz Obr.2) pomoćı neaproximovaných ZP.

Š́ı̌rka pásma m źıskaná během výpočtu ADZT spektra př́ımo odpov́ıdá řádu ZP ` hledané
analyzuj́ıćı DZT báze a jej́ı hodnota je ADZT algoritmem určena optimálně pro dosažeńı
nejlepš́ı časové lokalizace. Na základě provedených analýz a experiment̊u lze předpokládat
vztah mezi normovaným indexem nestacionarity ADZT k0 a š́ı̌rkou středového laloku ZP wp
tvoř́ıćı DZT analyzuj́ıćı bázi, který nebyl prozat́ım matematicky odvozen. Důvodem je to,
že nejsou úplně odvozeny vztahy, které popisuj́ı jak se chovaj́ı ZP v celém intervalu 〈−1, 1〉.
Prozat́ım je dokázáno pouze to, že jsou tyto polynomy ortogonálńı na intervalech 〈−1, wp〉
a 〈ws, 1〉 [40], ale už neńı jasné jej́ıch chováńı na intervalu 〈wp, ws〉, a proto nelze źıskat
optimálńı parametry DZT bázových polynomů zexp

(−i2π`n
N

)
. Bylo tedy nutné parametry

ZP empiricky určit pomoćı korelace mezi bázovými funkcemi ADZT tvořenými AZP, které
byly optimálně nastaveny během výpočtu ADZT spektra a hledanými ZP. Postup generováńı
optimálńıch ZP je shrnutý v následuj́ıćıch bodech:

1. Źıskáńı analyzuj́ıćı bázové funkce ADZT odpov́ıdaj́ıćı l-té spektrálńı složce společně s
hodnotou jejich parametr̊u š́ı̌rky pásma m a normovaného indexu nestacionarity k0.

2. Vygenerováńı ZP řádu ` odpov́ıdaj́ıćımu š́ı̌rce pásma ADZT bázové funkce m (tj. ` =
m) s počátečńı hodnotou š́ı̌rky středového laloku wp.

3. Modulace ZP, tedy posunu jeho spektra na l-tou spektrálńı složku pomoćı frekvenčńıho
posunut́ı ve spektru. Dı́ky ADZT algoritmu plat́ı m < l. Modulaćı se změńı řád poly-
nomu z hodnoty m na hodnotu `.

4. Pomoćı korelace a postupnou změnou š́ı̌rky středového laloku wp v rozmeźı (0, 1) v bodě
2 je iterativně (opakováńım bod̊u 2-4) nalezen takový ZP, který dosahuje maximálńı
vzájemné energie s ADZT bázovou funkćı.

5. Uložeńı nalezeného ZP do matice WZ představuj́ıćı analyzuj́ıćı bázi DZT.

6. Opakováńı postupu pro všechny bázové funkce.

Z korelačńı analýzy, během které je určena analyzuj́ıćı báze DZT, a porovnáńım normo-
vaných index̊u nestacionarity k0 a nalezených š́ı̌rek středového laloku wp lze konstatovat,
že hodnoty wp koṕıruj́ı trend hodnot k0 (viz Obr.61). Tento trend lze definovat vztahem
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mezi normovaným indexem nestacionarity ADZT k0 a hodnotou wp pro ZP prvńıho druhu.
Pomoćı vztahu (52) lze vyjádřit jako

ws = −wp =
k

k + 1
= k0, wm = 0. (84)

Analogický vztah pro ZP druhého druhu, neńı tak ”př́ımočarý”jako pro ZP prvńıho druhu a
to z d̊uvodu použit́ı Jacobiho eliptických integrál̊u při určováńı wp, ws a wm, a proto i jejich
dynamika/chováńı neńı lineárńı. Dosud se nepodařilo tento vztah jednoznačně určit.

Obr.60a zobrazuje Fourierovo spektrum signálu tvořeného směśı dvou harmonických
signál̊u, které nejsou ortogonálńı na bázi ani jedné použité transformace a t́ım vzniká ve
spektru prosakováńı. Odlǐsné pr̊uběhy Zolotarevových spekter uvedených na Obr.60b jsou
dány t́ım, že parametry analyzuj́ıćıch bázových polynomů DZT nelze zat́ım úplně přesně
nastavit tak, jako je tomu pro ADZT a to kv̊uli výše zmı́něným d̊uvod̊um. Avšak z uve-
dených výsledk̊u je patrné, že DZT (viz červený pr̊uběh) vykazuje velmi podobné vlastnosti
a chováńı jako ADZT (modrý pr̊uběh). Je zde vidět potlačeńı spektrálńıho prosakováńı.
Při optimálńım nastaveńı analyzuj́ıćı báze se budou výsledky DZT stále v́ıce přibližovat
k výsledk̊um ADZT, což vede na potvrzeńı hypotézy H6. Tato hypotéza nebyla doposud
prokázána. Důsledkem jej́ıho ověřeńı je jednak nalezeny vztah mezi parametry ZP a AZP
(rovnice 84), jednak potvrzeńı, ze ”mazáńı čar”ve spektru neńı d̊usledkem navrženeho algo-
ritmu ADZT, ale je vlastnosti spojenou s použit́ım ZP. Toto doposud nebylo zřejmé.

Potvrzeńı výpočtu DZT v časové oblasti bude využito v navazuj́ıćı disertačńı práci
zabývaj́ıćı se návrhem optimálńıho nastaveńı parametr̊u ZP polynomů v časové oblasti.
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Obrázek 60: Ověřeńı výpočtu DZT spektra pomoćı skalárńıho součinu analyzovaného sig-
nálu s bázovými polynomy DZT. Analyzovaný signál je složen ze dvou sinusových signál̊u
délky N = 32 s frekvenćı f1 = 10.5fs/N a f2 = 20.5fs/N : Jednotlivé obrázky zobrazuj́ı
DFT spektrum analyzovaného signálu (a), ADZT spektrum vypočtené vztahem (21) (b
- modrý pr̊uběh), DZT spektrum vypočtené vztahem (81) za použit́ı neaproximovaných
Zolotarevových polynomů tvoř́ıćı bázi DZT (b - červený) a rozd́ıl absolutńıch hodnot ADZT
spekter.
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Obrázek 61: Porovnáńı pr̊uběh̊u indexu nestacionarity k0 vypočtené ADZT (modrý pr̊uběh)
a š́ı̌rky laloku wp stanovených pomoćı korelačńı analýzy (červený pr̊uběh) a to pro reálnou
(a) a imaginárńı (b) část spektra zvlášt’.
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11 Závěr

Hlavńım ćılem této práce byl systematický popis vlastnost́ı nové časově-frekvenčńı transfor-
mace založené na symetrických Zolotarevových polynomech prvńıho a druhého druhu, kterou
je ADZT. Tato transformace byla navržena během doktorského studia Radimem Špet́ıkem a
uvedena v jeho disertačńı práci, na kterou tato práce navazuje a doplňuje ji o doposud nikde
nepublikovaný komplexńı popis této transformace, jej́ıho výpočtu a chováńı na vybraných
typech signál̊u obsahuj́ıćı stacionárńı i nestacionárńı části. V práci je dále diskutováno op-
timálńı nastaveńı parametr̊u STADZT za pomoci logaritmické spektrálńı vzdálenosti Zo-
lotarevova spektra od ideálńıho spektra analyzovaného signálu. Během práce byla rovněž
ADZT a jej́ı krátkodobá verze STADZT porovnávána s vybranými spektrálńı metodami a
na základě těchto výsledk̊u byly navrženy modifikace ADZT algoritmu vedoućı ke sńıžeńı
počtu operaćı nebo k dosažeńı konstantńıho časového rozlǐseńı. K analýze chováńı ADZT
byly navrženy a využity nově navržené nástroje kterými jsou mapa pr̊uchod̊u algoritmem a
sledováńı euklidovské normy matice Z. V neposledńı řadě je v práci ověřen princip výpočtu
DZT, který využ́ıvá skalárńıho součinu signálu s bázovými funkcemi tvořenými neaproximo-
vanými Zolotarevovými polynomy prvńıho a druhého druhu.

11.1 Splněńı ćıl̊u práce

Jednotlivé ćıle práce stanovené v kapitole 3 byly postupně splněny. Pomoćı vhodně navrže-
ných postup̊u, kritéríı a př́ıklad̊u byly zevrubně analyzovány vlastnosti ADZT a popsáno
jej́ı chováńı na typických př́ıkladech. Byl též diskutován vliv nastaveńı parametr̊u ADZT a
STADZT a byly rovněž navrženy optimálńı hodnoty těchto parametr̊u. Na základě porovnáńı
výsledk̊u STADZT s vybranými spektrálńımi metodami byly navrženy modifikace ADZT s
ohledem na zlepšeńı jejich vlastnost́ı a výpočetńı náročnost. Dále byl ověřen výpočet DZT
v časové oblasti pomoćı skalárńıho součinu bázových polynomů a signálu. Stále otevřenou
otázkou nicméně z̊ustává stanoveńı optimálńıch parametr̊u ZP bez použit́ı ADZT.

Všechny hypotézy stanovené na počátku výzkumu byly bud’ verifikovány nebo upřesněny,
jak je uvedeno v následuj́ıćı tabulce Tab.12.

Tabulka 12: Přehled ověřeńı, zpřesněńı a vyvráceńı stanovených hypotéz.
Hypotéza Ověřeno Upřesněno Vyvráceno

H1 X
H2 X
H3 X

H4a: X
H4b: X
H4c: X
H5 X
H6 X X
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Z provedené analýzy chováńı ADZT byly určeny typy signál̊u, které mohou být analy-
zovány pomoćı ADZT a jej́ı krátkodobou verźı a zároveň i typy signál̊u, které nejsou př́ılǐs
vhodné. Mezi vhodné signály patř́ı:

• směs harmonických signál̊u, která je ortogonálńı na bázi ADZT (neobsahuje spektrálńı
prosakováńı)

• směs harmonických signál̊u, která neńı ortogonálńı na bázi ADZT (obsahuje spektrálńı
prosakováńı)

• signály obsahuj́ıćı sinusové nestacionárńı signály s postupně i náhle měńıćımi parame-
try (amplituda, frekvence a fáze)

• směs stacionárńıch a nestacionárńıch signál̊u (Model M1, M2, M4, M5 a M6)

• signály (sinusový signál, jednotkový impuls) obsahuj́ıćı b́ılý šum (Model M3)

Mezi nevhodné signály patř́ı:

• komplexńı exponenciála (Model M7), popř. širokopásmové signály

11.2 Vlastńı př́ınos práce

Vlastńı př́ınos této práce lze spatřovat v systematické analýze ADZT vedoućı jednak k
vymezeńı jej́ıho použit́ı a jednak k modifikaćım. Daľśımi částečnými př́ınosy je ověřeńı,
že ”mazáńı”složek ve spektru neńı d̊usledkem navrženého algoritmu pro výpočet ADZT,
ale vlastnost́ı DZT a ověřeńı výpočtu DZT pomoćı konvoluce signálu s bázovými vektory
určenými ZP.

Jednotlivé položky formuj́ıćı př́ınos této práce na poli spektrálńı analýzy využ́ıvaj́ıćı
symetrické Zolotarevovy polynomy prvńıho a druhého druhu jsou sepsány v následuj́ıćıch
bodech:

• v úvodńı části bylo uvedeno alternativńı odvozeńı ADZT pomoćı minimalizace chyby
aproximace signálu

• práce obsahuje poprvé úplný popis výpočtu optimálńı parametr̊u bázových funkćı
ADZT potřebných k sestaveńı báze a výpočtu ADZT spektra

• s pomoćı popisu sestaveńı Z matice je od̊uvodněna nevhodnost ADZT ke ztrátové
kompresi dat

• v rámci popisu bázových polynomů ADZT byl popsán přechod od neaproximovaných
Zolotarevových polynomů k jejich aproximovaným verźım
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• k analýze chováńı ADZT byla navržen nový nástroj zobrazuj́ıćı zp̊usob výpočtu do
map. Byl navržen numericky vhodný postup vytvářeńı těchto map.

• jako daľśım novým nástrojem pro spektrálńı analýzu signálu se ukazuje vhodná eu-
klidovská norma matice Z, která zároveň slouž́ı k porovnáváńı podobnosti ADZT a
DFT

• bylo popsáno chováńı ADZT na modelových př́ıpadech spektra obsahuj́ıćı pouze dvě
spektrálńı složky bez prosakováńı a spektrálńı složky odpov́ıdaj́ıćı prosakováńı. Popis
chováńı na modelových př́ıpadech spektra lze využ́ıt při analýze chováńı signál̊u se
složitěǰśım spektrálńım obrazem.

• analýzou pulsováńı energie jednotlivých spektrálńıch složek Zolotarevova spektra bylo
zjǐstěno, že toto pulsováńı přibližně reflektuje okamžitou obálku analyzovaného signálu,
respektive jej́ı uzly a kmitny

• byl podrobně popsán postup, který umožńı vysvětlit chováńı ADZT i bez teorie Zolo-
tarevových polynomů, mezi š́ı̌rkou pásma a časovou/frekvenčńı selektivitou ADZT

• bylo popsáno chováńı ADZT při spektrálńı analýze signálu s postupnou či náhlou
změnou parametr̊u jako je frekvence, fáze nebo amplituda

• byla diskutována vhodnost a nevhodnost použit́ı ADZT pro detekci signál̊u v šumu a
jej́ı použit́ı pro odstraněńı šumu ze signálu

• byla porovnána výpočetńı náročnosti ADZT a DFT a nově navržených modifikaćı
ADZT

• pro určeńı optimálńıho nastaveńı parametr̊u STADZT bylo použito kritérium hod-
not́ıćı logaritmickou spektrálńı vzdálenost Zolotarevova spektra od ideálńıho spektra
analyzovaného signálu

• byl proveden návrh optimálńıch parametr̊u STADZT po spektrálńı analýzu signálu

• ke sńıžeńı počtu operaćı a t́ım ke sńıžeńı celkové výpočetńı náročnosti ADZT byla
navržena modifikace výpočtu ADZT využ́ıvaj́ıćı fixaci š́ı̌rky pásma bázových polynomů

• pro źıskáńı konstantńıho časového rozlǐseńı ADZT byla navržena postupně modifikace
ADZT algoritmu využ́ıvaj́ıćı symetričnosti a periodicity spektra realných signál̊u

• bylo provedeno porovnáńı STADZT s vybranými spektrálńımi metodami a to jak na
umělých signálech obsahuj́ıćı stacionárńı a nestacionárńı části, tak byla provedena i
ilustrace chováńı na reálných signálech reprezentovaných ekg a reč́ı

• ověřeńım principu výpočtu DZT byla připravena p̊uda pro navazuj́ıćı disertačńı práci
zabývaj́ıćı se návrhem optimálńıch parametr̊u DZT. Byl navržen postup sestaveńı báze
DZT využ́ıvaj́ıćı neaproximované Zolotarevovy polynomy a parametry š́ı̌rky pásma m
a normovaného indexu nestacionarity k0 źıskanými ADZT.
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• též byl diskutován doposud neznámý vztah mezi bázovými polynomy DZT a ADZT
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Publikace v recenzovaných časopisech
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