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ABSTRAKT

Nazev prace: Reseni tlohy minimalni kostry grafu s omezenimi
Autor: Bc. Véra Jindrova
Ustav: Ustav logistiky a managementu dopravy (K617)

Vedouci prace: doc. Ing. Denisa Mockova, Ph.D.

Predmétem této prace je pfedstaveni metaheuristiky Tabu Search na pfikladé minimalni kostry
grafu s omezenimi malého rozsahu. CtenaF maze nasledovat jednotlivé detailné popsané
kroky a osvojit si tak postup feSeni pomoci metaheuristiky Tabu Search. Na zakladé pochopeni
ulohy. ReSersni ¢ast poskytuje prehled problémda, které se pomoci dané metaheuristiky feSily
a také které se v souCasné dobé zacinaji nové Fesit. Tato proména poskytuje novy néhled
na zminénou metaheuristiku a nabizi se zavedeni novych principt a nastroju k efektivnimu

feSeni nové zvolenych uloh.

KLiCOVA SLOVA

Minimalni kostra s omezenimi, exaktni feSeni, metaheuristiky, Tabu Search

ABSTRACT

Title: Solution of the Constrained Minimal Spanning Tree Problem
Author: Bc. Véra Jindrova

Department: Department of Logistics and Transport Management (K617)
Supervisor: doc. Ing. Denisa Mockova, Ph.D.

The object of this thesis is to show a metaheuristic approach called Tabu Search
on an example of a minimum spanning tree with minor restrictions. The reader can follow the
individual steps described in detail and learn the solving process using a metaheuristic
approach Tabu Search. Based on the understanding of this approach of Tabu Search it can
be applied to more complex tasks. The search section provides an overview of the problems
which were solved by Tabu Search and which are currently starting a new deal. This
transformation provides a new perspective on the referred metaheuristic and offers

to introduce new principles and tools to effectively deal with the newly selected tasks.

KEY WORDS
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@ Reseni Glohy minimalni kostry grafu s omezenimi
CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE, Fakulta dopravni

Obsah

SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK ... eee et e e eeeea e e e e e e e e e et e e aeeeeveeeaenneeaeaaan VI
R U LY@ 5 L 1
2 ULOHA KOSTRY GRAFU A JEJI MODIFIKACE .....eeieeee oot eeeeeseeaans 3
2.1 KOSTRA GRAFU. ...ttt e et ettt e e e e e e e e e e e e e e e 3
2.2 MINIMALNI KOSTRA GRAFU .uiivuiiitiiteitettteeeet st st st s st sesasssnseta s et setsesnssensstasetaernsernsesnnns 4
A N 1153 1o T o 1o YR A VAo [ SSEERPPRRRR 5
2.2.2 FOIMUIACE UlONY.......uiiiiiiiiiiiiii i et ceemc et ettt e ettt e e s s et et e e e e saaeeee e e e ssbaeeaeesasnbaeeeeeeansnees 5
2.2.3 Matematicky Model UIORNY ..........c.c..uuiiiiiimmmr e e e e e e s aee e 6
2.2.4 Prehled algoritm pro minimalni KOStrU..........cuviiiiieeiie e e e eeaeees 7
2.3 MINIMALNI KOSTRA GRAFU S OMEZENIMI «.euueeetes et e et e e et e e e e e e smn s e e s eer e eenaeenaeenns 9
3 METODY RESENI ...ttt ettt e ettt et e et et et et et e et e e et eae e e eee et eneeeee s 11
3.1 EXAKTNI METODY RESENI .. iuuiiuiituiitniittitieettesstssttsetsrensentesnses st stnsesnssssstaserasensesnseenns 13
B2 HEURISTIKY teeete ettt ettt et e e e et et e et e et e et e et e et e et e e e e e e e e e e e e e e e eenns 13
3.3 MEETAHEURISTIKY tutttuittetutenttsntetsetessesnsssnsssnseensessn e eeasesnsesnseasetseensesnresssrasrenssssnsennes 15
G TG TR A B 1Y i a1 o7 = 16
3.3.2 Specializace metaheuristik pro optimaimBprobIEMY ............cccoiviiiiiiiiie e 18
3.3.3 Druhy metaheuristickyCh algorii...............ccoeeriiiiiiiiii e 18
3.3.4 Rozdily mezi metaheuristickymi KONCEPLY .....ceeeeeieeeeee i 20
4 EXAKTNiI RESENI PRIKLADU MINIMALNI KOSTRY GRAFU S OMEZENIMI......... .21
oI Y = L O ST Y = L O T 25
5.1 METODA TABU SEARCH OBECNE ..euuiittiitettetnsttettetttesnsssnseenstesestsessesnssssttassaseeeerernree 25
5.2 RESERSE-SHRNUTI ZAKLADNICH POZNATKU A HISTORIETABU SEARCH ....vvuviveiieinieeeennnns 26
5.3 ALGORITMUS METODY TABU SEARCH .. ettt ete e et st e te et ssenssasstsenseensasnssaaserneees 33
5.3.1 Algoritmus metody lIokaIniho prohledAVANI ....cccceeevieeeei i 33
5.3.2 Algoritmus metody tabu prohl@dAVANT .........ccoceiiiiie i 34
6 APLIKACE TABU SEARCH NA KOSTRU GRAFU S OMEZENIMI .. coovveeeeeeeeeeeeeeeeaeeen. 36
6.1 POUZITI KRATKODOBE PAMET ceuuitttituitntttetteeuesstesasssnsstnssusesnssnssnsssnsttesenssensesnrrsersasenee 36
6.2 POUZITI STREDNE-DOBE PAMETI tvuttttttttteenteesesasesasesssenseensesarasssasessenseesssasrsaseaeenreenrees 52
6.3 SROVNANI OPTIMALNIHO RESENi SRESENIM POMOCI METAHEURISTIKY....ovvuiiriireenieeneeenreens 61
7 UVAHA O VLIVU A ROZM ERU ASPIRACNIHO KRITERIA ...t ee oo 63
8 ZAV ER ..o oottt ettt ettt ettt e et 64
L T E R A TUR A .ottt et e ettt e et e et e ettt e e et e e e e e e e ea s e e aaaeseean s e esn e e et se st restressnrenanrees 66
SEZNAM OBRAZK V...t ettt eee ettt ettt ettt et e et ee e en e e ere s 71
SEZNAM TABULEK ...t ettt e e et e e e e e e e e eaeaes 72

Vi



@ Reseni Glohy minimalni kostry grafu s omezenimi
CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE, Fakulta dopravni
Seznam pouzitych zkratek

ACO Ant Colony Optimization, Optimalizace mravenci kolonie
ATSP Asymetric Traveling Salesman Problem,

Asymetricka Uloha obchodniho cestujiciho

BDCMST Bounded Diameter Minimum Spanning Tree
DCMST Degree Constrained Minimum Spanning Trees
EA Evolution Algorithm, Evoluéni algoritmy
LCMST Leaf Constrained Minimal Spanning Tree,

Uloha minimalni kostry s omezenym poctem listd

MST Minimal Spanning Tree, Minimalni kostra grafu

NP Not Polynomial, nepolynomialni

NP-C Not Polynomial — Complete, nepolynomiélni kompletni
NP-H Not Polynomial — Hard, nepolynomidlni tézké

OR Optimalni feseni

P Polynomial, polynomiélni

SMT The Steiner Minimal Tree, Steinerdv minimalni strom
STSP Symetric Traveling Salesman Problem,

Symetricka uloha obchodniho cestujiciho

TS Tabu Search, Zakazané porhledavani

TSP Traveling Salesman Problem, Problém obchodniho cestujiciho
UF Ucelova funkce

VNS Variable Neighbourhood Search, Variabilni prohledavani okoli
VRP Vehicle Routing Problem, Rozvozni tloh

Vi



@ Reseni Glohy minimalni kostry grafu s omezenimi
CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE, Fakulta dopravni

1 Uvod

Napln této prace spada do oboru operacniho vyzkumu, ktery je mozné charakterizovat jako
védecky néstroj na podporu rozhodovani ve slozitych realnych systémech. Jednim
ze zakladnich principl opera¢niho vyzkumu je hledani optimélniho FeSeni zkoumaného
problému s vyuZzitim aparatu matematického modelovani. Mezi nejvyznamnéjsi discipliny
operacniho vyzkumu se pfedevsim fadi linearni, nelinearni a dynamické programovani, teorie
her, teorie grafa, teorie rozvrh(, teorie front, teorie zasob, teorie obnovy, vicekriterialni
rozhodovani a dalSi. Pocatky zminénych disciplin se datuji mezi 30. a 40. léta 20. stoleti.
Mnoho zndmych uloh z oblasti operacniho vyzkumu bylo vyfeSeno aZz béhem druhé svétové

valky, poté v povaleCném obdobi a také pozdéji s rozvojem informacnich technologii.

Optimaliza¢ni problémy se vyskytuji v celé fadé odvétvi lidské &innosti, napf. v doprave,
ekonomii, obchodu, strojirenstvi, pramyslu ¢i mediciné. Mnohé optimaliza¢ni Glohy, nejen
dopravni, nejsou pro svoji €astou vysokou slozZitost a komplexnost feSitelné exaktnimi
metodami v poZadovaném realném Case. Z praktického hlediska je uzite€né nalézt alespon
takové feSeni, které je blizké optimu. To umozZnuji rdzné heuristické a metaheuristické
pFistupy. Praktickd Cast prace je zaméfena pravé na feSeni ulohy minimalni kostry grafu

s omezenimi pomoci metaheuristiky Tabu Search.

Uloha minimalni kostry grafu s omezenimi spada do discipliny teorie graft, jejiz aparat
je dulezitym prostfedkem pro zachyceni a analyzu struktury zkoumaného systému.. Algoritmy
pro hledani optiméalnich cest na grafech jsou vyuzivany v rozsahlé tfidé matematickych modell
opera¢niho vyzkumu a také jednou z nejCastéji vyhledavanych skupin algoritmtd s Sirokym
uplatnénim zejména v oblasti silni¢ni dopravy. Rovnéz dalSi oblasti teorie graft (konstrukéni
ulohy na grafech, metody hledani kritické cesty, problematika okruznich jizd apod.) slouZzi
k feSeni mnoha problému z oblasti dopravy. VétSina algoritmu je v realnych situacich feSena
pravé heuristickymi & metaheuristickymi pfistupy, které nezarucuji nalezeni globalniho optima,

ale jsou schopny nalézt kvalitni FeSeni, které se hledanému optimu bliZzi.

Ulohu hledani minimalni kostry grafu Ize aplikovat napf. pfi hledani nejlevné&jsiho propojeni
dané oblasti telefonnim kabelem, dopravni &i elektrickou siti apod. Algoritmus hledani
minimalni kostry grafu muze byt vyuzity také v urcitych krizovych situacich — napf. pfi niz dojde
k ¢aste¢nému nebo Uplnému zneprichodnéni dopravnich komunikaci (zasypani, zatopeni,
snéhova kalamita apod.). Pro zajisténi nejnutnéjSiho propojeni strategickych mist je zapotiebi
alespon ¢aste¢né obnovit komunikaéni sit' tak, aby kazdy ze strategickych bodl byl propojen
s ostatnimi. Ohodnoceni hran zndzorfiuje vzdalenosti mezi krajnimi vrcholy hrany, tedy mezi

jednotlivymi strategickymi body. Ohodnoceni muZe byt uvedeno v jednotkach urcujici

1
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vzdalenost, ¢as €i naklady na absolvovani dané hrany. Nalezenim minimalni kostry grafu jsou

uréeny komunikace, které maji byt bezprostiedné zprGjezdnény, aby byly jednotlivé vrcholy

dané sité navzajem propojeny.

Text prace je v prvni ¢asti vénovan zakladnimu predstaveni Glohy kostry grafu a jejich
modifikaci, a to minimalni kostry grafu a minimalni kostry grafu s omezenimi. Ve stru¢nosti
jsou popsany tfi zakladni algoritmy pro hledani minimélni kostry grafu v€etné jejich sloZitosti
pro moznou pozdgjSi navaznost v praktické Casti prace. V dalSi ¢asti je dan prostor
pro prezentaci a vzajemné porovnani moznych metod feSeni optimaliza¢nih problému, kterymi

jsou exaktni metody, heuristické a metaheuristické pfistupy.

Praktick& ¢ast prace se déli na ziskani optiméalniho feSeni pomoci exaktni metody a na feSeni
tlohy pomoci metaheuristiky Tabu Search. Nasledné jsou porovnany vysledky téchto dvou
odliSnych pfistupu.

Prace si dava za ukol predstaveni metaheuristiky Tabu Search na jednoduchém pfikladé
minimalni kostry s omezenimi. Ctenaf mize nasledovat jednotlivé detailng popsané kroky
a osvojit si tak postup feSeni pomoci metaheuristiky Tabu Search a poté jej aplikovat
metaheuristiky feSily a také které se v soucasné dobé zacinaji nové fesit. Tato proména
poskytuje novy nahled na zminénou metaheuristiku a nabizi se zavedeni novych principQ

a nastroju k efektivnimu feSeni nové zvolenych aloh.
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2 Uloha kostry grafu a jeji modifikace

Kostra grafu predstavuje vzajemné propojeni vSech mist na siti, které nesmi obsahovat
kruznici. Jedna se o zékladni konstrukéni Ulohu na grafu z discipliny zvané teorie grafa.

vvvvvv

tloh.

2.1 Kostra grafu

Kostra souvislého grafu G (Spanning Tree) pfedstavuje libovolny podgraf souvislého grafu G
na mnoziné vSech jeho vrchold, ktery hranami spojuje vSechny vrcholy pavodniho grafu

a zaroven sam neobsahuje Zadny cyklus. Kostra souvislého grafu G pfedstavuje strom [1].
Definice kostry grafu

Necht G = (V,E) je souvisly graf. Libovolny strom (V,E"), kde E’ € E, se nazyva kostrou grafu.
V grafu s n vrcholy méa kazda kostra pravé n - 1 hran. Graf mGze mit mnoho koster, naptiklad
souvisly graf o ¢tyfech vrcholech ma Sestnact koster grafu, viz Obrazek 2-1. Obecné pro kazdé
n = 3 ma Uplny graf na danych n vrcholech pravé n™=2 riiznych koster dle tzv. Cayleho vzorce
[1]. Jedna se ovSem o ruzné kostry grafu, ne vSak neizomorfni. Problematikou zjiStovani poc¢tu

neizomorfnich koster grafu se zabyvé prace [2].

Algoritmus pro hledani libovolné kostry

Nasledujici zakladni algoritmus je schopen nalézt néjakou (blize neuréenou) kostru grafu [3]:
1. Necht G = (V,E) je graf s nvrcholy a m hranami; hrany G jsou sefazeny libovolné
do posloupnosti (eq, e, ..., e;,); j€ poloZzeno E, = 0.
2. Byla-li jiz nalezena mnozina E;_4, je spo¢tena mnozina E; nasledovné:
E; = E;_1 U{e;}, neobsahuje-li graf (V, E;_; Ue;) kruznici,
E; = E;_ jinak.
3. Algoritmus se zastavi, jestlize bud E; jiz obsahuje n — 1 hran nebo i = m, tedy

se prozkoumaly vSechny hrany z G. Graf T = (V, E;) pak pfedstavuje kostru grafu G.
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Obrazek 2-1: po €et koster pro Uplny graf Zdroj: [4]

2.2 Minimalni kostra grafu

PFfi generovani vSech Kkoster grafu jsou ruzné kostry daného grafu v zasadé
rovhocenné - vdechny obsahuji stejny poCet hran h(G). Jina situace ovSem nastane, pokud
je kazdé hrané prifazena néjakd nezdporna realnd délka. V takovém pfipadé ma smysl
se zabyvat hledanim takové kostry, kterd ma nejmensi soucet délek svych stran. Problém
minimalni kostry spociva v nalezeni kostry s minimalni vahou — bez ohodnoceni hran ztraci

pojem minimalni kostra smysl [5].

Problém ur€eni minimalni kostry je motivovan mnoha praktickymi aplikacemi — od problému
elektrifikace Uzemi, pfes telekomunikaéni sit, az po moznou sjizdnost silnic ¢i vybudovani
Zelezni¢ni sité. Pfikladem muiZe byt spojeni obci telefonnim kabelem tak, aby bylo mozné
se dovolat z kazdé obce do kazdé a celkova délka pouzitého kabelu byla minimalni. Existuje-li
silniéni sit, z niZ je tfeba udrZovat sjizdnou co nejkratSi ¢ast, ktera vzajemné propoji vSechny
obce dané oblasti, je vhodné problém fesSit nalezenim minimalni kostry na grafu silni¢ni sité.
Stejné tak lze postupovat napfiklad v pfipadé vybudovani Zelezni¢ni sité. Mezi mésty urcitého
regionu je tfeba navrhnout Zelezni¢ni sit tak, aby kazda dvé mésta byla po Zeleznici

dosaziteln& a pfitom naklady na vybudovani Zelezniéni sité byly minimalni. Problém minimalni

4
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kostry grafu patfi mezi klicové Ulohy kombinatorické optimalizace. U jeho zrodu stéli dva

vyznamni ¢esti matematici.

2.2.1 Historicky vyvoj

Na prelomu let 1925 — 1926 byl ¢esky matematik Otakar Boruvka pozadan pracovnikem
Zapadomoravskych elektraren Jindfichem Saxelem o vyfeSeni problému, kudy a jak vést
trasu, ktera méla spojovat néekolik desitek obci v oblasti Moravy, aby byla co nejkratSi, a tim
co nejusporngjSi. O hledani feSeni pojednava c¢lanek O jistém problému minimalnim
na 16 strankach. [3]

Boravkav algoritmus nebyl na prvni pohled pfilis pfehledny, coz si zahy uvédomil dalSi
vynikajici Cesky matematik Vojtéch Jarnik. Na Bortvkuv ¢lanek O jistém problému minimalnim
reagoval formou dopisu se shodnym ndzvem, a to O jistém problému minimélnim s podtitulem

(Z dopisu panu O. Boravkovi). [3]

Reseni problému minimalni kostry grafu byla v obou podobéach (Bortivky a Jarnika) nezavisle
znovuobjevena jesté nékolikrat z divodu skutecnosti, Ze vétSina praci byla psana v matefském

jazyku autora a ¢asto tak matematikim z jinych zemi nedostupna.

Metoda Otakara Borlvky byla zminéna v praci Gustava Choqueta v roce 1938. Tataz metoda
byla nezavisle objevena v roce 1950 skupinou matematik( (K. Florek, J. Lukaszewicz,
J. Perkal, H. Steinhaus a S. Zubrzycki) ve Wroclawi a v roce 1961 v Pafizi Georgem Sollinem.

Az pan Sollin tento algoritmus popsal anglicky, a proto vétSinou nese jeho jméno.

ReSeni popsané Vojtéchem Jarnikem znovu nezavisle objevil J.B. Kruskal roku 1956.
Loberman a Weinberger zverejnili totéz feSeni v roce 1957. Prace Roberta Prima z roku 1957
a nezavisle na ni prace Dijkstrova z roku 1959 popisuje opét metodu, kterou Jarnik publikoval
jiz v roce 1930. [3]

Treti feSeni, odliSné od pfedchozich dvou, podal roku 1956 Joseph B. Kruskal ve své préci

On the shortest spanning tree graph and travelling salesman problem [3].

2.2.2 Formulace ulohy

Uloha optimalniho spojeni je formulovana jako problém spojeni n mist tak, aby vdechna mista
byla navzajem spojena a sou€et ohodnoceni spojeni vSech mist byl minimalni. Hledani
minimalni kostry ma smysl u neorientovanych ohodnocenych grafa. ,,Necht je dan
neorientovany graf ¢ = (V,E), ktery je hranové ohodnoceny, tzn. kazda hrana (i,j) € E
je ohodnocena cislem ¢ ;; (naklady na zfizeni hrany). Uzly z mnoZziny V = 1,2, ..., n pfedstavuji

mista, mezi kterymi musi existovat spojeni vytvofené z hran. Pokud chceme zajistit spojeni
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v grafu G s nejmensimi celkovymi naklady, pak z grafu G odstranime nékteré hrany tak,

aby zbyvajici hrany zajistily spojeni mezi uzly a jejich ocenéni bylo minimalni [6].”

Hleda se tedy mnozina hran E " c E . Uloha spociva v rozhodnuti, zda se hrana i,j € E
vybere do mnoZiny E’, kterd tvofi tzv. minimalni kostru grafu G. Kazdy vrchol i € V musi byt
mozno propojit hranami z E” s libovolnym vrcholem z V. Proto musi leZet alespon na jedné
hrané z E’. Pro uCely matematické formulace zavedeme orientaci hran tak, Ze vznikne kostra

s kofenem v uzlu 1 s orientaci, kter4 sméfuje do tohoto uzlu 1 [6].

Z kazdého uzlu v kostfe E’ existuje jednoznacné cesta do uzlu 1. Proto jsou opatfeny touto
orientaci vSechny hrany lezici na této cesté. Tim je jednozna¢né urCena orientace kostry E,
a E’ se stava orientovanym stromem s kofenem v uzlu 1. ProtoZe vrchol 1 je kofen, nevychazi
z vrcholu 1 Zadna hrana. Déle je tfeba zajistit souvislost grafu. VSechny vrcholy kromé vrcholu
1 jsou zdroji produktu. Vrchol 1 je naopak koncovy vrchol, kam vSechny toky ze vSech uzlu

sméruji [6].

V mnoha dlohach minimalni kostry je tfeba z modelu vyloug€it néktera spojeni (tzv. zakazané
hrany) a jin& spojeni se naopak musi ve vysledném feSeni nachazet (tzv. povinné hrany).
Na zakladé pozadavku je povinnym hranam pfifazeno ohodnoceni —1 a zakazané hrany jsou
z grafu odebrany. Jsou-li v grafu hrany méné vhodné, av3ak ne zakdzané, je jim pfifazeno

vysSi ohodnoceni, nez jaké maji ostatni hrany [3].

2.2.3 Matematicky model tlohy

Matematicky model minimalni kostry grafu vypada nésledovné [1]:

Minimalizovat

n n
z CijXij 1)
i=1j=1

za podminek
x1;=0 proj=23,..,n, (2)
Yimax =1 proi =23,..,n, (3)
j=1Yij = iy =1 proi=23,..,n, )
0<y;<n—-1Dux; proi,j=1,2,..,n, (5)
x;j € {0;1} proi,j=1,2,..,n, (6)
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kde:

* ¢jjjsou naklady na zfizeni hrany (i, j);
*  x;jje bivalentni proménna, x;; = 1 pro hranu (i, j), ktera je prvkem mnoziny E”;
x;j = 0 pro hranu (i, j), ktera neni prvkem mnoZiny E”;

* y;jetok nakazdé hrané (i,j) € E.

Rovnice (1) je uCelova funkce, kterd minimalizuje celkové néaklady na zfizeni hrany. Ostatni
rovnice jsou omezujicimi podminkami. Podminka (2) se tyka vrcholu 1, ktery je kofenem
a nevychazi z néj Zadna hrana, proto musi byt rovna nule. Podminka (3) naopak zobrazuje
ostatni uzly a fik4, Ze musi existovat pravé jedna cesta do kofene, resp. hrana vychazejici
Z libovolného uzlu i. Kazdy vrchol i € 2,3,...,n je zdrojem velikosti 1, podminka (4) ukazuje
bilanci toku do tohoto uzlu a toku z tohoto uzlu. Omezeni ve tvaru (5) zabranuje toku hranou
(i,J), ktera neni prvkem E’, plati pro ni xij = 0. Naopak pokud tok yij > 0, pak je nutné hranu

(i,j) do mnoziny E’ zafadit a proménna xij = 1.

2.2.4 Prehled algoritm0 pro minimalni kostru

Hledani minimalni kostry Ize koncipovat nékolika zpusoby. Jejich spole€nym rysem je to,
Ze pracuji iteracné: postupné konstruuji takové podgrafy daného grafu, které se pfiblizuji
hledané minimalni kostfe. Pfiblizovani se mize dosahovat bud vypousténim hran vychoziho
grafu, nebo pfidavanim hran k podgrafu, ktery je na poCatku prazdny, a nebo konecné

vyménou hran v néjaké vychozi kostie [7].

Kritérium efektivnosti splfiuji nejlépe algoritmy pouZivajici postupné pfidavani hran. Minimalni
kostra se za€iné vytvaret pocinaje prazdnou mnozinou hran T, ke které se pfidavaji vhodné
hrany tak dlouho, aZz se ziskd Uplna minimalni kostra. Zakladni invariantou tohoto postupu
je podminka, Ze mnozina hran T je podmnoZinou hran néjaké minimalni kostry — tato podminka
se nesmi pfidanim nové hrany porusit [5]. Pfehled ruznych algoritmd pro feSeni Ulohy
minimalni kostry v€etné vypocetni slozitosti jednotlivych pfistupl znazornuje Tabulka 2-1.

Tabulka 2-1: P fehled algoritm Zdroj: Error!
Reference source not found.

Bor avkav-Sollin av O(mlogn)
Jarnik av — Prim Qv O(mlogn)
Kruskal tv hladovy O(mlogn)
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Kruskal tiv hladovy algoritmus (princip postupného vyb éru hran)

Poprvé byl publikovan Josephem Kruskalem v Proceedings of the American Mathematical
Society v 2. poloviné 20. stoleti. Algoritmus prochazi hrany sefazené vzestupné podle jejich
ohodnoceni a pfidava je k jiz vybranym hrandm tak, aby nevznikl cyklus. Pokud by hrana
s dalSim nejniz8im ohodnocenim cyklus vytvofila, jednoduse je vynechana. S pridavanim hran
se pokracuje tak dlouho, dokud pocet vybranych hran nedosahne poctu n — 1 [9]. Algoritmus
se oznacuje jako hladovy, nebot’ jednou dosaZena rozhodnuti uz nikdy nezméni, ,hladové“
postupuje pfimo k FeSeni.

Pfi pocgitaCovém zpracovani algoritmu je ziejmé nejvétSim problémem testovani acykli€nosti
vznikajiciho podgrafu. Ten totiZ neni souvisly a pfi testovani acykli¢nosti je tfeba brat v ivahu
vSechny jeho souvislé ¢asti.

Kruskallv hladovy algoritmus vypada nésledovné [3]:

1. Sefad hrany podle velikostie1 < e2 < --- < em.
2. M:= @. Prochazej hrany v poradi podle velikosti. Pokud hrana €i spojuje rizné
komponenty souvislosti M, tak ji pfidej do M a sjednot’ pfislusné komponenty

souvislosti.

3. Nakoncije M minimélni kostra.

Jarnik Gv-Prim v algoritmus (princip mnozin soused 1)

Jarnikav (téz zvany Jarniktv — Primav nebo jen PrimGv)! algoritmus je k testovani acykliénosti
nové pfidavanou hranou vzdy jen jeden dosud nezafazeny uzel v, a to takovy, ktery ma
k dosud vzniklému podgrafu nejblize. ProtoZze hodnota ,vzdalenosti od kostry* se pfidanim
novych uzld muze zménit, je nutné po kazdém pfidani hrany tuto vzdalenost prepodcitat.

Algoritmus kon¢i ve chvili, kdy kostra obsahuje vSechny uzly grafu [9].
Jarnikav - PrimQv algoritmus vypada néasledovné [9]:
1. T:=,M),V:={v},M:= 0.

2.V kazdém kroku pfidame do M nejlevnéjsi hranu e fezu § (V) a do V pfidame druhy

konec hrany e neleziciv V.

! Tento algoritmus poprvé popsal ¢esky matematik Vojtéch Jarnik roku 1930, pozdéji byl znovuobjeven roku

oznaceni Prim(v algoritmus, vzacné pak Jarnikav algoritmus nebo DJP algoritmus.
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3. Po n — 1 krocich se zastavime, mame minimalni kostru T.

Bor avk Gv-Sollin Gv algoritmus

Borlvkuv algoritmus funguje spravné pouze na ohodnocenych grafech, ve kterych je minimalni

MiLviv s

algoritmus spustény zaroven ze vSech vrcholu grafu najednou.

Bortvklv algoritmus si v prabéhu udrzuje les? T (mnozinu hran rozsifitelnou do minimalni
kostry). Na zacatku je les tvofen izolovanymi vrcholy (neobsahuje Zadnou hranu). V kazdé
iteraci je vybran pro kazdy strom T; (komponenta souvislosti) lesa T nejlevnéjSi hranu fezu
6 (T;) ana zavér iterace je pridana do T. Je tfeba si dat pozor, aby néjaka hrana nebyla pfidana
dvakréat. Mohlo by se stat, Ze jedna hrana bude spojovat dvé komponenty souvislosti a pro obé
komponenty bude vybrana jako nejlevné&jsi [9].

Algoritmus vyZaduje jednoznacnost minimalni kostry, protoZe jinak by se mohlo stét,

Zze pro komponentu T,, bude vybrana nejlevnéjSi hrana fezu e, a pro komponentu T, jina

nejlevnéjsi hrana e,, téhoz fezu. Po pfidani obou hran do kostry by vznikla kruznice [9].

Vyznamnou vyhodou BorlUvkova algoritmu je snadna paralelizace spojovéani jednotlivych
komponent feSeni. ProtoZe vyhledavani nejlevnéjSich hran vychazejicich z danych komponent
je zcela nezavislé na stavu ostatnich komponent, tak lze tyto podproblémy feSit

na samostatnych vypocetnich jednotkach.

2.3 Minimalni kostra grafu s omezenimi

Problém minimalni kostry s omezenimi spociva v modifikaci Glohy minimalni kostry,
a to pfidanim omezujici podminky. Takovou omezujici podminkou muaze byt napfiklad
limitovany pocet pfipojeni k siti, kde d; pfedstavuje pocet hran, se kterymi mize byt uzel

i maximalné spojen. K matematickému modelu minimélni kostry je pfidano nésledujici

2 xij+ Z xkiSdi,iEV
]. k 7)

(i,j)EH (ki)eH

omezeni (7).

Vv s

2 Strom T je souvisly graf bez kruznic. Pokud jsou zakazany pouze kruznice, ale neni vyzadovana
souvislost, je ziskan graf skladajici se z nékolika stromd. Takovému grafu se fika les. Vrcholy stromu stupné 1
se nazyvaji listy.
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e Problém Bounded Diameter Minimum Spanning Trees (BDCMST) je definovan
nasledovné. Necht je dana pocitaova sit o n uzlech, kde probihd komunikace
posilanim zprav po stromu grafu pocitacoveé sité mezi pocitai navzajem. Pouze jeden
vrchol mé privilegium ke vstupu do kritické sekce. Jestlize néjaky uzel chce mit toto
privilegium, musi o néj pozadat zaslanim zpravy tomu uzlu, ktery dané privilegium
pravé ma. Délka trvani této Zadosti zavisi na poctu hran mezi témito dvéma uzly.
V Uloze BDCMST je tedy zapotiebi vytvofit komunikaéni strom s minimalnimi naklady
a omezenym ¢asem pro komunikaci. Tento problém je mozny vyfesit v polynomiélnim
Case pouze v pfipadé, je-li D =2 &i D = 3 a jsou-li vSechny hrany grafu ohodnoceny
stejnymi naklady. V opacném pfipadé se jednd o NP téZky problém. Nej¢astéji vySe
popsany problém FeSen na zékladé metaheuristického pfistupu hledani v proménném
okoli (Variable Neighbourhood Search = VNS), evolu¢nich algoritmd (Evolutionary
Algorithms = EA), mravenci kolonie (Ant Colony Optimization = ACO) ¢&i jejich
kombinaci. Tento problém je hojné vyuzivan pfi zpétné zachrané dat
¢i na telekomunikacnich sitich [11].

* Problém Degree Constrained Minimum Spanning Trees (DCMST) spoc€iva v hledani
kostry, jejiz vrcholy by nemély pfekrocit urity maximalni stupen a jejiz celkova délka
hran je minimalni. Napfiklad Gstfedny nebo pfepinaCe mohou byt fyzicky pfipojeny
pouze na omezeny pocet spojujicich dratl daného vedeni. Pfi navrhu sité
s pozadavkem na maximalni spolehlivost, limituje zavedeni omezeného stupné vrcholl
poSkozeni, které by mohlo byt zplsobeno pravé ojedinélym vypadkem Ustfedny. Tato
tloha je nejCastéji FeSena pomoci heuristiky na bazi mravengich kolonii [12].

e« Problém Leaf Constrained Minimal Spanning Tree (LCMST) je vyuZivan
pfi problémech rozmisténi zafizeni, pfi navrhovani siti a velmi Gzce souvisi
s problémem p-medianu (PMP)3,

* Problém hledani minimalniho Steinerova stromu (The Steiner Minimal Tree, SMT)
spociva v propojeni vSech koncovych uzli se zdrojovym uzlem (pfes prabézné uzly
(prekladisté, pomocné stanice, Ustfedny, ...) nebo pfimo tak, aby celkové naklady byly
minimalni. V préci [14] je problém miniméalniho Steinerova stromu FeSen vkladaci
heuristikou (The Steiner Insertion Algorithm) a heuristikou pfifustkd (The Incremental

Optimization Problem).

3 Definice PMP a jeho praktické vyuZiti je k dohledani v [13].
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3 Metody resSeni

Pfed FeSenim jakékoliv realné dlohy, je Zadouci mit zakladni pfedstavu o vypocetni sloZitosti
daného problému dfive, nezZ se pfistoupi k nalezeni algoritmu, ktery feSi problém dané ulohy.
Existuji dvé tfidy dloh za pfedpokladu, Ze P # NP — feSitelné v polynomialnim Case (tfida P)
a nefesitelné v polynomialnim Case (tfida NP), ktera se dale déli na problémy NP-tézké
(NP-hard) a NP-UpIné (NP-complete). VétSina problémd, které je tfeba v realném svété fesit,
je ze tfidy NP-aplnych. Skute€nost, Ze problém je NP-Uplny znamen@, Ze pokud tfida P # NP,
tak neexistuje polynomialni algoritmus, ktery by naSel feSeni pro kazdy pfipad problému.
Pokud pro dany problém neexistuje efektivni algoritmus, vypocet optimalniho feSeni neni
prakticky vzhledem k vysoké vypocCetni naroCnosti. Lze ov3em najit pfiblizné feSeni,
tzv. suboptimalni feSeni, pomoci heuristik ¢i metaheuristik. Efektivni FeSeni polynomialnimi
algoritmy pfi feSeni NP-Uplnych Uloh je moZné jen za podminky, kdyZ se tfida P = NP,
coz je velmi nepravdépodobné (dosud zcela nevylou¢eno matematickymi dikazy). Grafické

znazornéni daného problému zobrazuje Obrazek 3-1.

|
P = NP Vs, P=NP
NP-Hard NP-Hard
poe————\ A,
‘ NP-Complete ‘
NP | - P= NP =
NP-Complete
&
— W
b 7 | —
Obréazek 3-1: Graficka reprezentace problému NP Zdroj: [15]

Problémy ze tfidy P jsou feSeny deterministickymi algoritmy v polynomialnim ¢ase, zatimco
NP problémy jsou feSeny nedeterministickymi algoritmy*. NP problém mlze byt vyfeSen
nékolika zpusoby, a tim padem muiZe byt dosazeno riznych FeSeni bez z&ruky optimality
v polynomialnim ¢ase, jak prezentuje Obrazek 3-2.

Mnoho realnych i teoretickych problému vyzaduje nalezeni feSeni uloh ze tfidy NP-H
(NP-tézkych) &i NP-C (NP-Uplnych). Optimaliza¢ni problémy pfedstavuji rozsdhlou skupinu

riznych udloh, které se mohou velmi vyznamné liSit, a to jak druhem moznych feSeni,

4 Algoritmicka fesitelnost souvisi s pojmem TuringQv stroj, viz dale [16].
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feE

tak i napfiklad typem ucelové funkce nebo vyznamem optima. Vzhledem k potiebé nalezeni
feSeni takto obtiznych Gloh se sniZily naroky na vysledné feSeni. Byly vyvinuty aproximacéni
metody, které pro vybrané typy uloh dokaZou zarugit, Ze nalezené feSeni neni od pfesného
optima vzdéalenéjSi, nez je pfedem stanoveno. Jiné zpusoby FeSeni nepoZaduji striktnost
dodrZzovani omezujicich podminek ulohy (relaxani metody) a nékteré vsadily na dostatecné
vysoké pravdépodobnosti (napf. Metoda Monte Carlo). DalSi skupinu metod tvofi pravé
metody zaloZené na praxi ovéfenych postupech, které se nedaji jednozna¢né dokézat. Tyto
metody jsou bud vytvofeny se zameérem optimalizovat pouze jeden konkrétni problém
(heuristiky) a nebo naopak jsou navrZzeny tak obecné&, Ze je mozné jej aplikovat na vice druht
dloh (metody umélé inteligence, metaheuristiky). Pro mnoho NP-téZzkych (NP-Uplnych) Gloh
jsou tyto metody feSeni jedinou pfijatelnou moznosti, a to i pfesto, Ze negarantuji Zzadnou

aroven kvality nalezeného feSeni a ani samotné nalezeni pfipustného reseni.

NP P
Computation Computation
® .A. L
J : )
L] ; -]
J g J
& . h:l L
¥ P8 }
. P }
.1 : ]
/ : Il
L 5 L]
I :
: v :

Obrazek 3-2: Vypo €et NP a P problém @ Zdroj: [16]

Deterministické algoritmy jsou v feSeni slozitych problému velmi Spatné pouZzitelné, protoze
jejich €asova narocnost roste, s linearné rostoucim rozsahem problému, exponencialné
¢i logaritmicky, jak pfehledné zobrazuje Tabulka 3-1. Naopak vyhodou je oproti heuristickym

algoritmdm nalezeni pfesného, optimalniho feSeni.

Tabulka 3-1: P fehled vypo €etniho éasu algoritm a Zdroj: [15]
g(n) n=10 n =30 n=>50 n=70
n2 0,000001 s 0,00003 s 0,00005 s 0,00007 s
n3 0,001 s 0,027 s 0,125 s 0,343 s
ns 0,1s 24,3 s 5,2 min 28 min
2" 0,001 s 17,9 min 35,7 rokd 37 mil. roku
3n 0,059 s 6,5 roku 2,3 x 100 roku 103 mil. rok
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3.1 Exaktni metody FeSeni

Exaktni algoritmy predstavuji takové metody FeSeni, jejichZ vystupem je pfesné pozadovany
vysledek, a zaroven takové metody, které jsou schopny poZadovany vysledek pfi kazdém
opakovani znovu bezpecné nalézt v konecném (Casto neumérné velkém) case.
Ne pro vSechny ulohy je mozné nalézt exaktni algoritmus nebo je jeho ¢asova narocnost tak
vysoka, Ze je prakticky nepouzitelny. Exaktni metody feSeni vychézi vzdy z pfesného
pochopeni tvorby stavového prostoru dané ulohy. Je zapotfebi, aby bylo vzdy zndmo, jaké

vlastnosti maji jednotliva pfipustna feSeni a jaké jsou mezi nimi vazby.

Pokud Ize u€elovou funkci popsat pomoci analytické funkce s existujici derivaci, pak je mozné
snadné nalezeni vSech jejich stacionarnich bod(®, a tim padem se da poté zjistit, ve kterém
z nich se nachazi hledané optimum. Tento Ukol nebyva jednoduchy, ale vzhledem ke znalosti
funkéniho pFedpisu pro cely definiéni obor je mozné odvodit vSe potfebné. V nékterych
pfipadech se FfeSeni pomoci derivace nehodi. Pfi Uloze linearniho programovani je ucelova
funkce sice popsana analyticky a derivace existuje na celém defini€nim oboru, ale nikde neni
nulova. Neobsahuje Zadné stacionarni body a optimum se naléza v nékterém z rohd
konvexniho polyedru. Diky znalosti zdkonitosti linearniho programovani ale existuji algoritmy,
které presné FfeSeni najdou vzdy. Jako pfiklad Ize uvést znamy simplexovy algoritmus

prochazejici postupné zminéné rohové body, dokud nenarazi na hledané optimum® [17].

3.2 Heuristiky

DalSi metody feSeni predstavuji takové metody, které nejsou zaloZzeny na Zadném exaktné
ovéfitelném postupu a nemohou tak zarucit Zadné vysledné vlastnosti nalezenych feSeni. Tyto
metody vznikaji pravé z nemoznosti pouZziti exaktniho algoritmu, a to bud z divodu, Ze takovy
pozadovany algoritmus neexistuje, nebo by exaktni zpisob feSeni byl pfilis ¢asové narocny

a dana uloha by tedy nebyla feSitelna v realném cCase.

Heuristika (z Fectiny heuriské, eUpiokw — nalézt, objevit) znamena zkusmé FeSeni probléma,
pro néz neni zndm algoritmus nebo presnéjsi metoda. Jak uvadi J. Pearl [18], heuristické
na zdravém rozumu. Prvni odhad se zpravidla postupné zlepSuje, heuristika oviem nikdy
nezaru€uje nalezeni globalné optimalniho FfeSeni. Tyto metody jsou tudiz oznaCovany jako
aproximacni algoritmy. Heuristiky jsou schopny v relativné kratké dobé& poskytnout fesSeni,

které je uspokojivé vzhledem k zadanému souboru cild a omezujicich podminek. Heuristické

5 Body, ve kterych ma funkce nulovou derivaci.
6 Jakmile algoritmus nalezne lokalni optimum, muZe vypoet ukongit, protoZe v linearni optimalizaci
je lokalni optimum zaroven i globalni.
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metody predstavuji specialni algoritmy vyvinuté pro specialni obtizné udlohy, jedna
se o relativné jednoduché a rychlé metody, u nichZ neni mozné zjistit, jak kvalitni feSeni
poskytuji, tedy napf. jak daleko je ziskané feSeni od optima. Nevyhodou heuristickych metod
je omezeny prazkum mnoZiny pfipustnych feSeni. Kvalitu ziskaného feSeni muze posoudit
pouze jeho koncovy uZivatel. Jestlize je spokojen a FeSeni mu vyhovuje, pouZije
pravdépodobné danou heuristiku i pfisté. Pokud feSeni nesplfiuje jeho oc€ekavani,
tak se pravdépodobné pfisté rozhodne pro jinou metodu.

NejznamngéjSim pfikladem heuristiky je hladovy algoritmus (Greedy algorithm), ktery napfiklad
problém obchodniho cestujiciho (TSP) feSi prochdzenim mést v pofadi nejblizSich sousedu.
Zalne tedy v jednom libovolném uzlu (mésté), poté se prfesune do dalSiho uzlu, které
je od predeSlého nejblize, a tak dale, dokud nenavstivi vSechny uzly a nevrati se zpét
na zacatek bez uzavfeni kruznice. Existuji i tlohy, pro které hladovy algoritmus zaruéuje
tedy konkrétné napf. ur€eni minimalni kostry s omezenimi) nelze nijak pfedem ur¢it, jak bude

vysledek nakonec kvalitni.
Primérni heuristiky

Primarni heuristika spociva v pfechodu z pfipustného feSeni do takového pfipustného feseni,
jehoZ hodnota lokalniho kritéria je lepSi nez hodnota kritéria pfedchoziho feSeni. Vychozi
feSeni je tedy postupné zlepSovano pfi nenaruseni podminek pfipustnosti.

Dudlni heuristiky

Dualni heuristika, na rozdil od primérni, vychazi z nepfipustného feSeni a prechazi k feSeni
s menSi mirou nepfipustnosti tak, aby se lokalni kritérium zhorSilo co nejméné.

Oba zminéné postupy konci pravé tehdy, kdyZz ze souCasného feSeni jiZ neni mozné
povolenym postupem prejit k nasledujicimu feSeni s lepSi hodnotou lokélniho kritéria nebo
s menSi mirou nepfipustnosti [19].

Oba pfistupy se mohou pfi konstrukci heuristickych metod vzajemné kombinovat tak, Ze dualni
heuristika poskytne vychozi feSeni pro primarni heuristiku, ktera toto feSeni dale zlepSuje.

Heuristik je obecné znamo nékolik typd, nejznaméjsi z nich jsou dle Tuzara (2007) [19] tyto:

vkladaci heuristiky,

« heuristiky s vyhodnostnimi koeficienty,
¢ vyménné heuristiky,

e dekompozic¢ni heuristiky,

» heuristiky vyuZivajici metody matematického programovani.
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Obecné lIze konstatovat, ze heuristické metody se vazi ke konkrétnimu problému, zatimco
metaheuristiky pfedstavuji vSeobecné postupy (vychazejici napf. z fyziky, biologie, ...), které
jsou aplikovatelné na feSeny problém. Posledni dobou, s nardstem vypocetniho vykonu
pocitacl, se zaCaly masivné pouZzivat metaheuristické metody. Jejich vyhodou je schopnost
za ur€itych okolnosti opustit nalezeny lokalni extrém uc¢elové funkce a prejit do jinych Casti
mnoziny pfipustnych feSeni, kde je vétSi pravdépodobnost nalezeni feSeni s lepSi hodnotou

ucelové funkce, coz klasické heuristiky neumoZznuji. Ani heuristické metody ani metaheuristiky

nezarucuji ovSem nalezeni optimalniho feSeni.

3.3 Metaheuristiky

Metaheuristiky jsou skupinou aproximativnich  vypo€etnich metod pouzivanych
pro optimaliza¢ni problémy, u nichZ neni vyZadovano nalezeni optimalniho FeSeni. Pomoci
metaheuristickych algoritmui |ze prohledavat stavovy prostor tlohy, avSak bez zaruky nalezeni
dostate¢né kvalitniho feSeni v rozumném Case. Slovo metaheuristika vzniklo spojenim dvou
puvodem feckych slov meta a heuristika. Pfedpona meta se pouzZiva k oznaceni pfesahu
koFenového pojmu a znamené néco za nebo pfenesené i nad. Termin heuristika (z feckého
heuriské znamenajici objevovat nebo vynalézat) oznacuje metody, které vznikly pozorovanim
a jsou ovéreny pouze zkuSenosti bez exaktni prokazatelnhosti. Metaheuristiky predstavuji
obecné algoritmy pro feSeni obtiznych dloh, tzv. heuristiky nové generace, které fesi
komplexni problémy, které nemohou byt vyfeSeny optimalizanimi metodami v realném

¢ase Error! Reference source not found.

Fred Glover prvné pouZil vyraz metaheuristika v ¢lanku [20] z roku 1986, kde jim oznacuje
nadvrstvu nad béZnou heuristikou. Jako alternativni nadzev pro stejné metody se obcas
pouzival i pojem moderni heuristiky, viz [21], od konce 90. let 20. stol. se ale iz téméf vyhradné
pouziva velmi rozSifeny pojem metaheuristika. VétSina metaheuristickych pfistupll ma svj
puavod v 80. letech 20. stoleti, i kdyZ v nékterych pfipadech sahaji kofeny az do poloviny
60. a 70. let, a od pocatku 80. let stale nar(istaji na popularité. Rada specializovanych asopisti
a konferenci se vénuje této problematice. EU/ME’ predstavuje komunitu zabyvajici
se metaheuristikami, ktera je sponzorovana neziskovou organizaci EURO8. Zminéna komunita
ma pfiblizné 1400 ¢lend a jedné se tim padem o nejvétsi zakladnu pro moznou komunikaci

mezi vyzkumniky metaheuristik po celém svété.

7 EU/ME predstavuje nejvétsi pracovni skupinu zabyvajici se metaheuristikami na svété; dostupna na:
http://uahost.uantwerpen.be/eume/index.php

8 Asociace evropskych spole¢nosti zabyvajicich se opera¢nim vyzkumem zastitovana IFORS (Mezinarodni
federaci spole¢nosti opera¢niho vyzkumu), dostupné na: http://www.euro-online.org/web/pages/1/home
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3.3.1 Definice

Sandera (2014) Error! Reference source not found. , odborna komunita se zatim

jednoznacné neshodla na pfesném vymezeni pojmu metaheuristika. V literatufe Ize nalézt

nékolik existujicich definic (nebo alespori zobecnénych popisut), které si v mnoha ohledech

odpovidaji a pokryvaji podobné tfidy algoritmu, v dil€ich detailech se ale liSi. Pfikladem mohou

byt nasledujici definice.

[22]: ,Metaheuristika je mnoZina algoritmickych konceptd, které mohou byt vyuZity
k definovani heuristickych metod aplikovatelnych na Siroké spektrum rdznych
problémd. Jinak feceno, metaheuristiky mohou byt chapany jako zobecnéné
heuristické metody navrZzené k urdovani postupu problémové zavislych heuristik
(lokalni prohledavéani, konstrukéni heuristiky) smérem k oblastem ve stavovém
prostoru obsahujici vysoce kvalitni feSeni. Metaheuristika je tedy obecny algoritmicky
ramec aplikovatelny na mnoho rdznych problémd s relativné malym poctem Uprav
nutnych pro pfizpisobeni se konkrétnimu problému.*

[23]: ,Metaheuristika je proces iterativhiho generovani, ktery fidi podfizenou heuristiku
kombinovanim rozdilnych konceptd pro prohledavani a vyuzivani stavového prostoru
pomoci ucicich se strategii k strukturovani informaci pro efektivni nalezeni téemér
optimalniho rfeSeni."

[24]: ,Metaheuristika je iterativni proces, ktery fidi a méni operace podfizenych
heuristik, aby efektivné vytvarely kvalitni feSeni. Mdze manipulovat s Uplnym (nebo
nedpinym) jednotlivym feSenim nebo s celou mnozinou feSeni béhem kazdé iterace.
Podrizené heuristiky mohou byt vysoko (nebo nizko) Urovriové procedury, jednoducha
lok&lni vyhledavani a nebo jen konstrukéni metody.”

[25]: ,Metaheuristika je inteligentni iterativni proces, ktery vykonava prohledavani
a mdze byt aplikovany na optimalizacni problémy, jako napf. problém obchodniho
cestujiciho.”

[26]: ,Metaheuristicky algoritmus mdze byt definovan jako vysokourovriova obecna
metodologie (Sablona), kterd je pouzivana jako ndvod k odvozeni heuristik pro feSeni
specifickych optimaliza¢nich probléma.”

Yang (2008) ve své knize [27] poznamenal, Ze Zadna obecné uznavané definice zatim
neexistuje a trendem posledni doby je pojmenovavat metaheuristikou jakykoliv
stochasticky algoritmus s randomizaci a lokalnim prohledavanim, ¢ehoz se drzi

ve svych publikacich i on.

Hlavnimi problémy uvedenych popisu je bud pfiliSna obecnost vymezeni metaheuristickych

metod, nebo naopak vyZadovani pfilis konkrétni vlastnosti danych metod. Jak uvadi Sandera
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(2014), metaheuristika ve skute¢nosti nemusi byt inteligentni®, samoucdici se!® a nemusi byt

ani nutné stochasticka!?. Tyto silné predpoklady mohou byt z definice vypustény, protoze

zbyte&né zuzuji tfidu vyuZitelnych metod.

Zakladnim principem jakéhokoliv metaheuristického modelu je prace s dvojicemi typu (x,y),
kde x je navstiveny bod a y = f(x) je zjisténa hodnota optimalizacniho kritéria (G¢elové
funkce), Sandera (2014) [17]. Z takto uspofadanych informaci musi byt metaheuristika
schopna generovat nové body x, které maji jistou Sanci'? na lepsi hodnotu y. Realna vypocetni
zafizeni jsou navic omezena limitovanou paméti, a proto musi metaheuristika neustéle
rozhodovat, které pary (x,y) z paméti odstrani a které si ponecha pro dalSi pouZziti. Zakladnimi

schopnostmi metaheuristickych algoritm@ tedy musi byt dle Sandery (2014) [17] nasledujici:

schopnost vyhodnotit kvalitu konkrétniho bodu x (tzv. vyhodnotit hodnotu ucelové
funkce);

« schopnost uchovat nebo zpracovat ziskané informace (dvojice (x, y));

e schopnost rozhodnout o odstranéni ziskanych informaci z paméti;

» schopnost vygenerovat nova feSeni na zakladé uchovanych informaci.

Mnozina metaheuristickych metod je velmi Siroka a v poslednich letech se prudce rozSifuje.
Nejjednodussi metodou, ale také nejméné efektivni, je metoda lokalniho prohledavéani (Local
Search). Tento algoritmus trpi zakladni nectnosti gradientnich metod, tzn., Ze nejspiSe skonci
v lokalnim optimu a nedosahne globalniho optima. Z nalezeného lokalniho extrému
se algoritmus bohuZel nedokaZe posunout, coZ znac¢né sniZuje jeho samostatnou pouzitelnost.
BéZné je vSak vyuzivan jako doplnék jiné metody feSeni. Jinou zvolenou metodou se dosdhne
koneéného FeSeni a nakonec je spusténo lokalni prohledavani, kterym se dojde k nejblizSimu
lokd&lnimu extrému. Druha moZnost nasazeni lokalniho prohledavani vyuziva vlastnost,
Ze metoda velmi rychle konverguje. Lze ji tedy ve zvoleném Case poustét opakované s tim,
Ze pokazdé se vyjde z odlisného vychoziho feSeni. Tim padem bude pravdépodobné pokazdé
dosazeno odlisného lokalniho extrému. Pokud je nakonec vybran nejlepsi z dosazenych
extrému, je ziskano pomérné kvalitni feSeni, které s trochou Stésti mize byt i globalné
optimalni.

Rozmanitost jednotlivych aplikaci metaheuristik je zminéna v nasledujici literatufe: Osman
a Laporte (1995), Laporte a Osman (1995b), Stewart, Liaw a White (1994), Nissen (1993),

Collins, Eglese a Golden (1988); v nasledujicich sbornicich: Laporte a Osman (1995a), Pesch

9 Inteligence je stejné problematicky nedefinovatelny pojem.

10 samougici je pojem vzbuzujici pfilisna oekavani a kladouci vysoké naroky na praci s informacemi.

11 7 principu neni nutné, aby se algoritmus choval pfi kazdém b&hu razné.

12 pPravé tento pojem je hlavnim rysem metaheuristik - zlepSeni hodnoty G¢elové funkce je negarantované
a stoji pouze na heuristickém ovéreni.
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a Voss (1995), Glover a kol. (1993); v nasledujicich knih&ch: Aarts a Lenstra (1995), Osman
a Kelly (1995), Rayward-Smith (1995), Michalewicz (1994), Holland (1994), Reeves (1993),
Davis (1991), Goldberg, Aarts a Korst (1989), van Laarhoven a Aarts (1987), v nasledujicich

zapisech: Osman a Kelly (1995), Albrecht, Reeves a Steel (1993), Forrest (1993), Belew
a Booker (1991), Shaffer (1989) a Grefenstette (1985).

3.3.2 Specializace metaheuristik pro optimaliza¢ni problemy

Sandera (2014) [17], metaheuristika je ¢asto chapana v kontextu optimalizacnich metod jako
navod, jak zkonstruovat algoritmus generujici body stavového prostoru pouze na zakladé
pfedchozich ziskanych znalosti. Pfi obecném pohledu na optimalizovanou funkci f: X - Y
to znamend, Ze pomoci metaheuristiky lze vytvaret algoritmy (heuristiky), které pro danou
dlohu dokézi generovat posloupnost bodud (x, f(x)) tak, aby se hodnoty f(x) s Casem
ZlepSovaly (ve smyslu optimalizacniho kritéria). Jako zakladni pfedpoklad pro Uspésny béh
metaheuristiky tedy musi byt zajiSténo, Ze nalezené dvojice hodnot (x, f (x)) spolu navzijem
néjak koreluji. Takova korelace nemusi existovat globalné na celém stavovém prostoru,
ale staci, kdyz urcity vztah maji mezi sebou body pouze na né&jakém lokalnim okoli. V pfipadé,
Ze by neexistovala Zadna zavislost mezi polohou bodu x ve stavovém prostoru a hodnotou
jeho ucelové funkce f(x), neméla by se metaheuristika podle ¢eho rozhodovat a generovani

novych bodu by tedy probihalo zcela ndhodné.

Metaheuristiky tedy obecné nepotfebuji Zadné apriorni informace o vlastnostech ucelové
funkce, protoZe jejich zakladni schopnosti je pohyb v neznamém prostoru a vyhledavani
tamnich nejlepSich hodnot. Zjednodu3ené Ize chovani metaheuristik pfirovnat k hledani
nejvy8si hory v nezndmé krajiné za naprosté tmy. Algoritmus musi o dalSich krocich
rozhodovat pouze ze znalosti hadmorskych vySek v pfedchozich navstivenych mistech.
Je ziejmé, Ze pokud je raz krajiny pfedem znam, je vétSi Sance na nalezeni efektivnéjSiho
zplUsobu prohledavani. Nékteré metaheuristiky tedy mohou pracovat pro urcity typ uloh
vyrazné lépe nez pro jiné, ale dopfedu nemusi byt nutné Uplné jasné, které typy jsou pro danou
metaheuristiku vhodné a které nikoliv. A jelikoZz je vysoce nad schopnosti kazdého
prizkumnika pamatovat si vSechna navstivena mista, musi byt ziskané informace néjakym

zpUsobem navic postupné zpracovavany a nepotfebné postupné odstrafovany [17].

3.3.3 Druhy metaheuristickych algoritmu

Algoritmus metaheuristik je zaloZzen na inspiraci znAmymi procesy - zdaleka nej¢astéjSim
zdrojem inspirace pfi vyvoji novych metaheuristik je Ziva pfiroda, matematika, statistika nebo

umeéla inteligence. Autofi téchto algoritmd se odvolavaji na evoluéni principy, na genetické
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zakonitosti, na chovani mravenc(, ptakd, véel i netopyrd. Metaheuristiky Ize dle Sandery
(2014) [17] kvalitativné rozliSovat z hlediska vykonnosti a chovani algoritmu, tedy jestli se jedna
0 populaéni nebo jednoduché prohledavani. PFi jednoduchém (single based) je v paméti
udrZzeno pouze jedno hlavni feSeni, kdezto u popula¢nich algoritmd je jich udrzovana cela
skupina a nova feSeni jsou generovana na zékladé jeji kombinace. Velmi vyznamnymi jsou
i velikosti oblasti, které jsou prohledavany. Pfi lokalnich typech algoritmd jsou novéa feSeni
generovéna v blizkosti plvodnich, naopak pfi globalnich metodach je mozné nové feSeni

generovat od puvodni skupiny velmi daleko.

Sorensen a Glover (2013) [28] déli metaheuristiky do tfech zékladnich tfid na zakladé
zpUsobu, jakym jsou ziskavana feSeni daného problému. Metaheuristiky lokélniho
prohledavani opakované provadéji drobné zmény v dosavadnim feSeni. Jedna se o relativné
malé pohyby v okoli stavajiciho feSeni, tim padem prozkoumavana feSeni si jsou relativné
blizka. Do této tfidy patfi napfiklad metoda Tabu Search. Konstruktivni metaheuristiky vytvareji
feSeni z jejich strukturalnich ¢asti. Jedna se v fadé pfipadl o adaptace hladovych algoritmda,
kdy k dosavadnimu feSeni je v kazdé iteraci pfidano nejlepsi mozné feSeni. Konstruktivni
metaheuristiky mnohdy vyuZivaji fazi lokalniho hledani pravé po konstruktivni fazi pro zvy3eni
kvality vysledného feSeni. Do této tfidy patfi napfiklad metoda ACO. Populaéni metaheuristiky
kombinuji stavajici feSeni ze souboru®® a vytvari z néj nové feSeni. Mezi hlavni zastupce v této
tfidé se fadi evolu¢ni algoritmy, napfiklad genetické algoritmy, evoluéni programovani aj.
Zminéné tfidy se nicméné navzajem nevylucuji a fada metaheuristickych algoritmt kombinuje

napady z riznych zminénych tfid - v takovém pfipadé se jedna o hybridni metaheuristiky.

Typicti zastupci dnesSnich metaheuristik jsou zaloZzeni bud na jednoduchych intuitivnich
pravidlech pohybu v nezndmém prostoru (Hill Climbing, Tabu Search,...), nebo na inspiraci
prirodnimi fenomény, jako je evoluce, genetika (genetické algoritmy) nebo pohyb zvifat (Ant
Colony Optimization, Bee Colony, ...). Pfistup mravencich kolonii ma mezi novymi

metaheuristikami vysadni postaveni ziskané predevsim atraktivnosti vlastniho pojmenovani.

Sandera (2014) [17], i pfes znacné rozdily mezi jednotlivymi metaheuristikami je jejich
nejzékladnéjsi princip stéle stejny, a to vyzkousSet velké mnoZstvi riznych feSeni z mnoziny
pfipustnych feSeni a vybrat z nich pravé to nejlepsi. Metaheuristiky implicitné predpokladaji
jistou souvislost mezi reprezentaci feSeni a hodnotou jeho Uc€elové funkce, coZ predstavuje
hlavni rozdil oproti zcela nahodnému prohledavani. Z toho plyne, Ze vétSina odliSnosti prameni
z rozdilnych predpokladtd o struktufe ucelové funkce a o vyznamu jednotlivych ziskanych

informaci v prabéhu prohledavani.

13 Obvykle se soubor fe3eni nazyva populace.
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3.3.4 Rozdily mezi metaheuristickymi koncepty

Z implementacniho pohledu jsou vétSinou metaheuristiky chapany jako modifikujici
se mnozina feSeni. Mezi klicové charakteristiky jednotlivych pfistupl, které definuji rozdily
mezi jednotlivymi koncepty, patfi Sandera (2014) [17]

« velikosti mnoZziny feSeni,

» doba, po kterou mlze jedno feSeni pfimo odvozovat nova feSeni,

» pocet prvkl (rodiéu) pfimo podilejicich se na produkci novych feSeni,

e zpusob uchovavani ziskanych informaci,

* zpUsob pfedavani uchovanych informaci,

e druh stochasticity,

» pocet generovanych feSeni

KaZda metaheuristika trpi uritymi nedostatky. Nékteré algoritmy vznikaji pouze jako vylep3eni
dosavadnich metod k pfekonani jejich problémd. Nicméné z No Free Lunch teorému®* plyne,
7e dané vylep3eni nikdy nem(ize prekonat vdechny své nedostatky. ResSitelé tloh s pomoci
metaheuristik si proto musi byt védomi jejich omezeni a neoekavat nemozné. Jako nejCastéjsi
problémy jsou Sandera (2014) [17] uvadény pfed&asna konvergence!®, nedostateéna $ife
prohledavané oblasti, moznost generovani stéle stejnych feSeni nebo pfilisna variabilita
a neschopnost se ustalit. Ke zvySeni vykonu metaheuristik se Ize dostat nékolika odliSnymi
cestami. Od vyvoje novych zakladnich konceptl pres jejich rizné kombinace a hybridizace

az po vyuzivani nejmodernéjSich hardwarovych nastroja.

4 Tato exaktné prokazana véta fika, ze zadny algoritmus nemuze efektivné vyresit vSechny problémy. Nelze
tedy zkonstruovat heuristiku, ktera by dokazala optimalizovat vSechny uc¢elové funkce Iépe nez kterakoliv jina [17].
15 PFilig rychla konvergence do lokalniho extrému bez moznosti dale prohledavat stavovy prostor.
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4 Exaktni feSeni prikladu minimalni kostry

grafu s omezenimi

PFiklad minimalni kostry s omezenimi, jehoz zadani je inspirovano pfikladem v [29], je nejdfive
feSen exaktni metodou. Dany algoritmus byl naprogramovan v jazyce JAVA 1.7 pro ziskéni
vSech neizomorfnich koster grafu jak v pfipadé kostry grafu bez omezeni, tak kostry grafu
s omezenimi (penalizacemi). Nasledné je tento pfiklad FeSen pomoci metaheuristiky Tabu
Search v kapitole 6, kde je podrobné pfedstaven postup krok za krokem pfi ruénim feSeni

prikladu minimalni kostry grafu s omezenimi.

Necht je dana minimalni kostra s omezenimi, které zabranuji spoleénému vyskytu urcitych
hran ve vysledné kostfe grafu, nebo které dovoluji nékterym hranam zahrnuti do vysledné
kostry grafu jen za pfedpokladu, Ze je v dané kostfe grafu zahrnuta i jind hrana. Bez téchto
omezeni by bylo moZzné dany problém feSit pfimo hladovym algoritmem, napf. iterativnim
pridavanim nejlevnéjsi hrany, ktera netvofi cyklus s pfedchozimi zvolenymi hranami, dokud

neni dosazeno vysledné minimalni kostry grafu.

Zvoleny problém je znazornén na grafu, ktery se sklada z péti uzlu, jak je patrné na nasledujici
sérii iteraci. Minimalni kostra daného grafu je tvofena sedmi hranami. Celkem je zapotiebi
provést minimalné dvé iterace (ve vétvi B), nebo pét iteraci (v podvétvi b) vétvé A), ¢i sedm

iteraci (v podvétvi a) vétvé A) pomoci metaheuristiky Tabu Search k ziskani vysledné

ey s

jsou uvedeny naklady dané hrany. Nazvy jednotlivych hran (AB/AC/AD/BE/CE/CD/DE)

pFedstavuji binarni proménné, kde kazda hrana je definovano jako

1, jestlize hrana j je zahrnuta do kostry grafu
0, jestlize hrana j neni zahrnuta do kostry grafu

hranaj = {
Tim padem mohou byt omezujici podminky pro danou kostru grafu zapsany nasledovné:
AD = DE, pak penalizace = 0, jinak penalizace = 100
AB + AD + CD < 1, pak penalizace = 0
AB + AD + CD = 2, pak penalizace = 100
AB + AD + CD = 3, pak penalizace = 200

Aby bylo mozné ohodnotit i ty kostry grafu, kde jsou dané podminky poruSeny, jsou zavedeny
tzv. penalizace ve vysSi 100 jednotek nakladi pro kazdou hranu, kterd poruSuje zadana

omezeni. Prvni omezujici podminka fika, Ze v kostfe grafu smi byt zahrnuta hrana AD
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a zaroven hrana DE, nebo ani jedna z téchto hran. Je-li tato podminka poruSena, dochéazi
k penalizaci ve vySi 100 jednotek nakladi. Druha podminka znamena, Ze nejvySe jedna
z uvedenych tfi hran AB,AD,CD muze byt zahrnuta do kostry grafu, aby vysledn& kostra
nebyla zatizena penalizaci. Treti podminka urCuje, Ze nejvySe dvé z uvedenych tfi hran
AB,AD,CD mohou byt zahrnuty do kostry grafu, aby penalizace byla ve vy3i 100 jednotek.
Jsou-li v kostfe grafu zahrnuty vSechny tfi hrany AB,AD,CD, je vysledna kostra grafu
penalizovana 200 jednotkami nakladd, jak definuje &tvrtd podminka Vychozim pFipustnym
feSenim pro nasledné feSeni metaheuristikou Tabu Search je minimalni kostra ziskana

bez ohledu na zadana omezeni, ktera se projevuji penalizaci ndkladd na dané hrany.

JelikoZ zvoleny pfiklad sestava z péti vrcholl, je zfejmé dle Cayleho vzorce uvedeného
v podkapitole 2.1, Ze je nejdfive tfeba ziskat n™ 2 rGznych koster, tedy celkem 125.
Neizomorfnich koster grafu je v tomto pfipadé pouze 26. Aby se zamezilo mozné duplicité
nékterych koster grafu a pfipadnému vynechani nékterych variant, bylo generovani
potfebného poctu rdznych koster naprogramovano v jazyce JAVA 1.7. Nejdfive byly zjistény
v3echny neizomorfni kostry grafu v€etné jejich ohodnoceni, viz Tabulka 4-1. Minimalni kostru
zvoleného grafu prezentuje Obrazek 4-1 vlevo. V dalSim kroku byly jednotlivé kostry grafu
ohodnoceny patficnymi penalizacemi, v pfipadé, Zze zvolené hrany v dané kostfe grafu
nespliiovala zadand omezeni, viz Tabulka 4-2. V poslednim kroku FfeSeni byla vybrana
miniméalini kostra grafu s ohledem na zadané penalizace, viz Obrazek 4-1 vpravo. Reseni
minimalni kostry grafu s ohledem na zadané penalizace ma hodnotu ucelové funkce o 20

jednotek ndkladl vyssi nez v pripadé bez ohledu na zadané penalizace.

Obrazek 4-1: Minimalni kostra grafu bez ohledu naz adané penalizace (vlevo), minimalni kostra

grafu s ohledem na zadané penalizace (vpravo)
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Tabulka 4-1: Vy €et neizomorfnich koster grafu bez penalizaci

. Celkoveé
Vybrané hrany kostry grafu ohodnoceni
AB BE AC AD 75
AB BE AC CD 85
AB BE AC DE 100
AB BE CE AD 70
AB BE CE CD 80
AB BE CE DE 95
AB BE AD CD 90
AB BE CD DE 115
AB AC CE AD 50
AB AC CE CD 60
AB AC CE DE 75
AB AC AD DE 85
AB AC CD DE 95
AB CE AD CD 65
AB CE AD DE 80
AB CE CD DE 90
AB AD CD DE 100
BE AC CE AD 60
BE AC CE CD 70
BE AC CE DE 85
BE AC AD CD 80
BE AC AD DE 95
BE AC CD DE 105
BE CE AD CD 75
BE CE AD DE 90
BE AD CD DE 110
Tabulka 4-2: Vy €et neizomorfnich koster grafu s penalizacemi
. Celkové
Vybrané hrany kostry grafu ohodnoceni
AB BE AC AD 275
AB BE AC CD 185
AB BE AC DE 200
AB BE CE AD 270
AB BE CE CD 180
AB BE CE DE 195
AB BE AD CD 390
AB BE CD DE 315
AB AC CE AD 250
AB AC CE CD 160
AB AC CE DE 175
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AB AC AD DE 185
AB AC CD DE 295
AB CE AD CD 365
AB CE AD DE 180
AB CE CD DE 290
AB AD CD DE 300
BE AC CE AD 160
BE AC CE CD 70

BE AC CE DE 185
BE AC AD CD 280
BE AC AD DE 95

BE AC CD DE 205
BE CE AD CD 275
BE CE AD DE 90

BE AD CD DE 210
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5 Tabu Search

Nasledujici ¢ast prace je zaméfena na pfiblizeni metaheuristiky zvané Tabu Search. Nasledné
je tento pristup aplikovan na vybranou tlohu minimélni kostry s omezenim a poté porovnan
s exaktnim feSenim. Metaheuristika Tabu Search umozZzriuje pfejit k feSeni s horsi hodnotou
ucelové funkce, jestlize neni vyhodnéjsi zadny jiny pohyb. Metaheuristika Tabu Search zvySuje
vykon metaheuristiky Local Search, ze které vychéazi, diky relaxaci zékladnich pravidel.
Zavadéji se tzv. zakazy (tabu) k zabranéni zkoumani jiz dfive zkoumanych FeSeni. Jestlize
bylo potencialni FeSeni provéfovano pred kratkym ¢asovym uUsekem, je oznacen jako ,tabu*
a algoritmus jej jiz dale opakované nebere v Uvahu po dobu setrvani zakazanych pohybu

v tzv. tabu listu.

5.1 Metoda Tabu Search obecné

Algoritmus metaheuristiky Tabu Search byl poprvé zvefejnény koncem 80. let minulého stoleti
autorem Glover [30], [31]. Pozdéji byl pfistup Tabu Search detailn&ji popsan v praci autorl
Glover, Taillard a Werra (1993). Metoda tabu prohledavéani je zaloZzena na metodé lokélniho
prohledavani. Béhem hledani nejlepSiho feSeni se vytvafi tzv. seznam zakazanych zmén
(Tabu list), ktery obsahuje takova feSeni, ke kterym se jiZ nema vracet, protoZe jiz byla
zpracovana. Tabu list pfedstavuje tedy seznam pevné délky n, ve kterém je uvedeno
poslednich n zmén ohodnoceni, konkrétné dvojice (proménnd, hodnota). Pfi kazdém novém
ohodnoceni proménné néjakou hodnotou je tato dvojice zapsana na zacCatek tabu listu
a nejstarsi (posledni) dvojice je z néj odebrana. VzZdy, kdyZ se vybira hodnota pro néjakou
proménnou, je zjistovano, zda jiz neni tato dvojice obsazena v tabu seznamu. Je-li obsazena,
je zakdzano tuto hodnotu proménné nastavit. Zminéna technika tedy zamezuje opétovnému
nastaveni stejné hodnoty stejné proménné v né&jakém kratkém Casovém intervalu, ktery

je uréen délkou tabu listu.

ey s

funcke s ohledem na seznam zakazanych zmén. Metoda Tabu Search se pfesouva pouze
do takového feSeni v okoli posledniho feSeni, které neni v zakazaném seznamu. Tabu list
je obnovovan v prubéhu celého algoritmu. Tato metaheuristika je ovSem oproti lok&lnimu
prohledavani schopna se pfi optimalizaci vyhnout lok&lnimu extrému a neuviznout v ném
byt vys3i nez hodnota sou¢asného FeSeni (je-li souasné feSeni v lokalnim minimu). Pokud
je nejlepSi sousedni feSeni obsaZzeno v tabu listu, nemiZze byt vybrano (je zakazané — tabu)

a hleda se druhé nejlepsi feSeni.
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Glover [30], slovo tabu (nebo taboo) pochazi z jazyku tongan uzivaného v Polynésii, kde dany
vyraz znamena posvatné veéci, kterych se nesmi dotykat. Nyni to také znamena zéakaz, ktery
je stanoveny spole¢enskym zvykem. V metodé Tabu Search se tabu status zakazanych zmén
meéni v zavislosti na €ase a okolnostech a na zakladé vyvijejici se paméti. Tabu status maze
byt zruSen kvuli vyhodnéjsi alternativé. Jinymi slovy v algoritmech implementujicich tabu list
existuje funkce, ktera povoluje vybér feSeni, i kdyZ se toto feSeni nachazi v tabu listu. Dana
funkce se nazyvéa aspiracni kritérium (aspiration criterion). Vybrani zakazané vymény muze
nastat napf. tehdy, kdyZ nastavenim této hodnoty dané proménné je ziskano dosud nejlepsi
nalezené feSeni. Délka tabu seznamu je vstupnim parametrem. Diky vétSi hodnoté
je zamezeno delSim cyklim, na druhou stranu porovnani feSeni s tabu seznamen zabere vice
Casu. PouZiti tabu seznamu dovoluje pfi optimalizaci vyskocit z lokalniho extrému, ¢imz

se stava hledani flexibilngjSim.

5.2 ReSerSe — shrnuti zakladnich poznatkud a historie Tabu Search

Principy fungovani metody Tabu Search mohou byt pfehledné zobrazeny a shrnuty pomoci
rozhodovaciho stromu, viz Obrazek 5-1, Obrazek 5-2 a Obrazek 5-3. Presunuti se do dalSiho
feSeni je pfipustné, jestlize se nejedna o zakazany pohyb uvedeny v tabu listu, pokud je pfi

pohybu splnéno aspiraéni kritérium ¢&i pokud zména neobsahuje tabu-aktivni pozice.

Obrazek 5-2 znazorfiuje rozhodovaci strom metaheuristiky Tabu Search s kratkodobou
paméti. Glover (2001) [29], jAdro metaheuristiky Tabu Search spoc€iva v procesu
s kratkodobou paméti. Mnoho strategickych Gvah, které jsou podkladem pro tento proces,
se znovu objevi v zesilené mife, ale ne vyrazné vécné zménéné v paméti dlouhodobého
procesu. Kratkodob4d pamét metaheuristiky Tabu Search pfedstavuje formu agresivniho
prizkumu, ktery se snazi o realizaci nejlepSiho mozného pohybu (s nejvy$Sim ohodnocenim)
s ohledem na splnéni zadanych omezujicich podminek. Tato omezeni pfedstavuji tzv. Tabu
restrikce, které jsou navrzeny tak, aby se pfedeSlo obraceni sméru ¢i nékdy opakovani
nékterych tahd. PoZzadovaného se dosahne oznacenim vybranych vlastnosti danych pohybu
za zakazané (tabu). Hlavnim cilem tabu restrikci je povolit metaheuristice Tabu Search jit

za rdmec bodu lokalniho optima a zaroven jesté vytvéaret velmi kvalitni pohyby v kazdém kroku.

~ s

Bez téchto restrikci by mohla dand metaheuristika vybrat ,nejlepSi* pohyb z lokalniho optima
a poté teoreticky v dalSim kroku spadnout zpét do lokalniho optima diky vybéru nejlepSiho
pohybu v daném misté. Obecné, tabu restrikce jsou ur€eny pro to, aby se zabranilo pravé
takovému cyklickému chovani. V SirSim kontextu jsou tabu restrikce uréeny k tomu, aby pfimély

proces hledani sledovat novou trajektorii, jestlize dojde k zacykleni v uzSim slova smyslu
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(coz znamena prehodnoceni nékterych dfivéjSich feSeni). Tato omezeni nefunguji izolované,

ale jsou vyvazeny pouzitim aspiracnich kritérii.

Zména

Obsahuje zména 1abu-
aldivni pozice?

Splfiuje zména
aspiracni kiitéria?

MNe
4

Zména je pripusina E Zmeéna neni pripusina

Obréazek 5-1: Rozhodovaci strom p  Fipustnosti dané zm ény Zdroj: [29]

Nejbéznéjsi a nejjednodussi aspiracni kritérium spociva v povoleni uréitého pohybu, pfestoze
je uveden v tabu listu, a to jen v pfipadé, jestlize dany pohyb zajisti lepSi hodnotu ucelové
funkce, nez byla dosud ziskana. Jsou pouZivana jind a daleko komplikované;jSi aspiraéni

kritéria, ale pouze zfidka, jak je napfiklad praktikovano v [32], [33].

Obrazek 5-3 znazorfiuje rozhodovaci strom vybéru nejlepSiho pfipustného feSeni. Glover
(2001) [29], kriticky krok, ktery ztélesriuje agresivni orientaci kratkodobé paméti, je vybér
nejlepSiho pfipustného pohybu ze seznamu kandidatd. Nejprve se kazdy z pohybl
ze seznamu kandidatu®® ohodnoti podle poradi. V mnoha nastavenich muze byt zpocatku
vyhodnoceni pohybu zaloZeno na zméné hodnoty Ucelové funkce (to znamena rozdil mezi

hodnotami UcCelové funkce pfed a po aplikaci daného pohybu). V ostatnich pfipadech,

16 problematika tvorby a aktualizace kandidatnich listin, které jsou zvlasté dulezité pro problémy vrstev (layer
problems), je popsana v Glover (1989a) [30].
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kdy dusledky daného pohybu nelze tak jednoduSe uréit nebo nejsou-li vSem proménnym
v soucasné dobé pfifazeny hodnoty, miZe byt ohodnoceni pohybl zaloZzeno na generovani
uvolnénych ¢i pfibliznych FeSenich nebo muize jednoduSe vyuzZivat lokalni miry atraktivity
(stejné jako v lokalnich rozhodovacich pravidlech pro problémy job-shop scheduling).

Pocatecni reseni a inicializace
kratkodobé pam éti

(heuristicka procedura)

Vytvo F seznam kandidat & moznych
pohyb

Viyber nejlepsi p Fipustné reSeni

(pFipustnost je zaloZena na tabu restrikci a
aspirac¢nich kritériich)
— Ozna¢ vybrané feSeni jako souc¢asné feSeni. Je-li
dané feSeni lepsi nez predchozi nejlepsi FeSeni,
oznac¢ ho jako nejlepsi feSeni.

Ukon €ovaci pravidlo
— Ukong¢i, pokud byl dosazen urcity pocet
iteraci od zacatku feSeni nebo od
posledniho nejlepsSiho dosazeného
feSeni.

i STOP POKRACU.]—l

Celkové ukon €eni €i prevod
— PFevod zahdaji intenzifikaéni nebo
diverzifika¢ni fazi obsazenou ve
stfednédobé ¢i dlouhodobé paméti.

Aktualizace podminek p Fipustnosti
— Aktualizuj tabu restrikce a aspiracni
kritéria.

Obrazek 5-2: Rozhodovaci strom metaheuristiky Tabu Search s kratkodobou pam éti Zdroj: [29]

Glover (2001) [29], pocet tah(, které jsou oznaceny jako zakazané (tabu), je obecné maly
vzhledem k poctu tahu, které jsou k dispozici. Za predpokladu, Ze naklady na vyhodnoceni
tahl nejsou velké, je obvykle vyhodné nejdfive ovéfit, zda dany pohyb ma vyssi ohodnoceni
nez jeho pfipustny pfedchldce pred tim, nez se bude ovérovat jeho tabu status. Kontrola tabu
statusu je prvnim krokem pfi zkoumani pfipustnosti daného pohybu. V pfipadé, Ze dany pohyb
neni zakdzany (tabu), je okamZzité pfijat mezi pfipustné pohyby. V opacném pfipadé maji
aspiracni kritéria mozZnost prepsat tabu status, coz poskytuje danému pohybu druhou Sanci

na kvantifikovani jako pfipustny pohyb.

Zkouméni dalSiho pohybu muze byt zahrnuto ve strategii seznamu kandidatd. Jsou-li
v nékterych pfipadech tabu restrikce a aspiracni kritéria dostate¢né omezujici, zadny
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z dostupnych pohybl nebude povazovan za pripustny. ,Nejméné nepfipustny” pohyb

je uloZen, aby se vyporadal s takovou moznosti, a je vybran, pokud se neobjevi Zadné

pfipustné alternativy.

Je tfeba zdlraznit, Ze rGzné, i metaheuristické, pfistupy se mohou navzajem kombinovat.
Metaheuristika Tabu Search je Sasto doprovazena pfistupy genetickych algoritm [34], [35],
Lagrangeovych relaxaci [35], programovéani s omezenimi (Constraint Programming) [37], [38],

[39] a celociselného programovani (Integer Programming) [40].

Co se tyCe novych trendd ve vyuZivani metaheuristiky Tabu Search, jiz se opousti
od klasickych aplikaci (problémy z teorie grafd, rozvrhovaci problémy, rozvozni problémy)
a prechazi se k novym, a to ke kontinuélni optimalizaci (Continuous Optimization) [41], [42],
[43], [44], [45], vicekriterialni optimalizace (Multi-criteria Optimization) [44], [46],
stochastickému programovani (Stochastic Programming) [47], [48], smiSenému
celoc¢iselnému programovani (Mixed Integer Programming) [49], [50], problémim rozhodovani
se v redlném Case (Real-time Decision Problems) [44], [51] atd. Tyto nové aplikace mohou

vést k rozSifeni technik zahrnutych v aparatu metaheuristiky Tabu Search.
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Prozkoumani dalSich moznych FeSeni
(rozsifeni seznamu kandidatd moznych
pohyb)

Ohodno t' vS8echny mozné p Fipustné pohyby
na seznamu kandidat G
— Dosahuje dany pohyb lepSiho ohodnoceni nez NE
jakykoliv dosud prozkoumany pripustny pohyb (ze
soucasného seznamu kandidatt)?

ANO (potencialni pfijeti)
v

Zkontroluj Tabu List
— Je kandidat na seznamu zakézanych

TABU NENI TABU—l

Zkontroluj aspira €ni Grove n Pohyb je p Fipustny
— Splfiuje pohyb aspiraéni kritéria? — Oznac jako nejlepSi dosazené feSeni.

PRIPUSTNOST ZAZNAMENANA

Zkontroluj seznam kandidat
— Je pravdépodobné, Ze zbyly k prozkoumani lépe

ANO ohodnocené pohyby, nez ty dosud prozkoumané, nebo by
mél byt seznam kandidéatt rozSiren?
Prove d’ dosud nejlepSi p Fipustny
pohyb
Obréazek 5-3: Rozhodovaci strom vyb  éru nejlepSiho p Fipustného FeSeni Zdroj: [29]

5.2.1 Typické ulohy metody tabu prohledavani

Tabulka 5-1 ilustrativné znazorrfiuje Siroky prehled aplikaci metaheuristiky Tabu Search.
Jednotlivé Ulohy jsou uvadény v originalnim ustaleném anglickém znéni. Nasledné jsou
predstaveny zakladni ulohy opera¢niho vyzkumu, a to problém minimalni kostry, problém

obchodnicho cestujiciho a rozvozni Glohy, které byly feSeny i metaheuristikou Tabu Search.

Dale jsou predstaveny tfi vyznamné ulohy, které jsou mnohdy feSeny metaheuristikou Tabu

Search, a to tloha minimalni kostry, tloha obchodniho cestujiciho a rozvozni problémy.
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Tabulka 5-1: llustrativni p  fehled aplikaci metaheuristiky Tabu Search Zdroj: [52]

Scheduling
Flow-Time Cell Manufacturing
Heterogeneous Processor Scheduling
Workforce Planning
Classroom Scheduling
Machine Scheduling
Flow Shop Scheduling
Job Shop Scheduling
Sequencing and Batching

Design
Computer-Aided Design
Fault Tolerant Networks
Transport Network Design
Architectural Space Planning
Diagram Coherency
Fixed Charge Network Design
Irregular Cutting Problems

Location and Allocation
Multicommodity Location/Allocation
Quadratic Assignment
Quadratic Semi-Assignment
Multilevel Generalized Assignment

Lay-Out Planning
Off-Shore Oil Exploration

Logic and Artificial Intelligence
Maximum Satisfiability
Probabilistic Logic
Clustering
Pattern Recognition/Classification
Data Integrity
Neural Network |Training and Design

Technology
Seismic Inversion
Electrical Power Distribution
Engineering Structural Design
Minimum Volume Ellipsoids
Space Station Construction
Circuit Cell Placement

Telecommunications
Call Routing
Bandwidth Packing
Hub Facility Location
Path Assignment
Network Design for Services
Customer Discount Planning
Failure Immune Architecture
Synchronous Optical Networks

Production, Inventory and Investment
Flexible Manufacturing
Just-in-Time Production
Capacitated MRP
Part Selection
Multi-item Inventory Planning
Volume Discount Acquisition
Fixed Mix Investment

Routing
Vehicle Routing
Capacitated Routing
Time Window Routing
Multi-Mode Routing
Mixed Fleet Routing
Traveling Salesman
Traveling Purchaser

Graph Optimization
Graph Partitioning
Graph Coloring
Clique Partitioning
Maximum Clique Problems
Maximum Planner Graphs
P-Median Problems

General Combinational Optimization
Zero-One Programming
Fixed Charge Optimization
Nonconvex Nonlinear Programming
All-or-None Networks
Bilevel Programming
General Mixed Integer Optimization

i Minimalni kostra

Uloha minimalni kostry, resp. Gloha miniméalni kostry s omezenimi neni v mnoha pfipadech
feSena metodou Tabu Search. Je-li tomu tak, vétSinou se tak autofi ruznych publikaci
rozhodnou pro porovnani vysledkd vice metaheuristickych pfistupt navzajem nebo se jedna

0 specialné obtiznou ulohu.

Autofi Singh a Baghel (2008) feSili ve své préaci [52] ulohu minimalni kostry s omezenym
poctem listd (LCMST), ktera m& za cil nalezeni minimalni kostry s alespori n listy, pomoci
metaheuristiky ACO (ACO-LCMST) a Tabu Search (TS-LCMST). Dosli k zavéru, Ze vykon
obou zminénych metaheuristik je velmi podobny vzhledem ke kvalité feSeni, ale TS-LCMST
je daleko rychlejsi nez ACO-LCMST.
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[54] Kasperski, Makuchowski a Zieliski (2012) feSili tlohu minimax ztraty Glohy minimalni
kostry s intervalovymi daty (MinMax Regret Minimum Spanning Tree Problem with Interval
Data) pomoci metaheuristiky Tabu Search, kterd se osvédcCila i pfi problémech vétSiho
rozsahu. V feSené Uloze nejsou pfesné zndmé naklady na hrany, pouze mozné intervaly vySe

jednotlivych nakladd na hranu. Pfedpoklada se, Ze hodnoty jednotlivych nékladd na hranu

nezavisi na nakladech zbyvajicich dosud nezvolenych hran.
i. TSP

s

Metoda Tabu Search je jednou z nejpreferovanéjSich metaheuristik pro feSeni problému
obchodniho cestujiciho. Pro porovnani vysledkd metody Tabu Search a jinych metaheuristik
je mozné napf. nahlédnout do nasledujicich praci [55], [56], [57], [58]. ObséahlejSi prehled
vypocetnich metod problému TSP je k nahlédnuti v praci autori Applegate, Bixby, Chvétal,
a Cook (2006) [59] a autoru Gutin a Punnen (2002) [60].

Ackoli symetricky problém obchodniho cestujiciho (STSP) je vhodné feSen pomoci
metaheuristik, problém se Casto vyskytuje u asymetrické varianty problému obchodniho
cestujiciho (ATSP). Mozné duvody jsou rozebrany v praci [61]. Basu a Ghosh (2008) [62]
poznamenali, Ze vétSina publikované literatury zaméfené na problém TSP feSeného pomoci
metaheuristiky Tabu Search, se zabyva pouze symetrickou verzi TSP s méné nez 500 uzly'’.
Toto zjisténi je neCekané, jelikoZz osvédtend metaheuristika jako je Tabu Search, je urena
k feSeni rozsahlych praktickych problémii obchodniho cestujiciho. ReSenim asymetrické
varianty TSP pomoci tfech modifikaci pfistupu Tabu Search se zabyva Basu (2012) [63]
a autofi Basu, Gajulpalli a Ghosch (2013) [64].

Problémem obchodniho cestujiciho se ziskem (TSP with profit) se zabyvaji autofi Feillet,
Dejax, a Gendrau (2005) [65]. Jedna se vlastné o dvoukriterialni problém obchodniho
cestujiciho s opacnymi cili — jednim je dosazeni zisku, coZ nuti obchodnika cestovat, zatimco

druhym cilem je minimalizovat cestovni naklady (s moZnosti vynechat nékteré vrcholy).
ii.  VRP

Rozvozni problémy jsou velmi studovanou kapitolou mezi optimalizaénimi problémy. Mnoho
variant rozvoznich uloh bylo v literatufe dosud postupné prezentovano, jako napf. rozvozni
tlohy s vice vychozimi misty (multi-depot), s ¢asovymi okny (time-windows), se smisenym

vozovym parkem (mixed fleet), a dalsi.

Metoda Tabu Search byla pro problém VRP prvné pfedstavena autorem Willard (1989), ktery

prvné transformoval VRP problém na TSP problém. V praci Puerza a Franca (1991)

17 Pouze 11 praci se do r. 2010 zabyvalo tlohami TSP s vice nez 400 uzly [63].
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se prechazi z jednoho feSeni do dalSiho pomoci vymeény vrchold mezi dvéma cestami. Osman
(1991, 1993) vyuziva kombinace 2-optimalnich pohybl — prefazeni vrcholl na jiné cesty
a vymeéna vrcholu mezi cestami. Taillard (1992) ve své praci rozdéluje pfi feSeni ulohy VRP
pomoci pfistupu Tabu Search sadu vrcholt do jednotlivych klastrd prostfednictvim pfesunu
vrcholl z jedné trasy do druhé. DalSi algoritmus byl vyvinut autory Semet a Taillard (1993)
pro problém realného rozvozniho problému s ur€itymi vlastnostmi. Pozdéji se autofi Gendreau,
Hertz a Laporte (1994) vénuji ve své praci [58] pfistupu zvaném Taburoute. Jedna se o novou
verzi metaheuristiky Tabu Search. Pomoci pfistupu Taburote je FeSena rozvozni Gloha

s kapacitami a s omezenimi vzdalenosti rozvozu.

Prace [66] se vénuje feSeni VRP metaheuristikou Tabu Search, a to konkrétné tfem typim
nahodné vygenerovanych problémd VRP (s nedostatkem zdroja, kriticky a s pfiliS§ mnoho
zdroji). Vysledky jsou nasledné porovnavany s dalSimi pfistupy. Prvnim je Hill Climbing (HC),
pfi némz jsou feSeni opakované vylepSovana. Nevyhodou tohoto pfistupu je mozZnost
zabfednuti v lokalnim minimu. V pfevazné vétSiné pfipadt poskytuje Tabu Search lepSi

vysledky nez Hill Climbing.

Autofi Ceschia, Gaspero a Schaerf (2010) [67] ve své praci feSi rozvozni Glohu
s heterogennimi vozidly, s ¢asovymi okny a s naklady v zavislosti ha zvoleném dopravci.
V mnoha publikacich jsou feSeny zjednoduSené verze rozvoznich problému. Realné priklady
rozvozni ulohy s rdznorodym vozovym parkem (heterogeneous fleet), s vicedennim
horizontem planovani (multi-day planning horizon), s komplexni nakladovou funkci
pro jednotlivd vozidla zavislou na dopravci (a complex carrier-dependent cost function for
vehicles) a s moznosti ponechani nenaplanovanych objednavek (the possibility of leaving
orders unscheduled). Ruzné modifikace metaheuristiky Tabu Search jsou tedy aplikovany
na rozvozni problém s vlastnim vozovym parkem (Vehicle Routing Problem with Private Fleet)
a s objednanym dopravcem (Vehicle Routing Problem with Common carrier) a nasledné jsou

porovnany vysledky jednotlivych verzi.

5.3 Algoritmus metody Tabu Search

Algoritmus metaheuristiky tabu prohledavani (Tabu Search) vychazi z metody lokalniho

hledani, proto jsou v nasledujici ¢asti prace popsany oba algoritmy a vzajemné rozdily.

5.3.1 Algoritmus metody lokalniho prohledavani

Algoritmus z&kladni metaheuristiky lokalniho prohledavani je nasledujici:
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Je zvoleno vychozi pfipustné feSeni x € X a je poloZeno x* = x;

Je definovano U(x) jako okoli feSeni x;

Necht x” € U(x) je nejlepsi feSeni z okoli bodu x;

Pokud f(x") < f(x"), pak x* = x’, kde x* je dosud nejlepSi nalezené feSeni;

Je-li spInéno ukoncovaci pravidlo, algoritmus kon¢i, jinak se prejde na krok 2.

Ok wbhPeE

Metoda lokalniho prohledavani tedy iterativné prohledava okoli aktuélniho feSeni, a pokud
najde néjaké lepsi feSeni v tomto okoli, aktualizuje dosavadni feSeni. Nasledné se cely proces
opakuje s novym feSenim, dokud neni spinéna podminka zastaveni, kterou maze byt fakt,
Ze v okoli se Zadné lepsi feSeni nenachazi, pfipadné po dosazeni pfedem stanoveného poctu

iteraci.

5.3.2 Algoritmus metody tabu prohledavani

Algoritmus metaheuristiky tabu prohledavani vychazi z metody lokalniho hledani, jak je patrné

z nasledujiciho algoritmu:

1. Je zvoleno vychozi pfipustné feSeni x € X, je poloZzeno x* = x a toto pFipustné feSeni
je vlozeno do Tabu seznamu. Pfi inicializaci algoritmu je Tabu seznam prazdny,
po kazdé iteraci se do zakazaného seznamu pfidad transformace inverzni
k transformaci, ktera poskytla nejlepsi feSeni v ramci sousedstvi v pfedchézejicim
kroku. (Napf. do zakdzaného seznamu se zapiSi pofadova Cisla vyménénych aloh).
Pokud doSlo k prekroceni definované povolené délky zakazaného seznamu, jsou
Z tohoto seznamu odstranény nejstarsi prvky (metoda FIFO — First In First Out);

Je definovano U(x) jako okoli feSeni x;

3. Necht x" e U(x) je nejlepSi feSeni z okoli bodu x pfi respektovani Tabu seznamu
(tj. pokud nejsou vSechna FeSeni z okoli v Tabu seznamu), pak je toto feSeni pfidano
do TABU seznamu a porovnano s dosud nejlepSim nalezenym feSenim:

Pokud f(x) < f(x"), pak x* = x", kde x* je dosud nejlepSi nalezené feSeni;

4. Je-li splnéno ukonCovaci pravidlo, algoritmus kon¢i, jinak se pFejde na krok 2.

Ukoncéovacim kritériem muze byt napf. ur€ity pocet krokll nebo nej¢astéji absence

zmény x* po urcitém poctu kroka.

Je zifejmé, Ze uchovavani takového seznamu je pomérné narocné na pamét, zejména
pfi vypoctech s mnoha iteracemi. Z tohoto divodu byva do algoritmu zakomponované
tzv. expiracni kritérium, které definuje pocet iteraci, po kterych je dany pfechod ze seznamu
zakazanych prechodl odstranény. Implementace této vlastnosti je vétSinou pomeérné
jednoduchd, postaci nastaveni velikosti zd&znamu zakazanych pfechodd na pevnou velikost

a zabezpeceni funkcionality fronty, ¢imz po naplnéni seznamu vzdy pfi pfidani nového
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prechodu z ného automaticky vypadne nejstarsi pfechod. Vyznamnou Usporu paméti je mozné
dosahnout pouzitim vhodnych udajovych struktur pfi uchovavani (daji o zakazanych
pfechodech. Nejhorsi variantou by bylo ukladani obou feSeni, tedy plvodniho a nového,
coz by vzhledem ke spotfeb& paméti bylo nednosné. Idealnim FeSenim tohoto problému
je ukladani jen minimalniho mnozstvi udajd (atributd) o daném prechodu tak, aby se spolehlivé
vyloucilo opakovani tohoto pfechodu az do doby, neZz vypadne ze zakdzaného seznamu,
jak uvadi [52].

Tento zpusob uchovavani tabu udaji pfindSi moznost problému spocivajiciho v (i kdyz diky
expiraénimu kritériu jen do¢asného) zadkazu dobrych FeSeni, jak uvadi [52]. Proto metoda tabu
prohledavani zavadi tzv. aspiracni kritérium. Jednéa se o pravidlo, které umoZzfuje za ur€itych
okolnosti vykonat i pfechod, ktery je aktualnim tabu seznamem zakézany. NejbéZnéjSim
aspiraénim kritériem byva povoleni pfechodu k feSeni s lepSi hodnotou ucelové funkce,
nez je hodnota ucelové funkce nejlepSiho dosud nalezeného feSeni (které se tedy z tohoto
dbvodu musi uchovavat) a povoleni zakazaného prechodu v pfipadé, Ze neexistuje zadny

povoleny pfechod (povolené okoli aktualniho FeSeni je kvuli tabu zaznamu prazdné).

Algoritmus tabu prohledavani pracuje deterministicky, tzn., vybira si z okoli aktualniho feSeni
vzdy ten nejlepsi mozny prechod, av3ak diky tabu seznamu a aspiracnim kritériim je schopny

se vyhnout uviznuti v lokalnim optimu. Diky tomu maze poskytovat pomérné kvalitni FeSeni.

V mnoha pfipadech je pfi feSeni problému metaheuristikou Tabu Search zapotfebi zahrnout
dalSi prvky pro zajisténi pIné efektivniho hledani co nejlepSiho FeSeni. Pro zajisténi
zintenzivnéni prohledavaciho procesu se vyuziva stfedné-dlouhodoba pamét. Pro diverzifikaci
prohledavani je nutné zménit mnozinu prohledavanych sousednich pohybd. Je totiz mozné,
Ze se prohledavani nedostane do nejzajimaveéjSich ¢asti mnoziny pfipustnych feSeni, a tudiz
ziskané feSeni se dosti vzdali od globalniho optima. Prohledavéani je tedy nuceno se zaméfit
na dosud neprozkoumanou oblast pfipustnych feSeni, coz je vétSinou zaloZzeno na dlouhodobé

pameéti.
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6 Aplikace Tabu Search na kostru grafu

S omezenimi

Na nasledujicim jednoduchém pfikladu minimalni kostry s omezenimi, jehoZz zadani
je inspirovano pfikladem v [29] a bylo pfedstaveno v kapitole 4, je pfehledné vysvétlen pFistup
feSeni metaheuristiky Tabu Search. Vychozim pfipustnym FeSenim pro nasledné feSeni

metaheuristikou Tabu Search je minimalni kostra ziskana bez ohledu na zadana omezeni.

Pro uZiti metaheuristiky Tabu Search je zapotfebi zavést pojem zdména hran (edge swap),
coz predstavuje pfidani hrany a zaroven odebrani jedné z puvodnich hran za ucelem
transformace soucasné kostry do nové kostry s nizSimi naklady. Odebrana hrana je vzdy
takova hrana, ktera tvofi cyklus po pfidani nové hrany. Je uvazovano obvyklé pravidlo volby
nového pfipustného feSeni na zakladé kratkodobé paméti Tabu Search. V daném pfikladé
byla aplikovana kratkodoba pamét po dobu dvou iteraci. Jinymi slovy pfidana hrana do kostry
grafu nesmi byt odebrdna po dobu dvou iteraci od jejiho pfidani, jelikoZ je uvedena
v zakdzaném seznamu (tabu list). Vybrany pohyb, resp. zaména dvou hran, reprezentuje
pripustny pohyb s nejvy§§im ohodnocenim, jimz je takovy pFipustny pohyb, ktery vytvari novou
Pro definovani zakadzanych (tabu) omezeni je stanovena pfidana hrana jako vlastnost daného
pohybu, kterému je pfifazen tabu status (ve chvili, kdy je hrana pfidana ke stavajici kostfe
grafu). Tabu klasifikace je tim padem pfenesena na pohyby, které obsahuji hranu s omezenim
zakazujici budouci pohyb, ktery by vedl k odstranéni hrany, po dobu existence dané hrany

v tabu seznamu.

6.1 Pouziti krdtkodobé paméti

V daném prikladé je umoznéno pouze dvéma hranam, aby byly obsaZeny v tabu seznamu
v jakémkoli ¢ase. Tato skuteénost znamena, Ze kazda pfidana hrana zlstane tabu béhem
dvou iteraci a poté je odstranéna z tabu listu (jehoZ délka = 2), ¢imZ je osvobozena od svého
tabu statusu. Aspiracni kritérium, které bylo vybrano k pfepsani tabu statusu, je jednoduchym
kritériem. Zminéné kritérium umoZzhuje souCasnému pohybu zahrnout zakdzanou hranu,
jestlize vysledna kostra je lepSi, neZz dosud nejlépe ohodnocend nalezena kostra.
Pro sledovani fungovani metody Tabu Search jsou podrobné graficky rozebrany jednotlivé
iterace v obrizkové sérii iteraci. Vychozim pfipustnym feSenim je optimalni feSeni minimalni

kostry grafu bez ohledu na moZné penalizace, viz Obrazek 4-1 (vlevo). UkonCovaci pravidlo
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bylo stanoveno na konec vypoctu po druhém dosazZeni stejného feSeni s nejmensi hodnotou

Uucelove funkce v kazdé vétvi reSeni.

Jednotlivé zakdzané hrany jsou podbarveny v tabulce ¢ervenym pozadim, v obrazku jsou
uvedeny s ¢ervenou poznamkou ,tabu“. Optimalni feSeni je oznaceno Zluté v popisu pfislusné
iterace. Je-li dana hrana zvolena do aktualni kostry grafu, je podbarvena modfe. Oznaceni
.,drop“ znamend, Ze dan& hrana opousti v dalSim kroku kostru grafu, oznaceni ,add — tabu“

ur€uje, ktera hrana bude v dalSim kroku zafazena do kostry grafu a do tabu listu.

Iterace 1: Mezi sou¢asnymi moznostmi pfidani nebo odebrani hran na kostfe grafu vychoziho
pFipustného feSeni pro vytvofeni nové kostry grafu existuji dvé nevyhodnéjsi zmény se stejnou
hodnotou celkovych nékladd. Prvni variantou (A) je pfidat hranu BE a odstranit hranu AB.
Druhou variantou (B) je pfidat hranu CD a odstranit hranu AD. Uvedeny pohyb eliminuje
poruseni zadanych podminek na pfipustnych hranach a zaroven rovnéz redukuje vysi
penalizace ze 200 na 100, zatimco zvySuje zbyvajici slozku nakladu také z 50 na 60 (pfidanim

25-15, coz uvadi rozdil nakladl mezi pfidanou a odebranou hranou).

A) Iterace 1: DoSlo k pfidani hrany BE a odstranéni hrany AB. Tento pohyb eliminuje poruseni
zadanych podminek na pfipustnych hranach a zaroven redukuje vy3i penalizace ze 200
na 100, zatimco zvySuje zbyvajici slozku nakladu z 50 na 60 (pfidanim 30-20, coz pfedstavuje
rozdil nakladd mezi pfidanou a odebranou hranou). Zminény pohyb ziskava tabu status, ¢imz

je proptjcen tabu stav na pohyby, které odstrani tuto hranu.

A) lterace 2: Podle zvoleného pravidla pro identifikaci pohybové vlastnosti, ktera je ozna¢ena
jako tabu, byla v prvni iteraci pfidana hrana BE. NejlepSi zménu v celkovych néakladech tvofi
mezi zbyvajicimi moznymi pohyby pfidani hrany DE a odstranéni hrany AC. Tato kostra grafu
nebude nijak penalizovana, nicméné vybrany pohyb zhorSuje naklady samotné kostry grafu

z 60 na 90 jednotek nakladu.

A) Iterace 3: Hrana DE, pfidana do kostry grafu pomoci vymény v iteraci 2, se stava spolu
s hranou BE zakazanou hranou. Nejlepsi variantou vzhledem ke zméné celkovych nékladu
je pridani hrany AC a odebrani hrany CE. Jako v predeslé iteraci nejsou poruSeny zadané
podminky, nicméné hodnota celkovych nakladld vzrostla o 5 jednotek. Timto pohybem opét
nastava situace, kdy se nabizeji dvé moznosti zamén hran jako nejlepSi pfipustna fe3eni
vzhledem k zakdzanému seznamu hran. JelikoZ je hrana AC v tabu listu a dany pohyb
nespliuje aspiracni kritérium vytvofenim kostry grafu s lepSim celkovym ohodnocenim

nez dosud ziskanym, neni dany pohyb realizovan.

Soucasné pripustné pohyby, u kterych se zda, Ze by mohly poskytnout lepsi feSeni, porusuji
zadana omezeni. Pfi volbé zakazané vymeény hran CE a AC by bylo dosaZeno identické kostry

grafu jako v iteraci 2 vétvé A, resp. v predeslé iteraci. Kvali penalizacim poskytuji zminéné
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pohyby ve vysledku vysSi naklady, tedy i horsi feSeni. Zminéné soucasné nejvyhodnéjsi
pohyby jsou atraktivnéjSi nez soucasné zakazané pohyby, a to z dlvodu moZzZnosti

prozkoumani takovych koster grafu, které dosud jeSté nebyly v pfedeSlych iteracich zkoumany.

VySe popsana skutecnost ukazuje, Ze tabu omezeni nemé vzdy vliv na preferovanou volbu.

A) Iterace 3 a): Hrana BE je propusténa ze svého tabu postaveni, protoZze tabu seznam
se sklada pouze ze dvou prvkd, jimiz aktualné je hrana AC a DE. Prvni variantou nejlepSiho
pFipustného FeSeni vzhledem k sou¢asnému tabu seznamu je pfidani hrany AB a odebrani
hrany BE. Zatimco celkové naklady kostry se sniZuji o 10 jednotek, dochazi k poruseni druhé

omezujici podminky, a tedy k penalizaci ve vysi 100 jednotek.

A) Iterace 4 a): V aktualnim tabu seznamu se nachazi hrana AB a AC. NejlepSim dostupnym
pohybem je pfidani hrany CE a odebrani hrany AD, ¢imZ celkové naklady kostry grafu klesnou
0 dalSich 10 jednotek. V tomto pfipadé dochazi k poruSeni prvni omezujici podminky, tedy

dané FfeSeni je opét penalizovano ve vysi 100 jednotek naklada.

A) lterace 5 a): Hrana AB spolu s hranou CE tvofi dvé naposledy pfidané hrany, tudiZ jsou
oznaCeny jako zakazané hrany. NejlepSim souasnym pohybem je pfidani hrany CD
a odebrani hrany DE, coZz opét snizi celkové néklady kostry grafu o 15 jednotek. Pfi této
podobé kostry grafu dochazi k poruseni druhé omezujici podminky, tedy k penalizaci ve vysi
100 jednotek.

A) lterace 6 a): Sou€asnymi zakdzanymi hranami je hrana CE a hrana CD, nicméné tabu list
nezabrarnuje vybéru nejlepSiho mozného pohybu, a tudiz jako nejvyhodnéjSi zdména hran

se jevi jednoznacné pfidani hrany BE a odebrani hrany AB.

A) lterace 7 a): Zminénym pohybem bylo dosazeno dosud nejlepSi zmény v celkovych
nékladech, které klesaji na hodnotu 70 jednotek bez jakékoliv penalizace. VSechny omezujici
podminky jsou splnény. Souc€asna kostra grafu je tedy novym lokélnim optimem a dosud
nejlepSim FeSenim. Vybrany nésledujici nejvyhodnéjsi pohyb zhorSuje néklady kostry grafu.
Jen z FeSeni pomoci metaheuristiky Tabu Search by nebylo mozné zjistit, zda se jedna
o optimalni feSeni ¢i nikoliv. JelikoZz dany problém byl diky jeho malému rozméru feSen
i exaktn&, je mozné tvrdit, Ze se jedna o optimalni FeSeni, viz Tabulka 4-1. Zadny pohyb nevede
k lepSimu FfeSeni vzhledem k zadanym omezenim. V nékterych realizacich nejsou tabu

seznamy aktivovany, dokud neni dosaZeno prvniho optimalniho feseni.

Jak je patrné z nasleduijicich iteraci, 7. iterace vétve A) a podvétve a) je spolu s 11. iteraci
vétve A) a podvétve a) optimalnim FeSenim vzhledem k zadanym omezujicim podminkam
minimalni kostry grafu. Dale je zfejmé, Ze posloupnost jednotlivych nejlepSich pohybu
vzhledem k aktualnimu seznamu zakazanych hran tvofi od 3. iterace vétve A) a podvétve a)

cyklus az do 14. iterace vétve A) a podvétve a), kde je ziskana identickd minimalni kostra
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se stejnymi aktualnimi zakazanymi hranami a se stejnym ohodnocenim celkovych nakladu
jako minimalni kostra v 3. iteraci vétve A). Z tohoto dlvodu bylo i pfes stanovené ukon&ovaci
pravidlo pokra¢ovano ve vypoctu az do 14. iterace. Jelikoz by 15. iterace vétve A byla identicka
s iteraci 4 a) nebo 4 b) vétve A, neni jiZ do série iteraci zahrnuta. V dané podvétvi a) byla
ziskdna dvé identicka optimalni feSeni minimalni kostry grafu se zadanymi omezujicimi
podminkami, atov 7. a 11. iteraci, nicméné s rozdilnymi zakdzanymi hranami. Nejedna se tedy
0 naprosto shodna feSeni. Nasledujici posloupnosti iteraci bylo dok&zéno, Ze v této vétvi
se dana feSeni cyklicky opakuji a Ze i pfes zpo€atku se ménici zakdzané hrany se dojde opét
k jiz dosazenému nejlepSimu FeSeni s identickymi hodnotami celkovych nékladd a tabu

seznamu.

A) Iterace 3 b): Nyni je zapotfebi prozkoumat druhou variantou nejlepsiho pfipustného feseni
vzhledem k sou€asnému tabu seznamu ze 3. iterace vétvé A). Tato druha varianta predstavuje
pfidani hrany CE a odebrani hrany AD. Zatimco celkové naklady kostry se snhiZuji jako v iteraci
3 a) o0 10 jednotek, v této varianté dochazi k poruseni prvni omezujici podminky, a tedy rovnéz

k penalizaci ve vySi 100 jednotek.

A) lterace 4 b): SouCasny seznam zakézanych hran je tvofen hranou AC a DE. Pohyb

s nejvysSim ohodnocenim predstavuje nyni pfidani hrany CD a odebrani hrany DE.

A) Iterace 5 b): Pravé timto zminénym pohybem je dosaZeno identické minimalni kostry grafu
jako viteraci 7 a 11 vétvé A) a podvétvé a). Jediny rozdil tkvi v aktualnim seznamu zakazanych
hran, jez nyni tvofi hrany CD a CE. Obdobnym zpusobem se pokracuje ve vypoctu
az do iterace 7 b), ktera odpovida minimalni kostfe dosazené v iteraci 8 a), jediny rozdil
je v poradi hran uvedenych v aktualnimu tabu seznamu, coz hraje velkou roli pfi dalSich
iteracich. Opét se tedy nejedna o identick& FeSeni, jelikoZ nésledujici ziskané kostry grafu
by jiz nebyly ani zdalnivé podobné. V iterace 9 b) je dosaZzeno druhého optima v této vétvi
a vypocet kon¢i. Kdyby vypocet déle pokracoval, doSlo by v nasledujici iteraci opét k dalSimu
vétveni feSeni.

Nyni je tfeba se vrétit na pocate¢ni zkoumani nejvySe ohodnocené zameény hran v 1. iteraci.
Mezi pfipustnymi variantami feSeni pfidani nebo odebrani hran na kostfe grafu vychoziho
pfipustného fedeni pro vytvorfeni nove kostry grafu existuji dvé nevyhodnéjsi zmény se stejnou
hodnotou celkovych nakladl. Prvni varianta (A) byla v pfedeSlych odstavcich jiz podrobné
rozebrana. Druhd varianta (B) spociva v pfidani hrany CD a odstranéni hrany AD. Uvedeny
pohyb eliminuje poruSeni zadanych podminek na pfipustnych hranach a zaroven rovnéz
redukuje vySi penalizace ze 200 na 100, zatimco zvySuje zbyvajici slozku nakladd také z 50

na 60 (pfidanim 25-15, coz uvadi rozdil nakladt mezi pfidanou a odebranou hranou).
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B) Iterace 1: Pohyb s nejvy3Sim ohodnocenim predstavuje nyni pfidani hrany BE a odstranéni

hrany AB. Seznam zakazanych hran, jeZ aktualné tvofi pouze hrana CD, nezabrariuje realizaci

lépe ohodnoceného pohybu.

B) Iterace 2: VySe zminénou zaménou hran bylo dosaZzeno naprosto identické kostry grafu
v€etné identického seznamu zak&zanych hran jako v iteraci 7 vétvé A) a podvétve a). Jedna
se tedy o dosud nejlepSi nalezené feSeni s celkovou hodnotou nakladu ve vysi 70 jednotek.
Nasledn& série iteraci dokazuje, Ze nésledujici vyvoj zamény hran je shodny s postupem

od iterace 7 vétve A) a podvétve a) dale.

PoZadovanym meznim feSenim minimalni kostry se zadanymi omezujicimi podminkami
je kostra grafu zndzornéna v nésledujicich iteracich: A) Iterace 7 a), A) lterace 11 a),
A) Iterace 5 b), A) Iterace 9 b), B) Iterace 2 a B) Iterace 6. Ve zminéném pfikladé pfedstavuji
zminéné kostry grafu optimalni feSeni vzhledem k zadanym omezujicim podminkam.
Identického optimélniho fe3eni véetné seznamu zakazanych hran bylo dosaZzeno
v nasledujicich iteracich: A) Iterace 7 a) = B) Iterace 2, dale A) Iterace 9 b) a A) Iterace 11 a)

= B) Iterace 6.

Vychozi feSeni
-

BE CE 75 + 200 = 275
BE AC 70 + 200 = 270

BE AB 60 + 100 = 160

CD AD 60 + 100 = 160

CD AC 65 + 300 = 365

DE CE 85 + 100 = 185

DE AC 80 + 100 = 180

DE AD 75+ 100=175
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AB - 50 + 200 = 250

AB AC 70 + 200 = 270

AB CE 75 + 200 = 275

CD AD 70 + 100 = 170

CD AC 75 + 200 = 275

DE CE 95+ 0 =95
40
DE AD 85 + 100 = 185
15 add — tabu

DE AC 90 + 0 = 90

20 AB - 80 + 100 = 180
20

tabu AB 70 + 200 = 270
AB 95 + 100 = 195
° 10 e CcDh CE 110+ 100 =210
add — tabu CcD - 75 + 200 = 275

AC AD 85 + 100 = 185

AC CE 95+0=95

AC - 60 + 100 = 160
A erace 32 IS I

AB BE 85 + 100 = 185

AB - 105 + 100 = 205
AD

100 + 100 = 200

20
add — tabu

30

110 + 100 = 210

i

CD AD 105 + 100 = 205

90 +0=290

i

85 + 100 = 185

AD
CE - 60 + 100 = 160
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A) lterace 4 a)

@
add — tabu

A) lterace 5 a)

CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE, Fakulta dopravni

95 +0=95

BE DE 75 + 200 = 275

BE AD 100 + 100 = 200

.

CD 100 + 200 = 300

CD AD 95 + 200 = 295

CE 80 + 100 = 180

.

CE AD 75+ 100 =175

CE DE 60 + 200 = 260

AD AC 80 + 100 = 180

AD - 85 + 100 = 185

AD DE 50 + 200 = 250

CD - 95 + 200 = 295

CD DE 60 + 100 = 160

BE - 85 + 100 = 185

95 + 100 = 195

100 + 100 = 200

AD 70 + 200 = 270
AD 65 + 100 = 165
BE AB 70+0=70

BE AC 80 + 100 = 180

BE 85 + 100 = 185

DE 95 + 100 = 195

g
m

95 + 200 = 295
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AB - 60 + 100 = 160

AB AC 80 + 100 = 180

20
add — tabu

AB CE 85 + 100 = 185

AD AC 75 + 200 = 275

AD 60 + 100 = 160

DE 85 + 100 = 185

DE CE 105 + 100 = 205

e
A) lterace 8 a) -

70+0=70

AC CE 85 + 100 = 185

AD CD 70 + 200 = 270

AD - 75+ 200 =270

AD CE 90 + 300 = 390

AD - 65 + 300 = 365

DE CD 95 + 100 = 195

DE CE 105 + 200 = 305

A) Iterace 9 a) AD 90 + 300 = 390

AD CD 75+ 200 = 275

CE - 80 + 100 = 180

CE BE 60 + 100 = 160

e 70+0=170
add — tabu DE CD 100 + 100 = 200
DE 95 + 200 = 295

25
115 + 200 = 315

105 + 100 = 205
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T
A) lterace 10 a)

AD CD 70 + 200 = 270

20 30
AD - 65 + 100 = 165
add — tabu
BE AB 70+0=70
tabu BE - 80 + 100 = 180
DE 95 + 100 = 195
DE 95 + 200 = 295

A) Iterace 11 a)

AB 60 + 100 = 160
AB 80 + 100 = 180

AB 85 + 100 = 185

tabu AD 75 + 200 = 275

e e AD CD  60+100=160

DE 85 + 100 = 185

15 DE 105 + 100 = 205

add — tabu

e
AB - 50 + 200 = 250

AB AC 70 + 200 = 270

A) Iterace 12 a)

AB CE 75+ 200 = 275

o

CD AC 75+ 200 = 275

70 + 100 =170

DE CE 95+0=95
DE - 85 + 100 = 185
DE AC 90+0=90
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feE

A) lterace 13 a)

A) lterace 14 a)

CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE, Fakulta dopravni

s

AB 80 + 100 = 180
AB 70 + 200 = 270
AB - 95 + 100 = 195
CD CE 110 + 100 = 210
CD 75+ 200 = 275
AC 85 + 100 = 185
AC 95+0=95

AC 60 + 100 = 160

85 + 100 = 185

105 + 100 = 205

100 + 100 = 200

110 + 100 = 210

105 + 100 = 205

90 + 0 =90

AB BE
o [N
AB AD
CD -
CD AD
CE -
C= AD

85 + 100 = 185

60 + 100 = 160

A) Iterace 3 b)

add — tabu
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85+ 100 = 185

105 + 100 = 205

100 + 100 = 200

AB BE
o [
AB AD
CD -
CD AD

110 + 100 = 210

105 + 100 = 205

i

90+0=90

85 + 100 = 185

60 + 100 = 160
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feE

A) lterace 4 b)

A) Iterace 5 b)

20 B

add — tabu drop
A C
D

15

30
E
5 40

A) lterace 6 b)

20 30

add — tabu
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AB BE

:

CD DE
CD
AD
AD DE

AD
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95 + 100 = 195

75+ 100 =175

100 + 100 = 200

70+0=70

105 + 100 = 205

90+ 0=90

60 + 100 = 160

95+0=95

L

AB BE 60 + 100 = 160
AB AC 80 + 100 = 180
AB - 85 + 100 = 185
AD AC 75 + 200 = 275
AD 60 + 100 = 160
DE 85 + 100 = 185

- el

105 + 100 = 205

AD - 50 + 200 = 250
AD AC 65 + 300 = 365
BE - 70+0=70

BE AC 80 + 100 = 180
BE CE 85 + 100 = 185
DE - 95 + 100 = 195
DE CE 95 + 200 = 295
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70+0=70

A) Iterace 7 b)

AC CE 85 + 100 = 185

70 + 200 = 270

75+ 200 = 270

AD CE 90 + 300 = 390

AD - 65 + 300 = 365

DE CD 95 + 100 = 195

DE CE 105 + 200 = 305

A) lterace 8 b)

90 + 300 = 390

75 + 200 = 275

80 + 100 = 180

60 + 100 = 160

5
—e CE AB 70+0=70
dd — tab

u DE CD 100+ 100 = 200

a
25

115 + 200 = 315

DE - 95 + 200 = 295

DE AB 105 + 100 = 205

AB BE 60 + 100 = 160

AB - 80 + 100 = 180
AB 85 + 100 = 185
AD 75 + 200 = 275

AD CD 60 + 100 = 160

DE CE 105 + 100 = 205

DE CD 85 + 100 = 185
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20
add — tabu

Vychozi reseni

B) Iterace 1

B) Iterace 2

30

20 B 30
drop add — tabu
A C =
15 @ 40
D
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e
BE CE 75 + 200 = 275

BE AC 70 + 200 = 270

BE AB 60 + 100 = 160

CD AD 60 + 100 = 160

CD AC 65 + 300 = 365

DE CE 85+ 100 = 185
DE AC 80 + 100 = 180

DE AD 75+ 100 =175

e

AD AC 65 + 300 = 365

AD - 50 + 200 = 250

BE AB 70+0=70

BE AC 80 + 100 = 180

BE CE 85 + 100 = 185

DE CE 95 + 200 = 295

DE - 95 + 100 = 195

I
AB 60 + 100 = 160
AB AC 80 + 100 =180
AB CE 85 + 100 = 185

AD AC 75+ 200 = 275

DE 105 + 100 = 205

CE
DE - 85+ 100 =185
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o terace 3 I

AC

70+0=70

20 30
tabu tabu AC 85 + 100 = 185
AC 60 + 100 = 160
5
drop AD 70 + 200 = 270
A C E
AD CE 90 + 300 = 390
add — tabu
AD - 85 + 200 = 285
DE CE 105+ 200 = 305
40
D DE CD 95 + 100 = 195
e
B) Iterace 4
AD CD  75+200=275
20 B 30 AD - 90 + 200 = 290
tabu drop
CE BE 60+ 100 =160
CE 80 + 100 = 180
A C = CE 70+0=70
add — tabu DE  BE  95+200=295
25 DE  CD 100+ 100 =200
15 40 DE - 105 + 100 = 205
D
AD - 65 + 200 = 265
20 30
2dd — tabu AD CD 50+ 200 =250

BE AB 70+0=70

BE - 85 + 100 =185
BE 80 + 100 =180
DE 95 + 200 = 295

DE CD 75+ 100 =175
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AB - 60 + 100 = 160

AB AC 80 + 100 = 180

AB - 85 + 100 = 185

AD AC 75 + 200 = 275

AD CD 60 + 100 = 160

DE CD 85 + 100 = 185

DE - 105 + 100 = 205

add — tabu

Pro prehlednost zobrazuje Obrazek 6-1 rozhodovaci strom feSeni vySe podrobné rozebrané
tlohy minimalni kostry s omezenimi feSené metaheuristikou Tabu Search. Jak je z daného
obrazku patrné, k optimalnimu feSeni nejrychleji konverguje vétev B), kde hned ve druhé iteraci
je dosazeno nejlepsiho mozného FeSeni vzhledem k zadanym omezenim. V Sesté iteraci vétve
B) je dosaZzeno stejného feSeni jako ve druhé iteraci vétve B), pouze se liSi seznam
zakazanych hran. Stejné tomu tak je i u dalSich dosaZenych optimalnich feSeni az na feSeni
v iteraci 7 vétve A) a podvétve a), kde se shoduje i seznam zakazanych hran. DalSim
identickym optimalnim FeSenim v€etné seznamu zakazanych hran je iterace 11 vétve A)
a podveétve a) s iteraci 6 vétve B). Po vétvi B) nejrychleji konverguje k optimalnimu feSeni
podvétev b) vétve A, kdy je dosaZzeno optimélniho FfeSeni v paté iteraci. Nejpomaleji je tedy
optimalni feSeni ziskano postupem znazornénym v podvétvi a) vétve A, kdy je optimélniho

feSeni dosazeno poprvé v sedmé iteraci a poté v jedenacté iteraci.

Po optimalnim feSeni v iteraci 11 podvétve a) a vétvé A) nasledu;ji iterace shodné s iteracemi
na pocatku vétve A) v€etné seznamu zakazanych hran. Je tedy ziejmé, Ze dalSiho optimalniho
feSeni, natoz jesté lepSiho FfeSeni, nemize byt dosazeno. Po optimélnim feSeni dosazeného
v iteraci 5 podvétve b) vétve A) nasleduje pocinaje sedmou iteraci identické iterace, kterych
bylo dosazeno v podvétvi a) vétve A) pocinaje iteraci 8. Obdobné je tomu v pfipadé vétve B),
kde po dosazeni optimalniho feSeni v iteraci 6 nasleduji identické iterace véetné seznamu

zakazanych hran jako ve vétvi A pocinaje iteraci 1.
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Vychozi p Fipustné feSeni - OR bez ohledu na penalizace

A) Iterace 1 B) lterace 1
— pridani hrany BE a odebrani hrany AB — pridani hrany CD a odebrani hrany AD

Iterace 2
- hodnota U €. fce:
70 — optimum
=A) Iterace 7 a)

|

Iterace 3,

= A) lterace 8 a)

= A) lterace 7 b)
Iterace 4,

= A) lterace 9 a)
Iterace 5

Iterace 2,
Iterace 3
= A) lterace 14 a)

b) pfidani hrany CE,

a) pridani hrany AB,
odebrani hrany AD

odebrani hrany BE

= A) Iterace 10 a)

Iterace 4, lterace 4

Iterace 5,
Iterace 6

Iterace 7 lterace 5 Iterace 6
- hodnota U €. fce: - hodnota G &. fce: - hodnota G €. fce:
70 — optimum 70 — optimL.Jm ’ 70 — optimum
= B) lterace 2 =A) lterace 11 a)

Iterace 6,
Iterace 7,

Iterace 8,

= B) Iterace 3
Iterace 9,

= B) lterace 4
Iterace 10

= A) Iterace 8 a)
=~ B) Iterace 3
Iterace 8

= B) lterace 5

Iterace 11 lterace 9
- hodnota U €. fce: O é :
! - hodnota U €. fce:
70 — optimum 70 — optimum
= B) Iterace 6 P

II) pridani hrany AD,
odebrani hrany CD

1) pFidani hrany AB,
odebrani hrany BE

Iterace 12,
Iterace 13,
Iterace 14

Obrazek 6-1: rozhodovaci strom metaheuristiky Tabu Search s kratkodobou pam éti
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6.2 Pouziti stfredné-dobé paméti

V pfedchazejicim pfipadé byla kazda nové zafazena hrana do kostry grafu zahrnuta do tabu
listu po dobu nasledujicich dvou iteraci. Jak zobrazuje Obrazek 6-1, rizné vétve feSeni
konvergovaly k nejlepSimu nalezenému feSeni zcela odliSné. Nyni bude prozkoumana rychlost
konvergence k nejlepSimu nalezenému feSeni, za pfedpokladu, Ze kazdé nové pfidana hrana
bude zafazena do tabu listu po dobu nasledujicich tfi iteraci. Ukon€ovaci pravidlo je nastaveno
na ukonceni vypoctu po 10. iteraci ve vSech nalezenych vétvich.

Vychozi feSeni kostry grafu pro pouZiti metaheuristiky Tabu Search je shodné jako
v pfedchozim pfipadé. Znovu dojde k rozdéleni feSeni na dvé vétve, A a B jako v pfedchozi
verzi. Nicméné vétev A se jiz dale nedéli na podvétev a) a b). DalSi postup je zndzornén opét
na obrdzkovém souboru iteraci.

Iterace 1: Mezi sou¢asnymi moznostmi pfidani nebo odebrani hran na kostfe grafu vychoziho
pFipustného feSeni pro vytvoreni nové kostry grafu existuji opét dvé nevyhodnéjSi zmény
se stejnou hodnotou celkovych nakladd. Prvni variantou (A) je pfidat hranu BE a odstranit
hranu AB jako v pfedchozim pfipadé. Druhou variantou (B) je pfidat hranu CD a odstranit

hranu AD jako v minulém pfipadé.

A) Iterace 1: DoSlo k pfidani hrany BE a odstranéni hrany AB. Tento redukuje vySi penalizace
ze 200 na 100, zatimco zvySuje zbyvajici slozku nakladd z 50 na 60. Zminény pohyb ziskava
tabu status, ¢imz je propujcen tabu stav na pohyby, které odstrani tuto hranu. Jednotlivé
zakazané hrany jsou uvadény v tom poradi, v jakém vstoupily do seznamu zakazanych hran,
jelikoz zachovani spravného poradi je pro feSeni zadané ulohy velmi dalezité. U kazdé hrany

je tedy poznamka v zavorce, kolikatou iteraci je jiz dana hrana uvedena v tabu listu.

A) Iterace 2: Doslo k pfidani hrany DE a odebrani hrany AC. JelikoZ timto pohybem nejsou
poruSeny zadané podminky, Zzadné penalizace se neprojevi do celkové hodnoty nakladl dané
kostry grafu. Celkové ohodnoceni kostry grafu je 90 jednotek. Zatim jsou pouze dvé hrany

v seznamu zakazanych hran, a to hrana BE a DE.

A) lterace 3: Po odstranéni hrany CE a pfidani hrany AC vznikla kostra grafu s celkovym
ohodnocenim 95. Opét celkové ohodnoceni vybrané kostry grafu neni zatiZzeno penalizaci.
Nyni jsou v tabu listu uvedeny jiZ tfi hrany, a to hrana AC, BE a DE. Nasledujici vyvoj se tedy

bude liSit od pfedchoziho pfipadu s kratkodobou paméti.

A) lterace 4: PfestoZe by bylo momentélné nejvyhodnéjsi vybrat jako dalSi pohyb pfidani hrany
CE a odebrani hrany AC, nedochazi k tomuto kroku ani s pomoci aspiracniho kritéria.
Dlvodem je skuteCnost, Ze takto ziskana kostra grafu by nabyla celkového ohodnoceni
90 jednotek, jenze této hodnoty jiz bylo v sou€asné vétvi A jiZ dosazeno. Aspiracni Kritérium

tedy do dalSiho vyvoje vypoctu zatim nezasahuje. K odebrani je vybrana hrana AD a do nové
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kostry grafu je pfidana hrana CE. Celkové ohodnoceni zvolené kostry grafu dosahuje
185 jednotek.

v o

A) Iterace 5: Nyni se opét nabizi zvolit momentélné nejvyhodnéjsi feSeni, a to pfidanim hrany
CD a odebranim hrany DE. Hrana DE je aktualné zakazanou hranou po dobu tfi iteraci. V této
situaci se uplatni aspirac¢ni kritérium, protoZe celkového ohodnoceni kostry grafu nedoséhlo
prozatim v této vétvi hodnotu 70. Zminény pohyb je tedy uskutecnén a je odstranéna hrana
z kostry grafu, ktera byla uvedena v aktualnim tabu listu. Je ziskdno optimalni feSeni v této
Vétvi.

A) lterace 6 az A) lterace 10: Obdbonym zplsobem je pokraCovano ve vypoctu déle
az do ukonceni vypoctu ukon€ovacim pravidlem. Aspiracni kritérium jiz nebylo aplikovano,
a to z toho davodu, Ze jiz bylo dosazeno optima s celkovym ohodnocenim nakladl ve vysi
90 jednotek.

B) Iterace 1: Z vychoziho feSeni se dale postupuje pfidanim hrany CD a odebranim hrany AD.
Zvolena kostra grafu dosahuje 160 jednotek nakladd, a to z divodu poruSeni omezeni hranou
AB a CD.

B) lterace 2: Po pfidani hrany BE a odebrani hrany AB je dosaZeno optimalniho fe3eni
jiz ve druhé iteraci. Toto feSeni je identické s optimalnim feSenim dosaZenim v iteraci 7 a)
vétve A vCetné pofadi hran uvedenych v tabu listu.

B) Iterace 3 aZ B) Iterace 6: Tyto iterace jsou naprosto shodné s jiz popsanymi iterace ve vétvi

A, ato siteraci 8 a) az 11 a). V iteraci 6 vétve B a v iteraci 11 a) vétve A je opét dosazeno

optima. Déle neni vétev B rozvijena, protoZe zde byl odhalen cyklus FeSeni.

Vychozi feSeni

-
BE CE 75 + 200 = 275

BE AC 70 + 200 = 270

BE AB 60 + 100 = 160

CD AD 60 + 100 = 160

CD AC 65 + 300 = 365

DE CE 85+ 100 = 185

DE AC 80 + 100 = 180

DE AD 75+ 100 =175

53



Re3eni tlohy minimalni kostry grafu s omezenimi

A) lterace 1

30

20
tabu (1)

40

15 add — tabu

A) lterace 2

30

20
tabu (2)

O O
d

add — tabu

40
tabu (1)

A) lterace 3

30

20
tabu (3)

add — tabu

40

drop tabu (2)
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S

- 50 + 200 = 250
AB AC 70 + 200 = 270
AB CE 75 + 200 = 275
CD AD 70 +100=170
CD AC 75 + 200 = 275
DE CE 95+0=95
DE AD 85+ 100 = 185
DE AC 90 +0=90

AB 80 + 100 = 180
AB 70 + 200 = 270
AB AD 95 + 100 = 195
CD CE 110 + 100 = 210
CD - 75 + 200 = 275
AC AD 85 + 100 = 185
AC CE 95+0=095

AC - 60 + 100 = 160

AB

AB

AB

>
O

85 + 100 =185

105 + 100 = 205

100 + 100 = 200

CD

CD

>
O

110 + 100 = 210

105 + 100 = 205

CE

.

90+0=290

CE

>
w)

CE

85 + 100 = 185

60 + 100 = 160
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A) Iterace 4

tabu (2) tabu (1)

25
add — tabu 40
15 tabu (3),
drop
A) Iterace 5
20 30
add — tabu drop

tabu (3) tabu (2)

25
tabu (1)

15 40
A) lterace 6
20 30
tabu (1) add — tabu
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AB 95 + 100 = 195
AB 75+ 100 = 175
AB 100 + 100 = 200
CD 70+0=70
CD 105 + 100 = 205
AD 90+0=90
AD - 60 + 100 = 160
AD - 95+0=95

AB BE 60 + 100 = 160

AB 80 + 100 = 180
AB 85 + 100 = 185
AD 75 + 2000 = 275
AD 60 + 100 = 160
DE 85 + 100 = 185

DE

105 + 100 = 205

50 + 200 = 250

65 + 300 = 365

70+0=70

80 + 100 = 180

85+ 100 = 185

95 + 100 = 195

95 + 200 = 295
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feE

A) lterace 7
20 B 30
tabu X
A C E

add — tabu

25
tabu (3)

15 40
A) lterace 8
20 B 30
tabu X
A C =

40

15 D add — tabu
A) lterace 9
20 B 30
drop tabu (3)
A C E

40
tabu (1)

15
add — tabu D

56

DE

AD

AD

CE

CE

CE

DE

CE
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70+0=70

85+ 100 = 185

70 + 200 = 270

75+ 200 = 275

90 + 300 = 390

65+ 300 = 365

95 + 100 = 195

105 + 200 = 305

75 + 200 = 275

90 + 200 = 290

60 + 100 = 160

80 + 100 = 180

70+0=70

95 + 200 = 295

100 + 100 = 200

105 + 100 = 205

95+0=095

75+ 200 = 275

85 + 100 = 185

115 + 200 = 315

85 + 100 = 185

95 + 100 = 195

75+ 100 =175

85 + 100 = 185
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A) Iterace 10
N

AB BE 85 + 100 = 185
add — tabu drop
CD 110 + 100 = 210
CD 105 + 100 = 205
CE 90+ 0=90
tabu (2) CE 85+ 100 = 185

CE 60 + 100 = 160

AB 105 + 100 = 205

AB 100 + 100 = 200

B) Iterace 1
-

AD AC 65 + 300 = 365

AD - 50 + 200 = 250

BE AB 70+0=70

BE AC 80 + 100 = 180

BE CE 85 + 100 = 185

DE CE 95 + 200 = 295

DE - 95 + 100 = 195

B) Iterace 2
o

20 B 30 AB BE 60 + 100 = 160
add — tabu tabu (1)
JAN C =

AB AC 80 + 100 = 180

AB CE 85 + 100 = 185

AD AC 75 + 200 = 275

drop AD - 60 + 100 = 160
25
tabu (2) DE 105 + 100 = 205

15

CE
40 DE - 85 + 100 = 185
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B) Iterace 3

20 B 30
tabu :
I\ C E

add — tabu

25
tabu (3)

15 40
B) Iterace 4
20 B 30
tabu X
A C E

40
15 = add — tabu
B) Iterace 5
20 B 30
tabu (3) drop
A C =

add — tabu

40
tabu (1)
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-

AC 70+0=70

AC CE 85+ 100 =185
AC - 60 + 100 = 160
AD CD 70 + 200 = 270
AD CE 90 + 300 = 390
AD - 85 + 200 = 285
DE CE 105 + 200 = 305
DE CD 95 + 100 = 195

e

AD CD 75 + 200 = 275
AD 90 + 200 = 290
CE 60 + 100 = 160
CE 80 + 100 = 180
CE 70+0=70

DE 95 + 200 = 295

100 + 100 = 200

105 + 100 = 205

95+0=95

75+ 200 = 275

85 + 100 = 185

115 + 200 = 315

85 + 100 = 185
CE 95 + 100 = 195
CE BE 75+ 100 =175
CE - 85 + 100 = 185
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feE

B) Iterace 6

40
tabu (2)
B) Iterace 7
20 B 30
tabu (1)
A C E

40
tabu (3)

15
add — tabu D

B) Iterace 8

20 B 30
(2)
A C E

add — tabu

15
tabu (1)

g 40
D drop

20 B 30
drop add — tabu
A C =
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=]
AD - 80 + 100 = 180
AD - 85 + 100 = 185
AD 50 + 200 = 250
CD 95 + 200 = 295
CD - 60 + 100 = 160
BE AB 85 + 100 = 185
BE 95 + 100 = 195

AB

AB

CD

CD

AC

100 + 100 = 200

95 + 100 = 195

75+ 100 =175

100 + 100 = 200

70+0=70

105 + 100 = 205

AD

AD

AD

l

AC

90+0=90

60 + 100 = 160

95+0=95

I

AB 80 + 100 = 180
AB DE 70 + 200 = 270
AB 95 + 100 = 195
CD 110 + 100 = 210
CD DE 75+ 200 = 275
AC - 85 + 100 = 185
AC - 95+0=95

AC DE 60 + 100 = 160
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20 30 AB 50 + 200 = 250
tabu (3) AB 70 + 200 = 270
AB CE  75+200=275
10 cD - 70 + 100 = 170
tabu (1) CD - 75 + 200 = 275
DE CE 95+0=095
15 40 DE - 85 + 100 = 185
tabu (2) add — tabu oE - 90+ 0= 90
20 30 AB BE  85+100=185
add — tabu drop AB - 105 + 100 = 205
AB 100 + 100 = 200
CD 110 + 100 = 210
CD 105 + 100 = 205
CE 90 +0 =190
15 40 CE - 85 + 100 = 185
tabu (3) tabu (1) CE - 60 + 100 = 160

Jak je patrné ze série iteraci, kromé iterace 4 ve vétvi A nebylo vyuZito aspiracniho kritéria
a vzhledem k seznamu aktualnich zakdzanych hran pro jednotlivé iterace se vzdy nabizela
jedina hrana pro odstranéni ze zvolené kostry grafu. Jak zobrazuje Obréazek 6-2, optimalniho
feSeni vzhledem k zadanym omezenim a penalizacim bylo ve vétvi A dosazeno jiz v paté
iteraci a ve vétvi B opét ve druhé iteraci jako v pfipadé feSeni metaheuristikou Tabu Search
s kratkodobou paméti. Za povSimnuti stoji skuteénost, Zze konvergence k optimu se oproti
prfedchozimu pfipadu s kratkodobou paméti zrychlila. Po dosazeni optima vSak nebylo
po dobu péti (ve vétvi A) az osmi iteraci (ve vétvi B) dosazeno opét optima. V predchazejicim
pfipadé se vypocet navracel do optima rychleji, jednotlivé vysledky se liSily seznamem

aktualnich zakazanych hran.

Béhem vypoctu se stfednédobou paméti nebyl odhalen zadny cyklus, dokud neskongil vypocet
kvuli ukonéovacimu pravidlu. Jednotlivé vétve feSeni se jiz dale nevétvily, jak tomu bylo

v pfipadé s kratkodobou paméti. Z vySe uvedeného vyplyva, Ze pro zajisténi rychlejsi
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konvergence vypoctu k optimalnimu FeSeni, je vyhodnéjsi zvysit velikost tabu listu ze dvou
na tfi hrany. Problematikou optimani velikosti tabu listu zjiSténou na zakladé experimentu

se zabyva [29].

Vychozi p Fipustné FeSeni - OR bez ohledu na penalizace

A) Iterace 1 B) Iterace 1
— pridani hrany BE a odebrani hrany AB — pridani hrany CD a odebrani hrany AD

Iterace 2
Iterace 3,
Iterace 4

Iterace 2
- hodnota u €. fce:
70 — optimum

Iterace 5
- hodnota U €. fce:
70 — optimum

|

Iterace 6,
Iterace 7,

= B) Iterace 3
Iterace 8,

Iterace 3,

= A) Iterace 7
Iterace 4.

= A) Iterace 8
Iterace 5,

= A) lterace 9
Iterace 6.
Iterace 7,
Iterace 8,
Iterace 9,
Iterace 10

= B) lterace 4
Iterace 9,

= B) Iterace 5
Iterace 10

Obréazek 6-2: rozhodovaci strom metaheuristiky Tabu Search se st fednédobou pam éti

6.3 Srovnani optimalniho feSeni s feSenim pomoci metaheuristiky
Reseni pomoci exaktni metody zaruéuje u méné obtiznych Gloh dosaZeni optimalniho Fedeni
neboli globalniho extrému. Metaheuristiky sice nezarucuji nalezeni optima, nicméné jsou

schopné ziskat feSeni, které je optimu velmi blizké, v realném case.

Zvoleny priklad, na kterém byly demonstrovany schopnosti a pfedevsim postup metaheuristiky
Tabu Search, nebyl slozity. Pfiklad menSiho rozméru byl vybran za a€elem mozného ziskani
exaktniho feSeni za uCelem porovnani s vysledky dosaZzené zvolenou metaheuristikou.
Optimélni feSeni ziskané exaktni metodou pro pfipad minimalni kostry s penalizacemi
znazornuje Obrazek 4-1 (vpravo). V daném prikladé bylo ziskano optimalni FeSeni
i metaheuristikou Tabu Search, nejrychleji pravé vzdy ve vétvi B hned ve druhé

iteraci, a to v pfipadé s kratkodobou i stfednédobou paméti, viz Obrazek 6-3. Jednotliva
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nalezena optima jsou shodna zvolenymi hranami v kostfe grafu, nicméné jednotliva feSeni

se navzajem liSi hranami a jejich porfadim v aktualnim tabu listu.

B) Iterace 2 - kratkodoba pam &t’ B) lterace 2 - st fednédoba pam ét’

20
add — tabu

30 20
tabu add — tabu

25
tabu (2)

15 40

Obréazek 6-3: O R ve vétvi B s kratkodobou pam  &ti (vlevo), O R ve vétvi B s dlouhodobou pam  éti (vpravo)
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7 Uvaha o vlivu a rozméru aspira¢niho kritéria

Aspiracni kritérium umoznuje za splnéni ur€itych podminek nerespektovat zakazy z tabu
seznamu pfi vybéru pfechodu z aktudlniho feSeni. Nejbé&znéjSi a nejjednodussi aspiraéni
kritérium spociva v povoleni urCitého pohybu, pfestoZe je uveden v tabu listu, a to jen
v pfipadé, jestlize dany pohyb zajisti lepSi hodnotu Ucelové funkce, nez byla dosud ziskana.
Jsou pouZivana jinA a daleko komplikovangjsi aspiracni kritéria, ale pouze zfidka,
jak je napfiklad praktikovano v [32], [33]. Aspirace tahu vede bud k dosud nejlepsimu feSeni
nebo vede k odlisnému feSeni, nez kam dosud feSeni smérovalo. KliCovym aspektem
je nasledujici podminka - jestlize se zacykleni nemlze objevit, nepfihlizi se k tabu listu.
Aspiracni kritérium umoznuje pfijmuti i horSiho feSeni, aby bylo mozné pfrejit pfes lokalni
optima a nezabrednout v nich pfi hledani co nejlepSiho feSeni. Dllezitos aspiracniho kritéreia
spociva v zajisténi urcité flexibility metaheuristiky Tabu Search sméfovanim k atraktivnim

pohybum vzhledem k hodnoté Gcelové funkce.

Hlavnim Ukolem tabu listu je zabranéni zacykleni a zpétnému chodu, tedy zkoumani
potencialniho feSeni, jestlize jiz bylo v nedavné dobé zkoumano. V pfipadé, Ze jsou vSechny
pfechody z aktualniho feSeni zakdzané, pouZiva se tzv. vychozi aspiracni kritérium, které

zaruCuje prechod k feSeni s nejlepSi hodnotou ucelové funkce.

V feSeném prikladé se ukazala volba délky paméti jako klicova. V pfipadé kratkodobé paméti,
kdy v tabu seznamu byly uvedeny pouze dvé zakazané hrany, resp. vSechny pohyby s témito
hranami, se strom feSeni, viz Obrazek 6-1 rozrostl do dvou hlavnich vétvi A a B a poté jesté
do dvou podvétvi a) a b) ve vétvi A. Zatimco v pfipadé stfednédobé paméti, kdy v tabu
seznamu byly uvadény tfi zakazané hrany, byl strom feSeni jednodussi a obsahoval pouze
dvé vétve A a B, které se dale nedélily, viz Obrazek 6-2. Konvergence k optimalnimu feSeni
se zrychlila ve vétvi A, ale ve vétvi B zlstala stejna — optima bylo dosazeno opét hned ve druhé
iteraci. V mnoha pfipadech se ale voli pouziti kratkodobé paméti vzhledem k naro¢nosti
udrZzeni udaju v paméti. Je-li tfeba zintenzivnit procec prohledavani mnoziny pfipustnych

feSeni, voli se stfednédoba ¢i dlouhodoba pamét.

Hlavni problém metaheuristiky Tabu Search oviem spociva v udrZzovani seznamu zakazanych
pfechodUl, seznam musi obsahovat pocate¢ni feSeni, pfechod a odpovidajici feSeni. Obdobné
Gdaje musi byt zahrnuty pro dalsi zakdzané prechody. Jedn& se tedy o velky objem dat,
pfi feSeni rozsahlych dloh se tedy primarné feSi problematika velikosti tabu listu, jeZ je vétSinou
stanovena experimentalné pfed samotnym FeSenim rozsahlého problému s podminkou
atributy o daném prechodu, a to napf. pfedchidce a néasledovnik invertovaného fetézce.

Dusledkem je poté zékaz vSech pfechodu s touto charakteristikou.

63



@ Reseni Glohy minimalni kostry grafu s omezenimi

CESKE VYSOKE UCENI TECHNICKE V PRAZE, Fakulta dopravni
8 Zavér
Tato prace méla za cil pfedstaveni metaheuristiky Tabu Search na jednoduchém pfikladé
minimalni kostry s omezenimi. NejdFive doslo v Uvodni €asti k zakladnimu predstaveni ulohy
kostry grafu a jejich modifikaci, a to minimalni kostry grafu a minimalni kostry grafu
s omezenimi. Déle byly v jednoduchosti popsany tfi zakladni algoritmy pro hledani minimalni
kostry grafu v&etné jejich slozitosti z divodu feSené Ulohy minimalni kostry grafu s omezenimi
v praktické Casti prace. V posledni teoretické &asti byl dan prostor pro nastinéni problému
feSitelnosti Uloh v kategorii NP-H a NP-C, déle pro prezentaci a vzajemné porovnani moznych
metod feSeni optimalizaénich probléml, kterymi jsou exaktni metody, heuristické
a metaheuristické pfistupy.
V praktické ¢asti prace bylo nejdfive ziskdno optimalni feSeni dlohy minimalni kostry
s omezenimi pomoci exaktni metody, kterd byla naprogramovana v jazyce JAVA 1.7. Poté
se hledalo co nejlepsi feSeni tlohy pomoci metaheuristiky Tabu Search. Dané vysledky byly
nasledné porovnany na zakladé téchto dvou odliSnych pfFistupl. DoSlo se k zavéru, Ze nejlepsi
feSeni ziskané metaheuristikou Tabu Search odpovida optimalnimu FfeSeni ziskanému
exaktnim pfitupem. Na zakladé tohoto zjisténi bylo mozné prohlasit nejlepsi dosazené feSeni

metaheuristikou Tabu Search za optimalni feSeni.

Jednotlivé kroky feSeni pomoci metaheuristiky Tabu Search byly provadény velmi nazorné
s obrazkovou podporou zobrazujici detailné kazdy krok v dané iteraci a také s podrobnym
popisem udalosti v kazdé iteraci. Celkovy pfehled nad jednotlivymi iteracemi podavaji
odpovidajici stromy FeSeni, jeden pro pfipad s kratkodobou paméti a druhy pro pfipad

se stfednédobou paméti. Volba délky paméti se na daném pfikladé ukazala jako klicova.

Bé&hem feSeni dané minimalni kostry grafu s omezenimi bylo zapotfebi si vést seznam v3ech
moznych hran, které mohou byt v nésledujicim kroku do kostry grafu zafazeny a které
se naopak v dalSim kroku mohou vypustit. Dany seznam se musel po kazdé iteraci
prepocitavat a aktualizovat dle momentalniho seznamu zakazanych hran. V pfipadé feSeni
se stfednédobou paméti, kdy bylo nastaveno expiracni pravidlo na hodnotu tfi iteraci,
se osvédcilo si zaznamenavat u kazdé zakdzané hrany pocet iteraci, ve kterych jiz dan& hrana
setrvava v tabu seznamu. Zameéna poradi by totiZ vedla k odliSnému vyvoji hledani optiméalniho
feSeni. Néktera nalezena optimalni feSeni se navzajem liSila zakazanymi hranami €i jen jejich
pofadim v tabu listu. Pouze v jednom pfipadé bylo aplikovano aspiraéni kritérium,
a to az v feSeni se stfrednédobou paméti. Divodem bylo, Ze jen v tomto pfipadé bylo zapotfebi
nebrat ohled na seznam zak&zanych hran pro ziskani lepSiho neZ dosud nalezeného feSeni.

V ostatnich pfipadech jiz nemélo smysl po zisk&ni optima aplikovat v dalSim postupu aspira¢ni
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kritérium, jelikoz Zadna hodnota celkovych nakladl nové ziskané minimalni kostry grafu

s omezenimi nemohla byt niz8i nez hodnota optima.

V prabéhu feSeni zvoleného problému metaheuristikou Tabu Search se naskytala otazka
ohledné velikosti tabu listu, délky expiracni doby a rozsahu aspiracniho kritéria. Na zakladé
uvedeného feSeni se osvédCilo pouZiti tabu seznamu zahrnujici tfi momentalni zakazané
hrany v kazdé iteraci, jelikoZ feSeni rychleji konvergovalo k optimu nez v pfipadé kratkodobé
paméti. MoZnost vypusténi pouze jedné hrany ze soucCasné kostry grafu je sice trochu
omezujici, na druhou stranu je velmi Uspésné zabranéno vzniku cyklu ¢i zpétnému pohybu
v FeSeni. Na rozséahlejSich dlohach by bylo dobré provést experiment, nicméné na zékladé
zkuSenosti z tohoto pfikladu se da doporucit zafadit spiSe vice moznych hran do aktuélniho
tabu seznamu, aby nebylo mozné se brzy vratit zpét do jiZ zkoumaného FeSeni. Jelikoz byl
dany problém malo rozséahly, nebyly udaje zahrnované v tabu seznamu nijak limitovany. Bylo
moZzné uvadét atributy pfechodd vEetné aktualniho ohodnoceni potencionélnich koster grafu.

s

napf. jen pfedchddce a nasledovniky invertovaného fetézce.

Ctenar mohl nasledovat jednotlivé kroky a osvojit si tak postup fedeni Glohy minimalni kostry
ulohy. ReSersni ¢ast poskytuje prehled problémda, které se pomoci dané metaheuristiky feSily
a také které se v souCasné dobé zacinaji nové FeSit. Tato proména poskytuje novy néhled
na zminénou metaheuristiku a nabizi se zavedeni novych principt a nastroju k efektivnimu

feSeni nové zvolenych uloh.

Je tfeba zdlraznit, Ze rGzné, i metaheuristické, pfistupy se mohou navzajem kombinovat.
Metaheuristika Tabu Search je ¢&asto doprovazena pfistupy genetickych algoritma,
Lagrangeovych relaxaci, programovani s omezenimi (Constraint Programming)
a celoCiselného programovani (Integer Programming). Metaheuristika Tabu Search
je vykonnym nastrojem, ktery byl s uUspéchem aplikovan na fadu tézkych realnych
kombinatorickych dloh. Tento pfistup si dok&Zze také poradit s fadou realnych a velmi

komplikovanych omezeni.

Co se tykd novych trendd ve vyuzZivani metaheuristiky Tabu Search, jiz se opousti
od klasickych aplikaci (problémy z teorie grafd, rozvrhovaci problémy, rozvozni problémy)
a prechazi se k novym, a to ke kontinudlni optimalizaci (Continuous Optimization),
vicekriteridlni optimalizaci (Multi-criteria  Optimization), stochastickému programovani
(Stochastic Programming), smiSenému celoCiselnému programovani (Mixed Integer
Programming), problémdm rozhodovani se v realném Case (Real-time Decision Problems),
atd. Tyto nové aplikace mohou vést k rozSifeni technik zahrnutych v aparatu metaheuristiky
Tabu Search.
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