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Abstrakt: Tato práce se zabývá vývojem výpočetně nenáročného modelu pro numerické
řešeńı dvoufázového prouděńı vody a vodńı páry s nerovnovážným fázovým přechodem.
V prvńı části je představen matematický model stlačitelného nevazkého jednofázového
prouděńı založený na Eulerových rovnićıch. Následuje popis numerického řešeńı meto-
dou konečných objemů s př́ıklady Laxova-Friedrichsova a AUSM schématu a aplikacemi
na prouděńı v Barschdorffově dýze v 1D a 2D a v lopatkové mř́ıži axiálńı turb́ıny ve
2D. Daľśı část obsahuje popis modelu nerovnovážného fázového přechodu, algoritmu
pro jeho numerické řešeńı a jeho implementace do numerických metod pro výpočet
jednofázového prouděńı. Jsou zde ukázány aplikace modelu s fázovým přechodem na
stejných geometríıch jako u jednofázového prouděńı, výsledky jsou porovnány s expe-
rimentem a s numerickými výsledky jiných autor̊u. Numerické výsledky byly źıskány
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Kapitola 1

Úvod

Modelováńı v́ıcefázového prouděńı je velmi komplikovanou záležitost́ı jak z hlediska fy-
zikálńıho, tak matematického. Komplexnost problému znemožňuje vyvinout univerzálńı
model použitelný pro širokou řadu př́ıpad̊u. Avšak i tehdy, kdy konkrétńı model pro
danou aplikaci existuje, je v́ıcefázové prouděńı často modelováno jako jednofázové.
Př́ıčinou je složitost model̊u v́ıcefázového prouděńı, která znesnadňuje jejich imple-
mentaci a výrazně zvyšuje výpočetńı čas. Takovéto zjednodušeńı však může vést k
částečně nebo zcela chybným výsledk̊um. Ćılem této práce je vyvinout jednoduchý mo-
del dvoufázového prouděńı pro konkrétńı aplikaci na prouděńı vody a vodńı páry v
lopatkové mř́ıži axiálńı turb́ıny. Účelem je zlepšit přesnost dosahovaných numerických
výsledk̊u při pouze malém zvýšeńı výpočetńı náročnosti.

Přestože je tato práce zaměřena na vývoj modelu dvoufázového prouděńı, je v prvńı
části ukázáno řešeńı jednofázového prouděńı. Důvodem je potřeba ověřit správnost
vyvinutého programu na aplikaćıch, u kterých jsou k dispozici dobře dostupné experi-
mentálńı výsledky. Dále jsou výsledky z jednofázového prouděńı použity ke srovnáńı s
výsledky dvoufázového prouděńı a k vyhodnoceńı př́ınosu modelu fázového přechodu.

Matematický model jednofázového prouděńı stlačitelné nevazké tekutiny je založen na
Eulerových rovnićıch. Prvńı část práce stručně ukazuje jejich odvozeńı z bilanćı hmot-
nosti, hybnosti a energie. Numerické řešeńı je źıskáno pomoćı metody konečných ob-
jemů s Laxovým-Friedrichsovým a AUSM schématem.

Aplikace jsou předkládány od jednoduchých ke složitěǰśım: nejprve je ukázán výpočet
1D jednofázového prouděńı dýzou pomoćı Laxova-Friedrichsova schématu, které se řad́ı
mezi klasické numerické metody založené na centrálńım schématu. Samotné centrálńı
schéma je nestabilńı a proto je u těchto metod přidána umělá disipace, která slouž́ı k
utlumeńı oscilaćı. Negativńım d̊usledkem přidané umělé disipace je méně ostré zachy-
ceńı nespojitost́ı v řešeńı, např́ıklad rázových vln.

V daľśı kapitole je ukázán výpočet jednofázového prouděńı ve 2D oblasti se struktu-
rovanou śıt́ı pomoćı metody konečných objemů. Vedle dýzy je výpočet proveden i pro
složitěǰśı geometrii v podobě lopatkové mř́ıže axiálńı turb́ıny. Pro řešeńı je opět použito
Laxovo-Friedrichsovo schéma a v př́ıpadě turb́ıny také moderněǰśı AUSM schéma, řad́ıćı
se mezi FVS (Flux-Vector Splitting) metody, jejichž základem je zohledněńı směru
š́ı̌reńı informace na śıti. FVS metody byly vyvinuty s ćılem zachytit lépe rázové vlny (a
v př́ıpadě vazkého prouděńı také mezńı vrstvu), aniž by byl výrazně zvýšen výpočetńı
čas.
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Kapitola 1. Úvod

Posledńı kapitola obsahuje popis modelu prouděńı páry s kondenzaćı a jeho aplikace
na 1D a 2D prouděńı v dýze a 2D prouděńı v lopatkové mř́ıži. Model s nerovnovážným
fázovým přechodem popisuje směs vody a vodńı páry jako kontinuum. Uvažuj́ı se
stejné rychlosti pohybu obou fáźı, k jejichž vzájemnému ovlivněńı docháźı uvolněńım
latentńıho tepla při kondenzaci. Model předpokládá nulovou vlhkost páry až do mı́sta,
kde rovnovážná vlhkost dosáhne limitńı hodnoty a dojde ke kondenzaci. Ćılem modelu
je zachytit pr̊uběh veličin před a za mı́stem fázového přechodu, přestože samotný děj
kondenzace je modelován velmi zjednodušeně. Při výpočtu integrálńıch veličin rele-
vantńıch v inženýrské praxi (např́ıklad hmotnostńıho toku či śıly p̊usob́ıćı na lopatku
turb́ıny) by i přes tuto lokálńı nepřesnost mělo doj́ıt ke zpřesněńı výsledk̊u.

Výsledky dosažené modelem kondenzace na 1D dýze jsou porovnány s dostupnými
experimentálńımi výsledky [12], u 2D lopatkové mř́ıže je k dispozici srovnáńı s výsledky
dosaženými jiným autorem pomoćı komplexněǰśıho modelu dvoufázového prouděńı [22].
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Kapitola 2

Matematický model
jednofázového prouděńı

Základem modelu jsou rovnice vyjadřuj́ıćı bilance hmotnosti, hybnosti a energie, známé
jako Navierovy-Stokesovy rovnice. V některých aplikaćıch (prouděńı v dýze či v lopat-
kové mř́ıži turb́ıny) mohou převládat tlakové a setrvačné śıly nad silami viskózńımi a lze
proto zanedbat členy vyjadřuj́ıćı viskózńı efekty. T́ım vznikne zjednodušená soustava
rovnic pro stlačitelnou nevazkou tekutinu, tzv. Eulerovy rovnice. Bilančńı rovnice je
nutné doplnit rovnićı vyjadřuj́ıćı materiálové vlastnosti tekutiny, aby byl počet rovnic
stejný jako počet neznámých.

2.1 2D Navierovy-Stokesovy rovnice

Navierovy-Stokesovy rovnice vyjadřuj́ı bilanci hmotnosti, hybnosti a energie tekutiny.
Bilanci obecné veličiny Q o hustotě q lze pro materiálový objem ω s hranićı ∂ω obecně
zapsat ve tvaru [1]:

d

dt

∫
ω
q(x, t)dv = −

∮
∂ω
fv(x,n, t)da+

∫
ω
p(x, t)dv +

∫
ω
z(x, t)dv, (2.1)

kde fv je hustota viskózńıho toku Q, p je hustota vnitřńı produkce Q a z hustota vněǰśı
produkce Q. Zde použitý předpoklad, že hustota toku fv plochou ∂ω záviśı pouze na
normále plochy n a nikoliv na daľśıch jej́ıch parametrech, např. křivosti, se nazývá
Cauchyho postulát. Z něj dále vyplývá, že fv může být pouze lineárńı funkćı n:

fv(x,n, t) = φ(x, t) · n, (2.2)

kde φ se rovněž označuje jako hustota toku. Obecně může být hustota q (a tedy i fv,
p a z) tenzor libovolného řádu. Pro q řádu n je hustota toku φ tenzor řádu (n + 1).
Na základě Reynoldsova transportńıho teorému lze při spojitosti poĺı vystupuj́ıćıch v
rovnici źıskat obecnou lokálńı bilanci:

∂q

∂t
+∇ · (φ+ qv)− p− z = 0 (2.3)

V př́ırodě se však vyskytuje řada jev̊u, při kterých se objevuj́ı nespojitosti. Vzhledem k
tomu je žádoućı formulovat bilančńı rovnici v integrálńım tvaru, tedy pro určitý objem.
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Kapitola 2. Matematický model jednofázového prouděńı

V př́ıpadě libovolného (nemateriálového) objemu V s hranićı ∂V bilance zńı:

∂

∂t

∫
V
qdv +

∮
∂V

(φ+ qv) · nda =

∫
V
pdv +

∫
V
zdv, (2.4)

Oproti bilanci pro materiálový objem (2.1) zde přibyl člen
∮
∂V (qv) · nda, vyjadřuj́ıćı

konvektivńı tok veličiny Q hranićı nemateriálového objemu.

Soustava Navierových-Stokesových rovnic zahrnuje bilanci pro hmotnost, hybnost a
energii [2]:

∂

∂t

∫
V
W dV +

∮
∂V

(F (W ),G(W )) · ndS =

∫
V
P (W )dV (2.5)

Vektor tzv. konzervativńıch proměnných W má ve 2D čtyři složky - ρ je hustota teku-
tiny, u a v složky vektoru rychlosti tekutiny a e jej́ı celková energie :

W =


ρ
ρu
ρv
e

 , (2.6)

G a F představuj́ı x-ovou a y-ovou složku toku hranićı objemu V . Tok se skládá z
konvektivńı (F c,Gc) a viskózńı části (F v,Gv):

F = F c − F v, F c =


ρu

ρu2 + p
ρuv

(e+ p)u

 , F v =


0
τxx
τxy

uτxx + vτxy − qx

 ,

G = Gc −Gv, Gc =


ρv
ρvu

ρv2 + p
(e+ p)v

 , Gv =


0
τxy
τyy

uτxy + vτyy − qy

 ,
přičemž p je tlak, τ tenzor tečného napět́ı a q tepelný tok. P je zdrojový člen, jehož
složky Fx a Fy vyjadřuj́ı vněǰśı śıly p̊usob́ıćı na tekutinu a Q vněǰśı tepelný zdroj:

P =


0
Fx
Fy
Q

 ,
Počet neznámých je vyšš́ı než počet rovnic a proto je potřeba soustavu doplnit daľśımi
rovnicemi. Při předpokladu ideálńıho plynu lze pro tlak použ́ıt vztah:

p = (γ − 1)

[
e− ρu

2 + v2

2

]
, (2.7)

kde γ je Poissonova konstanta. Pro newtonskou tekutinu o dynamické viskozitě η a
součiniteli tepelné vodivosti λ pak plat́ı následuj́ıćı vztahy pro tečná napět́ı τij a tepelné
toky qi:

τxx =
2η

3

(
2
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
, τxy = τyx = η

(
∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
,

τyy =
2η

3

(
2
∂v

∂y
− ∂u

∂x

)
, qx = −λ∂T

∂x
, qy = −λ∂T

∂y
,

(2.8)
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Kapitola 2. Matematický model jednofázového prouděńı

Oproti 3D Navier-Stokesovým rovnićım, u nichž existence a jednoznačnost řešeńı z̊u-
stává otevřenou otázkou a je jedńım ze sedmi Problém̊u tiśıcilet́ı (Millennium Prize
Problems) vyhlášených Clayovým matematickým institutem [3], byly pro dvoudimen-
zionálńı př́ıpad podány d̊ukazy již před poměrně dlouhou dobou. Jean Leray dokázal
v roce 1934 existenci a jednoznačnost slabých řešeńı v R2 a v roce 1962 dokázala O.
Ladyzhenskaya existenci a jednoznačnost silných řešeńı [4].

Kromě nejjednodušš́ıch př́ıpad̊u však nejsou známa či ani neexistuj́ı analytická řešeńı a
je proto nutné řešit problém numericky. Existuje několik př́ıstup̊u, z nichž nejobvykleǰśı
je metoda konečných objem̊u, použitá i v této práci. Oblast Ω ⊂ R2 rozděĺıme na systém
nepřekrývaj́ıćıch se konečných objemů Vk, přičemž Ω = ∪Vk. Řešeńı W (x, y, t) pak
muśı vyhovovat integrálńı bilanci (2.5) v každém objemu Vk a okrajovým podmı́nkám
na ∂Ω. V této práci je pro řešeńı použita metoda ustalováńı, která předpokládá, že se
při stacionárńıch okrajových podmı́nkách systém vyv́ıj́ı k ustálenému stavu a za řešeńı
považuje limt→∞W .

2.2 2D Eulerovy rovnice

V řadě př́ıpad̊u, např́ıklad při prouděńı s vysokým Reynoldsovým č́ıslem, kdy je mezńı
vrstva velmi tenká ve srovnáńı s rozměry těles a nedocháźı k jej́ımu odtržeńı, lze za-
nedbat viskózńı efekty. Vynecháńım viskózńıch tok̊u v Navierových-Stokesových rov-
nićıch vznikne soustava Eulerových rovnic [5]:

∂

∂t

∫
V
W dV +

∮
∂V

(F (W ),G(W )) · ndS =

∫
V
P (W )dV (2.9)

W =


ρ
ρu
ρv
e

 , F =


ρu

ρu2 + p
ρuv

(e+ p)u

 ,

G =


ρv
ρvu

ρv2 + p
(e+ p)v

 , P =


0
Fx
Fy
Q

 ,
popisuj́ıćı prouděńı nevazké stlačitelné tekutiny. Stejně jako v př́ıpadě Navierových-
Stokesových rovnic muśı být soustava doplněna o rovnici pro tlak.

Při dostatečné hladkosti řešeńı lze (2.9) použit́ım Gaussovy věty převést do diferenci-
álńıho tvaru:

∂W

∂t
+
∂F (W )

∂x
+
∂G(W )

∂y
= P (2.10)

Řešeńım rovnic v diferenciálńım tvaru dostaneme pouze klasické řešeńı úlohy. Pro
źıskáńı slabého řešeńı je třeba použ́ıt integrálńı tvar Eulerových rovnic (2.9). Na di-
ferenciálńım tvaru lze ovšem ukázat kĺıčovou vlastnost soustavy Eulerových rovnic,
jej́ı hyperbolicitu. Jacobiho matice A = ∂F /∂W má reálná vlastńı č́ısla λ1

1 = u − c ,
λ1

2 = u + c, λ1
3 = u, λ1

4 = u. Obdobně matice B = ∂G/∂W má reálná vlastńı č́ısla
λ2

1 = v− c , λ2
2 = v+ c, λ2

3 = v, λ2
4 = v [6]. Soustava Eulerových rovnic je hyperbolická

a lze ji přepsat do diagonalizovaného tvaru.
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Kapitola 2. Matematický model jednofázového prouděńı

2.3 Quasi-1D Eulerovy rovnice

Předpokládáme-li výrazně převládaj́ıćı prouděńı jedńım směrem, např́ıklad v dýze s
měńıćım se pr̊uřezem, lze použ́ıt quasi-1D Eulerovy rovnice. Proměnné v nich závisej́ı
pouze na jedné prostorové souřadnici x a geometrie je zohledněna prostřednictv́ım
pr̊uřezu A(x). V diferenciálńı podobě zněj́ı quasi-1D Eulerovy rovnice [6]:

Wt + Fx = P (2.11)

W =

 ρA
ρuA
eA

 , F =

 ρAu
ρAu2 + pA
(e+ p)uA

 , P =

 0
dA

dx
p

0

 , (2.12)

Pokud se v řešeńı mohou vyskytovat nespojitosti, jako např́ıklad rázové vlny, je nutné
vycházet z integrálńıho tvaru:

∂

∂t

∫
V
W dV + [F (W )]xRxL =

∫
V
P (W )dV, (2.13)

kde xL a xR jsou levá a pravá hranice objemu V . Soustavu rovnic je opět nutné doplnit
rovnićı pro tlak, v př́ıpadě ideálńıho plynu:

p = (γ − 1)

[
e− 1

2
ρu2

]
(2.14)

Vlastńı č́ısla Jacobiho matice A = ∂F /∂W jsou reálná: λ1 = u−c , λ2 = u+c, λ3 = u.
Soustava quasi-1D Eulerových rovnic je ryze hyperbolická.

2.4 Formulace úlohy

Úloha pro řešeńı 1D jednofázového prouděńı je založena na quasi-1D Eulerových rov-
nićıch (2.13), doplněných rovnićı pro tlak ideálńıho plynu (2.14). Hledáme vektorW (x, t) :
R2 → R3, který je řešeńım této soustavy na oblasti Ω = I ×R+ a vyhovuje okrajovým
podmı́nkám na ∂Ω. Zvolená geometrie je reprezentována pr̊uřezem A(x) v Eulerových
rovnićıch.

A(x)vstup výstup

X
-0.2 -0.1 0 0.1

Obrázek 2.1: Př́ıklad výpočetńı oblasti 1D

Počátečńı podmı́nky odpov́ıdaj́ı klidovému stavu s teplotou T0, tlakem p0 a nulovou
rychlost́ı u0.
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Kapitola 2. Matematický model jednofázového prouděńı

Definice okrajových podmı́nek vycháźı z vlastnost́ı linearizované soustavy 1D Eule-
rových rovnic, která má vlastńı č́ısla λ1 = u− c , λ2 = u+ c, λ3 = u (viz Kapitola 2.3).
Předpokládáme-li podzvukové prouděńı na vstupu, jsou dvě vlastńı č́ısla na vstupu
kladná a jedno záporné, je zde tedy potřeba zadat dva parametry (např. klidovou tep-
lota a tlak) a jeden extrapolovat z vnitřku oblasti.

Zadáńı parametr̊u na výstupu záviśı na režimu prouděńı: v př́ıpadě podzvukového
režimu jsou dvě vlastńı č́ısla na výstupu kladná a jedno záporné, tud́ıž je třeba na-
stavit jeden parametr (např. výstupńı tlak pout) a dva extrapolovat z vnitřku oblasti.
Pokud je rychlost prouděńı na výstupu nadzvuková, jsou všechna tři vlastńı č́ısla kladná
a nenastavuje se žádný parametr.

V př́ıpadě 2D úlohy pro 2D Eulerovy rovnice (2.9) doplněné rovnićı pro tlak ideálńıho
plynu (2.7) hledáme vektorW (x, y, t) : R3 → R4, který je řešeńım této soustavy rovnice
na oblasti Ω = Ωxy × R+, kde Ωxy ⊂ R2, a vyhovuje okrajovým podmı́nkám na ∂Ω.

X

Y

-0.5 0 0.5 1 1.5
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

∂Ωp+

∂Ωp- ∂Ωo

∂Ωw

∂Ωw

∂Ωp-

∂Ωp+

∂Ωi

Ω

Obrázek 2.2: Př́ıklad výpočetńı oblasti 2D

Počátečńı podmı́nky jsou podobně jako v 1D př́ıpadě definovány klidovým stavem. Pro
určeńı počtu okrajových podmı́nek linearizujeme Eulerovy rovnice (viz Kapitola 2.2) a
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Kapitola 2. Matematický model jednofázového prouděńı

vektor Jacobiho matic A, B promı́tneme do normálového směru k hranici oblasti:

An = (A,B) · n, (2.15)

kde n je vnitřńı normála k hranici. Označme jako un rychlost promı́tnutou do směru
n a vzniklá matice An má vlastńı č́ısla λn1 = un − c , λn2 = un + c, λn3 = un, λn4 = un
[13]. Počet předepisovaných okrajových podmı́nek odpov́ıdá podobně jako v 1D př́ıpadě
počtu kladných vlastńıch č́ısel An. Kromě vstupu (na Obrázku 2.2 označen jako ∂Ωi)
a výstupu (∂Ωo) se ve 2D př́ıpadě objevuj́ı okrajové podmı́nky pro daľśı typy hranice,
např. stěnu (∂Ωw) a periodickou hranici (∂Ωp+ a ∂Ωp−).
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Kapitola 3

Numerické řešeńı 1D
jednofázového prouděńı

3.1 Metoda konečných objemů

Diskretizace rovnic pomoćı metody konečných objemů je založena na integrálńım tvaru
zákon̊u zachováńı, vyjádřených Navierovými-Stokesovými či Eulerovými rovnicemi [5],
a bude zde ukázána na př́ıkladu quasi-1D Eulerových rovnic (2.13). Oblast je vygenero-
vanou śıt́ı rozdělena na konečný počet navzájem se nepřekrývaj́ıćıch objemů, které tvoř́ı
jej́ı úplné pokryt́ı. Diskretizace rovnic pracuje s pr̊uměrnými hodnotami proměnných
W v objemu śıtě vyjádřenými jako:

Wi =
1

∆x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

W dx, (3.1)

xi-1/2 xi+1/2Wi
Δx

Obrázek 3.1: Objem śıtě v 1D

Obdobně definujeme Pi jako pr̊uměrnou hodnotu P v buňce i a po dosazeńı do (2.13)
źıskáme (

d

dt
Wi

)
∆x+ Fi+ 1

2
− Fi− 1

2
= Pi∆x (3.2)

Časovou derivaci můžeme diskretizovat Eulerovou explicitńı metodou 1. řádu:

d

dt
Wi =

W n+1
i −W n

i

∆t
, (3.3)

č́ımž vznikne explicitńı schéma pro výpočet nové časové vrstvy:

W n+1
i = W n

i −
∆t

∆x

(
Fi+ 1

2
− Fi− 1

2

)
+ Pi∆t (3.4)

10



Kapitola 3. Numerické řešeńı 1D jednofázového prouděńı

Numerický tok Fi+ 1
2

odpov́ıdá hodnotě toku F (W ) na hranici mezi buňkami i a

i + 1. Schéma (3.4) je typu cell-centered a poč́ıtá tedy s hodnotami W umı́stěnými
uprostřed buněk, pomoćı nichž je nutné numerický tok na hranici aproximovat. Použito
bylo Laxovo-Friedrichsovo schéma se sńıženou viskozitou, které se řad́ı mezi centrálńı
schémata s umělou disipaćı:

F LF
i+ 1

2

=
1

2
(Fi+1 + Fi)− ε

∆x

2∆t
(Wi+1 −Wi) , ε ∈ (0; 1〉 (3.5)

Význam koeficientu ε lze ukázat na základě srovnáńı s centrálńım schématem. Nume-
rický tok je v jeho př́ıpadě poč́ıtán z pr̊uměru hodnot v sousedńıch buňkách:

FC
i+ 1

2

=
1

2
(Fi+1 + Fi) (3.6)

Laxovo-Friedrichsovo schéma lze pak vyjádřit na základě centrálńıho schématu:

F LF
i+ 1

2

= FC
i+ 1

2

− ε ∆x

2∆t
(Wi+1 −Wi) (3.7)

Toto vyjádřeńı dosad́ıme do (3.4):

W n+1
i = W n

i −
∆t

∆x

(
FC
i+ 1

2

− FC
i− 1

2

)
+
ε

2

(
W n

i+1 − 2W n
i +W n

i−1

)
+ Pi∆t (3.8)

W n+1
i −W n

i

∆t
+
Fi+1 − Fi−1

2∆x
= ε

∆x2

2∆t

W n
i+1 − 2W n

i +W n
i−1

∆x2
+ Pi (3.9)

Takovéto schéma odpov́ıdá aproximaci diferenciálńı rovnice

Wt + Fx = εµWxx + P (3.10)

Oproti p̊uvodně řešené rovnici (2.11) se zde nav́ıc objevuje difuzńı člen Wxx, násobený
numerickou viskozitou µ = ∆x2/(2∆t). Vliv numerické viskozity lze regulovat parame-
trem ε ∈ (0; 1〉: pro ε = 0 bychom źıskali nestabilńı centrálńı schéma, pro ε = 1 vysoce
disipativńı klasické Laxovo-Friedrichsovo schéma.

Lze ukázat, že za předpokladu ∆t ≈ ∆x (viz podmı́nka stability (3.17) ńıže) je levá
strana rovnice diskretizována s přesnost́ı O(∆x) (časová derivace O(∆x), prostorová
derivace O(∆x2)), zat́ımco disipativńı člen na pravé straně představuje chybu řádu
O(∆x). Při zjemňováńı śıtě se bude jeho vliv zmenšovat a řešeńı bude konvergovat k
řešeńı p̊uvodńı rovnice [7]. Laxovo-Friedrichsovo schéma je řádu přesnosti O(∆x,∆t)
[11].

Pro analýzu stability schématu se často použ́ıvá quasi-lineárńı forma rovnice [6]:

Wt +A ·Wx = P , (3.11)

kde A = ∂F /∂W je Jacobiho matice, která má vzhledem k hyperboličnosti Eulerových
rovnic reálná vlastńı č́ısla:

λ1 = u, λ2 = u− c, λ3 = u+ c (3.12)

Soustavu Eulerových rovnic můžeme za pomoci diagonálńı matice vlastńıch č́ısel Λ a
matice vlastńıch vektor̊u T zapsat v charakteristickém tvaru

Vt + ΛVx = P̂ , (3.13)
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Kapitola 3. Numerické řešeńı 1D jednofázového prouděńı

kde
V = T−1W , Λ = T−1AT , P̂ = T−1P (3.14)

Rovnice vzniklé soustavy jsou nezávislé a stabilitu schématu lze pak zkoumat na repre-
zentativńı modelové rovnici

vt + λvx = p (3.15)

Pro stabilitu Laxova-Friedrichsova schématu plat́ı podmı́nka [8]:

0 <
∆t2

∆x2
ρ(A)2 ≤ ε ≤ 1, (3.16)

kde ρ(A) = |u|+ c je spektrálńı poloměr Jacobiho matice. Zvoĺıme-li nejprve hodnotu
numerické vazkosti schématu ε ∈ (0; 1〉, pak pro volbu časového kroku plat́ı:

∆t ≤
√
ε

∆x

|u|+ c
(3.17)

Vzhledem k linearizaci použité při odvozeńı může být ve skutečnosti při výpočtu nutné
časový krok sńıžit.

3.2 Numerické řešeńı quasi-1D prouděńı dýzou

Numerické schéma popsané v Kapitole 3.1 bylo použito pro výpočet prouděńı v Bar-
schdorffově dýze [12]. Jej́ı geometrie je tvořena rovnou vstupńı část́ı, na kterou navazuje
oblouk s poloměrem 584mm a kritickou š́ı̌rkou hrdla 60mm (Obrázek 3.2).

A(x)vstup výstup

X

Y

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Obrázek 3.2: Geometrie Barschdorffovy dýzy

Velikost kroku śıtě, se kterou byla provedena prostorová diskretizace oblasti řešeńı, je
zobrazena na Obrázku 3.3.

Počátečńı podmı́nkou pro výpočet byl klidový stav s teplotou T0 = 273.145K, tlakem
p0 = 101325Pa a rychlost́ı prouděńı u0 = 0. Výpočet byl proveden pro vzduch o
parametrech r = 287J/kgK a γ = 1.4.
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−0.2 −0.15 −0.1 −0.05 0 0.05 0.1 0.15
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
x 10

−3

x[m]

∆
x
[m

]

Obrázek 3.3: Velikost kroku 1D śıtě

V př́ıpadě subsonického prouděńı je jako okrajové podmı́nky na vstupu potřeba zadat
dva parametry (klidový tlak p0 a klidovou teplotu T0) a jeden extrapolovat z vnitřku
oblasti (Machovo č́ıslo M). Hodnoty W na vstupu lze spoč́ıtat na základě vztah̊u pro
izoentropické prouděńı ideálńıho plynu [9]:

ρ =

(
1 +

γ − 1

2
M2

) 1
1−γ

ρ0

ρu =

(
1 +

γ − 1

2
M2

) 1
1−γ−

1
2

Mρ0c0

e =

(
1 +

γ − 1

2
M2

) 1
1−γ
(

1

γ(γ − 1)
+
M2

2

)
ρ0c

2
0,

(3.18)

kde pro klidovou rychlost zvuku v ideálńım plynu plat́ı vztah

c0 =
√
γrT0 (3.19)

V př́ıpadě podzvukové výstupńı rychlosti je na výstupu třeba nastavit jeden parametr
(zvolen byl tlak p) a dva extrapolovat z vnitřku oblasti (hustota ρ a rychlost u). Celková
energie je pak korigována dle následuj́ıćıho vztahu:

e =
pout
γ − 1

+
1

2
ρu2 (3.20)

Pokud je rychlost na výstupu nadzvuková, nenastavuje se žádný parametr. Výpočet byl
proveden pro r̊uzné výstupńı tlaky od pout = 0.1p0 po pout = 0.975p0. Jako kritérium
konvergence bylo zvoleno residuum hustoty Resρ, které aproximuje pr̊uměrnou hodnotu
časové derivace hustoty v k-té iteraci:

Reskρ =
1

n

n∑
i=1

∣∣∣ρki − ρk−1
i

∣∣∣
∆tk

(3.21)

Výpočet byl zastaven, pokud jeho hodnota klesla pod δ = 10−8.
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−0.2 −0.1 0 0.1 0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

x [m]

 

 
p/p0
M
A/A0

(b) ε = 0.95

Obrázek 3.4: Pr̊uběh tlaku a Machova č́ısla v dýze pro výstupńı tlak pout = 0.8p0
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Obrázek 3.5: Závislost počtu iteraćı na výstupńım tlaku

U Laxova-Friedrichsova schématu je možné nastavit hodnotu koeficientu viskozity ε. Na
Obrázku 3.4 jsou zobrazeny výsledky výpočtu pro ε = 0.05 a ε = 0.95 při výstupńım
tlaku pout = 0.8p0.

Hodnota koeficientu viskozity zjevně ovlivňuje ostrost zachyceńı rázové vlny. Při jeho
vyšš́ı hodnotě se zvětšuje vliv disipativńıho členu a docháźı k vyhlazeńı rázové vlny,
ke sńıžeńı maximálńıho Machova č́ısla a zvýšeńı minimálńıho tlaku. Při sńıžeńı ε se
Laxovo-Friedrichsovo schéma bĺıž́ı centrálńımu schématu, d́ıky čemuž je rázová vlna
lépe zachycena. Snižováńı koeficientu viskozity však s sebou přináš́ı negativńı d̊usledky
v podobě zpomaleńı konvergence, které se projev́ı zvláště při zvýšeńı výstupńıho tlaku
nad 0.85p0 (Obr. 3.5).

Zde nastane zpomaleńı konvergence i v př́ıpadě vysoké hodnoty koeficientu viskozity
(ε = 0.95), avšak méně výrazné než v př́ıpadě jeho ńızké hodnoty (ε = 0.05). Zhoršeńı
konvergence při výstupńıch tlaćıch nad 0.85p0 lze vysvětlit t́ım, že je v tomto př́ıpadě
již prouděńı v celé dýze podzvukové (Obrázek 3.6f) a prouděńı se chová jako téměř
nestlačitelné.

14
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Obrázek 3.6: Pr̊uběh tlaku a Machova č́ısla v dýze pro r̊uzné výstupńı tlaky
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Obrázek 3.7: Závislost hmotnostńıho toku na výstupńım tlaku

Koeficient viskozity ε se projev́ı také na hodnotě hmotnostńıho toku dýzou (Obrázek
3.7). Při výpočtu s ε = 0.95 dojde k aerodynamickému ucpáńı dýzy při výstupńım tlaku
pout = 0.825p0, zat́ımco při ε = 0.05 nastává tento jev již při pout = 0.85p0. Rozd́ılnost
výsledk̊u dosažených s r̊uznými hodnotami ε vynikne na Obrázku 3.6e, který zobrazuje
pr̊uběh Machova č́ısla a tlaku v dýze při pout = 0.85p0. Při výpočtu s ε = 0.05 je část
prouděńı nadzvuková s následuj́ıćı rázovou vlnou a Machovo č́ıslo dosahuje maximálńı
hodnoty M = 1.17. Vysoká hodnota ε = 0.95 p̊usob́ı natolik disipativně, že rázovou
vlnu zcela vyhlad́ı a celé prouděńı je podzvukové s maximálńım Machovým č́ıslem
M = 0.9. K dosažeńı realistického výsledku je proto nutné volit hodnotu ε tak ńızkou,
jak je jen možné při zachováńı stability schématu.
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Kapitola 4

Numerické řešeńı 2D
jednofázového prouděńı

4.1 Metoda konečných objemů ve 2D

Metoda konečných objemů v 1D byla již představena v Kapitole 3.1, zde bude pouze
ukázáno jej́ı rozš́ı̌reńı do dvou dimenźı pro Eulerovy rovnice (2.9) bez zdrojového členu.
Pr̊uměrná hodnota W , umı́stěná ve středu objemu śıtě Ωp (cell-centered), je definována
jako:

Wp =
1

||Ωp||

∫
Ωp

W dΩ (4.1)

Dosazeńım do (2.9) bez zdrojového členu źıskáme rovnici

d

dt
Wp = − 1

||Ωp||

∮
∂Ωp

(F (W ),G(W )) · ndS (4.2)

kde n je vněǰśı normála k hranici objemu. Nyńı je třeba aproximovat časovou derivaci
Wp a křivkový integrál tok̊u na hranici objemu. Časová derivace byla stejně jako v 1D
př́ıpadě aproximována pomoćı Eulerovy explicitńı metody 1. řádu:

d

dt
Wp ≈

W n+1
p −W n

p

∆t
, (4.3)

Při aproximaci tok̊u F ,G se obvykle předpokládá, že jsou konstantńı na části hranice
společné pro dva objemy [5]. Křivkový integrál se tak na každé části hranice aproximuje
součinem této konstantńı hodnoty toku s délkou hranice:∮

∂Ωp

(F (W ),G(W )) · ndS ≈
m∑
k=1

(Fk,p,Gk,p) · nk∆Sk (4.4)

Zde m je počet objemů, které s Ωp maj́ı společnou část hranice, ∆Sk délka hranice
společné objemům Ωp a Ωk a nk vněǰśı normála na tuto hranici. Označeńı Fk,p (resp.
Gk,p) znamená hodnotu toku F (resp. G) aproximovanou na hranici objemů Ωp, Ωk.
Označeńı Fk bude použito jako zkrácený zápis F (Wk) pro hodnotu toku F v objemu
Ωk. Nyńı dosad́ıme (4.3) a (4.4) do (4.2):

W n+1
p = W n

p −
∆t

||Ωp||

m∑
k=1

(Fk,p,Gk,p) · nk∆Sk (4.5)
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Obrázek 4.1: Śıt’ pro 2D metodu konečných objemů

W n+1
p = W n

p −
∆t

||Ωp||

m∑
k=1

Φk(W
n
p ,W

n
k ), (4.6)

č́ımž źıskáme explicitńı schéma pro výpočet nové časové vrstvy. Pro výpočet toku
Φ hranićı objemu pomoćı hodnot Wp a Wk, umı́stěných uprostřed objemů, existuje
řada r̊uzných numerických schémat. V následuj́ıćıch kapitolách bude ukázáno Laxovo-
Friedrichsovo a AUSM schéma.

4.2 Laxovo-Friedrichsovo schéma se sńıženou viskozitou

Stejně jako v 1D př́ıpadě lze i ve dvou dimenźıch Laxovo-Friedrichsovo schéma vyjádřit
jako centrálńı schéma s doplněnými disipativńımi členy. Centrálńı schéma poč́ıtá tok
na hranici jako pr̊uměr tok̊u spoč́ıtaných z hodnot W v přilehlých objemech:

FC
k,p =

1

2
(Fk + Fp) , GC

k,p =
1

2
(Gk +Gp) (4.7)

ΦC
k =

[
1

2
(Fk + Fp)nkx +

1

2
(Gk +Gp)nky

]
∆Sk (4.8)

V Laxově-Friedrichsově schématu se oproti nestabilńımu centrálńımu schématu vysky-
tuje daľśı člen, d́ıky němuž docháźı k utlumeńı oscilaćı:

ΦLF
k = ΦC

k − ε
||Ωp||
4∆t

(Wk −Wp) (4.9)

Význam tohoto členu se stane zjevným po dosazeńı do (4.6). Pro zjednodušeńı uvažujeme
rovnoměrnou kartézskou śıt’ s kroky ∆x, ∆y:

W n+1
p = W n

p −
∆t

∆x∆y

[
(F n

e + F n
p )

∆y

2
+ (Gn

n +Gn
p )

∆x

2

−(F n
w + F n

p )
∆y

2
− (Gn

s +Gn
p )

∆x

2

−ε∆x∆y

4∆t

(
W n

s +W n
e +W n

n +W n
w − 4W n

p

) ] (4.10)
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Obrázek 4.2: Kartézská śıt’ pro 2D metodu konečných objemů

W n+1
p −W n

p

∆t
+
F n
e − F n

w

2∆x
+
Gn
n −Gn

s

2∆y
=

= ε

(
Ww − 2Wp +We

∆x2

∆x2

4∆t
+
Wn − 2Wp +Ws

∆y2

∆y2

4∆t

) (4.11)

Toto schéma odpov́ıdá aproximaci diferenciálńı rovnice:

Wt + Fx +Gy = ε (µxWxx + µyWyy) , (4.12)

kde µx = ∆x2/(4∆t), resp. µy = ∆y2/(4∆t), je numerická viskozita schématu ve
směru osy x, resp. y. Hodnota koeficientu viskozity ε ∈ (0; 1〉 ovlivňuje disipativnost
schématu. Jak již bylo ukázáno v Kapitole 3.1, Laxovo-Friedrichsovo schéma je prvńıho
řádu přesnosti v prostoru i v čase. Podobně jako v 1D př́ıpadě lze pomoćı linearizace
Eulerových rovnic odvodit podmı́nku pro stabilitu Laxova-Friedrichsova schématu:

∆t ≤ min
(√

ε
∆x

|u|+ c
;
√
ε

∆y

|v|+ c

)
(4.13)

4.3 AUSM schéma

Centrálńı schémata s umělou disipaćı, ke kterým se řad́ı i v předchoźı kapitole předsta-
vené Laxovo-Friedrichsovo schéma, jsou obĺıbená d́ıky své jednoduchosti a výpočetńı
nenáročnosti. Př́ıpadné nespojitosti v řešeńı, např́ıklad rázové vlny, však dokáž́ı zachytit
relativně málo přesně [5]. Tato nevýhoda se ukázala při aplikaci na prouděńı lopatko-
vou mř́ıž́ı (Kapitola 4.5), kdy źıskané řešeńı neodpov́ıdalo experimentálńım výsledk̊um.
Snaha źıskat přesněǰśı výsledky vedla k použit́ı AUSM schématu, patř́ıćıho do skupiny
FVS (Flux-Vector Splitting) metod.

FVS schémata je možné klasifikovat jako druh upwind schémat, protože pro výpočet
tok̊u na hranićıch buněk je zohledňován směr š́ı̌reńı informaćı na śıti. Vektor tok̊u je
rozložen na dvě části: bud’ podle znaménka určitých charakteristických proměnných,
nebo na konvektivńı a tlakovou část. Do druhé skupiny patř́ı i použité schéma AUSM
(Advection Upstream Splitting Method), jehož autory jsou Liou a Steffen [17]. Výhodou
FVS schémat oproti centrálńım schémat̊um s umělou disipaćı je výrazně lepš́ı zachyceńı
rázových vln při pouze málo zvýšené výpočetńı náročnosti.
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Při řešeńı uvažujeme pouze složku vektoru toku kolmou k hranici objemu [18]. Natoč́ıme
souřadnicový systém tak, aby osa x směřovala ve směru vněǰśı normály na hranici
objemu a osa y byla s touto hranićı rovnoběžná. Źıskaná soustava se formálně podobá
1D Eulerovým rovnićım, avšak složky vektor̊u W a F jsou stejné jako v př́ıpadě 2D
Eulerových rovnic:

Wt + F (W )x = 0 (4.14)

W =


ρ
ρu
ρv
e

 , F (W ) =


ρu

ρu2 + p
ρuv

(e+ p)u

 (4.15)

Vlastńı č́ısla této hyperbolické soustavy rovnic jsou λ1 = u−a, λ2 = λ3 = u, λ4 = u+a.
Vektor tok̊u je rozdělen na konvektivńı část F (c) a tlakovou část F (p):

F (W ) =


ρu
ρu2

ρuv
(e+ p)u

+


0
p
0
0

 = F (c) + F (p) (4.16)

Zavedeńım Machova č́ısla M̃ = u/a, které může v závislosti na rychlosti u nabývat i
záporných hodnot, je možné zapsat konvektivńı tok jako:

F (c) = M̃


ρa
ρau
ρav

a(e+ p)

 = M̃ F̂ (c) (4.17)

Tok Fi+ 1
2

na hranici objemů i a i+ 1 je definován jako:

Fi+ 1
2

= F
(c)

i+ 1
2

+ F
(p)

i+ 1
2

= M̃i+ 1
2

[
F̂ (c)

]
i,i+1

+ F
(p)

i+ 1
2

, (4.18)

kde

[•]i,i+1 =

{
[•]i , M̃i+ 1

2
≥ 0,

[•]i+1 , M̃i+ 1
2
≤ 0.

(4.19)

Z posledńıho vztahu je zřejmé, že vektor toku se měńı v závislosti na směru konvekce,
který je vyjádřen znaménkem Machova č́ısla M̃i+ 1

2
. Pro Machovo č́ıslo na rozhrańı

objemů je definován vztah:
M̃i+ 1

2
= M̃+

i + M̃−i+1 (4.20)

Pro pozitivńı a negativńı komponenty Machova č́ısla je dáno:

M̃± =

{
±1

4(M̃ ± 1)2, |M̃ | ≤ 1,
1
2(M̃ ± |M̃ |), |M̃ | > 1.

(4.21)

Podobně tlak na hranici objemů sestává ze složek z obou objemů:

p̃i+ 1
2

= p̃+
i + p̃−i+1 (4.22)

Pro definici pozitivńıch a negativńıch komponent̊u tlaku navrhuj́ı Liou a Steffen dvě
možnosti [18], z nichž byla vybrána tato:

p± =

{
1
2p(1± M̃), |M̃ | ≤ 1,
1
2p

(M̃±|M̃ |)
M̃

, |M̃ | > 1.
(4.23)
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Po spoč́ıtáńı toku F na hranici objemů je třeba jeho komponenty transformovat zpět
do p̊uvodńıho souřadnicového systému.

Podmı́nkou pro stabilitu AUSM schématu na kartézské śıti o kroćıch ∆x, ∆y je časový
krok [18]:

∆t ≤ min
(

∆x

|u|+ c
;

∆y

|v|+ c

)
(4.24)

4.4 Numerické řešeńı 2D prouděńı dýzou

Stejně jako v př́ıpadě quasi-1D výpočtu (Kapitola 3.2) byla použita geometrie Bar-
schdorffovy dýzy. V oblasti byla vygenerována strukturovaná čtyřúhelńıková algebraická
śıt’ s krokem ve směru osy x stejným jako v 1D př́ıpadě (Obrázek 3.3) a s rovnoměrným
krokem ve směru osy y.

x

y

∂Ωw

∂Ωw

∂Ωo∂Ωi

Obrázek 4.3: Diskretizace Barschdorffovy dýzy pro 2D metodu konečných objemů

Jako počátečńı podmı́nka pro výpočet byl uvažován klidový stav s teplotou T0 =
273.145K, tlakem p0 = 101325Pa a rychlost́ı prouděńı u0 = v0 = 0ms−1. Výpočet
byl proveden pro vzduch o parametrech r = 287J/kgK a γ = 1.4.

V př́ıpadě předpokládaného subsonického vstupu má Jacobiho matice An tři kladná
vlastńı č́ısla a je proto třeba zadat na vstupu ∂Ωi tři parametry a jeden extrapolovat z
vnitřku oblasti (podrobněji viz Kapitola 2.4). Zadáván byl klidový tlak p0, klidová tep-
lota T0 a úhel α0 = 0◦, jenž je definován jako úhel vektoru rychlosti u: α = arctg(v/u).
Z vnitřku oblasti bylo extrapolováno Machovo č́ıslo a následně pomoćı vztah̊u pro izo-
entropické prouděńı [9] dopoč́ıtány hodnoty vektoru W na vstupu:

ρ =

(
1 +

γ − 1

2
M2

) 1
1−γ

ρ0

ρu =

(
1 +

γ − 1

2
M2

) 1
1−γ−

1
2

Mρ0c0cosα

ρv =

(
1 +

γ − 1

2
M2

) 1
1−γ−

1
2

Mρ0c0sinα

e =

(
1 +

γ − 1

2
M2

) 1
1−γ
(

1

γ(γ − 1)
+
M2

2

)
ρ0c

2
0,

(4.25)

Okrajové podmı́nky na výstupu ∂Ωo závisej́ı na tom, zda je zde prouděńı podzvu-
kové či nadzvukové. Při podzvukovém výstupu je jedno vlastńı č́ıslo matice An kladné
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(λn2 = un + c, kde un je rychlost ve směru vnitřńı normály na hranici a je tedy
záporná) a nastavuje se proto jeden parametr, konkrétně výstupńı tlak. Pokud by
se tlak předepsal konstantńı na celém výstupu, mohlo by doj́ıt k oscilaćım v řešeńı a
nefyzikálńım výsledk̊um [2], obzvláště v př́ıpadě lopatkové mř́ıže uvedené v následuj́ıćı
kapitole. Z vnitřku oblasti je proto extrapolováno rozložeńı tlaku pout(ξ), které se
následně přenásob́ı tak, aby pr̊uměrný tlak nového tlakového rozložeńı p̂out(ξ) odpov́ıdal
předepsané hodnotě pgiven:

p̄out =
1

Ξ

∫ Ξ

0
pout(ξ)dξ, p̂out(ξ) = pout(ξ)

pgiven
p̄out

, (4.26)

kde ξ ∈ 〈0; Ξ〉 je souřadnice podél hranice ∂Ωo. Výsledné rozložeńı tlaku slouž́ı ke
korekci energie na výstupu:

e =
p̂out(ξ)

γ − 1
+

1

2
ρ(u2 + v2) (4.27)

V př́ıpadě nadzvukového prouděńı se žádná okrajová podmı́nka na výstupu nenasta-
vuje.

Na hranici typu stěna ∂Ωw se předepisuje podmı́nka neprostupnosti, což znamená, že
složka vektoru rychlosti kolmá k hranici muśı být nulová. To je v souladu s počtem
kladných vlastńıch č́ısel matice An, protože při nulové normálové rychlosti je kladné
jediné vlastńı č́ıslo λn2 = un + c = c. V programu je tato podmı́nka realizována pomoćı
fiktivńıch objemů (ghost cells), ve kterých se předeṕı̌se vektor rychlosti symetrický
k vektoru rychlosti v hraničńım objemu, přičemž osu symetrie tvoř́ı hranice oblasti
(Obrázek 4.4).

u

uf

ξη

Ω

∂Ωw

Obrázek 4.4: Realizace okrajové podmı́nky na stěně pomoćı fiktivńıho objemu (červeně)

V souřadnicovém systému ξη, kde osa ξ je tečná ke stěně a osa η má směr vněǰśı normály
ke stěně, lze složky rychlosti ve fiktivńım objemu uf vyjádřit pomoćı složek rychlosti
ve vnitřńım objemu u:

ufξ = uξ

ufη = −uη
(4.28)

Pro výpočet bylo použito Laxovo-Friedrichsovo schéma s koeficientem viskozity na-
staveným na hodnotu ε = 0.05. Výpočet byl zastaven při dosažeńı rezidua hustoty
Resρ ≤ 10−4 (definice rezidua hustoty viz Kapitola 3.2).
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M: 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

(a) pout/p0 = 0.1

M: 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

(b) pout/p0 = 0.8

M: 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

(c) pout/p0 = 0.875

M: 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

Obrázek 4.5: Pr̊uběh Machova č́ısla v dýze při r̊uzných výstupńıch tlaćıch

Výpočet byl spuštěn pro několik výstupńıch tlak̊u od pout = 0.1p0 po pout = 0.975p0. V
dýze se v závislosti na nastaveném výstupńım tlaku mohou vytvořit tři režimy prouděńı:
1) prouděńı dosáhne v nejužš́ım pr̊uřezu rychlosti zvuku a je až do výstupu dále urych-
lováno (Obrázek 4.5a); 2) prouděńı dosáhne v nejužš́ım pr̊uřezu rychlosti zvuku a je
urychlováno v divergentńı části pouze do mı́sta, kde vzniká rázová vlna, výstup je pod-
zvukový (Obrázek 4.5b); 3) prouděńı je v celé dýze podzvukové. Výsledky z 1D a 2D
výpočtu jev́ı dobrou shodu, jak je patrné z grafu pr̊uběhu Machova č́ısla podél dýzy
(Obrázek 4.6). Zde je největš́ım rozd́ılem mı́rně odlǐsná poloha rázové vlny. Z grafu
závislosti hmotnostńıho toku na výstupńım tlaku (Obrázek 4.7) je patrné, že rozd́ıl
mezi výsledky 1D a 2D výpočtu záviśı na režimu prouděńı.
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Obrázek 4.6: Machovo č́ıslo z 1D a 2D výpočtu při výstupńım tlaku pout = 0.8p0
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Obrázek 4.7: Srovnáńı hmotnostńıho toku dýzou z 1D a 2D výpočtu

Pokud je Machovo č́ıslo v nejužš́ım pr̊uřezu M = 1 (př́ıpady 1) a 2) ), je odchylka ve
hmotnostńım toku z 1D a 2D výpočtu menš́ı než 1%. Dýza je v režimu aerodynamického
ucpáńı, tvar zvukové čáry v nejužš́ım mı́stě se bĺıž́ı úsečce a prouděńı se chová jako
jednorozměrné. Pokud je však rychlost v celé dýze podzvuková, projev́ı se 2D efekty
a při daľśım zvyšováńı výstupńıho tlaku odchylka prudce roste a dosahuje až 13%.
Současně docháźı u 1D i 2D výpočtu k výraznému zhoršeńı konvergence (viz Kapitola
3.2).

4.5 Numerické řešeńı 2D prouděńı lopatkovou mř́ıž́ı

Jedna perioda lopatkové mř́ıže axiálńı turb́ıny SE 1050 [19] byla diskretizována struktu-
rovanou čtyřúhelńıkovou śıt́ı typu H (Obrázek 4.8). Výpočet byl nastartován s počátečńı
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podmı́nkou odpov́ıdaj́ıćı klidovému stavu s teplotou T0 = 273.15K, tlakem p0 =
100kPa a rychlost́ı prouděńı u0 = v0 = 0ms−1. Proud́ıćım médiem byl vzduch o para-
metrech r = 287J/kgK a γ = 1.4. Okrajové podmı́nky na vstupu ∂Ωi byly zadávány
stejně jako v př́ıpadě Barschdorffovy dýzy (Kapitola 4.4, rovnice 4.25), předepsaný
úhel prouděńı na vstupu byl α0 = 19.3◦. Výstupńı okrajové podmı́nky byly zadávány
také stejně jako v př́ıpadě dýzy, aby bylo zachováno rozložeńı tlaku podél ∂Ωo a jeho
pr̊uměrná hodnota odpov́ıdala předepsanému pout = 42322.5Pa. Podmı́nka neprostup-
nosti stěny ∂Ωw byla opět realizována pomoćı fiktivńıch objemů.

∂Ωp+

∂Ωp+

∂Ωw

∂Ωw
∂Ωp-

∂Ωp-

∂Ωi

∂Ωo

x

y

Obrázek 4.8: Diskretizace mezilopatkového kanálu SE 1050

Oproti 2D dýze se zde nav́ıc objevuje periodická okrajová podmı́nka na hranici ∂Ωp+

a ∂Ωp− . Výpočetńı oblast lopatkové mř́ıže tvoř́ı periodicky uspořádané mezilopatkové
kanály a proto je možné předpokládat periodicitu řešeńı a provést výpočet na jediném
mezilopatkovém kanále s odpov́ıdaj́ıćımi okrajovými podmı́nkami. Řešeńı podél hranice
∂Ωp+ se muśı shodovat s řešeńım podél př́ıslušné hranice ∂Ωp− . Při výpočtu je tato
podmı́nka řešena pomoćı fiktivńıch objemů vně hranice: do fiktivńıch objemů podél
hranice ∂Ωp+ jsou koṕırovány hodnoty z hraničńıch buněk ∂Ωp− a naopak.
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Obrázek 4.9: Numerické a experimentálńı výsledky na lopatkové mř́ıži SE 1050. Expe-
riment převzat z [19]

Výpočet byl nejprve proveden Laxovým-Friedrichsovým schématem (Kapitola 4.2),
avšak jeho výsledky neodpov́ıdaly experimentu [19]. Izočáry Machova č́ısla z výpočtu
Laxovým-Friedrichsovým schématem (Obrázek 4.9c) jsou značně odlǐsné od interfero-
gramu (Obrázek 4.9b). Zvuková čára neprocháźı např́ıč celým mezilopatkovým kanálem
a za lopatkami se nevyskytuj́ı žádné rázové vlny. Pr̊uběh tlaku na lopatce (Obrázek
4.9a) vykazuje značně menš́ı rozd́ıl tlak̊u na přetlakové a podtlakové straně lopatky
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oproti dat̊um z experimentu. Rázové vlny pobĺıž konce lopatky nejsou v̊ubec zachy-
ceny a pr̊uběh tlaku na zadńı části podtlakové strany lopatky je hladký, zat́ımco dle
experimentu zde tlak koĺısá.

Snaha zachytit strukturu rázových vln v zadńı části kanálu a za lopatkami vedla
k použit́ı AUSM schématu (Kapitola 4.3). Přestože je AUSM schéma prvńıho řádu
přesnosti v prostoru stejně jako Laxovo-Friedrichsovo schéma, výsledky podstatně lépe
odpov́ıdaj́ı experimentu. Zvuková čára procháźı např́ıč celým mezilopatkovým kanálem
a v izočárách Machova č́ısla (Obrázek 4.9d) je zřetelná podobná struktura rázových
vln jako v interferogramu, přestože neńı úplně ostře zachycena. Tlak na přetlakové
straně lopatky je nižš́ı než podle experimentu, avšak odchylka je menš́ı než v př́ıpadě
Laxova-Friedrichsova schématu. Pr̊uběh tlaku na podtlakové straně lopatky se velmi
dobře shoduje s experimentem až do mı́sta x ≈ 0.5. Výkyvy tlaku pobĺıž konce lo-
patky nejsou tak ostré, jako ukazuje experiment, ale na rozd́ıl od Laxova-Friedrichsova
schématu jsou zde zřetelně př́ıtomné.

Laxovo-Friedrichsovo schéma se pro řešeńı prouděńı v lopatkové mř́ıži ukázalo jako ne-
vhodné a j́ım źıskané výsledky neodpov́ıdaj́ı realitě. Použit́ı AUSM schématu přineslo
výrazné zlepšeńı, přestože rázové vlny nedokáže zachytit zcela ostře. Pro daľśı zpřesněńı
výsledk̊u by bylo nutné použ́ıt schéma vyšš́ıho řádu. Výpočet AUSM schématem zkon-
vergoval po 62 400 iteraćıch, výpočet Laxovým-Friedrichsovým schématem po 299 000
iteraćıch (podmı́nka pro zastaveńı výpočtu Resρ ≤ 10−4). I přes deľśı výpočetńı čas na
jednu iteraci byl proto výpočet AUSM schématem značně rychleǰśı.
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Kapitola 5

Prouděńı páry s fázovým
přechodem

5.1 Modelováńı v́ıcefázového prouděńı

Vı́cefázové prouděńı je charakterizováno výskytem v́ıce složek s odlǐsnými fyzikálńımi
vlastnostmi. Proud́ıćı médium se může skládat z r̊uzných látek (např. sedimentace ṕısku
v řece) či jen r̊uzných fáźı téže látky (voda a vodńı pára). Vı́cefázové prouděńı lze
rozdělit mimo jiné podle skupenstv́ı př́ıtomných látek, pod́ılu a rozprostřeńı disperzńı
fáze, geometrie fázových rozhrańı atd. K jeho popisu se použ́ıvá řada model̊u, které jsou
obvykle vhodné pouze pro konkrétńı druh prouděńı a nemohou být použity univerzálně.
Modely v́ıcefázového prouděńı lze klasifikovat do tř́ı skupin [1]:

• Prouděńı s fázovými rozhrańımi

• Prouděńı směśı

• Eulerovy-Lagrangeovy modely prouděńı

V př́ıpadě prouděńı s fázovými rozhrańımi je pohyb př́ıtomných fáźı popisován odděleně.
Pro každou fázi jsou samostatně sestaveny bilančńı rovnice, složitěǰśı modely pracuj́ı i s
bilancemi na fázových rozhrańıch. Vzájemné p̊usobeńı složek v podobě výměny hmoty,
energie, hybnosti atd. se odehrává na fázových rozhrańıch a vstupuje do řešeńı ve formě
okrajových podmı́nek. Zásadńım problémem je popis geometrie hraničńıch ploch, který
muśı být schopen postihnout vznik, slučováńı a zánik oblast́ı. V praxi je nemožné
aplikovat tento model na komplexńı geometrie (např. ṕısek promı́sený s vodou) a lze
jej použ́ıt pouze pro prouděńı s jasně vymezenými oblastmi jednotlivých fáźı (např.
hladina moře, stékáńı tenkého filmu po stěně).

Pro popis prouděńı s komplexńımi fázovými rozhrańımi je vhodné modelovat médium
jako směs. Tento př́ıstup předpokládá př́ıtomnost všech složek média v každém bodě
prostoru s určitým pod́ılem (koncentraćı). Sleduje se chováńı média jako celku, což
přináš́ı značné zjednodušeńı výpočtu. Zároveň se ztráćı informace o rozhrańı jednot-
livých fáźı, která však obvykle neńı předmětem zájmu. Model je založen na sestaveńı
bilančńıch rovnic pro jednotlivé složky média. Vzájemné p̊usobeńı složek zohledňuj́ı
zdrojové členy.
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Vyskytuje-li se jedna fáze v podobě kontinua a daľśı v diskrétńı formě, lze použ́ıt Eu-
ler̊uv-Lagrange̊uv model. Spojitá fáze je popsána podobně jako v př́ıpadě jednofázového
prouděńı, avšak s možným přidáńım členu zohledňuj́ıćıho vliv zbývaj́ıćı fáze. Na základě
sil p̊usob́ıćıch na částice při pohybu kontinuálńı fáźı je lagrangeovsky popsána jejich tra-
jektorie. Protože výpočetńı náročnost prudce roste s počtem částic, nesleduje se obvykle
dráha každé částice zvlášt’ a uvažuj́ı se tř́ıdy částic s podobnými vlastnostmi (např́ıklad
kapky o stejné velikosti).

5.2 Model prouděńı páry s kondenzaćı

Použitý model spadá do druhé skupiny výše uvedených model̊u a zacháźı s médiem
tvořeným parou a zkondenzovanou vodu jako s kontinuem. V určitém mı́stě prostoru
je př́ıtomna voda jak v kapalné, tak v plynné formě. Pod́ıl obou složek je vyjádřen
hmotnostńım zlomkem vody (vlhkost́ı) χ[%]:

χ =
ml

ml +mv
, (5.1)

kde ml[kg] je hmotnost kapalné složky a mv[kg] hmotnost plynné složky. Základem
modelu prouděńı páry jsou opět Eulerovy rovnice (2.9 pro 2D, 2.13 pro 1D). Rovnice
nejsou doplněny zdrojovými členy, které by vyjadřovaly vzájemné p̊usobeńı (výměnu
hmoty, hybnosti a energie) obou fáźı. Toto zjednodušeńı lze obhájit t́ım, že kapky
vody vznikaj́ı převážně homogenńı nukleaćı, tj. maj́ı stejnou počátečńı rychlost jako
okolńı pára, a jsou natolik malé, že jsou parou nadále unášeny. Dı́ky tomu neńı nutné
sestavovat bilančńı rovnice pro kapalnou fázi. Vliv kapalné fáze na páru prostřednictv́ım
uvolňovaného latentńıho tepla je zahrnut v rovnici pro tlak [2]:

p =
(γ − 1)(1− χ)

1 + χ(γ − 1)

[
e− 1

2
ρ(u2 + v2) + ρχL

]
(5.2)

Model byl sestaven s ohledem na zamýšlenou aplikaci pro výpočet prouděńı páry v dýze
a v lopatkové mř́ıži turb́ıny, při kterém je na vstupu suchá pára (χ = 0%), následně
dojde k jej́ımu podchlazeńı pod teplotu syté páry Ts a ke kondenzaci. Z experiment̊u
vyplývá, že kondenzace nenastává hned při poklesu teploty páry pod Ts, nýbrž až po
dosažeńı určitého teplotńıho rozd́ılu ∆T . Po zkondenzováńı již vlhkost páry přibližně
odpov́ıdá rovnovážné vlhkosti χeq (viz ńıže). V modelu byl tento poznatek implemen-
tován následovně:

• Od vstupu po směru prouděńı až do dosažeńı kritické rovnovážné vlhkosti χlim
je pára suchá, χ = 0%.

• V mı́stě dosažeńı kritické rovnovážné vlhkosti χeq = χlim dojde ke kondenzaci a
vlhkost skokově stoupne na hodnotu χ = χeq.

• Od mı́sta kondenzace po směru prouděńı dále vlhkost odpov́ıdá rovnovážné vlh-
kosti χ = χeq.

Výpočet rovnovážné vlhkosti vycháźı z rovnosti tepla, které je třeba k ohřát́ı podchla-
zené páry o teplotě Tv[K] na teplotu syté páry Ts, a tepla uvolněného při kondenzaci
páry na rovnovážnou vlhkost:

cp(Ts − Tv)(1− χ) = L(χeq − χ) (5.3)
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χeq =
Ts − Tv
L

cp(1− χ) + χ, (5.4)

kde cp[J.kg
−1K−1] měrná tepelná kapacita páry [14] a L[J.kg−1] je měrné skupenské

teplo kondenzace páry [15]. Pro výpočet teploty syté páry byla použita Industrial For-
mulation 1997 for the Thermodynamic Properties of Water and Steam [16].

Označ́ıme-li polohu zkondenzováńı páry jako xstart, lze předpis pro vlhkost zapsat jed-
noduše jako:

χ =

{
0, x < xstart,
χeq, jinak.

(5.5)

Pro určeńı mı́sta kondenzace (polohy xstart) je možné brát do úvahy několik faktor̊u,
např́ıklad rozd́ıl teploty páry Tv oproti teplotě syté páry Ts či hodnotu rovnovážné
vlhkosti χeq. V této práci bylo na základě dat z experiment̊u jako kritérium použito
dosažeńı mezńı hodnoty rovnovážné vlhkosti χlim.

5.3 Algoritmus modelu kondenzace

Algoritmus bude popsán pro výpočet quasi-1D prouděńı (např́ıklad v Barschdorffově
dýze) a v závěru kapitoly bude ukázána modifikace pro 2D výpočet.

V každé iteraci se nejprve vypoč́ıtá hodnota Wn+1 (zde Laxovým-Friedrichsovým
schématem) a následně modelem kondenzace dopoč́ıtaj́ı hodnoty vlhkosti χn+1 (Obrázek
5.1):

Laxovo-Friedrichsovo
 schéma

Model kondenzace

Wn,	χn

Wn+1,	χn

Wn+1,	χn+1

Obrázek 5.1: Schéma programu s modelem kondenzace

Výpočet vlhkosti (Model kondenzace) v každé iteraci v prvńı verzi algoritmu prob́ıhal
v následuj́ıćıch kroćıch:

1. Objemy śıtě procházeny směrem od vstupu k výstupu z oblasti; prvńı objem, kde
rovnovážná vlhkost přesahuje limitńı hodnotu (χneq,i ≥ χlim), označen jako ilim

2. Pokud by ilim bylo použito př́ımo jako nový počátek kondenzace in+1
stdec, mohlo

by doj́ıt k oscilaćım a nestabilitě výpočtu. Proto byl zaveden relaxačńı koeficient
ξ ∈ (0; 1) :

in+1
stdec = (1− ξ) · instdec + ξ · ilim (5.6)
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Protože in+1
stdec může být desetinné č́ıslo a objemy śıtě jsou indexovány celými č́ısly,

definuje se index in+1
st jako hodnota in+1

stdec zaokrouhlená na celé č́ıslo.

3. Vypočtena nová hodnota vlhkosti ve všech objemech śıtě:

χn+1
i =

{
0, i ≤ in+1

st ,
χneq,i, jinak.

(5.7)
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Obrázek 5.2: Pr̊uběh vlhkosti a rovnovážné vlhkosti (Barschdorffova dýza)

Při aplikaci se však ukázalo, že takto sestavený algoritmus nevede ke konvergenci řešeńı.
Zkondenzováńım páry v mı́stě ist+1 se uvolńı latentńı teplo, v jehož d̊usledku se skokově
zvýš́ı teplota a sńıž́ı rovnovážná vlhkost. Kv̊uli numerické vazkosti Laxova-Friedrichsova
schématu je však ovlivněna i oblast těsně před mı́stem kondenzace a pokles rovnovážné
vlhkosti prob́ıhá postupně, nikoliv skokově (Obrázek 5.2). Rovnovážná vlhkost χeq,ist
proto klesne pod χlim a v daľśı iteraci bude zjǐstěna hodnota χeq,i ≥ χlim až o několik
objemů dále za mı́stem kondenzace (bod B); ist se začne posouvat k výstupu. To opět
vede k nár̊ustu rovnovážné vlhkosti před ist nad χlim (bod A) a ist se začne posouvat
zpět ke vstupu. Poloha ist se periodicky přesouvá a nevede k ustálenému řešeńı (Obrázek
5.3).
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Obrázek 5.3: Poloha počátku kondenzace v závislosti na počtu iteraćı (Barschdorffova
dýza)

Algoritmus bylo nutné změnit, aby výpočet konvergoval. Nejvyšš́ı rozd́ıl mezi vlhkost́ı
χ a rovnovážnou vlhkost́ı χeq nenastává v mı́stě kondenzace, ale o několik objemů
śıtě před ńım. To může být zp̊usobeno např́ıklad numerickou vazkost́ı schématu. Neńı
proto možné předepisovat kondenzaci v mı́stě, kde je dosažen maximálńı rozd́ıl (χeq−χ).
Poloha počátku kondenzace se v upraveném algoritmu ř́ıd́ı tak, aby maximálńı dosažený
rozd́ıl (χeq − χ) odpov́ıdal předepsané χlim. Vzhledem k diskrétńı povaze numerického
řešeńı nelze očekávat, že bude v nějakém objemu śıtě dosažena právě hodnota χlim;
hodnot́ıćım kritériem je proto pásmo Uχlim = (χlim − δχ;χlim + δχ), kde tolerance
δχ > 0. Výpočet podle upraveného algoritmu prob́ıhá následuj́ıćımi kroky:

1. Objemy śıtě procházeny směrem od vstupu k výstupu z oblasti; hledáno ∆χmax =
max{(χeq,i − χi)}

2. Počátek kondenzace se posune podle hodnoty ∆χmax:

• Pokud ∆χmax < χlim − δχ:

in+1
stdec = instdec + β · |∆χmax − χlim|

χlim
(5.8)

• Pokud ∆χmax ∈ 〈χlim − δχ;χlim + δχ〉:

in+1
stdec = instdec (5.9)

• Pokud ∆χmax > χlim + δχ:

in+1
stdec = instdec − β ·

|∆χmax − χlim|
χlim

(5.10)
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Opět je definován index in+1
st jako hodnota in+1

stdec zaokrouhlená na celé č́ıslo.

3. Vypočtena nová hodnota vlhkosti ve všech objemech śıtě:

χn+1
i =

{
0, i ≤ in+1

st ,
χneq,i, jinak.

(5.11)

Rychlost změny istdec je lineárně závislá na relativńı odchylce ∆χmax od χlim, aby se
urychlil výpočet při nevhodné počátečńı volbě istdec. Koeficient β > 0 je nutné volit
natolik ńızký, aby nedošlo k nestabilitě výpočtu; č́ım nižš́ı je však jeho hodnota, t́ım
pomaleji výpočet konverguje.

Při 2D výpočtu je nutné použ́ıt strukturovanou śıt’, jej́ıž śıt’ové čáry by měly přibližně
odpov́ıdat proudnićım. Označme index podél těchto śıt’ových čar jako i a druhý index
jako j. Do algoritmu přibude vněǰśı for-cyklus, který procháźı indexy j. Podél každé
śıt’ové čáry j je výše popsaným algoritmem nalezen počátek kondenzace in+1

st (j) a
vypočtena nová hodnota vlhkosti. Pokud se objem i, j nacháźı před začátkem kon-
denzace na śıt’ové čáře j, nastav́ı se nulová vlhkost. Pokud lež́ı za začátkem počátku
kondenzace, nastav́ı se vlhkost odpov́ıdaj́ıćı rovnovážné vlhkosti:

χn+1
i,j =

{
0, i ≤ in+1

st (j),
χneq,i,j , jinak.

(5.12)

5.4 Numerické řešeńı quasi-1D prouděńı dýzou

Stejně jako v př́ıpadě jednofázového prouděńı (Kapitola 3.2) byla použita geometrie
Barschdorffovy dýzy. Výpočet byl proveden pro dvě hodnoty klidové teploty T0 =
373.15K a T0 = 380.55K, za počátečńı podmı́nku byl zvolen klidový stav s teplotou T0,
tlakem p0 = 78390Pa, rychlost́ı prouděńı u0 = 0, vlhkost́ı χ = 0 a mı́stem kondenzace
i0start na výstupu z dýzy. Proud́ıćım médiem byla pára o parametrech r = 461.52J/kgK
a γ = 1.32 (daľśı materiálové vlastnosti páry viz Kapitola 5.2).

Okrajové podmı́nky na vstupu jsou totožné jako v př́ıpadě jednofázového prouděńı: v
př́ıpadě podzvukového prouděńı se zadávaj́ı dva parametry (klidový tlak p0 a klidová
teplota T0) a jeden se extrapoluje z vnitřku oblasti (Machovo č́ıslo M). Hodnoty W na
vstupu se dopoč́ıtaj́ı pomoćı vztah̊u (3.18).

Na výstupu se pro podzvukové prouděńı nastavuje jeden parametr (tlak p) a dva se
extrapoluj́ı z vnitřku oblasti (hustota ρ a rychlost u). Vztah pro korekci energie je
odlǐsný od jednofázového prouděńı [2]:

e = pout ·
1 + χ(γ − 1)

(γ − 1)(1− χ)
+

1

2
ρu2 − ρχL (5.13)

V př́ıpadě nadzvukového výstupu se žádná okrajová podmı́nka nenastavuje. Výpočet
byl nastartován s výstupńım tlakem pout = 0.1p0 a po dosažeńı nadzvukového prouděńı
přestala být energie na výstupu korigována.

Na základě poznatk̊u ohledně chováńı Laxova-Friedrichsova schématu, popsaných v Ka-
pitole 3.2, byla nastavena umělá viskozita na ε = 0.05. Hodnota vlhkosti χlim byla zvo-
lena tak, aby mı́sto kondenzace odpov́ıdalo experimentálńım výsledk̊um. Jako vhodná
se ukázala volba χlim = 3.15% s toleranćı δχ = 0.01%. Při př́ılǐs ńızké hodnotě δχ by
výpočet nezkonvergoval, protože by kv̊uli diskrétńı povaze metody neexistovalo řešeńı,
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Obrázek 5.4: Pr̊uběh vlhkosti v dýze

ve kterém ∆χmax ∈ (χlim − δχ;χlim + δχ). Pokud by naopak δχ bylo zvoleno př́ılǐs
vysoké, podmı́nka ∆χmax ∈ (χlim − δχ;χlim + δχ) by byla splněna pro několik r̊uzných
poloh kondenzace ist a řešeńı by nebylo jednoznačné. Při vhodné volbě δχ řešeńı zkon-
verguje a je nezávislé na počátečńı poloze i0st.

Jako kritérium pro zastaveńı výpočtu byla stejně jako v př́ıpadě jednofázového 1D
prouděńı použita hodnota rezidua hustoty 10−8 (3.21). Počet iteraćı nutných ke zkon-
vergováńı se ve srovnáńı s jednofázovým výpočtem zvýšil pouze v řádu procent (Tabulka
5.1).

bez kondenzace s kondenzací rozdíl [%]

373.15 31590 33476 5.97

380.55 31605 34874 10.34

T_0 [K]

Počet iterací

Tabulka 5.1: Srovnáńı počtu iteraćı jednofázového výpočtu a výpočtu s modelem kon-
denzace na 1D dýze

Srovnáńı s experimentem [12] ukazuje, že použitý model nedokáže přesně zachytit
pr̊uběh kondenzace, avšak pr̊uběhy tlak̊u před a za mı́stem kondenzace jev́ı dobrou
shodu s naměřenými hodnotami (obrázky 5.6 a 5.5). Je zřejmé, že i takto jednoduchý
model kondenzace přináš́ı značné zlepšeńı numerických výsledk̊u oproti výpočtu, který
kondenzaci v̊ubec neuvažuje. K zachyceńı samotného pr̊uběhu kondenzace by bylo nutné
použ́ıt složitěǰśı model, což by však znamenalo zvýšeńı náročnosti výpočtu a prodloužeńı
výpočetńıho času.
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Obrázek 5.5: Pr̊uběh tlaku v mı́stě kondenzace
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Obrázek 5.6: Pr̊uběh tlaku a Machova č́ısla
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5.5 Numerické řešeńı 2D prouděńı dýzou

Výpočet na Barschdorffově dýze byl proveden se stejnými počátečńımi podmı́nkami
jako v 1D př́ıpadě: klidový stav s teplotou T0 = 373.15K nebo T0 = 380.55K, tlakem
p0 = 78390Pa, rychlost́ı prouděńı u0 = v0 = 0 a vlhkost́ı χ = 0. Proud́ıćım médiem byla
pára o parametrech r = 461.52J/kgK a γ = 1.32. Okrajové podmı́nky byly zadávány
stejně jako u jednofázového prouděńı (Kapitola 4.4). Na vstupu se předepisuje klidový
tlak p0, klidová teplota T0 a úhel prouděńı α0 = 0, z vnitřku oblasti se extrapoluje
Machovo č́ıslo a z těchto hodnot se dopoč́ıtává vektor W . Podmı́nka neprostupnosti
stěny je realizována pomoćı fiktivńıch objemů a na výstupu je v př́ıpadě podzvukového
prouděńı korigována energie dle vztahu:

e = p̂out(ξ) ·
1 + χ(γ − 1)

(γ − 1)(1− χ)
+

1

2
ρ(u2 + v2)− ρχL, (5.14)

pro nadzvukový výstup se žádná okrajová podmı́nka nepředepisuje. Výpočet byl nastar-
tován s výstupńım tlakem pout = 0.1p0 a po dosažeńı nadzvukového prouděńı přestala
být energie na výstupu korigována.

Hodnota limitńı vlhkosti byla stejně jako v 1D př́ıpadě nastavena na χlim = 3.15% s to-
leranćı zvětšenou na δχ = 0.015%. Hodnota tolerance δχ muśı být nastavena dostatečně
vysoká, aby na všech śıt’ových čarách j existovala poloha počátku kondenzace, pro kte-
rou ∆χmax(j) ∈ (χlim−δχ;χlim+δχ). Použijeme-li stejnou δχ na všech śıt’ových čarách,
může být na některých z nich poloha počátku kondenzace nejednoznačná (podmı́nka
pro ∆χmax(j) bude splněna při několika r̊uzných polohách kondenzace ist(j), protože
δχ je př́ılǐs vysoké), zat́ımco na jiných nebude řešeńı konvergovat (neexistuje žádná
poloha počátku kondenzace, při které bude podmı́nka pro ∆χmax(j) splněna, protože
δχ je př́ılǐs ńızké). Pro źıskáńı jednoznačného řešeńı by proto bylo nutné předepisovat
pro δχ na každé śıt’ové čáře j jinou hodnotu. Jej́ı určováńı by však bylo složité a šlo by
proti smyslu modelu, který má umožnit rychlý výpočet. Proto bylo v programu použito
stejné δχ na všech śıt’ových čarách, dostatečně vysoké, aby výpočet konvergoval.

Z d̊uvod̊u uvedených v předchoźım odstavci nemá výpočet s modelem kondenzace jed-
noznačné řešeńı a výsledek záviśı na počátečńıch podmı́nkách. Odlǐsnost výsledk̊u však
neńı velká, jak ukazuje Obrázek 5.7. Rozd́ıly se týkaj́ı předevš́ım mı́sta počátku kon-
denzace a daľśı pr̊uběh téměř ovlivněn neńı. Daľśı zde uváděné výsledky pocházej́ı z
výpočt̊u s počátečńı polohou kondenzace na konci dýzy.

Výpočet byl proveden Laxovým-Friedrichsovým schématem s koeficientem umělé visko-
zity ε = 0.05 a jako podmı́nka pro zastaveńı výpočtu bylo uvažováno reziduum hustoty
Resρ ≤ 10−4. Podobně jako u 1D výpočtu vede použit́ı modelu kondenzace pouze k
ńızkému navýšeńı počtu iteraćı oproti jednofázovému prouděńı (Tabulka 5.2).

bez kondenzace s kondenzací rozdíl [%]

373.15 44100 49000 11.11

380.55 44100 44200 0.23

T_0 [K]

Počet iterací

Tabulka 5.2: Srovnáńı počtu iteraćı jednofázového výpočtu a výpočtu s modelem kon-
denzace na 2D dýze
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Obrázek 5.7: Izočáry vlhkosti pro r̊uzné volby počátečńı polohy kondenzace: a), d) na
začátku dýzy, b), e) pobĺıž výsledného mı́sta kondenzace, c), f) na konci dýzy. Klidová
teplota 373.15K u a)-c) a 380.55K u d)-f).

Pr̊uběhy tlak̊u a Machova č́ısla se př́ılǐs nelǐśı od 1D výpočtu. Poloha kondenzace se
posouvá směrem ke konci dýzy a lokálńı maximum tlaku nastávaj́ıćı po kondenzaci je
vyšš́ı. O srovnáńı s experimentem lze ř́ıci totéž, co v 1D př́ıpadě - model nedokáže přesně
zachytit pr̊uběh veličin v mı́stě kondenzace, avšak pr̊uběhy před a za t́ımto mı́stem se
s experimentem dobře shoduj́ı.
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Obrázek 5.8: Pr̊uběh tlaku v mı́stě kondenzace z 1D a 2D výpočtu
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Obrázek 5.9: Pr̊uběh Machova č́ısla

5.6 Numerické řešeńı 2D prouděńı lopatkovou mř́ıž́ı

Počátečńı podmı́nkou pro výpočet prouděńı páry na lopatkové mř́ıži SE 1050 byl klidový
stav s teplotou T0 = 340K, tlakem p0 = 36730Pa, rychlost́ı prouděńı u0 = v0 = 0ms−1

a vlhkost́ı χ = 0%, parametry páry jsou r = 461.52J/kgK a γ = 1.32. Okrajové
podmı́nky jsou zadávány stejně jako u jednofázového prouděńı (Kapitola 4.5). Hodnoty
vektoru W na vstupu se dopoč́ıtávaj́ı pomoćı vztah̊u pro izoentropické prouděńı, do
kterých se dosad́ı předepsaný klidový tlak, klidová teplota a úhel prouděńı α0 = 19.3◦

a Machovo č́ıslo extrapolované z vnitřku oblasti. Podmı́nka neprostupnosti stěny a
periodická okrajová podmı́nka jsou realizovány pomoćı fiktivńıch objemů. V př́ıpadě
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podzvukového prouděńı se na výstupu zadává tlak pgiven = 15537Pa a energie se
koriguje dle vztahu (5.14).

Výpočet byl proveden pouze AUSM schématem, protože výsledky Laxova-Friedrichsova
schématu pro jednofázové prouděńı na lopatkové mř́ıži byly neuspokojivé. Pro určeńı
mı́sta kondenzace byla nejprve použita stejná hodnota χlim = 3.15% jako v př́ıpadě
Barschdorffovy dýzy, avšak s toleranćı zvětšenou na δχ = 0.1%, aby výpočet i přes
větš́ı složitost geometrie konvergoval. Kritériem konvergence byl pokles rezidua hustoty
pod hodnotu 10−4.
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Obrázek 5.10: Izočáry vlhkosti pro r̊uzné volby počátečńı polohy kondenzace: a) na
začátku mezilopatkového kanálu, b) pobĺıž výsledného mı́sta kondenzace, c) na konci
mezilopatkového kanálu.

Řešeńı záviśı na počátečńı volbě polohy kondenzace, ale i v tomto př́ıpadě plat́ı, že
rozd́ıl mezi výsledky neńı velký a týká se pouze omezené oblasti okolo mı́sta kon-
denzace (Obrázek 5.10). Pobĺıž odtokové hrany lopatky je zřetelné výrazné maximum
vlhkosti. Model nevazkého prouděńı neumožňuje zachytit odtržeńı na konci lopatky a
nut́ı proudnice nefyzikálně sledovat jej́ı tvar, č́ımž docháźı ke vzniku lokálńıho maxima
rovnovážné vlhkosti. Vysoký gradient rovnovážné vlhkosti v tomto mı́stě zp̊usobuje, že
i malé posunut́ı počátku kondenzace vede k velké změně ∆χmax. To vedlo k nutnosti
použ́ıt vyšš́ı toleranci δχ, aby bylo možné splnit podmı́nku ∆χmax ∈ (χlim−δχ;χlim+δχ)
a výpočet konvergoval. Lze předpokládat, že v př́ıpadě prouděńı vazké tekutiny by bylo
možné δχ sńıžit.

Pro všechny testované počátečńı polohy kondenzace konvergovalo řešeńı srovnatelně
rychle jako při jednofázovém výpočtu a v některých př́ıpadech dokonce rychleji. (Ta-
bulka 5.3)
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bez kondenzace

- 0 106

počet iterací 54700 54800 52500 52300

Počet iterací
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Tabulka 5.3: Srovnáńı počtu iteraćı jednofázového výpočtu a výpočtu s modelem kon-
denzace na lopatkové mř́ıži

Pr̊uběh tlaku na lopatce (Obrázek 5.11) ukazuje, že uvažováńı kondenzace páry má
výrazný vliv na výsledky. Výpočet AUSM schématem doplněným výše popsaným mo-
delem kondenzace je zde srovnán s výsledky AUSM schématu pro jednofázové prouděńı
a se složitěǰśım modelem dvoufázového prouděńı, jehož výsledky jsou převzaty z [22].
Tento model je založen na Eulerových rovnićıch, doplněných transportńımi rovnicemi
pro momenty kapalné fáze.
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Obrázek 5.11: Tlak na lopatce SE 1050. Vlastńı výsledky z AUSM schématu pro jed-
nofázové prouděńı a s modelem kondenzace a převzaté výsledky z Laxova-Wendroffova
schématu s modelem dvoufázového prouděńı [22]

Porovnáme-li nejprve výsledky výpočt̊u AUSM schématem, pozorujeme, že vliv konden-
zace se projev́ı předevš́ım na podtlakové straně lopatky. K nerovnovážnému fázovému
přechodu zde sice při volbě χlim = 3.15% docháźı až v 81% délky lopatky, avšak pr̊uběhy
tlaku se odlǐsuj́ı už přibližně od poloviny lopatky. Tlak zde oproti jednofázovému
prouděńı zač́ıná nar̊ustat a v mı́stě x ≈ 0.84 naopak klesne pod hodnoty jednofázového
prouděńı. Složitěǰśı model dvoufázového prouděńı ukazuje podobný pr̊uběh tlaku, avšak
posunutý doleva. To je zjevně zapř́ıčiněno t́ım, že kondenzace nastává dř́ıve, což je
ostatně patrné i z Obrázku 5.12. Ukazuje se, že sńıž́ıme-li kritérium limitńı vlhkosti
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Kapitola 5. Prouděńı páry s fázovým přechodem

M: 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

(a) Machovo č́ıslo, AUSM, χlim = 3.15%

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

(b) Vlhkost, AUSM, χlim = 3.15%

M: 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

(c) Machovo č́ıslo, AUSM, χlim = 2.75%

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

(d) Vlhkost, AUSM, χlim = 2.75%

M: 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

(e) Machovo č́ıslo, L-W

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05χ:

(f) Vlhkost, L-W

M: 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05χ:

Obrázek 5.12: Machovo č́ıslo a vlhkost na lopatkové mř́ıži SE 1050. Výsledky pro
AUSM schéma s modelem kondenzace ( a)- d)) a pro dvoufázové prouděńı s Laxovým-
Wendroffovým schématem ( e), f), převzato z [22])
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Kapitola 5. Prouděńı páry s fázovým přechodem

na χlim = 2.75%, aby kondenzace nastala dř́ıve, dostaneme s jednoduchým modelem
kondenzace velmi podobné výsledky jako ze složitěǰśıho modelu dvoufázového prouděńı.

Na přetlakové straně lopatky docháźı dle obou model̊u dvoufázového prouděńı k fázo-
vému přechodu přibližně v 95% délky a rozd́ıly v pr̊uběźıch tlaku oproti jednofázovému
prouděńı se týkaj́ı pouze krátkého úseku před odtokovou hranou. Oba modely dávaj́ı
podobné výsledky, pr̊uběh z jednoduchého modelu kondenzace s AUSM schématem je
hladš́ı a neobjevuje se v něm lokálńı maximum tlaku v mı́stě kondenzace. Důvodem
vzniku tohoto maxima může být použit́ı Laxova-Wendroffova schématu v př́ıpadě slo-
žitěǰśıho modelu.

Obrázek 5.12 ukazuje, že při limitńı vlhkosti χlim = 3.15% docháźı dle jednoduchého
modelu ke kondenzaci později, než odpov́ıdá výsledk̊um ze složitěǰśıho modelu dvou-
fázového prouděńı s Laxovým-Wendroffovým schématem. Izočára znač́ıćı počátek kon-
denzace má jiný tvar a ovlivňuje i daľśı strukturu proudového pole. Při sńıžeńı li-
mitńı vlhkosti na χlim = 2.75% se již výsledky obou model̊u shoduj́ı podstatně lépe.
Přetrvávaj́ıćı odlǐsnosti ve výsledćıch mohou být zapř́ıčiněny nejen rozd́ılným mode-
lováńım kondenzace, ale také použit́ım r̊uzných numerických schémat k aproximaci
konvektivńıch tok̊u.

Ukazuje se, že jako kritérium pro počátek kondenzace neńı vhodné použ́ıt pevně da-
nou hodnotu limitńı vlhkosti. Hodnota χlim = 3.15%, nastavená na základě expe-
rimentálńıch výsledk̊u na Barschdorffově dýze, neodpov́ıdá numerickým výsledk̊um
složitěǰśıho modelu kondenzace na lopatkové mř́ıži turb́ıny. Při určováńı mı́sta kon-
denzace by měly být zohledněny daľśı parametry, např́ıklad rychlost expanze, teplota
směsi či teplota syté páry. Při zpřesněńı kritéria pro počátek kondenzace má jedno-
duchý model potenciál dávat výsledky srovnatelné se složitěǰśım modelem při značně
nižš́ı výpočetńı náročnosti.
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Kapitola 6

Závěr

Práce se zabývá vývojem výpočetně nenáročného modelu dvoufázového prouděńı vody
a vodńı páry. Model je použit k numerickému řešeńı stlačitelného prouděńı pomoćı
programu vyvinutého autorem. V prvńı části práce jsou popsány př́ıpady 1D a 2D jed-
nofázového prouděńı slouž́ıćı k odladěńı programu. Výpočet je založen na Eulerových
rovnićıch, diskretizovaných metodou konečných objemů. Dále je představen model ne-
rovnovážného fázového přechodu s aplikacemi na 1D a 2D geometrie. Dosažené výsledky
jsou porovnány s experimentem a s numerickými výsledky jiných autor̊u.

Řešenými př́ıpady jednofázového prouděńı jsou 1D a 2D Barschdorffova dýza a 2D lo-
patková mř́ıž SE 1050. Pro výpočet na dýze je použito Laxovo-Friedrichsovo schéma se
sńıženou viskozitou. Je zde ukázáno, jak hodnota koeficientu umělé viskozity ovlivňuje
ostrost zachyceńı rázové vlny. V př́ıpadě lopatkové mř́ıže se Laxovo-Friedrichsovo schéma
ukázalo jako nedostatečně přesné a dosažené výsledky neodpov́ıdaly experimentu. Proto
byl výpočet na lopatkové mř́ıži proveden také s moderněǰśım AUSM schématem, které
dokáže lépe zachytit rázové vlny. Výsledky AUSM schématu již byly uspokojivé, k
daľśımu zpřesněńı výpočtu by bylo vhodné zvýšit řád prostorové diskretizace.

Model dvoufázového prouděńı vody a vodńı páry byl vyvinut s ćılem dosáhnout re-
levantńıch výsledk̊u při ńızkém nár̊ustu výpočetńı náročnosti oproti jednofázovému
prouděńı. Snahou je źıskat pr̊uběhy veličin odpov́ıdaj́ıćı realitě, přestože děje v mı́stě
fázového přechodu nejsou přesně modelovány. Výsledky dosažené při 1D výpočtu La-
xovým-Friedrichsovým schématem na Barschdorffově dýze odpov́ıdaj́ı stanoveným ćıl̊um.
Pr̊uběh Machova č́ısla před a za mı́stem kondenzace jev́ı dobrou shodu s experimentem,
přestože samotný pr̊uběh kondenzace přesně zachycen neńı.

Aplikace na Barschdoffovu dýzu ve 2D ukázala, že model kondenzace je možné použ́ıt
i pro řešeńı dvoudimenzionálńıho prouděńı na strukturované śıti, pokud śıt’ové čáry
přibližně odpov́ıdaj́ı proudnićım. Model byl následně použit pro výpočet na lopat-
kové mř́ıži turb́ıny SE 1050. Také v tomto př́ıpadě model prokázal svou robustnost
a při vhodném nastaveńı parametr̊u řešeńı konvergovalo, aniž by se výpočetńı čas
výrazně prodloužil oproti výpočtu jednofázového prouděńı. Výsledky byly porovnány s
dostupnými daty z výpočtu složitěǰśım modelem dvoufázového prouděńı [22].

Jako kĺıčová se ukazuje správná volba kritéria pro polohu fázového přechodu. Při
vhodném nastaveńı źıskáme výsledky srovnatelné se složitěǰśım modelem dvoufázového
prouděńı. V př́ıpadě méně vhodného nastaveńı se výsledky zač́ınaj́ı rozcházet, přesto
přinášej́ı zpřesněńı výpočtu oproti modelu jednofázového prouděńı. Přesněǰśı definice
kritéria počátku kondenzace je námětem pro daľśı vývoj modelu.
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3.3 Velikost kroku 1D śıtě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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