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Anotace

Prace se zabyva numerickym modelovanim proudéni statorem radialni turbiny, které je
realizovano feSenim zjednoduseného modelu. Zjednoduseny model predstavuje jednorozmérné,
stacionarni proudéni nevazké stladitelné tekutiny. V prvni ¢asti této prace jsou odvozeny
Navierovy-Stokesovy a Eulerovy rovnice. Ve druhé ¢asti je predstavena formulace tlohy a dalsi
Cast se zabyva popisem numerického feSeni. Prostorova diskretizace je provedena pomoci
metody koneénych objemti a pro ¢asovou diskretizaci je pouzita Eulerova doptedna diference 1.
fadu. Advekeni ¢leny jsou pogitany pomoci dvou riiznych schémat: AUSM™ a HLL. Posledni
¢ast zahrnuje vysledky numerického feSeni jednorozmérného proudéni a jejich porovnavani s
dodanymi vysledky vypoctu dvourozmérného turbulentniho proudéni.

Abstract

The work deals with numerical modeling of flow in a stator of a radial turbine. The solution is
based on a simplified model of a one-dimensional, steady flow of nonviscous compressible
fluid. In the first part of this work the Navier-Stokes and Euler equations are derived. In the
second part the formulation of problem is presented. Another part describes the numerical
solution, using the finite volume method for spatial discretization and the Euler forward
difference of 1st order for time discretization. Advection members are calculated using two
different schemes: AUSM™ and HLL. The last section includes the results of numerical solution
of one-dimensional flow and a comparison with results of two-dimensional turbulent flow
calculation.
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Prehled uzitého znaceni a zkratek
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Uvod

Pocitacova simulace je jednou z nejucinngjSich metod pro studium komplexnich systému.
Vypocty jsou Casové a finanéné méné naro¢né nez experimenty a poskytuji detailnéjsi obraz
proudového pole. Matematické modelovani a simulace nejriznéjSich procesit ma proto v praxi
velky vyznam.

Slozité ptipady je v dnesni dobé mozno fesit pouzitim komercnich softwarti typu ANSYS
Fluent. Tento program nabizi Sirokou fadu moznosti: simulace vicefazového proudéni, moznost
vypoctu na ménici se siti, nékolik modelt turbulence, vypocty prostupu tepla a dalsi fyzikalni
modely.

O stupen niz stoji nastroj Throughflow analysis tool pro analyzu pritoku, zalozeny na metodé
kone¢nych objemi. Numericky model vyuziva 3D Navierovy-Stokesovy rovnice zprimérované
v prafezu mezilopatkového kanalu. Pro proudéni u stény je pouzit mixing-length model
turbulence.[25]

V primyslu se vyuzivaji i jiné zjednodusené numerické modely pro predbézné odhady.
Naptiklad Olivier Adam a Olivier Leonard piedstavili vypocet kvazi-jednorozmérného modelu
pro axialni turbinu, viz [24]. Kazda lopatkova fada turbiny je diskretizovana zvlast metodou
koneénych objemil a feSena pomoci Eulerovych rovnic v kiivo¢arych soufadnicich. Resi¢
k ¢asové diskretizaci pouziva implicitni schéma. [24]

Jina metoda tzv. zakiivenych proudnic (Streamline curvature throughflow method) pro radialni
turbiny je popsana v [26]. Metoda umoziiuje zvlast fesit ucpani a ztraty a pouzit modely pro
stla¢itelné i nestlacitelné proudéni realnych i idealnich plyni a nadzvukové proudéni. [26]

Hlavnim cilem této diplomové prace je vyvoj programu pro vypocet zjednoduseného modelu
jednorozmérného proudéni statorem V radialni turbiné. Smyslem zjednodu$eného vypoctu je
poskytnout piedbéznou predpovéd proudeéni v relativné kratkém case. Vliv lopatek je
modelovan pomoci zdrojovych ¢lent v kvazi-1D Eulerovych rovnicich. Zdrojové c¢leny
predstavuji otoceni rychlosti, odstfedivou silu a zazeni kanalu vlivem nenulové tloustky
lopatky. Model bude nejprve otestovan na geometrii dyzy s proménnym prifezem. Vypocet na
radialni turbiné bude proveden pro dvé geometrie statoru.

Matematicky model ulohy je pfedstaven v prvni Casti této diplomové prace. Pro feSeni nevazké
stlacitelné tekutiny je zvolena soustava Eulerovych rovnic, vyjadiena v polarnich soufadnicich.

Dalsi ¢ast této prace se zabyva formulaci tloh: dyzy s proménnym priafezem, radidlni turbiny
bez vlivu lopatek a s lopatkami. K uvedenym rovnicim je definovana oblast feSeni, pocateéni a
okrajové podminky.

Numerické feSeni tloh je popsano ve tieti Casti prace. Je zde ukazana metoda kone¢nych
objemil v 1D. Déle je uveden stru¢ny popis schémat typu AUSM* a HLL, které jsou pouZity pro
diskretizaci numerickych tokd na hranici bunék sité. Pro ¢asovou diskretizaci rovnic je zvolena
dopfedna Eulerova metoda, ktera umoznuje vyjadfit diskretizované rovnice v explicitnim tvaru.
Dale nasleduje popis modelovani vlivu lopatky, tj. zptsob otoCeni proudu v piipadé radialni
turbiny. Vypocet bude proveden v programu vytvofeném v programovacim jazyce C++
autorkou prace. Tento piistup na rozdil od komercnich softwar umoznuje vytvoteni algoritmu
optimalizovaného pro feseni konkrétniho problému
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V posledni ¢asti jsou predstaveny vysledky numerického feSeni dyzy s proménnym prifezem a
dvou ptipadt radialnich turbin. Jako prvni pfipad feSime radialni turbinu v transsonickém
rezimu. Druhy piipad je rozvadéci cast turbiny automobilového turbodmychadla. Vlastni
vysledky feSeni jednorozmérného proudéni dvou rdznych turbin porovname s vysledky
dvourozmeérného turbulentniho proudéni jinych autord.
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1. Matematické modely proudéni stlacitelné tekutiny

K tomu, abychom se mohli zabyvat simulaci proudéni, potfebujeme stanovit matematicky
zéklad, tj. definovat rovnice, které popisuji dané proudéni. V této kapitole uvedeme bilan¢ni
rovnice, tvotici matematické modely proudéni tekutiny. Dale ukaZzeme soustavu Navierovych -
Stokesovych rovnic a jeji zjednoduSeni na jednorozmérnou soustavu Eulerovych rovnic. Pro
jednotlivé aplikace zminéné v této praci rozepiseme soustavu Eulerovych rovnic v riznych
tvarech.

1.1. Zakony zachovani

Zakony uvedené v této podkapitole lze zapsat jako bilance hmoty, hybnosti a energie
Vv kontrolnim objemu V. Bilance tika, ze ¢asova zména zachovavané veliiny J v objemu V je
rovna rozdilu toku této veli¢iny plochou dV a jeji produkci uvnitt objemu V. Podrobné odvozeni
bilan¢nich rovnic je mozné najit v [1], [12], [13]. Plati, ze

%_{V Jjav + ivF(]) ‘ndS = ﬁ P())dv, (1.1)

kde F(J) je vektor hustoty toku veli¢iny J plochou dV, P(J) je hustota produkce veli¢iny J, n je
jednotkovy vektor kolmy na dV. Dalsi tvary bilan¢ni rovnice (napt. diferencialni tvar) je mozné
odvodit pomoci Reynoldsova transportniho teorému. [18,532], [19, s27]

Za piedpokladu spojitosti vektoru hustoty toku F muzeme vztah (1.1) psat v diferencialnim
tvaru bilan¢ni rovnice pro veli¢inu J:

5t = PO, (1.2)

Nasledujici zakony zachovani vzniknou dosazovanim odpovidajicich veli¢in do rovnice (1.1).

. Ziakon zachovani hmoty

V daném piipadé je bilancovanou veli¢inou hustota, tj. / = p. Rovnice zachovani hmoty
Vv integralnim tvaru:

d
—f pdV+f pu-ndS = 0, (1.3)
at Jy v

kde p je hustota tekutiny, u je vektor rychlosti.

Diferencialni tvar rovnice kontinuity:

dp

T div(pu) = 0. (1.4)



. Zakon zachovani hybnosti

V tomto ptipadé je zachovavanou veli¢inou hybnost, tj. /| = pu. Integralni a konzervativni
(diferencialni) tvar zakona zachovani hybnosti:

0
—f pudV +j€ puu - ndS =§ o ndS +f pbdV, (1.5)
ot Jy av v v

kde @ je tenzor napéti, b je vektor vngjsich objemovych sil.

0
(gtu) + div(puu) = dive + pb (1.6)

o Zakon zachovani energie

Zachovavanou veli¢inou je zde celkova energie, tj. za | se dosadi souc¢in pE, kde E je mérna
. F 1z SR s 1z .1 v sy s .

celkova a sklada se z mérné kinetické energie Euz a mérné vnitini energie e.

Integralni tvar rovnice pro zachovani energie je nasledujici:

a
—f pEdV+f pEudef u-(a-n)d5+f u-pbdV. 1.7)
at J,, v s v

Prevodem povrchového integralu na objemovy miizeme rovnici zapsat v konzervativnim tvaru:

a(gtE) + div(pEu) = div(ou) + u - pb. (1.8)

1.2. 2D Navierovy — Stokesovy rovnice

Navierovy-Stokesovy rovnice popisuji proudéni Newtonské tekutiny. Dané rovnice byly
odvozeny Stokesem v Anglii a Navierem ve Francii v letech 1827 a 1845 nezavisle na sobé.
Tyto rovnice jsou rozsifenim Eulerovych rovnic a zahrnuji ucinky viskozity. Navierovy-
Stokesovy rovnice je soustava spojenych diferencialnich rovnic. V praxi je velmi obtizné fesit je
analyticky. V posledni dobé se pouzivaji supervykonné pocitace k feSeni rovnic numerickymi
metodami, jako je napf. metoda kone¢nych objemi, metoda konecnych diferenci, metoda
konecnych prvki a spektralni metody.[6]

Vychozi soustava rovnic vychazi ze zakladnich fyzikalnich zakont - zdkona zachovani hmoty,
zékona zachovéani hybnosti a zakona zachovani energie, viz Podkapitola 1.1. Casové zavislé 2D
Navierovy-Stokesovy rovnice bez uvazovani vnéjsi sily se skladaji z rovnice kontinuity pro
zachovani hmoty, dvou rovnic zachovani hybnosti a rovnice zachovani energie [1]:

Rovnice kontinuity

op 9w  O(pv) _

ot 0x ay 0 (1.9)



Pohybové rovnice

d(pu) 0d(pu®+ d(puv) Ot ot
(pw)  9(pu” +p)  0(pwv) 0t1y 0Tz

(1.10)

at dx dy dx dy

d(pv) d(puv) 0d(pv?+ d 9

(pv)  O(puv)  9(pv” +p) _0Ti2 0Tz (1.11)

at dx dy d0x dy

Energeticka rovnice
d(pE) 9((pE +p)u) 9((pE +p)v)
+ +
Jt d0x dy
aT 1.12
6 (uT11 + V712 + Ag_’]x") a (ule + U132 + AW) ( )
= + )
0x dy

kde u, v jsou sloZky rychlosti, pE je celkovd energie, p staticky tlak, T teplota, 7;; tenzor
teCnych napéti, A soucinitel teplotni vodivosti a x, y jsou kartézské souradnice.

Tepelné toky jsou vyjadieny jako:

oT oT

Ge=—dg  Gy=lg. (1.13)
Pocet zavislych proménnych je pét: hustota p, teplota T (kterd je obsaZzena v energetické
rovnici), tlak p a dvé slozky vektoru rychlosti u slozka ve sméru x, v slozka ve sméru y.
Vsechny zavislé proménné jsou funkcemi vSech tfech nezavislych proménnych (¢, x,y). Pocet
neznamych je o jednu vyssi nez pocet rovnic a proto je soustavu nutné doplnit dals§i rovnici.
Zvolena byla stavova rovnice idealniho plynu p = pRT, kterou lze pievést do nasledujiciho
tvaru pro tlak:

p= (=1 [oE~3p02 +v2), (1.14)

kde y je pomér tepelnych kapacit pfi stalém tlaku resp. objemu.

Vektor rychlosti ma dvé slozky, tenzor teCnych napéti ma ¢tyfi slozky. Pro tenzor te¢nych
napéti newtonské tekutiny plati vztah:

_2u< du 617) _2,u< dav au)
22

=325 ey T3\ %y o

Jdu 4 av)
dy dx/)’

(1.15)

T12 = T21 =IJ<

kde u je dynamicka viskozita.



Soustavu rovnic (1.9) - (1.12) je mozné psat ve vektorovém tvaru pro konzervativni proménné
W, F,G [4,57] nebo [15,533-37]:

W,+F,+G,=R,+5, (1.16)

kde

o 0 0

p 2 [ T11 ] [ T21 ]

_|P¥|p_| PU +p | |

pY puv k oT | |
E E + i

P (p pu Uty + U7y + 1o |_ J

pv
puv

pv® +p
(pE +p)v
Vektor W je vektor konzervativnich proménnych, F a G jsou nevazké fyzikalni toky, S a R
ptedstavuji vazké fyzikalni toky.

G =

Systém Navierovych-Stokesovych rovnic miize byt zjednoduSen zanedbanim jedné nebo vice
rovnic nebo nékterych Elent kazdé rovnice. Zanedbanim ¢lent popisujicich vazké efekty a
vedeni tepla ziskame soustavu Eulerovych rovnic. Tyto rovnice obsahuji pouze konvekéni ¢leny
N-S rovnic. Jinou moznosti zjednodusovani je zanedbani tlakovych gradientl. Tim ziskame tzv.
Burgersovou rovnici. Ta mize byt linedrni neviskdzni, nelinearni neviskoézni, linearni viskdzni a
nelinearni viskozni.

Je znamo, Ze tidici rovnice v mechanice tekutin a pfenosu tepla jsou smiSenych typi: elipticke,
parabolické a hyperbolické parcialni diferencialni rovnice. Typ rovnice je uren pritomnosti
nebo absenci uréitych ¢lent a zalezi na prislusném fyzikalnim fenoménu. Navierovy-Stokesovy
rovnice predstavuji nelinedrni parabolicky systém. Na typu rovnic zavisi volba numerickych
schémat.

Vyse uvedeny systém N-S rovnic je popsan Eulerovymi soutfadnicemi, pro které je aktualni
proudové pole vztazeno k referenénim soufadnicim. Podrobnéji v [14] nebo [15].

1.3. 1D Eulerovy rovnice

Tato prace se zabyva feSenim soustavy zjednodusSenych Navierovych-Stokesovych rovnic, tj.
soustavou Eulerovych rovnic. Rovnice jsou pojmenovany na pocest Leonarda Eulera, ktery
studoval riiznorodou problematiku dynamiky tekutin v poloviné 18. stoleti. Pfi vysokych
Reynoldsovych &islech hraji vazké a turbulentni efekty roli jenom v malé oblasti v blizkosti
stény. Chovani takového proudéni je dobfe popsano pomoci Eulerovych rovnic. [5]

Dale bude predstaven zjednoduSeny jednodimenzionalni tvar Eulerovych rovnic. Nezavislymi
proménnymi jsou prostorova soufadnice x a Cas t a zavislymi proménnymi: tlak p, hustota p a
jedna slozka rychlosti u ve sméru x.

Pro 1D piipad lze systém Eulerovych rovnic zapsat v konzervativnim tvaru [1]:

W, +F, =0. (1.17)



Diferencialni forma:

P pu 0

0 0 >

5% pu +0_ pu+p |=1{o0). (1.18)
pE *\(PE + p)u 0

Kromé diferencialni formy lze pouzit integralni formu:

0
—f wdv +f F.dS = 0. (1.19)
at Jy av

1.4. 1D systém Eulerovych rovnic v kvazilinearnim tvaru

Nelinearni systém bilan¢nich rovnic mizeme psat v kvazilinedrnim tvaru:

W, +AW)W, =0, (1.20)

kde Jacobiho matice A(W) = dF/0W o rozméru korespondujicim s pocétem proménnych
ve vektoru W. Systém (1.20) je hyperbolicky, pravé kdyz A ma pouze realna vlastni Cisla a
realné linearn¢ nezavislé vlastni vektory. Pfimym vypoctem lze zjistit, ze matice A ma realna
vlastni Cisla, ktera piedstavuji rychlosti §ifeni informace: 4; = u —a, A, =u,A; = u+ a, kde
a je lokalni rychlost zvuku. Kazdé z téchto vlastnich ¢isel ma pravostranny vlastni vektor. Tyto
vlastni vektory jsou linearné nezavislé a matici A lze diagonalizovat A = R diag(u — a,u +
a,a)R™1. Matice R se sklada z vlastnich vektor(i matice A. Z toho vyplyva, Ze nelinearni
systém Eulerovych rovnic v 1D je hyperbolicky.

1.5 Kvazi-1D Eulerovy rovnice v osové symetrickém kanale

Jednou z dil¢ich tloh této prace je proudéni v dyze sproménnym prifezem. Proudéni s
proménnym prufezem je pouzivano pii studiu jevi proudéni tekutin v potrubi, kanalech,
razovych trubkach a tryskach. Ridici rovnice vznikaji zjednodusenim vztahii pro trojrozmérné
homogenni proudéni za ptedpokladu dostateéné hladké zmény prafezu. 3D Eulerovy rovnice
integrujeme v prifezu A(x), ¢imz snizime pocet prostorovych soufadnic ze tfi na jednu.
Proménny prufez vede ke vzniku zdrojového ¢lenu na pravé strané. [1,s85], [10,527-28],
[23,5115]

Wi+ FW), = QW) (1.21)
Rozepsanim do slozek dostaneme:
0
A pul
a (P ] dA
a(puA) +—| (pu*+p)A |=|p— | (1.22)
pEA (PE + p)uA g"



1.6. Kvazi-1D Eulerovy rovnice v polarnich souiadnicich

Existuji ptipady, ve kterych je vhodné pouzit jiny nez kartézsky soutadnicovy systém, napiiklad
polarni soutfadnicovy systém. Tento soufadnicovy systém je vhodné pouzit pro proudéni
statorem radialni turbiny, které je pfedmétem této prace.

Jednotlivé zakony zachovani v cylindrickych soufadnicich jsou uvedeny v [19,s31,536].
Soustava Eulerovych rovnic pro pohyb tekutiny v potrubi je uvedena v [20,5425] [21, Kap. 4.9].

Vychozi soustavu rovnic pro 1D proudéni Vv radialni turbiné v polarnich soufadnicich mizeme
odvodit naptiklad ze soustavy rovnic pro 2D proudéni. ZapiSeme konzervativni tvar 2D
soustavy Eulerovych rovnic:

oW 19(F) 146

=B, 1.23
ot ' r or rade ( )
kde
0 'l pu

P pltr u3 p [ ¢ ]

wel|P| po| pwrte _{Pr | go| Pl |

T (Pue| T T pupus T e | YT pugtp |

pE (PE + p)us | o | LeE+pu,]

kde 7 je radialni vzdalenost od pocatku, u, je radidlni slozka rychlosti, u,, je obvodova slozka

) L, . . . s i uz .
rychlosti. Ve zdrojovém ¢lenu B modeluje pomér g vlivy vzniklé zuZzenim kanalu a pT‘p je
odstrediva sila.

Soustava rovnic musi byt doplnéna rovnici pro tlak, napf. vztahem pro tlak idealniho plynu:

p=F-1 [pE - %p(uf + ui)]- (1.24)

Reseni budeme uvaZovat na jednom mezilopatkovém kanalu, ktery je zndzornén na obr. 1.
Resena oblast je 2:

Q=A{[r,ol;rour <7 <1in; 91(r) < @ < (M}

(1)

Four

Obr. 1 — Geometrie mezilopatkového kandlu



Rovnici (1.23) vynasobime r a integrujeme pies element Vc ), kde ry <r <r, a ¢,(r) <
@ < @2(7)

FCow 100F) 106 v
T
1 1o _ 1.25
ff(@t +r or +r )rd(pdr ffBrd(pdr (125
™ Q1 T P1

Rowvnici (1.25) nejprve integrujeme vzhledem Kk ¢. Uzijeme vzorec pro zaménu poradi
derivovani a integrovani:

P2
f of (r, ¢, 1) do

(]
4 9 /.
ot "ot f flr,t)dp = g(f(h b)), (1.26)

P1

kde f(r,t) oznaluje stfedni hodnotu f(r,@,t) Vobvodovém sméru, b je uhlova sitka
mezilopatkového kanalu v obvodovém sméru. Pro ni plati vztah:

b(r) = ¢2(r) — @1 (r). (1.27)

Viz obr. 1.

Pro derivovani podle parametru r plati vztah:

r)a ) P @2(r) 5 ()(pz
ot r
TELDip= [ feondo-|reen™ 2] a2
ar Jar
@1(1) o1(1)
Integrujeme rovnici (1.25):
6W 1 0(rF) 10G
f + - do
b r or rago
(rbF) 5 (1.29)
ow d(rbF @ 1. 0o, =
_F-l_rb( or [Fc')r >+E[ lo; =B =0
Z rovnice (1.29) vyplyva:
o(rbW) 0(rbF) 1?2 61
— — = 1.30
ot * ror [TF ] Gl =rbB. (130)

Podminka nepropustnosti pii ¢ = ¢4 a ¢ = ¢, dava na hranicich u.n = 0. Pfredpokladame, ze
p1 = p, = p. Proto:

221 q]” = 2
T ) = rparez,

P) (1.31)

1

kde e, je jednotkovy vektor.



Dostavame KVVAZI-1D rovnici:

0
db

=brB+1p|or| (1.32)
0
Lol
Protoze se v feSeni mohou vyskytnout nespojitosti, napi. razové vlny, je lepsi pouzit integralni
tvar rovnice (1.32):

a(brW) N d(brF)
ot ar

o) T
0 _ — _
5% f (brW)dr + [brF];? = f brQdr, (1.33)
&1 T
kde zdrojovy ¢len Q je:
0
__ p ab
Q=B+3or| (1.34)
0
Lol
2. Formulace uloh

Tato prace se vénuje feseni dvou uloh, které budou formulovany v této kapitole. Pfipomeneme,
ze feSime jednorozmérné proudéni nevazké stlacitelné tekutiny. Piedpokladame, ze parametry
proudéni se neméni s ¢asem, takové proudéni je stacionarni. Proudéni miZzeme modelovat jako
jednorozmérné, jestlize se jeho parametry neméni ve sméru kolmém k vektoru rychlosti.
Predpoklad 1D proudéni se ¢asto pouziva pro zjednoduseni komplexniho problému a také pro
ziskani rychlé piedstavy o vlivu zmény vstupnich parametri na chovani proudéni.

2.1. Dyza s proménnym priiezem

Prvni fesenou ulohou je dyza s proménnym priifezem. Tato uloha slouzi k testovani pouzité
numerické metody.

Prufez kanalu je dan funkci A = A(x), ktera je znazornéna na obr. 2, kde x znaci vzdalenost
podél kanalu. Hledame vektor W(x,t): R? —» R3, ktery na oblasti 2 € [0,X] X R* spliuje
rovnici

W:+tF,=Q (2.1)

a na hranici 012 spliiuje okrajové podminky a v ¢ase t = 0 pocate¢ni podminku.

Jako pocate¢ni podminku ptedepisujeme klidovy stav W(x,0) = Wy, kde u =0,p =pg, p =
Po- Stanoveni okrajovych podminek je zalozeno na urceni vlastnich cisel linearizované soustavy
Eulerovych rovnic (viz Podkapitola 1.4). Jacobiho matice soustavy (1.21) ma 3 rtzna realna
vlastni ¢isla 14 = u — a, 1, = u, A3 = u + a. Znaménko vlastniho ¢isla odpovida sméru Sifeni
informace. Pro subsonicky vstup u < a jsou dv¢ kladna vlastni Cisla 4, a 43, tj. informace se
§ifi smérem do vypocetni oblasti. To znamend, ze na vstupu musime zadat 2 okrajové
podminky. V naSem piipad¢ zadavame celkovy tlak a hustotu. Pro subsonicky vystup je potieba
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zadat pouze jednu okrajovou podminku, protoze do oblasti vstupuje jedna charakteristika,
odpovidajici zapornému vlastnimu ¢islu 44, v naSem piipadé zadavame vystupni tlak.

1.4

1.2 — =

\ /

O T T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

X [m]

Obr. 2 — Velikost prirezu podél dyzy

2.2. Radialni lopatkova mriz

Hlavnim cilem této prace je feSeni proudéni radialnim statorem. Matematicky model pro jeho
feSeni jsme popsali v Podkapitole 1.6. Nize popiSeme formulace tloh radialniho uspotadani
nejprve bez uvazovani lopatek a nasledné se zahrnutim jejich vlivu.

Radialni usporadani bez lopatek

Radialni uspofadani turbiny bez lopatek predstavuje model prostého mezikruzi, jak je
znazornéno na obr. 3. Proud tekutiny vstupuje na vn&j§im poloméru 7, a pii podzvukovém
rezimu se vlivem zizeni priifezu za¢ne urychlovat smérem k vystupu 7,,,¢-

Hledame vektor W(r,t): R> » R* na feSené oblasti 2 € [ry,:1i,] X R*. Hranice o0 je

tvofena vstupem 1y, a vystupem 7,,;.
W)+ (rF), =B (2.2)

Pozadujeme splnéni pocate¢ni podminky a okrajovych podminek na hranici 62. Volba
okrajovych podminek je zaloZzena na stejném principu, jako v pfipadé dyzy. Matice
linearizované soustavy V polarnich soufadnicich, v analogii s kartézskym soufadnicovym
systémem, ma Ctyfi vlastni ¢isla 4, = u,, 1, = u,, 43 = u, + a,4, = u,, — a. Na subsonickém
vstupu —a < u, < 0 potiebujeme predepsat tii okrajové podminky, protoze do oblasti vstupuji
tfi charakteristiky odpovidajici kladnym vlastnim ¢islim. Oproti dyze predepisujeme navic thel
vektoru rychlosti @. Na subsonickém vystupu do oblasti vstupuje pouze jedna charakteristika
odpovidajici zapornému vlastnimu ¢islu a proto predepisujeme jedinou okrajovou podminku, a
to vystupni tlak.

Pocate¢ni podminky uvazujeme opét klidovy stav W (r, 0) = W,.



Obr. 3 — Resend oblast modelu bez lopatek

Radialni usporadani s lopatami

Radialni lopatkova mfiz je tvofena periodicky se opakujicimi mezilopatkovymi kanaly.
Geometrie mezilopatkového kanalu je vyznacena na obr. 4. Budeme piedpokladat periodicitu
feSeni a provedeme vypocet pouze na jedné posunuté ekvivalentni oblasti, ktera je zobrazena na
obr. 5.

Obr. 4 — Mezilopatkovy kandl radidlni lopatkové mrize
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Obr. 5 — Oblast FeSeni pro radialni lopatkovou mitz

Reseni dané ulohy vychazi ze zjednoduseného modelu prostého mezikruzi s piidanim
zdrojového €lenu urcujiciho vliv lopatky. Pro zohlednéni vlivu lopatky musime vhodné otodit
vektory rychlosti a pfidat ¢len vyjadiujici Sitku mezilopatkového kanalu. Podrobnéji viz
Podkapitola 3.7.

Hledame stacionarni feSeni rovnice:
(brW), + (brF), = brQ. (2.3)

Cas t ma vyznam itera¢niho Casu.

Ukolem je najit vektor W(r,t): R? > R* na oblasti 2 € [r,y;7in] X RY . Hranice o0 se
sklada ze vstupu o souiadnici 1y, a vystupu r,,,;. Oblast feSeni je oznacena na obr. 5.

Zadavané okrajové podminky jsou stejné jako v ptipadé radialniho uspoifadani bez lopatek.
Pocateéni podminka pro danou soustavu opét piedstavuje klidovy stav W(r,0) = W,,.

3. Numerické reSeni

Najit analytické feSeni Eulerovych rovnic je velmi obtizné, dokonce i pro jednorozmérny
pripad. Analytické feSeni dokazeme najit pouze pro velmi zjednodusené piipady, jako napf.
Burgersova rovnice nebo rovnice advekce-difuze. Chceme-li ziskat informace o proudovém
poli, mizeme provést experiment, ktery je v8ak obvykle finanéné naro¢ny. Proto se stale Castéji
uzivaji numerické metody, kterymi lze nalézt ptiblizné feSeni danych problémd. Jejich
zakladem je ¢asova a prostorova diskretizace, ukazana na zacatku této kapitoly. Metoda piimek
umoziuje provést diskretizaci prostoru a ¢asu nezavislé na sobé [17,s205]. Pro prostorovou
diskretizaci je uzito metody konecnych objemu typu “cell-centered”, ktera je popsana v dalsi
Casti kapitoly. Dana tloha je feSena explicitni metodou ustalovani, ktera hleda ustalené reseni
jako limitu nestacionarniho feSeni pro t — oo pii stacionarnich okrajovych podminkach.
K feseni diskretizované soustavy rovnic pouzijeme schémata typu AUSM* a HLL.
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Na konci této kapitoly se budeme zabyvat zptisobem vyjadieni vlivu lopatky na proudové pole.
Uvedeme parametry, kterymi vyjadiujeme geometrii lopatky. Dale popiSeme postup zpracovani
dodanych dat z 2D vypocétu pro dva statory radialnich turbin, které budeme porovnavat s
vysledky 1D vypoctu ptedstaveného v této praci.

3.1. Metoda kone¢nych objemi

Metoda kone¢nych objemu je zpusob diskretizace parcidlnich diferencialnich rovnic. MKO
vychazi z integralniho tvaru zadkonti zachovani. Oblast feseni rozdélime na koneény pocet
kontrolnich objemt, které tvofi jeji Gplné disjunktni pokryti. Tim ziskame kone¢ny pocet bodi,
ve kterych hledame hodnoty neznamych. Podle umisténi neznamych se rozlisuji dva zakladni
ptistupy [16,s77-80]:

Vv

o Cell-centered schéma (obr. 6a) — neznamé jsou ulozeny v t&€Zisté¢ bunky sité, tj.
kontrolni objem je shodny s burkou site.

o Cell-vertex schéma (obr. 6b) — proménné jsou uloZeny v uzlech sité. Kontrolni objem
muze byt bud’ totozny s buiikou sité, nebo soustfedény okolo uzlu sité (dualni kontrolni objem).

(a) (b)

Obr. 6 — Kontrolni objemy schémat typu cell-centered (a) a cell-vertex (b) [16, s38]

Vyhodou MKO je snadna implementace na strukturované i nestrukturované sité. Diky tomu, ze
MKO vychazi z integralniho tvaru zakonli zachovani, je mozné ji pouzit i k feSeni piipada
s vyskytem nespojitosti, napf. razovych vin. Tim ziskame slabé Feseni * danych rovnic, které
splituje integralni bilance, pfestoze odporuje podminkdm diferenciadlniho tvaru rovnic.
Podrobnéji v [12,536].

3.11 MKO pro 1D problém

V této kapitole rozebereme princip MKO na 1D piikladu. Rozdélime vypoctovou oblast
2 =1cRna N podintervali [; = [x, 1, 1], jak je zndzorn€no na obr. 7. Rozd€leni musi
2 2

spliiovat tyto podminky:
o I; n'I; = 0 nebo I;, I; maji spole¢ny prave jeden bod, pro i # j
o Ui Ii =1

! Definice slabého fefeni Eulerovych rovnic v 1D: necht’ F € C*, W, € LL,., W(x,t) € L} ,.(R X R*).
Funkce W nazveme slabym feSenim rovnice W, + F, = 0 s pocate¢ni podminkou W(x,0) = W(x)

pravé tehdy, kdyz V¢ € C' (R X R*) somezenym kompaktnim nosi¢em plati: f;w f_::o(Wgat +
Fo,)dxdt = — [*7 W, (x)g(x,0) dx
12



Fie Wi Fit12

-1 | |
i-1/2 i+1/2
Obr. 7 — Buiika sité

Rovnici (1.21) integrujeme pies interval ;.

il il

| o roax= [ Zodr 3.1)
xi_l xi_l
2 2

Za ptedpokladu, Ze se kontrolni objem v ¢ase neméni, ¢asovou derivaci vektoru konzervativnich
proménnych mizeme vytknout pied integral:

d (Fisd e e
— 2de+f °F dxzf 2 Qadx. 3.2
dt x 1 % 1 x - (3.2)
2 2 2
d [*isd Xl Yl 3.3
— +2de+[1!«"]x+§=f "2 0 dx. 3:3)
dt X1 i-3 x, 1
2 2
Pro element i mizeme definovat priimérnou hodnotu W, (t):
X. 1
J, 2 W dx
— i—% 1 xi+% (3 4)
Wi=—"—"——=— W dx. :
X, 1—x, 1 Ax;),
l+§ l_i i—%

Po dosazeni do rovnice (3.3) dostaneme rovnici v semidiskrétnim tvaru s indexem i uprostied
intervalu:

F 1-— Fi 1) + Q;, (3.5)

kde Q; je integralni priimér zdrojového ¢lenu, definovany obdobné jako W;. K aproximaci toku

F, 1 na hran® mezi buitkami i a i+ 1 se pouziva fada schémat, znichZ v nasledujicich
2

podkapitolach dvé uvedeme.

3.2. AUSM’

AUSM schéma bylo vyvinuto S cilem ostfeji zachytit razové viny, aniz by se prili§ zvysila
vypocetni naro¢nost oproti klasickym centralnim schématim s umélou disipaci. Je zalozen na
koncepci schématu upwind, ktera zohlediuje smér Sifeni informace v proudovém poli.
V zavislosti na znaménku charakteristickych rychlosti se pro aproximaci toku na hranici
uvazuje bud’ hodnota z levé, nebo pravé buiky.

Principem AUSM schématu je rozdéleni nevazkého toku na konvektivni a tlakovou cast.
Konvektivni cast toku je spojena s rychlosti advekce, zatimco tlakova c¢ast s rychlosti
akustickou. [8] Pavodné byla tato metoda navrzena pro stladitelné aerodynamické proudéni
Liouem a Steffenem. Pozdgji byla odvozena vyrazné piesnéjsi a robustn&jsi metoda AUSM ™ .[7]
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Vlastnosti AUSM™:

o Exaktni feSeni kontaktnich nespojitosti a razovych vin.
o Pozitivita zachovéavani skalarni veli¢iny, jako je hustota.
. Zdokonaleni pfesnosti.

o Jednoduchost a snadné zobecnéni zakonti zachovani.

Numericky tok na hranici buné€k i, i + 1 je definovan jako:

F 1=FW,W;,). (3.6)

l+2

V prvnim kroku pro AUSM schéma se neviskdzni tok rozdé€li na konvektivni a tlakovou ¢ast:

F=F©° +P, 3.7)
kde
P 0
FO =Ma|pu|, P=|(p] (3.8)
pH 0
Numericky tok F;,, 2 Vyjadiime jako soucet numerického toku konvektivni Casti F gi)l /2 @
numerického toku tlakové &asti P, /2 narozhrani i + 1/2, spojujicim buitky i a i + 1. [8]
Fioip=F2 ,+P, (3.9)
i+1/2 i+1/2 i+1/2» .
kde konvektivni numericky tok je dan vztahem:
T’Ei)l/z = Miy120i41/2Wiv1/2) (3.10)
kde ¥ = (p, pu, pH)", H je celkova entalpie, déna vztahem H = E + %.
Pro stanoveni ;4 je pouZito:
Y, proM 1=20
¥ 1 ={ ‘ 7 (3.11)
2 Yit1, jinak
0
Pivi/2 = <Pi+1/2>- (3.12)
0
Machovo ¢islo M; 4/, zapiSeme jako soucet dvou individudlnich komponent:
Mii1/ = M* (M) + M~ (Miyq). (3.13)

n

kde Indexy "+" a " —" jsou chapany jako smér Sifeni. Rychlost a tlak jsou tésné spojeny a
charakteristické proménné se S§iti rychlostmi u+a. Pro |[M| <1 se pohybuji dvé viny
Vv opatnych smérech a vzajemn€ mezi sebou interaguji. Proto M;4,/, poCitime jako polynom
proménnych (M + |M]):

1
M(J_i) = E(M + |M|), pro |[M| < 1. (3.14)

14



Dolni index oznacuje stupenn polynomu.

Dosazenim (3.14) do (3.13) je ziskana zdkladni formulace Machova ¢isla na rozhrani M; 44 /,:

Miyq1)2 = %[(M +1);+ (M —1)44] (3.15)

To ve skute¢nosti odpovida prostému praméru M; a M; ;.

Pro odstranéni nediferencovatelnosti (3.14) pti zméné znaménka vlastnich ¢isel Van Leer
vybral diferencovatelny polynom druhého fadu:

MG =+

@) (M £ M) (3.16)

el

Piedchozi vzorec ma za nasledek nesymetrickou distribuci signalu Sificich se charakteristickymi
rychlostmi (M + 1) pro M # 0.

Rozdé€lené Machovo ¢islo M; 4/, a funkee tlaku musi splfiovat nasledujici vlastnosti:

a) M*T(M)+ M~ (M) = M, konzistence.

b) M¥(M)=>0aM~(M) < 0.

C) M*jsou monoténni rostouci funkce

d) M*T(M) = -M~(—M), symetrie

e) M*M)=MproM =1, M~ (M) =MproM < —1.
f) M*jsou spojité diferencovatelné.

Rozdélené Machovo ¢&islo M'E ma tvar:

M(J—i)(M),pro M| =1

ME M) = _ (3.17)
4) t (1T Fy\
My (1F 2M )
coz vyhovuje vlastnostem a) — f)
Vysledny vyraz pro Machovo ¢islo na rozhrani:
Mit1/2 = My (Mp) + Mgy (M o). (3.18)
Potom:
+ ! 3.19
M =5 Misaje £ [Misa o). (3.19)
Tlakova ¢ast toku na rozhrani je v obecném piipadé definovana jako:
Pii1;; = P(My,P;,M;;1,P;,). (3.20)
Ve vSech AUSM schématech je tlak na rozhrani dan nasledujicim jednoduchym vztahem:
Pii1)2 = Pl (M)P; + Py (Mi1)Piyy. (3.21)
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Rozdélené tlaky PE musi vyhovovat nasledujicim pozadavkim:

a) Pt*(M) + P~ (M) = 1, konzistence.

b) 0 < PE(M), fyzikalni predpoklad
N C

0 Z-20a2-<0

d) PHM) =P~ (M)

e) PtM)=1proM > 1;P~ (M) =1proM < —1.

f) PE(M) jsou spojité diferencovatelné.

Rozdélené tlaky P*:

1
—ME D), M| =1
+ _ 1 ’
Piy(M) = MW

. (3.22)
+ T ¥
M [(z2-M) F 3M]V[(2)]

Tok na rozhrani je sloZen z ptispévki z obou sousednich bunék. To vede k zavedeni spole¢né
rychlosti zvuku a;.1,, = a(W;, W;, 1), pomoci niz se stanovuje Machovo ¢islo.

1
@iv1/2 = 5 (@ + Qi) (3.23)

Vysledny vzorec pro vypocet numerického toku:

p p 0
Fiv1/2 = Qivap2 {Mﬁl/z <pu> + Mt/ (pu> }"‘ <pi+1/2>- (3.24)
pH/; PH/ 11 0

3.3. HLL

HLL schéma 1. Radu - Harten, Lax a van Leer (1983) [10,5315-321]

Resi¢ je navrzeny Hartenem, Laxem a van Leerem mé za tikol najit pfimou aproximaci funkce

toku FL. .1 Schéma uvaZuje dv€ viny s nejvetsi rychlosti Sifeni, ktere rozd€li oblast na tii
2

podoblasti, ve kterych povazujeme veli¢iny za konstantni (viz obr. 8).

Z hlediska ptesnosti je HLL schéma vhodné pouzivat pro vypocet hyperbolického systému dvou
rovnic, jako naptiklad 1D rovnice mélké vody. Pro vétsi systémy, naptiklad Eulerovy rovnice
nebo 2D rovnice mélké vody, je dvouvlnovy model nepiesny a proto se pouzivaji presnéjsi
modifikovana schémata. Piikladem je Einfeldtova modifikace s nazvem HLLE (1988), zaloZena
na teorii stability pro nespojitosti v tekutinach. Dale v roce 1992 vyvinul Toro HLLC schéma,
které pro Eulerovy rovnice pracuje s modelem ti vin.

Na obr. 8 je znazornéna vinova struktura vznikajici z pfesného feSeni Riemannova problému.
Uvazujeme kontrolni oblast [x;,xz] X [0,T], kde x;, < S, T a xg = SgT, piiéemz S; a Sy jsou
nejvyssi rychlosti signald, T je dany cas.
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X, TS, TSg  xp

Obr. 8 — Kontrolni oblast [x;, xg] % [0,T] na grafu x-t. S, a Sg jsou nejveétsi rychlosti signalii
vznikajicich pri reSeni Riemannova problemu [10,s318]

Integralni forma zakon® zachovani v kontrolnim objemu [x;, xz] X [0, T]:

XR XR T T
j W(x, T)dx = f W(x,0)dx + f F(W(x,t)dx — f F(W(xg,t) dx. (3.25)
XL XL 0 0
Vyfteseni pravé strany tohoto vyrazu dava:
XR
j W(x,T) dx :.xRWR _.xLWL +T(FL _FR), (326)
Xy,

kde F, = F(W,) a Fr = F(Wpg). Integralnimu vztahu (3.26) se fika podminka konzistence.
Integral na levé stran€ Ize rozdélit do tii integralt:

XR TSy TSg XR
f W Tdx=| WTdx+ | WeTde+| W(,T)dx. (3.27)
XL, Xy, TSy, TSg

Po vypocteni prvniho a tietiho ¢lenu na pravé strané dostaneme (3.27) nasledujici tvar:
XR TSR
J W(x,T)dx = W, T)dx + (TS, —x )W, + (xg — TSg)Wp. (3.28)
XL TSy,
Porovnanim vztaht (3.26) a (3.28) ziskame:
TSR
W(x,T) dx = T(SRWR _SLWL +FL _FR) (329)

TSy,

Délenim délkou T(Sg —S;), ktera je §itkou pasma mezi nejpomalej$§im a nejrychlej$im
signalem v Case T, ziskame:

1 TSk SeWp—S, W, +F, — F
W(x,T)dx = RYWR Ly L R.

_ (3.30)
T(SR - SL) TS, SR - SL

Konstanta na pravé strané rovnice (3.30) predstavuje primér piesného feSeni Riemannova
problému mezi znamymi rychlostmi signalti Sp a S; v ¢ase T. Tato konstanta se znaci :

_ SgWr— S, W, + F, — Fy

WHLL
Sr =S

(3.31)
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Provedeme integraci konzervativniho tvaru na kontrolni oblasti [x;, 0] X [0, T] viz obr. 8:
0
0= W(x, T)dx = _TSLWL + T(FL - FOL)! (3.32)
TS,
kde F, je tok F(W) podel t-osy. Vyjadiime F,
1 0
FOL = FL _SLWL __t W(x,T)dx. (3.33)

A TS|,

Vypoétem integralni formy zakonti zachovani pro kontrolni oblast [0, xgz] X [0, T] dostavame
dalsi vztah:

TSR

1
FOR = FR - SRWR _T W(.x, T)d.x (334)
0

Rovnost Fyr = F; vyplyva z podminky konzistence.
W, jestli %S S
W(x,t) = { WHLL jestli S, < ; < Sq (3.35)
l Wy jestli % > Sy
4t

S Sk

WHLL

W, Wr

{==
X

Obr. 9 — Grafické zndazornéni aproximace HLL FeSicem (angl.. HLL Riemann solver)
Predpokladame, Ze se struktura pfiblizného feSeni Riemannova problému sklada ze tfi
konstantnich stavii W, , WHLL W, oddélenymi dvéma vinami (obr. 9).

Pro subsonicky ptipad plati S, < 0 < Sg a W(x, t) = WHLL coz dosadime do rovnic (3.33) a
(3.34). Tim ziskame dvé rovnice pro vypocet numerického toku:

{FHLL=FL+SL(WHLL_WL) (3 36)
FHIL = Fp + Sp(WHEE — W) '
Jednu z nich zvolime a dosadime do ni (3.31):
SgF; — S, F SgS
pHLL =ZRL CLR G VRIL _w), (3.37)

Sr =51 Sr =S

V zavislosti na uspofadani vin dostaneme tii varianty pro vypocet numerického toku:
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F;, pro S =0

SRFL—SLFR+ SRSL
Sr =L Sr =S
Fp, proSp <0

i+ (Wg—W,), proS, <0 < S. (3.38)

F''t=F 1=
3 l+7

Abychom mohli vzorec pouzit, musime nejprve zjistit rychlosti vin §; a Sy, naptiklad pomoci
Davisovy metody [3,528]:

SL =u;,—aq, SR =uR+aR (339)
nebo
S, = min(u;, —a;,ug —ag) ,Sg = max(u;, + a;, ug + ag). (3.40)

Hlavni nedostatek HLL schématu se projevi pii vyskytu kontaktnich nespojitosti, pfi¢énych vin a
na materialovych rozhranich. HLL schéma uvazuje pouze dvé viny odpovidajici nejmensimu a
nejvétsimu vlastnimu ¢islu rovnic. Dalsi viny (pro 3D proudéni odpovidajici vlastnim ¢islim
Ay = A3 = A4 = u) nejsou ve vypoctu toku zohlednény (viz obr. 10). Modifikaci schématu,
odstranujici tento nedostatek, navrhli Toro, Spruce a Speares (HLLC).

Obr. 10 — Struktura presného Feseni Riemannova problemu pro 3D Eulerovy rovnice

3.4. Casova diskretizace

Pro feSeni metodou ustalovani potiebujeme diskretizovat rovnice nejenom v prostoru, ale i
v &ase. Casovy interval rozdélime na koneény pocet krokii o velikosti At. Zaginame ve stavu
daném pocatecni podminkou a postupné pocitame feseni v dalSich ¢asovych vrstvach.

Existuje velké mnozstvi metod, které mizou byt pouzity k ¢asové diskretizaci ulohy. Nejéastéji
pouzivané jsou explicitni a implicitni Eulerova metoda, metody Runge-Kutta, a Adams-
Bashforth metody. Explicitni metody pogitaji jednotlivé v kazdé buiice sité a novy stav na
zakladé predchozi Casové vrstvy, u implicitnich metod sestavime soustavu rovnic, jejimz
vyfeSenim dostaneme novy stav ve vSech bunkach sité. To vede K jejich slozitéjsi implementaci,
na druhou stranu plati pro velikost ¢asového kroku mensi omezeni kvili stabilit¢ nez u
explicitnich metod.

Pro vypocet aproximace ¢asové derivace W, byla v této praci zvolena explicitni Eulerova
metoda, coz je doptedena diference 1. fadu presnosti [22,5149]:

dW wptt—wp
de ‘' At

(3.41)
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To odpovida aproximaci ¢asové derivace W; v Case t™ jako smérnice ptimky spojujici body W7
awntt (viz obr. 11).

Wi A

b

At

-
-

Y

t

Obr. 11 — Aproximace casové derivace pomoci explicitni Eulerovy metody

Nyni se dostavame k otazce volby casového kroku, ktera musi zajistit stabilitu pouzitého
schématu. Volba ¢asového kroku je zaloZzena na Godunovoveé metod¢€ pro nelinearni systémy:

W, + F(W), = 0. (3.42)
Soustavu Ize napsat v kvazi-linearnim tvaru:
W, + AW, = 0. (3.43)

Godunovova metoda vyzaduje splnéni podminky [10,5217]:

X
At < ——, (3.44)
p(4)
kde p(A) je spektralni polomér matice A.
p(A) = max|A;(A)| (3.45)
V piipadé 1D Eulerovych rovnic dostaneme podminku:
Ax
At <k , k<1, (3.46)
lul +a
v polarnich soufadnicich:
Ax
At < k———, k<1 (3.47)
lurl +a

V tomto pfipadé jsme pro jednoduchost neuvazovali zdrojovy €len, vyskytujici se v rovnicich
(1.21) a (1.23). Budeme-li brat v uvahu zdrojové ¢leny na pravé strané rovnice (1.23), zméni
se podminka stability. Vliv zdrojového ¢lenu na stabilitu ukazeme na ptikladu skalarni rovnice
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u; + au, = —bu, x € (—o0,+),t € (0,+0), (3.48)

kde a je rychlost Sifeni viny. Pfedpokladame, ze a > 0a b > 0.

Pro diskretizaci pouzijeme upwind schéma:

n+l _ ,n n_gn
Uu; = U; n aul A;"l—l — _bu}’l, (34—9)
At
ulMtt =y ——a@ul —ul,) — bAtul. (3.50)

Ax

PouZijeme spektralni analyzu a do vzorce pro numerickou metodu dosadime uj* = el kde
i =+v—1 je komplexni jednotka, & € (0,2m) je frekvence a A" je amplituda odpovidajici
frekvenci . A vyjadiime 4 = 4 ().

alt

=1-—
A Ax

(1—e7%) - bAt = (1 — bAL) — aA—Axt(l — cos& +V—1sin§) (3.51)

Necht’ parametry C a B jsou:

At
C=a—>0, B=hbAt>D0. (3.52)
Ax

Pokud |1 (§)] < 1 pro V € € (0,2m), pak je metoda stabilni. Upravou vzorce (3.51) dostaneme
nasledujici vyraz:

A2 = (1— B — C(1 — cos§))” + C2sin?¢ =
=(1—-B)?2—-2(1 - B)C(1 — cos§) + C?(1 — 2cosé + cos?&) + C?sin?&
=1—-2B+B?—-2(1-B)C(1 — cos&) + 2C%(1 — cosé)
=1+B(B—-2)+2C(1—cos§)(C—1+B) <1.

Potom
B(B—2)+4Csin?(§/2)(C—1+B) <0. (3.53)
Nerovnost (3.53) je splnéna za podminky:
B-2<0, C+B—-1<0. (3.54)

Vzhledem k ptedpokladu tlohy € > 0 a B > 0 mtze byt podminka (3.54) shrnuta do jedné
nerovnosti:

C+B-1<0. (3.55)

Podminka stanovi omezeni ¢asového kroku:

At a
C+B an+bAt At(Ax+b)_1 (3.56)

Nutna podminka pro stabilitu daného upwind schématu:

At = (a + be)' (3.57)
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3.5. Realizace okrajovych podminek

Urceni poctu okrajovych podminek, které se predepisuji pro jednotlivé typy hranice oblasti,
bylo popsano v Kapitole 2. Zde bude popsana jejich realizace, ke které budou pouzity vztahy
pro izoentropické proudéni.

Izoentropické proudéni

Izoentropicky proces je déj adiabaticky a vratny a je popsan druhou vétou termodynamickou
prejde do tvaru s = konst. Realné procesy nejsou izoentropické, je vsak mozné je za urCitych
podminek jako izoentropické modelovat, naptiklad pokud proces probihda bez vymény tepla,
ptipadné je mozné vyménu tepla zanedbat, a v procesu se nevyskytuji Zadné jiné nevratné déje
vyvolané tfenim tekutiny (pro neviskozni proudéni nebo pro proudéni, ve kterém se daji vazké
efekty zanedbat). K izoentropickym termodynamickym zafizenim patfi: Cerpadla, plynové
kompresory, turbiny, difuzory a dyzy.

Prakticky vypocet izoentropického proudéni

V této Casti podkapitoly budou uvedeny dulezité rovnice potiebné pro popis izoentropického
proudéni.

V dynamice plynd se vliv stladitelnosti odvozuje od lokalni rychlosti zvuku a, tedy rychlosti
Sifeni elementarniho tlakového rozruchu ve stlaCitelném prostiedi. Newtoniv vzorec pro
rychlost sifeni viny v elastickém prostiedi:

a= d_”_ (3.58)
dp

Pro aplikace v plynech, kde tlak je p = f (p, T). Pii piedpokladu izoentropického proudéni pro
rychlost zvuku v idealnim plynu plati Laplacetiv vzorec:

,ap p
a= |— 2= |y—=,/yrT, (3.59)
0p, p

kde y je izoentropicky mocnitel.

Velmi dulezity parametr ve stla¢itelném proudéni je Machovo podobnostni ¢islo M

M=2 (3.60)
a

Casto je vyhodné pouzit rovnice v bezrozmémém tvaru. Za nezavislé proménné volime
Machovo ¢islo M a izoentropicky mocnitel y. Potom zavislé proménné jsou p/pg, p/po,T/To-
Nasledujici tvar Machova ¢isla I1ze odvodit ze St.Vénantovy-Wantzelovy rovnice a vztaht pro
izoentropicky proces v idealnim plynu. Podrobnéji v [11,s24-25,32].

? Indexem “s” se znaéi izoentropicka zména.
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M= )%1(% _ 1) (3.61)

Snadno lze z rovnice (3.61) odvodit vztah pro pomér teplot:

T 2

—=— 3.62
To, M?(y—1)+2 ( )
Obdobné Ize odvodit rovnice pro pomér tlaka a hustot:
L
P_ [ 2 _] (3.63)
po WMZ(y—-1+2]
1
P [—2 ]’H (3.64)
po IM*(y—-1+2
Odvozené vztahy pouzijeme pro zadavani vstupnich a vystupnich okrajovych podminek v uloze
dyzy a radialni turbiny.
Vstup
o Dyza

Na subsonickém vstupu zadavame dva parametry, protoze do oblasti vstupuji dvé
charakteristiky, viz Kapitola 2. Pro pfipad feSeny v této praci zadavame celkovou hustotu p, a
celkovy tlak p, a z vnittku oblasti extrapolujeme tlak p.

Vypocet Machova cisla:

2(%) 4 | (3.65)

y—1

R
I

Pomoci Machova ¢isla a rychlosti zvuku vypocitdme vstupni rychlost:
Uin = aoM. (3.66)

Pro vypocet hustoty a energii pouzijeme izoentropické vztahy. Vektor konzervativnich
proménnych v ptipadé dyzy s proménnym prifezem na vstupu ma tvar:

1
[ -1 |
o 1 |1+ 5) 7|
Win = [pinuin = PinUin ‘ (367)
pinEin Pin pinuizn
l y—1 2 J
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. Radialni turbina

Pro subsonicky vstup vstupuji do vypocetni oblasti tfi charakteristiky. Oproti ptipadu s dyzou
musime navic piedepsat thel nabéhu proudu a, ktery je definovan jako

Uy
a = arctg (u_) (3.68)
T

Vektor konzervativnich proménnych v ptipadé radidlniho usporadani:

1 -

[ y—I\1-y
Pin Po (1 T 2m )
- _ |PinUinCOSQf PinUin COS A 3.69
Win = | pipttin sina | = PinUin Sina | (3.69)
pinEin Pin pinuizn
L y—1 2

Vystup

Na subsonickém vystupu se zadava jeden parametr - staticky tlak, protoze na této hranici do
oblasti vstupuje jenom jedna charakteristika:

Pout = kpo, (3.70)

kde k je pomér vystupniho tlaku k celkovému vstupnimu tlaku. Zbyvajici veli¢iny
extrapolujeme z vnittku oblasti a korigujeme energii na vystupu:

pE =P P (3.71)

. Dyza s proménnym prifezem

Vektor konzervativnich proménnych na vystupu ma Vv ptipadé dyzy s proménnym prirezem
tvar:

p Pex
out PexU
Wout = |PoutUout | = e u2 . (3-72)
E Pout PexUex
PoutLout — t+—
y—1 2

Index ex znamena, ze se jednd o extrapolovanou hodnotu. Moznosti extrapolace je né¢kolik,
naptiklad se predepise hodnota z krajni buiiky nebo se pouzije linearni extrapolace.
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. Radialni turbina

Pro radialni turbinu vypada vektor W ,,,; nasledovné:

[ Pout 'l Pex
| PoutUr,out | PoutUr,ex
= | PoutUp,out | = PoutUg,ex (3.73)
[ Pout poutuoutJ [ Pout pout (ur ex T ugo ex)
Y — 2

3.6. Pocatecni podminky

Pocatecni podminky piedstavuji hodnoty proménnych, které charakterizuji stav vypocetni
oblasti v ¢ase oznaceném jako pocateCni Cas (typicky t = 0). Pocateéni podminky ovliviiuji
hodnotu dynamickych proménnych (stavové veli¢iny) kdykoliv v budoucnu.

Pfi nastaveni poc¢ateCnich podminek vychazime z predpokladu, ze na pocatku je cely systém
Vv klidu, coz znamenad, Ze rychlost proudéni je nula. Z klidové teploty a tlaku spocitdme klidovou
hustotu. Celkova energie, ktera je tieti slozkou ve vektoru konzervativnich proménnych, se bude
rovnat klidové energii, kterou spoc¢itime pomoci izoentropického vztahu. Pocate¢ni podminky
budou vypadat nasledovne:

Do
p(x) =po = Ty
u(x) =u,=0 . (3.74)
Po
= pFE =
e(x)=p —

3.7.  Vliv lopatky

V rovnici (1.33) vystupuje zdrojovy ¢len, jehoz vyznam je otoCeni proudu do sméru daného
lopatkou. V nasledujicich odstavcich popiSeme geometrii lopatky a zptisob vypoétu zdrojového
Clenu.

o Geometrie lopatky

Geometrie lopatky je popsana dvéma parametry: Ghlem zakiiveni 8 a relativni blokaci b. Uhel 8
odecitime mezi teCnou ke stfednici lopatky a radidlou. Radiala je definovana jako mnozina
stfedti kruznic vepsanych v lopatce (obr. 12).
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Obr. 12 — Lopatka turbiny, odecitdni ithlu zakriveni

Ve zdrojovém ¢lenu na pravé strané rovnice (1.33) vystupuje relativni Sifka kanalu
vV obvodovém sméru, definovand jako pomér uhlové Sitky kanalu s lopatkou k uhlové Siice
kanalu bez lopatky. Nékdy se této relativni Sifce fika blokace, protoze vyjadiuje, kolik tekutiny
kanal propusti nebo nepropusti, jinymi slovy kolik zablokuje tekutiny.

Hodnotu blokace b na piislusném poloméru r vypo¢itame dle vztahu:

~ +
b= M_ (3.75)

Pap)

Uhly jsou znazornény na obr. 13, O je stfed statoru. Hodnota blokace se pohybuje v rozmezi od
0 do 1, pfitom b = 1 na polomérech, kde neni lopatka a b = 0 by znacilo uplné zablokovani
kanalu lopatkou.

o

Obr. 13 — Grafické zndzornéni uréovani vhli
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Proud vstupuje do statoru pod tthlem nabéhu a (viz obr. 14). To odpovida okrajové podmince
na vstupnim poloméru 7y,.

Obecné na vypocetni oblasti £ ma vektor rychlosti proudu u slozky:

u= [Z;] (3.76)

Pokud piedepiseme thel vektoru rychlosti pouze na vstupu, nebude se obvodova slozka
rychlosti u, ménit a model bude odpovidat volnému radialnimu proudu.

Obr. 14 — Vektor rychlosti u vstupujici do statoru

Pfitomnost lopatek zpiisobi zménu sméru proudéni, kterou je potieba do vypocetniho modelu
zahrnout. VIiv lopatek vyjadiujeme tak, ze budeme ptedepisovat te¢nost vektoru rychlosti ke
stfednici lopatky, tj. tthel vektoru rychlosti musi odpovidat Ghlu zaktiveni lopatky £ (obr. 15).

e
St

T had u
“‘b.

Obr. 15 — Rozvddéci cast statoru radidlni turbiny, otoceni vektoru rychlosti
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To nas vede K zasahu do slozek vektoru rychlosti u v modelu prostého mezikruzi. Jedna
Z moznosti je pomoci thlu § ménit obvodovou slozku rychlosti u,, vektoru u. Tim dostaneme
vektor u”, ktery je reprezentovan nasledujicimi slozkami:

w = [ur ?;nﬁ]. (3.77)

Pro feSeni nasi ulohy jsme zvolili jinou moznost, kdy zachovame délku vektoru rychlosti u a
oto¢ime jej do sméru daného vektorem u*, jak je znazornéno na obr. 16. Tim ziskame vektor
rychlosti u**:

*

u
w' = [ful (3.78)

Il
Rozepsanim vektoru rychlosti u** do slozek dostaneme nasledujici tvar:

/uﬁ +ug

uT
*k 2 2
= [ur ] _ uy (1 + tan? g) . (3.79)

*%
/u% +uj
u,tanf

Uy
i JuZ(1 + tan2 B) ]

Implementace v programu je popsana v Podkapitole 3.9.

Obr. 16 — Otoceni vektoru u do sméru vektoru u*

Modifikace tvaru sti‘edni ¢ary

Uhel proudéni predepisujeme zptisobem popsanim v piedchozim odstavci pouze podél lopatky.
Od vstupu knabézné hrané lopatky a od odtokové hrany k vystupu tuhel proudéni
neovliviiujeme. V piipad¢, ze se thel nab¢hu 1isi od uhlu nastaveni lopatky, dojde ke skokové
zméné (lokalnimu zlomu) v prabéhu thlu proudéni. V jednom bodé se nahlé méni smér, coz
znamena nekonec¢né zrychleni zptisobené nekonecné velkou silou. Ve skutecnosti se v proudéni
zadny takovy zlom nevyskytuje. Pro docileni hladkého ptechodu proto musime udélat vhodnou
modifikaci stfednice v piedni ¢asti lopatky, aby thel nastaveni odpovidal hlu nabéhu proudu.
Pro dva fesené pripady statori radidlnich turbin realizujeme modifikaci stfednice na ptedni
¢asti, ktera tvoii 25% celkové délky.
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Pro modifikaci thlu mizeme pouZit napiiklad linearni funkci:

a = fi(a25 - ainlet) + Qingets (3-80)
kde r;" je:
- i —TLE
=" 3.81
' T25 —TLE ( )

kde ajpnier je uhel proudu tésné pred nabéznou hranou (pro nas piipad 2 az 3 sitové body pied
nabéznou hranou lopatky), r; ¢ je soufadnice nabézné hrany, r,5 je souradnice v 25% lopatky. Je
vidét, ze soutfadnice 7; € (0,1) a ma hodnotu 0 na nab&Zné hrané, 1 v 25% lopatky.

Pro lepsi vyhlazeni pribéhu thlu mizeme pouzit kvadratickou nebo kubickou funkci. Potom
bude vzoreéek pro modifikaci tihlu (3.80) vypadat nasledujicim zptisobem:

a = 7" (dz5 — Ainer) + Ainiets (3.82)

kde n ma hodnotu bud’ 2, nebo 3.

Grafy pribéhd uhla jsou znazornény v Kapitole 4, kde se pro prvni radialni turbinu pouzila
kubické funkce a pro druhy ptipad kvadratické funkce.

3.8. Zpracovavani dat dodanych dvourozmérnym vypoctem

Tato podkapitola se zabyva popisem postupu zpracovani vysledkd ziskanych vypoétem
dvourozmérného turbulentniho proudéni. Ucelem je pievést dodana data z2D vypoétu do
takové podoby, aby bylo mozné je srovnat s vlastnimi vysledky 1D vypoctu. Vysledky a jejich
porovnani jsou uvedeny v Kapitole 4.

o Transformace souradného systému

V simula¢nim kodu pro feSeni 1D soustavy Eulerovych rovnic pracujeme se slozkami rychlosti
v polarnich soufadnicich. Vystupni hodnoty z dvourozmérného vypoctu byly poskytnuty
v soufadnicich kartézskych. Slozky rychlosti potfebujeme pievést do polarniho soufadnicového
systému.

M¢jme vektor rychlosti u v kartézskych soutadnicich o slozkach:

= [Z;] (3.83)

RozepiSeme vektor u pomoci slozek rychlosti vyjadienych v polarnich soutadnicich:

X [_y'x]
= 3.84
e P I P TR (3.89)

kde vektor x ma slozky [x, y].
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Nyni zpétné miZzeme vyjadiit sloZky vektoru rychlosti u v polarnich soutadnicich, viz graficka
pomiicka obr. 17:

X [_y'x]
U =u-—-:, Uy, =U ——— 3.85
" x| ¢ x| (3:8%)
/// Uy
- \‘A.
. \
\ -
\
y A \
\
u,
X
r=
X
1] 0

Obr. 17 — Rozklad vektoru rychlosti do slozek v poldarnich souradnicich
o Vypocet sti‘edni hodnoty

Vypocet 1D proudéni provadime pro obvodové primérované veli¢iny. Proto potiebujeme z dat
2D vypoctu ziskat stfedni hodnotu veli¢in pro kazdy polomér 7. Napiiklad stiedni hodnotu
rychlosti ziskame dle vztahu:

U, +u

3 U; +Ujpq Kk Ui t+uUjpq
4= 7 P12 T 2 Q3+t lz—prij _ Zi=1l2—l+‘Pij, (3.86)
P12 T P23 + -+ @5 Zf:l Qij

kde jednotlivé uhly ¢;; predstavuji uhlové délky, j =i + 1.
Na obr. 18 je zobrazeno odecitani piislusnych ahlu ¢;; podél poloméru statoru turbiny 7

Analogickym zpiisobem byly zjistény zbyvajici potfebné praimérné hodnoty piz,, pit,, p, p, Ma.

Obr. 18 — Pribéh uhlii podél poloméru turbiny
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o Interpolace

Jelikoz prostorovy krok 1D sité se odliSuje od prostorového kroku 2D sité, je potfeba hodnoty
na polomérech odpovidajicich 1D siti ziskat interpolaci.

Pouzijeme linearni interpolaci, tj. mezi znamé dva body o soufadnicich [xgy,] @ [x1y1]
prolozime piimku. Neznamou hodnotu y lezici naintervalu mezi y, a y; najdeme dle
nasledujici rovnice:

Y1~ Yo

= yo + (x — : 3.87
y=yo+ & xc)xl_x0 (3.87)

Interpolaci ziskdme z 2D dat pottebné hodnoty blokace a thlu zaktiveni lopatky.

3.9. Struktura a popis programu

V této kapitole bude stru¢né popsana struktura programové realizace. Zdrojovy kod programu je
napsan v programovacim jazyce C++. Pro kompilaci byl pouzit kompilator NetBeans IDE 7.4.
Program provadi vypocet Eulerovych rovnic v kartézskych soufadnicich pro pripad feseni dyzy
a V polarnich soufadnicich v pfipad¢ radialni turbiny. Diskretizace oblasti byla provedena na
rovnomérné siti, podrobnéji Kapitola 4. Po vypoéteni jsou vysledky ukladany do textového
souboru.

Program bézi dle postupu, ktery je znadzornén na obrazku na blokovém schématu programu pro
vypocet dyzy s proménnym prufezem HLL schématem.

Priprava po¢ate¢nich podm ineD
While (t < teng)

—

< Pfiprava okrajovych podminek >

=

C Vypocet F (Aplikace HLL schématu) )
< Vypocet Q >
<Stanoveni Sasového kroku dt>
( Vypocet W )

< Vypodet rezidua >

)

(—

(—

(—

(—

ll
< Ukladani dat

Obr. 19 — Vyvojovy diagram programu
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Vyvojovy diagram pro program modelu radialni turbiny je obdobny. Eulerovy rovnice byly
piepsany do polarnich soufadnic. Je nutné zminit, Ze vypocet vektoru F se provadi dvéma
riznymi zpiisoby, pomoci HLL a AUSM* schématu. Déale musime z textovych souborii nacist
geometrii lopatky (Ghly zaktiveni £ a Sitku kanalu). Po nacteni textovych souborti Se provede
linearni interpolace téchto parametrit pro vypocéet hodnot v bunkach 1D sité (podrobnéji v
Podkapitole 3.8). Po vypoéteni vektoru W bez zahrnuti vlivu lopatek (krok 1) se provede
otoceni vektoru rychlosti (krok 2, Podkapitola 3.7) a zahrnuti tloustky lopatky (krok 3).

1. krok

W”-‘=Wn—i(F- r. 1—F;r 1)+EB (3.88)
i i (AT)Ti i+1 i+f i i_f r; . '

V prvnim kroku se vypoéita vektor W7y, coz je vektor konzervativnich proménnych, zahrnujici
zdrojovy ¢len B dany rovnici (1.23).

2. krok

[P
piuy”

Pilgp
LoiE;

W™ =

i

(3.89)

Ménime slozky vektoru rychlosti v W7 dle rovnice (3.79). Tim dostavame novy vektor W;™.

Prepocet slozek vektoru W; na W;* probihd jenom v mistech od nabézné hrany az po
odtokovou, tj. podél lopatky.

3. krok

0 ] (3.90)

k¥ w

Ve tietim kroku pfipocteme k vektoru W;* ¢len vyjadiujici zménu §itky kanalu vlivem lopatky.
Tim ziskdme hodnotu W?** v nové dasové vrstvé.

Reziduum

Pro posouzeni chyby feSeni se pouZziva reziduum. Je to kritérium konvergence, definované
pomoci Euklidovské normy. Dale jsou uvedeny vzorce pro vypocet residua hustoty a radialni
rychlosti. Pro zbyvajici slozky vektoru konzervativnich proménnych definujeme reziduum
obdobné.

n+l _ on
Rez = ||= Pill = (3.91)
o
Rez = || —i—"rill _ (3.92)
o
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kde n znaci index Casové vrstvy, neboli vnéjsi iterani cyklus, i je prostorovy index (vnitini
iteraéni cyklus).

Reziduum sledujeme v pribéhu celého vypoétu. Cas byl zvolen dostateéné velky na to, aby se
proudéni ustalilo.

4.  Numerické vysledky reSeni

V této kapitole budou uvedeny vysledky numerického fesenti:

o jednorozmérného proudéni v dyze s proménnym prifezem pomoci MKO pouZzitim
HLL schématu
. jednorozmérného proudéni statorem pro dvé ruzné geometrie radialnich turbin pomoci

MKO pouzitim HLL a AUSM* schémat

Vysledky vypoctu radidlnich turbin porovname s dodanymi vysledky, které byly ziskany
feSenim dvourozmérného turbulentniho proudéni. Na konci této kapitoly provedeme kratkou
shrnujici diskusi o dosazenych vysledkach.

4.1. Dyzas proménnym prifezem
Parametry vypoc¢tu
Na obr. 20 je zobrazen profil dyzy se zadanim okrajovych podminek. Celkova délka dyzy je

L = 1m, vstupni a vystupni poloméry jsou 7, = i, = 0,625m, nejmensi prufez hrdla je
Apin = 0,5m?

Ma<1 Ma<1
\ /
po Pout
Po -
OIAZ Oi4 0‘.6 OI.S ltZ
/ \

Obr. 20 — Geometrie dyzy a okrajové podminky

Proud vzduchu o parametrech y = 1,4 ar = 287 J/kgK vstupuje zleva a vystupuje vpravo.

Pocate¢ni podminku tvoii parametry pro klidovy stav: p, = 100000Pa, p, = 1,2kg/m3,
uy = 0m/s.

Okrajové podminky: na vstupu jsou predepsany pg, po @ na vystupu je predepsan vystupni tlak
Pout = 0,3po.
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Vypocet byl proveden na rovhomérné siti s konstantnim krokem.

Zobrazeni a zhodnoceni vysledki

Na obr. 21 je vidét rozloZzeni Machova ¢isla pro rizné hodnoty soucinitele tlaku k a pocet bunék

sit¢ n = 100. Zmensovani koeficientu k vede k posouvani razové viny smérem k vystupu.

Naptiklad pro k = 0,5 se razova vlna posune za vypocetni oblast.

1.8
1.6

14

1.2

— 1

=208

0.6
0.4 -
0.2

0

0.2 0.4 0.6
x [m]

0.8

1.2

——k_0,9
—k_ 0,8
k_0,7
——k_0,65
——k_0,5

Obr. 21 — Priibéh Machova cisla v dyze pri riuznych pomérovych koeficientii

ZkouSenim razné velikosti sit€¢ pro subsonicky rezim jsme dospéli k zavéru, ze velikost sité
neovlivituje presnost feseni. Vliv velikosti sité na vysledky v transsonickém rezimu pozorujeme
na srovnani feSeni na sitich o velikosti n =100 a n = 1000 pifi pomérovém souciniteli
nastaveném na hodnotu k = 0,8.

Ve zuzujici se Casti trysky rychlost zacina rlst, v nejuz$im misté dosahne velikosti lokalni
rychlosti zvuku, tj. M = 1. Pfitom tlak a hustota klesaji. V ur€ité vzdalenosti od hrdla se objevi
razova vina, pii které nadzvukové proudéni piejde do podzvukového, protoze vystupni tlak je

vyssi, nez odpovidd navrhovému rezimu. Tedy nadzvukovy rezim se neudrzi v celé délce
trysky. V rozsitujici se ¢asti rychlost za razovou vinou postupné klesa, tlak a hustota rostou.
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1.2

0.8

0.6

p [m]

0.4

0.2

0 T T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

X [m]

+ p, n=100
= p, n=1000

Obr. 22 — Pribéh hustoty podél dyzy pro riizné velikosti sité

0 T T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

x[m]

+ u, n=100
= u, n=1000

Obr. 23 — Priibéh rychlosti podél dyzy pro riizné velikosti sité
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Obr. 24 — Pribéh Machova Cisla podél dyzy pro riizné velikosti sité
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Obr. 25 — RozlozZeni tlaku podél dyzy pro rizné velikosti sité

vrv

4.2. Radialni turbinova m¥iz v transsonickém reZimu
Parametry vypoctu

Proud vzduchu o parametrech y = 1,4 a r = 287 J/kgK vstupuje do statoru na vn&j$im
poloméru lopatkovani statoru r;, = 0,180 m a vystupuje na vnitfnim poloméru 7,,; =
0,120 m. Poloha odtokové hrany lopatky je rrr = 0,134 m. Poloha nab&zné hrany lopatky je
g = 0,162 m. Proudéni Vv turbin€ je charakterizovano vstupnim uhlem vzhledem k radiale
ai, = 0.

Pogate¢ni podminka pro klidovy stav: p, = 100000Pa, p, = 1,2kg/m3,uq = Uyo = 0m/s.

Okrajové podminky: na vstupu jsou piedepsany pg, oo @ na vystupu je predepsan vystupni tlak
Pout = 0,295py.
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Pocet bunék vypocetni sité byl zvolen n = 100.

Geometrie lopatky je znazornéna na obr. 26 a obr. 27 prostfednictvim blokace a Ghlu zakiiveni.
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Obr. 26 — Pribéh zmény $irky kandlu podél poloméru
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Obr. 27 — Priibéh odmérenych vihlu, vyjadiujicich zakriveni lopatky

Zobrazeni a zhodnoceni vysledki

Vysledky z vlastniho 1D vypoétu budeme srovnavat s vysledky z2D vypocétu schématem
AUSM s dvourovnicovym modelem turbulence k — w (vysledky publikovany v [28]).

Numerické toky byly v pfipadé 1D vypoctu aproximovany dvéma riznymi schématy HLL a
AUSM™*. Obecné je HLL schéma méné presné z diivodu, Ze nezohlediiuje rychlost Sifeni u,
odpovidajici vlastnimu ¢islu A,, viz Podkapitola 3.3. HLL schéma ma vétsi numerickou vazkost
nez AUSM™*. Dale je nutné piipomenout, Zze zjednoduseny 1D model neuvazuje vliv vazkosti,
ktera zptsobuje energetické ztraty.
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ProtoZe se vstupni thel proudu a thel natoceni lopatky lisily, potfebovali jsme thel zakfiveni na
predni ¢asti lopatky vhodné modifikovat, jak je popsano v Podkapitole 3.7. Modifikace uhlu
linearni funkci se ukazala jako nevhodna a proto byla zvolena kubicka funkce (obr. 28).

a [rad]

0.2

0

01

-0.2

0.11 0.12 0.13 0.14

P Y 1

0.17 0.18 0.19

Castd

015 0.16

-0.4

-0.6

-0.8

-1

-1.2

-14

-1.6

r[m]

Obr. 28 — Priibéh vhlu proudu po pouziti modifikace na predni éasti lopatky

Priibéh vystupniho thlu pii pouziti AUSM* schématu na obr. 29 demonstruje dobrou podobnost
s tthlem z 2D vypoctu. Vysledky z HLL schématu jsou az do odtokové hrany prakticky totozné s
AUSM™ schématem, za odtokovou hranou je v8ak odchylka od 2D vypoctu znaéné vyssi.
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Obr. 29 — Priibéh vihlu podél kandlu

Na obr. 30 je znazornéno rozlozeni Machova ¢isla. Kvili zizeni mezilopatkového kanalu
dochazi k postupnému urychleni proudu. V misté tésné pied odtokovou hranou se nachazi
kriticky prifez, kde M = 1. Dale vznikne razova vlna, kterd zptisobi mirny pokles rychlosti a
tim pokles Machova ¢isla, jak je vidét v pfipadé 2D vypoctu na obr. 30. Porovnanim tohoto
obrazku a obr. 31 mizeme usoudit, Ze vyrazna zména Machova ¢isla v nadzvukové oblasti je
zpiisobena razovymi vinami na odtokové hrané lopatky. Dale vidime, Ze vstupni Machovo ¢islo,
jak v piipadé vypoctu HLL schématem, tak i AUSM™, je vy3§i nez Machovo ¢&islo ziskané 2D
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vypoctem. To mize byt disledkem nékolika faktorii. Zjednoduseny model pouzity v této praci
neuvazuje ztraty, vliv viskozity, ale ve skutecnosti na vstupu dochazi k poklesu rychlosti, z
¢ehoz vyplyva pokles Machova ¢isla. V oblasti pfed odtokovou hranou se pribéh Machova ¢isla
s pouzitim jak AUSM™ schématu, tak i HLL dobie shoduje s 2D vypoétem. Vystupni hodnota
Machova ¢isla je v pifpadé AUSM* schématu 0 0,15 nizsi nez Machovo &islo z 2D vypoétu, coz
je dusledkem rozdilnych vystupnich rychlosti. Tento rozdil ve vystupnich rychlostech je
zpusoben opét tim, Ze nas zjednoduseny model neobsahuje vazké Cleny. Ve skutecnosti vznikaji
za odtokovou hranou 8ikmé razové viny, jak je vidét na obr. 31. Je to neizoentropicky dé&j, pro
ktery plati, Ze tlak za razovou vlnou je vyssi nez pred ni a zaroven Machovo ¢islo za razovou
vlnou je mensi nez pfed ni. Podstata 1D vypoctu neumozituje zachytit strukturu Sikmych
razovych vin.
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Obr. 30 — Priibéh rozlozeni Machova cisla

Mach number {delta=0.05).

Obr. 31 — Vysledek 2D vypoctu, izoc¢dry Machova cisla

Pii rastu rychlosti klesa tlak, jak vidét na obr. 32. Rozdil mezi vysledky 1D a 2D vypocétu je
pravdépodobné zplisoben tim, Ze jsme uvazovali proudéni beze ztrat. Pfi turbulentnim proudéni
vznikaji v oblasti za lopatkou viry, které zpsobuji ztraty. Tyto ztraty jsou uvazovany pouze ve
vypoctu dvourozmérného turbulentniho proudéni.
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Obr. 33 — Priibéh hustoty podél poloméru

Na obr. 34 je vidét piirtstek entropie mezi vstupem a vystupem. V piipadé HLL schématu je
tento piirtstek vétsi. Schéma AUSM* dava pribéh, ktery se vice blizi pribéhu z 2D vypoctu.
Pro oba 1D vypocty plati, Ze prib&h entropie za odtokovou hranou je hladky, protoZze nejsou
zachyceny razové viny.
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Obr. 34 — Priibéh entropie
4.3. Rozvadéci ¢ast turbiny automobilového turbodmychadla

Parametry vypoctu

Plyn o parametrech y = 1,352 a r = 287 J/kgK vstupuje do statoru na vné&jS§im poloméru
lopatkovani statoru 13, = 0,0475m a vystupuje na vnitinim poloméru lopatkovani statoru
Tout = 0,0273 m. Poloha odtokové hrany lopatky je rpp = 0.03 m. Poloha nabézné hrany
lopatky je r,z = 0,0447 m. Proud vstupuje do statoru pod thlem a;,, = —0,987 rad.

Pocateéni podminka pro klidovy stav: py = 2.105Pa, py = 1,0 kg/m>, uyg = uye = 0 m/s.
Okrajové podminky: na vstupu jsou piedepsany pg, pg @ na vystupu je predepsan vystupni tlak
Poutr = 0,85p,. Velikost vypocetni sit¢ je n = 100. Na obr. 35 a obr. 36 je znazornéna

geometrie turbiny prostiednictvim blokace b a uhlu zakiiveni 5.
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Obr. 35 — Priibéh zmény $iiky kandlu podél poloméru
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Obr. 36 — Priibéh odmérenych vihlu, vyjadiujicich zakriveni lopatky

Zobrazeni a zhodnoceni vysledki

Vysledky z vlastniho 1D vypoctu budeme srovnavat s vysledky z2D vypoctu, které byly
ziskany stejnou metodou jako v pfedchozim ptipad¢ statoru radialni turbiny.

Numerické feSeni 1D proudéni bylo provedeno schématem AUSM™*. Pro tento zjednoduseny
model plati stejné zasady, jako pro predchozi pfipad radidlni turbiny. To znamend, Ze
neuvazujeme efekty vazkosti tekutiny (nepouziva se ztratovy model).

V tomto ptipadé se opét nabézny uhel lisil od thlu nastaveni lopatky. Provedli jsme modifikaci
uhlu na predni ¢asti lopatky pomoci kvadratické funkce dle Podkapitoly 3.7. Obr. 37
demonstruje dobrou shodu pribéhu thlu proudéni z 1D a 2D vypoctu. Opét dochazi k rozdilu
uhld v misté za odtokovou hranou.
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Obr. 37 — Rozlozeni vihlii

Na obr. 38 je znazornéno rozloZeni Machova ¢isla. Z obrazku je vidét, ze rozvadéci ¢ast turbiny
pracuje v podzvukovém rezimu a nedochazi ke vzniku razovych vin. Shoda prib&éhi Machova
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¢isla pred a za odtokovou hranou je dana splnénim okrajovych podminek. Ve skutecnosti na
povrchu lopatky vznikne mezni vrstva, jak je vidét naobr. 39. Mezni vrstva zuzuje $iiku
mezilopatkového kanalu, coz ma za nasledek zvétsSeni rychlosti proudu a nariist Machova Cisla.
To je jeden z divodd, pro¢ se pribéhy Machova Cisla na lopatce z 1D a 2D vypoétu znaéné
odlisuji.
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Obr. 38 — Rozlozeni Machova cisla
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Obr. 39 — Vysledek 2D vypoctu, izocdary Machova cisla

Podobny efekt nastava i v pribézich tlaku a hustoty (obr. 40 a obr. 41). Nejvétsi rozdil mezi 1D
a 2D vypoctem nastava opét na lopatce. Divodem odlisnosti v priibézich pted a za lopatkou je
to, ze v ptipadé 1D vypoctu neuvazujeme vazkost.
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Obr. 40 — RozloZeni hustoty
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Obr. 41 — RozlozZeni tlaku

4.4. Diskuse

Provedli jsme vypocet pro dva riizné statory radidlnich turbin stejnym matematickym modelem.
Pti porovnani téchto dvou ptipadii je mozné udélat zaveér, ze vysledky 1D vypoctu se s vysledky
2D vypoctu lépe shoduji v piipadé prvni radidlni turbiny. To je dano predevsim odlisnou
geometrii téchto uloh, tj. rizné Ghly zakiiveni lopatek (prvni turbina je vic “zakiivena”), délky
lopatek a tloustky lopatek (v prvnim piipadé mame mnohem tlust$i lopatku). Z odlisnosti
tloustek lopatek vyplyva riizna Sitka mezilopatkovych kanali (v prvnim ptipadé je nejuzsi misto
kanalu charakterizovano hodnotou b = 0,45, ve druhém piipadé je to b = 0,7 (viz obr. 26 a
obr. 35). Dale je nutné uvazovat, Ze prvni turbina pracuje v transsonickém rezimu, zatimco
druhé pracuje v subsonickém.
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Zavér

V této praci byl predstaven jednorozmérny model proudéni stlacitelné nevazké tekutiny.
Soustava Eulerovych rovnic, ktera slouzila pro matematicky popis proudéni, byla prezentovana
Vv kartézskych a polarnich soufadnicich s uvazovanim zdrojovych ¢lenti na pravé strané.

Vypocet proudéni v dyze S proménnym prufezem byl dil¢im ukolem této prace. Na tomto
modelu jsme vyzkouseli HLL schéma a ovéfili spravnost fungovani vypocetni metody. Vypocty
byly provedeny pro podzvukovy a nadzvukovy rezim. Vysledky souhlasi s poznatky z oboru
dynamiky plynt.

Hlavnim cilem byl vyvoj programu pro vypocet jednorozmérného proudéni statorem radidlni
turbiny. V tomto pfipad¢ byla pouzita soustava Eulerovych rovnic v polarnich soutadnicich se
zdrojovym ¢lenem na pravé strané, ktery zahrnoval vlivy odstedivé sily, vlivy vzniklé zGizenim
kanalu a vliv lopatky. Vliv lopatky byl zahrnut uvazovanim jeji tloustky a oto¢enim proudu do
sméru daného jejim zakfivenim. Pro aproximaci konvektivnich ¢lend byla pouzita schémata
riznych typt: AUSM* a HLL.Vlastni vysledky ziskané jednorozmémym vypotem byly
porovnavany s dodanymi daty z dvourozmérného vypoétu turbulentniho proudéni.

Pribéhy veli¢in ziskané AUSM* schématem se ve srovnani s HLL schématem vice pfiblizuji
vysledkiim z 2D vypoctu. To je dano ur¢itymi vlastnostmi HLL schématu: ma vétsi numerickou
vazkost a neuvazuje vSechny rychlosti Sifeni informace. V pfipad¢ turbiny s transsonickym
proudénim je dobfe zachycen prubéh Machova ¢isla a tlaku od vstupu az po odtokovou hranu
lopatky, za kterou se zacind od vysledku 2D vypocétu odchylovat. V druhém feSeném ptipadé
turbiny automobilového turbodmychadla dobie odpovidaji prubéhy veliin pted a za lopatkou,
na lopatce samotné dochazi ke zna¢né odchylce. Divodem je zjednoduseni plynouci z modelu
jednorozmérného a neptesny odhad zdrojového ¢lenu, ktery otaci proud do sméru te¢ného
k lopatce.

I pfes vySe uvedené nepiesnosti modelu je mozné vyvinuty program pouzivat pro rychlou
predpovéd’ parametr proudéni pifi predbézném navrhu radialni turbiny. Pro ziskani pfesnéjsich

vvvvvv
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Namétem pro dalsi vyvoj modelu jednorozmérného proudéni mize byt zahrnuti vlivu viskozity,
pouziti ztratového modelu, metod vysSiho fadu presnosti, provedeni modifikace Ghlu za
odtokovou hranou.

45



Seznam literatury

[1]

[2]

3]

[4]

[5]

(6]

[7]
(8]

(9]
[10]

[11]
[12]

[13]

[14]
[15]

[16]

[17]
[18]
[19]

[20]

[21]

Dvoiak, R.; Kozel, K. Matematické metody v aerodynamice; Ediéni stiedisko CVUT,
1992, ISBN 80-01-00851-7

Kozel, K.; Fiirst, J. Numerické metody reSeni problémii proudeéni I; Vydavatelstvi
CVUT, 2001, ISBN 80-01-02384-2

Kong, Ch. Comparison of Approximate Riemann Solvers. Department of Mathematics
University of Reading, May 2011.

Foit, J.; Kozel, K.; Louda, P.; Fiirst, J. Numerické metody reseni problémii proudent IlI;
Vydavatelstvi CVUT, 2004, ISBN 80-01-02877-1

Benson, T. Euler equations, 2014. NASA. http://www.grc.nasa.gov/WWW/k-
12/airplane/euleregs.html (accessed Jan 27, 2015).

Benson, T. Navier-Stokes Equations, 2014. NASA. http://www.grc.nasa.gov/WWW/k-
12/airplane/nseqgs.html (accessed Jan 27, 2015).

Meng-Sing, L. Ten Years in the Making - AUSM-family; 2001.

Liou, M.; Steffen, Ch. A New Flux Splitting Scheme. J. Comput. Phys. 1993, 107, 23—
39.

Liou, M. A Sequel to AUSM: AUSM+. J. Comput. Phys. 1996, 129, 364-382.

Toro, E. Riemann Solvers and Numerical Methods for Fluid Dynamics, 3rd ed.;
Springer -Verlag: Berlin Heidelberg, 2009.

Nozic¢ka, J. Dynamika plymi; Ceska technika: Praha, 2005, ISBN 80-01-03300-7

Ferziger, J.; Peric, M. Computational Methods for Fluid Dynamics, 3rd ed.; Springer-
Verlag: Berlin Heidelberg New York, 2002, ISBN 3-540-42074-6

Donea, J.; Huerta, A. Finite Element Methods for Flow Problems, 3rd ed.; John Wiley
& Sons, 2003, ISBN 0-471-49666-9

Plesek, J. Mechanika kontinua; 2012.

Chung, T. Computational Fluid Dynamics, 2nd ed.; Cambridge University Press: USA,
2010.

Blazek, J. Computational fluid dynamics: principles and applications, 2nd ed.; Elsevier:
Great Britain, 2005.

Laney, B. Computational Gasdynamics; Cambridge university press, 1998.
Spurk, J.; Aksel, N. Fluid Mechanics, 2nd ed.; Springer: TU Darmstadt, 2008.

Schobeiri, M. T. Turbomachinery Flow Physics and Dynamic Perfomance, 2nd
ed.; Springer: Texas A&M University, 2012.

Chicone, C.;Ordinary Differential Equations With Applications (Texts in
Applied Mathematics), 2nd ed.; Springer, 1999.

Ganesh, R. Aerodynamics 1, 2006. Department of Aerospace Engineering lowa State
University.  http://www.public.iastate.edu/~rajagopa/2006F/AerE243.html  (accessed
April 15, 2015)

46


http://www.grc.nasa.gov/WWW/k-
http://www.grc.nasa.gov/WWW/k-
http://www.grc.nasa.gov/WWW/k-
http://www.grc.nasa.gov/WWW/k-

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

Schifer, M. Computational Engineering — Introduction to Numerical Methods;
Springer: Germany, 2006.

Masatsuka, K. | do like CFD, VOL.1 Govering Equations and Exact Solution, 2nd ed.;
NIA, 2014, ISBN 9781304827937

A Quasi-One Dimensional Model for Axial Turbines, 18th ISABE Conference in China;
Adam, O., Léonard, O., Eds.; 2007.

A Throughflow Analysis Tool Based on the Navier-Stokes Equations, 6th European
Conference on Turbomachinery Fluid Dynamics and Thermodynamics; Simon, J.,
Léonard, O., Eds.; 2005.

A New Streamline Curvature Throughflow Method For Radial Turbomachinery,
Proceedings of ASME Turbo Expo 2008: Power for Land, Sea and Air GT2008,
Berli.June 9-13,2008; Casey, M., Robinson, Ch., Eds.; 2008.

Kadrnozka, J. Tepelné turbiny a turbokompresory, 1st ed.; AKADEMICKE
NAKLADATELSTVI CERM: Brno, 2004, ISBN 80-7204-346-3

Numerical methods for transonic flows,application for design of axial and radial stator
turbine cascades, Proceedings of the 8th International Symposium on Experimental and
Computational Aerothermodynamics of Internal Flows; Dobes, J., Foit, J., Fiirst, J.,
Louda, P., Kozel, K., Tajé, L., Eds.;

47



