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Anotace 

Práce se zabývá podvozkem s poddajným rámem nízkopodlažní tramvaje. Popisuje provozní i 

konstrukční aspekty podvozku a jejich vazbu na vozidlo. Součástí práce je hmotnostní bilance vozidla, 

návrh vypružení, svislá dynamika vozidla a vyhodnocení přínosu poddajného rámu. 

 

 

Klíčová slova 

Kolejová vozidla, nízkopodlažní tramvaj, trakční podvozek, poddajný rám, hmotnostní 

bilance, svislá dynamika, změna kolových sil   

 

 

 

 

Annotation 

Thesis is concerned in traction bogie with flexible frame for lowfloor tram. Describes 

operation and construction aspects of bogie and its connection to the vehicle. Part of thesis is weight 

evaluation of vehicle, design of suspension, dynamics and evaluation of flexible frame benefits. 
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 Rail vehicle, lowfloor tram, traction bogie, flexible frame, weight evaluation, dynamics, 

change of wheel forces 
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2 Předmluva 

Vozidla  povrchové městské hromadné dopravy často jezdí po tratích budovaných během různých 

etap historického a technického vývoje. Často se tak můžeme setkat v jednom dopravním systému 

s mnoha typy traťových těles se stářím až desítek let. Tyto mají navíc zpravidla charakter oblouků 

velmi malých poloměrů a v některých městech i velkých sklonů stoupání. V kombinaci s 

nedostatečnou  údržbou tratí se pak na nich vyskytují výrazné nerovnosti ve svislém i příčném směru.  

Diplomová práce se zabývá studií podvozku s poddajným rámem, jehož cílem je snížení silových 

účinků při jízdě po takto nerovných tratích.  

Práce začíná rešerší stávajících řešení trakčních podvozků tramvají a jejich zástavbou do vozidla. 

Následuje představení vozidla, jeho hmotnostní bilance a stanovení zátěžných stavů.  

Poté je předložen návrh podvozku, který by měl přinést minimalizaci změn sil v kontaktu kolo-

kolejnice při jízdě po nerovných tratích. V dalších kapitolách jsem provedl výpočty zaměřené 

především na vypružení vozidla. A to jak pevnostní výpočet sekundárního vypružení, tak analýzu 

svislé dynamiky celého vozidla. 

Na závěr je uveden rozbor silového působení podvozku na zborcené koleji a hodnocení přínosu 

podvozku s poddajným rámem oproti podvozku s rámem pevným. 
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romadné dop

užívat od 30

u byly posta

na moderniza

0 z patentu [1

u připojen pe

398700 A [10]

na co nejn

epšení účink

ladních podv

ravy. 
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pak na kolov

ní má podvo

né tratě s ma

pege 

k je první ní
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Obrázek 3.23

Diplomová pr

22 

Tec Vetscha

nem kol. V s

eprezentuje a

ala na veletr

y. 
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u dopočtu rea
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ískám reakci

ní hmotnosti,

od elektro-vý

. Hmotnost p

ozložení hmo

݇݃/݉ délky

silou v míst
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Momentová rovnice ke kloubu pravého nosníku má tvar: 

ܴଷ ൌ
ீܯ∑

݈ோଷ
ൌ
.஻ଶܩ ݈஻ଶ ൅ .஺ଶܩ ݈஺ଶ

݈ோଷ
 

Silová rovnováha potom: 

ܭ ൌ ஻ଶܩ ൅ ஺ଶܩ െ ܴଷ 

Následuje momentová rovnice levého nosníku k podpoře R1. 

ܴଶ ൌ
ீܯ∑

݈ோଶ
ൌ
.஼ܩ ݈஼ ൅ .஻ଵܩ ݈஻ଵ െ .஺ଵܩ ݈஺ଵ ൅ .ܭ ݈௄

݈ோଶ
 

Silová rovnováha pak dává 

ܴଵ ൌ ஺ଵܩ ൅ ஻ଵܩ ൅ ஼ܩ ൅ ܭ െ ܴଶ 

Odtud získávám reakce odpovídající silám v sekundárním vypružení a kloubu připadajícím na 

vlastní hmotnost vozidla. Výsledky jsem shrnul do tabulky. 

Tabulka 5.2 Reakce - vlastní hmotnost 

݅ ݈௜ 
ሾ݉݉ሿ 

 	௜ܩ
ሾ݇ܰሿ 

moment 
k podpoře R1 

[kNm] 

moment ke 
kloubu [kNm] 

Reakce 

A1 1 277 65,9 -84,1  
ܴଵ௦௞říň ൌ 100,3		݇ܰ

ܴଶ௦௞říň ൌ 	104,6		݇ܰ

ܴଷ௦௞říň ൌ 	100,3		݇ܰ

௦௞říňܭ ൌ 31,6			݇ܰ

 

B1 5 615 66,0 370,6  

C 11 230 41,4 465,1  

B2 3 450 66,0  227,7 
A2 10 342 65,9  681,1 

suma 305,1 751,5 908,8 
 

 
Z výsledků je patrné že vlastní hmotnost vozidla působí na všechny podvozky zhruba stejně (liší 

se jen o cca 4kN). Ve skutečnosti bude snaha krajní podvozky přitížit vlastní vahou více než podvozek 

prostřední, ale vzhledem k nedostatku informací o elektrovýzbroji, klimatizaci a dalším příslušenství 

beru tento výsledek jako směrodatný a použiji ho pro další výpočty. 

5.2 Užitečné zatížení 

Při určování hodnot užitečného zatížení jsem vycházel ze směrnice VDV 152 (Svaz německých 

dopravních firem), která udává maximální zatížení jako všechna sedadla obsazená + zatížení stojícími 

cestujícími 5000N/m2, z čehož při tíze 750 N jedné osoby vychází hustota 6,67 os/m2. Pokud použiju 

hmotnost jedné osoby 70kg získám hustotu 7,3 os/m2 (zaokrouhleno na jedno desetinné místo). 

Provozní zatížení je pak definováno jako sedící + stojící cestující o hustotě 4 os/m2. 
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Sed

přiřadím

Kde

a ݈௜ je př

l [mm] 

1 043 

1 603 

2 438 

2 778 

3 273 

4 108 

4 123 

7 908 

8 450 

9 678 

10 208 

suma 
 

T

 

l [mm] 
3 458 
1 153 
603 
603 

1 153 
4 955 
4 958 
5 796 
6 288 
6 628 
7 463 
8 010 

10 020 
10 685 
11 775 
12 440 
suma 
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Sedící cestuj

dící cestující 

m rameno a do

e n je počet s

říslušné rame

Momenty se
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Tyto pak opět dosadím do rovnic rovnováhy: 

ܴଷ ൌ
∑ெಸ

௟ೃయ
ܭ    ൌ ௜ܩ∑ െ ܴଷ 

ܴଶ ൌ
∑ெಸା௄∙௟೔

௟ೃమ
   ܴଵ ൌ ௜ܩ∑ ൅ ܭ െ ܴଶ 

Odtud získám reakce odpovídající silám v sekundárním vypružení a kloubu připadajícím na 
sedící cestující. 

ܴଵ௦௘ௗí௖í ൌ 	18,0		݇ܰ
ܴଶ௦௘ௗí௖í ൌ 	20,2		݇ܰ
ܴଷ௦௘ௗí௖í ൌ 	16,7		݇ܰ
௦௘ௗí௖íܭ ൌ 	3,9			݇ܰ

 

5.2.2 Stojící cestující 

Stejně postupuji i u stojících cestujících. Nahrazuji je silou umístěnou do těžiště plochy ke stání. 

Potom jednotlivým silám přiřadím rameno a dopočítám moment podle rozmístění v typovém výkresu 

(viz Obrázek 5.6). 

௦௧ܩ ൌ ݉௢௦ ∙ ௜ܵ ∙ ௜ݍ ∙ ݃					ሾܰሿ 

௦௧ܯ ൌ෍ܩ௦௧ ∙ ݈௜ 					ሾܰ݉ሿ 

Kde ݉௢௦ ൌ 70݇݃ je hmotnost jedné osoby, Si je velikost příslušné plochy, qi je plošná hustota 

cestujících, g je gravitační zrychlení.  

Tabulka 5.5 Momenty stojících cestující 

Stojící cestující 
     Momenty ke kloubu Momenty k R1 

A B S G li Mst li Mst 

plocha [mm] [mm] [m2] [kN] [mm] [kNm] [mm] [kNm] 

1 800 2 400 1,92 9,6 11 200 107,8 -2 200 -21,2 

2 3 600 650 2,34 11,7 9 000 105,6 0 0,0 

3 800 1 800 1,44 7,2 6 800 49,1 2 200 15,9 

4 1 750 950 1,66 8,3 5 525 46,0 3 475 29,0 

5 1 900 1 400 2,66 13,3 5 450 72,7 3 550 47,3 

6 2 200 600 1,32 6,6 3 400 22,5 5 600 37,1 

7 1 900 1 400 2,66 13,3 1 350 18,0 7 650 102,0 

8 800 1 800 1,44 7,2 9 000 65,0 

9 3 600 650 2,34 11,7 11 200 131,4 

10 800 1 800 1,44 7,2 13 400 48,4 

suma 19,2 96,4 422 455 
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5.3 Shrnutí bilance 

Celková síla v sekundárním vypružení je dána součtem dílčích výsledků, tedy vlastní hmotnosti, 

sedících a stojících cestující. Pro pozdější výpočty ještě zavadím dynamickou sílu v sekundárním 

stupni vypružení. Tu vypočtu ze síly statické, zvětšené o přirážku ݇ௗ௬௡ ൌ 20%. 

ܴ௖௘௟௞ ൌ ܴ௦௞říň ൅ ܴ௦௘ௗí௖í ൅ ܴ௦௧௢௝í௖í 

ௗ௬௡ܨ ൌ ௦௧௔௧ܨ ቆ1 ൅
݇ௗ௬௡ሾ%ሿ

100
ቇ 

 
Obrázek 5.8 Souhrnný graf sil v sekundárním stupni vypružení 

Z výsledků bilance vyplývá několik závěrů. Oba krajní podvozky mají shodné spektrum 

zatížení a nadále tedy budu výpočty provádět jen pro podvozky dva – krajní a prostřední. Hmotnost 

skříně je 31,1 tuny, hmotnost celé tramvaje (vč. podvozků) je 43,4 tuny. Užitečné zatížení činí         

až 22,6 tuny. Hmotnost plně obsazené tramvaje je 67 tun. Nárůst sil sekundárního vypružení mezi 

stavy prázdný / (plný + dynamika) je 100% pro krajní podvozky a 130% pro prostřední podvozek. 

Za předpokladu rovnoměrného rozdělení sil mezi první a druhou nápravou v podvozku, mohu 

spočítat statické nápravové tlaky v závislosti na stavu ložení (hustotě obsazení). Díky vyšší hmotnosti 

trakčního podvozku je statický náp. tlak krajního podvozku vyšší než tlak podvozku prostředního. 

Při plném obsazení vozidlo splňuje limit maximálního statického nápravového tlaku 125 kN/náp.  

 
Obrázek 5.9 Nápravové tlaky 
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Tabulka 7.2 Vstupní parametry výpočtu pružin 

  krajní podvozek prostřední podvozek  

 znak 
vnější 

pružina 
vnitřní 
pružina 

vnější 
pružina 

vnitřní 
pružina jednotka 

Pracovní zdvih svislý h 50 50 mm 
Pracovní zdvih příčný y 21,5 18,5 mm 
Střední průměr vinutí D 240 150 240 150 mm 

Průměr drátu d 38 25 35 22 mm 
Počet činných závitů nč 4 5,75 4 5,75 mm 

Volná délka L0 359 340 mm 
Modul pružnosti v tahu E 205 205 GPa 

Modul pružnosti ve smyku G 78,5 78,5 GPa 
 

Nejprve je třeba ověřit, jestli se pružiny dají vůbec sesadit do sebe a jaká je mezi nimi vůle. U 

malé vůle hrozí riziko kontaktu vnitřní a vnější pružiny při příčné výchylce. Vůli dopočtu z porovnání 

vnějšího průměru vnitřní pružiny a vnitřního průměru pružiny vnější. 

௠௔௫ܦ ൌ ܦ ൅ ݀
	

௠௜௡ܦ ൌ ܦ െ ݀
ൡ 	⟹			 ௘ି௜ݒ ൌ

௠௜௡	௘ܦ െ ௠௔௫	௜ܦ
2

						ሾ݉ሿ 

Následně mohu přejít k výpočtu tuhosti. Ten vychází z kroucení prutu kruhového průřezu. 

݇ ൌ
.ܩ ݀ସ

8. .ଷܦ ݊č
									 ሾܰ ݉⁄ ሿ 

Tuhost sady je pak dána prostým součtem tuhosti vnější a vnitřní pružiny (paralelní pružiny). 

݇௦௔ௗ௔ ൌ ݇௘ ൅ ݇௜									ሾܰ ݉⁄ ሿ 

Stlačení pružiny je dáno silou prázdného vozidla. Počítám ho pro celou sadu. Délka pružiny je 

pak dána rozdílem délky volné pružiny a stlačením. Pružiny obou podvozků jsem navrhnul tak, aby 

měly stejnou výšku ܮଵ pod prázdným vozem. 

ଵݏ ൌ
ଵܨ

݇௦௔ௗ௔
			⟹			 ଵܮ ൌ ଴ܮ െ  ሾ݉ሿ								ଵݏ

Síly v jednotlivých pružinách potřebuji k výpočtu napjatosti a dopočtu je z tuhosti a stlačení. 

ଵ௘ܨ ൌ ݇௘. ଵ௜ܨ															ଵݏ ൌ ݇௜.  ሾܰሿ										ଵݏ

Následuje výpočet stlačení na pevný doraz a délka pružiny. Oba podvozky mají stejný 

pracovní zdvih, tudíž i stejnou výšku na dorazu. 

଼ݏ ൌ ሺݏଵ ൅ ݄ሻ 					⟹ 			 ଼ܮ ൌ ଴ܮ െ  ሾ݉ሿ												଼ݏ
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Nyní vypočtu sílu při stlačení sady na pevný doraz. 

ܨ଼ ൌ .଼ݏ ݇௦௔ௗ௔										ሾܰሿ 

A spočítám síly v jednotlivých pružinách. 

ܨ଼ ௘ ൌ ݇௘. ܨ଼															଼ݏ ௜ ൌ ݇௘.  	ሾܰሿ											଼ݏ

Ještě je třeba zkontrolovat, aby pracovní stlačení pružiny nebylo větší, než je stlačení při 

dosednutí závitů a zároveň aby oběma stavy byla dostatečně velká vůle. Délku pružiny při dosednutí 

vypočtu z počtu činných a závěrných závitů a průměru drátu.  

ଽܮ ൌ ሺ݊č ൅ ݊௭ െ 0,3ሻ. ݀											ሾ݉ሿ 

Následně se vypočte minimální vůle jako: 

௔ݏ ൌ 0,02. ݊č. ሺܦ ൅ ݀ሻ										ሾ݉ሿ 

Minimální přípustná délka dynamicky namáhané pružiny je pak dána vztahem: 

௠௜௡ܮ ൌ ଽܮ ൅ 2.  ሾ݉ሿ										௔ݏ

Zbývá pak jen zkontrolovat vůli mezi výškou na dorazu a výškou minimální, která musí být 

vždy kladná. 

௠௜௡ି଼ݒ ൌ ଼ܮ െ ௠௜௡ܮ ൐ 0										ሾ݉ሿ 

Tabulka 7.3 Svislé deformace 

 
krajní podvozek prostřední podvozek  

vnější 
pružina 

vnitřní 
pružina 

vnější 
pružina 

vnitřní 
pružina jednotka 

vůle mezi pružinami ve-i 16,5 13,5 mm 
tuhost pružiny k 266,3 118,4 370,0 197,5 N/mm 

tuhost sady ksada 384,7 567,5 N/mm 
min. pracovní zatížení sady F1 sada 25,1 26,2 kN 

min. pracovní zatížení pružiny F1 17,4 7,7 17,1 9,1 kN 
max. pracovní zatížení sady F8 sada 44,3* 54,6* kN 

max. pracovní zatížení pružiny F8 30,7 13,6 35,6 54,6 kN 
volná délka L0 359 340 mm 

stlačení pod min. zatížením s1 65,2 46,2 mm 
stlačení pod max. zatížením s8 115,2 96,2 mm 
délka pod prázdným vozem  L1 293,8 293,8 mm 
délka plně zatížené pružiny L8 243,8 243,8 mm 
délka při dosednutí závitů Lmin 226,0 192,5 242,1 214,0 mm 
vůle k minimální výšce v8-min 17,8 51,3 1,8 29,8 mm 

*zbytek do maximální síly v sekundáru (49,6/59,4 kN) přenese pryžový sloupek a pružný doraz 
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Nyní je třeba zkontrolovat napjatost. Nejprve se vypočte poměr vinutí.  

݅ ൌ
ܦ
݀

 

Pak následuje výpočet napětí od svislé síly. Ten vychází z nakrucování tyče, ale je ještě 

upraven výrazem v závorce, což je korekční součinitel, postihující koncentraci napětí na vnitřní straně 

závitů.  

଼߬ ൌ
8. ܨ଼ . ܦ
.ߨ ݀ଷ

൬
݅ ൅ 0,5
݅ െ 0,75

൰					ሾܲܽሿ 

Příčná tuhost je funkcí tuhosti svislé a momentálního stlačení pružiny. Nejprve vypočtu 

štíhlostní poměr ߣ a relativní stlačení pružiny ߦ a následně příčnou tuhost ݇௣	ሾܰ ݉⁄ ሿ. 

ߣ ൌ
଴ܮ
ܦ
ߦ																						 ൌ

ݏ
଴ܮ

 

݇௣ ൌ ݇. ߟ ൌ ݇. ߦ ቐߦ െ 1 ൅

1
ߣ

1
2 ൅

ܩ
ܧ

ඨ൬
1
2
൅
ܩ
ܧ
൰ ൬
ܩ
ܧ
൅
1 െ ߦ
ߦ

൰ tan ቎ߣ. .ߦ ඨ൬
1
2
൅
ܩ
ܧ
൰ ൬
ܩ
ܧ
൅
1 െ ߦ
ߦ

൰቏ቑ

ିଵ

 

Ještě dopočtu sílu při maximální příčné výchylce 

௬ܨ ൌ ݇௣.  ሾܰሿ													ݕ

A pak mohu přistoupit k výpočtu napětí při kombinaci svislého a příčného stlačení. 

߬௣଼ ൌ
8

.ߨ ݀ଷ
൫଼ܨ ሺܦ ൅ ሻݕ ൅ ଼ܮ௬ሺܨ െ ݀ሻ൯

݅ ൅ 0,5
݅ െ 0,75

					ሾܲܽሿ 

Tabulka 7.4 Napjatost pružin 

  krajní podvozek 
prostřední 
podvozek 

 

  
vnější 

pružina 
vnitřní 
pružina 

vnější 
pružina 

vnitřní 
pružina 

 

Pracovní zdvih příčný y 21,5 18,5 mm 

příčná tuhost při svislém min. zatížení kp1 272,3 50,2 399,3 97,6 N/mm 

příčná tuhost při svislém max. zatížení kp8 291,1 44,5 427,6 90,7 N/mm 

příčná síla při svislém min. zatížení Fp1 5,9 1,1 7,4 1,8 kN 

příčná síla při svislém max. zatížení Fp8 6,3 1,0 7,9 1,7 kN 

napětí při svislém min. zatížení τ1 298,3 334,3 233,0 276,0 MPa 

napětí při svislém max. zatížení τ8 527,0 590,5 485,3 574,9 MPa 

napětí při svislém min. zatížení a příčné výchylce τp1 433,4 466,8 358,3 408,0 MPa 

napětí při svislém max. zatížení a příčné výchylce τp8 667,6 736,4 615,3 719,9 MPa 
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Vzhledem k tomu, že je pružina dynamicky zatěžovaná součást, je potřeba hodnoty napjatosti 

vynést do některého z grafů hodnotící cyklické namáhání. K tomuto účelu jsem zvolil Goodmanův 

diagram. V normě jsou stanoveny základní linie pro 2. 10଺ cyklů pro průměry 10, 15, 25, 35 a 50 mm. 

Pomocí lineární interpolace jsem dopočetl linie pro průměry jiné. Horizontální část linie je statické 

omezení, které nelze překročit. Skloněná část je dynamické omezení, které překročit lze, ale zmenší se 

tím životnost pružiny. 

 
 

Obrázek 7.2 Goodmanův graf krajního podvozku 

Do Goodmanova diagramu jsem vynesl bod maximálního svislého stlačení a bod maximálního 

svislého stlačení s maximální příčnou výchylkou. Do diagramu jsem umístil pružinu vnitřní i pružinu 

vnější a vytvořil jeden diagram pro každý podvozek.  Z jejich zobrazení je patrné, že všechny pružiny 

vyhovují navrženým hodnotám sil a zdvihů s dostatečnou rezervou.  
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Obrázek 7.3 Goodmanův graf prostředního podvozku 

 

K výsledkům je však třeba přistupovat kriticky, proto pokud vezmu v potaz geometrické 

nepřesnosti pružin samotných a především odchylky mechanických vlastností pryže je jasné, že 

deformace může být ještě větší v obou směrech, a napětí tak dále poroste. Toto jsem nasimuloval 

deformací pružin větší o 2 mm v obou směrech. Výsledné grafy jsou na následující straně. 
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 Zde se už pružiny, zejména prostředního podvozku, dostávají blízko limitním čárám. Nicméně 

je nepřekročí a tak mohu pružiny prohlásit jako bezpečně vyhovující. 

 
Obrázek 7.4 Goodmanův graf krajního podvozku - zvětšené deformace 

 
Obrázek 7.5 Goodmanův graf prostředního podvozku - zvětšené deformace 
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Na závěr je ještě třeba zkontrolovat stabilitu pružin. Do následujících grafů uvádím pouze 

pružiny vnitřní, které jsou překlopením více ohroženy. Z grafů je patrné že pružiny jsou stabilní 

s dostatečnou rezervou. 

 

Obrázek 7.6 Stabilita vnitřní pružiny krajního podvozku 

 

Obrázek 7.7 Stabilita vnitřní pružiny prostředního podvozku 
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Obrázek 7.13 Charakteristika svislého vypružení 

 
Obrázek 7.14 Charakteristika svislého vypružení 
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7.6 Charakteristika příčného vypružení 

V příčném vypružení figurují pryžové podložky a šroubovité pružiny. Velikost příčné 

deformace je dána dvěma hledisky. Jednak pohyby skříně vůči koleji a tedy omezení průjezdným 

profilem trati. A pak je to vztah skříň - podvozek. Vzhledem k tomu, že jde o částečně otočný 

podvozek bez otočného ložiska, veškeré pohyby spojené s natočením podvozku pod skříní musí 

překonat příčná deformace prvků vypružení, a tato se stává limitem natočení podvozku.  

Nejprve je třeba si ujasnit, z jakých pohybů se příčná deformace prvků vypružení skládá. 

Základem je příčný pohyb skříně o ∆ݕ ൌ േ15	݉݉, k němuž se přidá natáčení podvozku pod skříní o 

úhel ±1,5°. Osa, kolem které se pružiny otáčí, je totožná se svislou osou podvozku z. Rameno, na 

kterém se otáčí je vzdálenost od osy z k svislé ose pružiny, neboli na čep balkónu podélníku. ܴ௣ ൌ 1݉ 

݄௣ଵ,ହ ൌ ܴ௣. tan ܽ௦௧ř ൌ 1000. tan 1,5° ൌ 26,19	݉݉ 

݄௣ି௞௢௠௕ ൌ ට݄௣ଵ,ହ
ଶ ൅ ଶݕ∆ ൌ ඥ20,95ଶ ൅ 15ଶ ൌ 30,18	݉݉ 

Pro zjednodušení následného výpočtu budu uvažovat jedinou příčnou výchylku ݄௣ ൌ 30,5	݉݉  

Nyní je třeba spočítat příčnou tuhost sestavy pružin. Ocelové pružiny jsou vedeny miskou, proto 

je považuji za paralelní pružiny, které jsou vloženy do série s pryžovými podložkami. Je nutné rozlišit 

příčnou tuhost pružin v krajních polohách svislého zdvihu. Výpočty opět provádím pro oba podvozky. 

1
݇௣஼

ൌ
1

݇௣ି௣௢ௗ௟௢ž௞௔
൅

1
݇௣௘ ൅ ݇௣௜

൅
1

݇௣ି௣௢ௗ௟௢ž௞௔
 

Když znám celkovou tuhost a zdvih, mohu spočítat sílu při příčné deformaci. 

௣஼ܨ ൌ ݄௣. ݇௣஼ 

Ze síly pak zpětně dopočítám příčné zdvihy jednotlivých pružin sestavy, tedy podložek a 

ocelových pružin. Jejich součet musí být roven celkovému zdvihu. 

௣ݏ ൌ
௉ܨ
݇
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Tabulka 7.5 Příčné deformace 

  
krajní 

podvozek
prostřední 
podvozek 

 

příčná tuhost při svislém min. zatížení kpC1 322 497 N/mm

příčná síla při svislém min. zatížení FpC1 6,88 9,12 kN 

příčná deformace podložky sp1- podložka 4,6 6,1 mm 

příčná deformace pružin sp1-pružiny 21,3 18,3 mm 

příčná deformace podložky sp1-podložka 4,6 6,1 mm 

příčná tuhost při svislém max. zatížení kpC8 336 519 N/mm

příčná síla při svislém max. zatížení FpC8 7,08 9,36 kN 

příčná deformace podložky sp8- podložka 4,7 6,2 mm 

příčná deformace pružin sp8-pružiny 21,1 18,0 mm 

příčná deformace podložky sp8-podložka 4,7 6,2 mm 

 

 

Obrázek 7.15 Rozdělení příčných deformací 

Z grafu je jasně patrné, že více zatížené pružiny díky vyšší příčné tuhosti vykazují menší 

deformaci. Deformaci do krajní polohy natočení podvozku pokrývají pryžové podložky.  

Dalším výsledkem je vratný moment pružin při natočení podvozku, který později použiji ve 

výpočtu sil při průjezdu obloukem. Moment je součinem příčných sil všech čtyř sad pružin a ramene 

k ose otáčení neboli svislé ose podvozku z. 

௔ܯ ൌ 4. ܴ௣. ௣஼ଵܨ ൌ ቄ26	140	ܰ݉
34	610	ܰ݉
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Hmotová charakteristika modelu 
index 1 2 3  

hmotnost podvozku  4 300 3 500 4 300 [kg] 
mom. setrvačnosti podvozku  3 500 2 500 3 500 [kg.m2] 

hmotnost skříně prázdné  17 662 13 440  [kg] 
hmotnost skříně provozně obsazené 26 544 19 741  [kg] 
mom. setrvačnosti skříně prázdné  482 990 212 835  [kg.m2] 

mom. setrvačnosti skříně provozně obsazené 725 878 312 614  [kg.m2] 
 

8.3 Rozměry 

Z typového výkresu znám rozměry skříně ܮଵ ൌ 18	115	݉݉ a ܮଶ ൌ 13	785	݉݉, vzdálenosti 

otočných bodů ሺ݈ଵ ൅ ݈ଶሻ ൌ 11	230	݉݉ a ሺ݈ଷ ൅ ݈ସ ൅ ݈ହሻ ൌ 11	230	݉݉, vzdálenost kloubu od druhého 

podvozku  ݈ଷ ൌ 2	165	݉݉. Z konstrukce podvozku dále znám rozvor podvozku ݌ ൌ 1	800	݉݉, bázi 

pružin sekundárního vypružení  ݓ௞ ൌ 410	݉݉ a bázi tlumičů sekundárního vypružení ݓ௕ ൌ

710	݉݉. Z dané geometrie jsem schopen dopočítat neznámé rozměry: 

ଵܮ
2
ൌ ݈ଶ ൅ ݈ଷ 				→ 					 ݈ଶ ൌ

ଵܮ
2
െ ݈ଷ ൌ

18	115
2

െ 2	165 ൌ 6	892,5	݉݉ 

ሺ݈ଵ ൅ ݈ଶሻ 				→ 				 ݈ଵ ൌ ሺ݈ଵ ൅ ݈ଶሻ െ ݈ଶ ൌ 11	230 െ 6	892,5 ൌ 4	337,5	݉݉ 

݈ସ ൌ
ଶܮ
2
ൌ
13	785
2

ൌ 6	892,5	݉݉ 

ሺ݈ଷ ൅ ݈ସ ൅ ݈ହሻ 				→ 				 ݈ହ ൌ ሺ݈ଷ ൅ ݈ସ ൅ ݈ହሻ െ ݈ଷ െ ݈ସ ൌ 11	230 െ 2	165 െ 6	892,5 ൌ 2	172,5	݉݉ 

Rozměry modelu [mm] 

 ૚ 4 337,5࢒

 ૛ 6 892,5࢒

 ૜ 2 165࢒

 ૝ 6 892,5࢒

 ૞ 2 172,5࢒

 ૚ 18 115ࡸ

 ૛ 13 785ࡸ

 800 1 ࢖

  710 ࢈࢝

࢝࢑ 410 
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8.4 Pohybové rovnice 

Pro sestavení pohybových rovnic použiju metodu Lagrangeových rovnic druhého druhu. Pro 

hledání vlastních vlastností systému mi stačí levá strana rovnice, tudíž nepočítám s kinematickým 

buzením od koleje, ani s dynamickým buzením strojů ve vozidle. Proto je na pravé straně rovnice 

nula. 

݀
ݐ݀
൬
௄ܧ߲
ሶ௜ݍ߲

൰ െ
௄ܧ߲
௜ݍ߲

൅
஽ܧ߲
ሶ௜ݍ߲

൅
௉ܧ߲
௜ݍ߲

ൌ 0 

Nejprve tedy sestavím rovnice jednotlivých energií, které postihují svislý posuv a rotaci kolem 

příčné osy y. 

Kinetická energie v základním tvaru: 

௄ܧ ൌ
1
2
݉௡ݍሶ௡ଶ 

Kinetická energie dynamického modelu:  

௄ܧ ൌ
1
2
݉௣ଵݖሶଵ

ଶ ൅
1
2
௣ଵܫ ሶ߮ ଵ

ଶ ൅
1
2
݉௣ଶݖሶଶ

ଶ ൅
1
2
௣ଶܫ ሶ߮ ଶ

ଶ ൅
1
2
݉௣ଷݖሶଷ

ଶ ൅
1
2
௣ଷܫ ሶ߮ ଷ

ଶ

൅
1
2
݉௦ଵݖሶସ

ଶ ൅
1
2
௦ଵܫ ሶ߮ସ

ଶ ൅
1
2
݉௦ଶݖሶହ

ଶ ൅
1
2
௦ଶܫ ሶ߮ ହ

ଶ 

Disipační energie jednoho tlumiče v základním tvaru: 

஽ܧ ൌ
1
2
ܾ௡ሺݍሶ௡ െ  ሶ௡ିଵሻଶݍ

Disipační energie dynamického modelu 

஽ܧ ൌ ܾ௣ଵݖሶଵ
ଶ ൅

1
2
ܾ௣ଵ݌ ሶ߮ ଵ

ଶ ൅ ܾ௣ଶݖሶଶ
ଶ ൅

1
2
ܾ௣ଶ݌ ሶ߮ ଶ

ଶ ൅ ܾ௣ଷݖሶଷ
ଶ ൅

1
2
ܾ௣ଷ݌ ሶ߮ ଷ

ଶ

൅ ܾ௦ଵ൫ሺݖሶସ െ ݈ଵ ሶ߮ସሻ െ ሶଵ൯ݖ
ଶ
൅ ܾ௦ଶ൫ሺݖሶସ ൅ ݈ଶ ሶ߮ସሻ െ ሶଶ൯ݖ

ଶ
൅ ܾ௦ଷ൫ሺݖሶହ ൅ ݈ହ ሶ߮ ହሻ െ ሶଷ൯ݖ

ଶ

൅
1
2
ܾ௦ଵݓ௕ሺ ሶ߮ସ െ ሶ߮ ଵሻଶ ൅

1
2
ܾ௦ଶݓ௕ሺ ሶ߮ସ െ ሶ߮ ଶሻଶ ൅

1
2
ܾ௦ଷݓ௕ሺ ሶ߮ ହ െ ሶ߮ ଷሻଶ 

Potencionální energie jedné pružiny v základním tvaru, je velmi podobná disipační energii, 

ovšem s tím rozdílem, že pracuje s posuvem namísto rychlostí a tuhostí namísto tlumení.  

௉ܧ ൌ
1
2
݇௡ሺݍ௡ െ  ௡ିଵሻଶݍ

Potenciální energie dynamického modelu je díky stejnému rozmístění pružin jako rozmístění 

tlumičů velmi podobná energii disipační. Liší se tak pouze jinými koeficienty na stejných místech. 
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8.6 Dosazení do rovnic energií 

Nyní je třeba vazební rovnici dosadit do rovnic energií. Do kinetické energie mohu vazební 

rovnici dosadit za úhel  ߮ହ
ଶ přímo. 

௄ܧ ൌ 	
1
2
݉௣ଵݖሶଵ

ଶ ൅
1
2
௣ଵܫ ሶ߮ ଵ

ଶ ൅
1
2
݉௣ଶݖሶଶ

ଶ ൅
1
2
௣ଶܫ ሶ߮ ଶ

ଶ ൅
1
2
݉௣ଷݖሶଷ

ଶ ൅
1
2
௣ଷܫ ሶ߮ ଷ

ଶ ൅
1
2
݉௦ଵݖሶସ

ଶ ൅
1
2
௦ଵܫ ሶ߮ସ

ଶ

൅
1
2
݉௦ଶݖሶହ

ଶ ൅
1
2
௦ଶܫ ቆ

ሶହݖ
ଶ െ ሶସݖሶହݖ2 െ ሶହሺ݈ଶݖ2 ൅ ݈ଷሻ ሶ߮ସ ൅ ሶସݖ

ଶ ൅ ሶସሺ݈ଶݖ2 ൅ ݈ଷሻ ሶ߮ସ ൅ ሺ݈ଶ ൅ ݈ଷሻଶ ሶ߮ସ
ଶ

݈ସ
ଶ ቇ 

Rovnice energie disipační a potenciální je třeba nejdříve roznásobit, a až poté mohu dosadit 

vazební rovnici za úhly ߮ହ	 a ߮ହ
ଶ.  

Roznásobení disipační energie 

஽ܧ ൌ ܾ௣ଵݖሶଵ
ଶ ൅

1
2
ܾ௣ଵ݌ ሶ߮ ଵ

ଶ ൅ ܾ௣ଶݖሶଶ
ଶ ൅

1
2
ܾ௣ଶ݌ ሶ߮ ଶ

ଶ ൅ ܾ௣ଷݖሶଷ
ଶ ൅

1
2
ܾ௣ଷ݌ ሶ߮ ଷ

ଶ

൅ ܾ௦ଵሺݖሶସ
ଶ െ ሶସ݈ଵݖ2 ሶ߮ସ െ ሶଵݖሶସݖ2 ൅ ݈ଵ

ଶ ሶ߮ସ
ଶ ൅ 2݈ଵ ሶ߮ସݖሶଵ ൅ ሶଵݖ

ଶሻ ൅
1
2
ܾ௦ଵݓ௕ሺ ሶ߮ସ

ଶ െ 2 ሶ߮ସ ሶ߮ ଵ ൅ ሶ߮ ଵ
ଶሻ

൅ ܾ௦ଶሺݖሶସ
ଶ ൅ ሶସ݈ଶݖ2 ሶ߮ସ െ ሶଶݖሶସݖ2 ൅ ݈ଶ

ଶ ሶ߮ସ
ଶ െ 2݈ଶ ሶ߮ସݖሶଶ ൅ ሶଶݖ

ଶሻ ൅
1
2
ܾ௦ଶݓ௕ሺ ሶ߮ସ

ଶ െ 2 ሶ߮ସ ሶ߮ ଶ ൅ ሶ߮ ଶ
ଶሻ

൅ ܾ௦ଷሾݖሶହ
ଶ െ ሶହ݈ହݖ2 ሶ߮ ହ െ ሶଷݖሶହݖ2 ൅ ݈ହ

ଶ ሶ߮ ହ
ଶ ൅ 2݈ହ ሶ߮ ହݖሶଷ ൅ ሶଷݖ

ଶሿ ൅
1
2
ܾ௦ଷݓ௕൫ ሶ߮ ହ

ଶ െ 2 ሶ߮ ହ ሶ߮ ଷ ൅ ሶ߮ ଷ
ଶ൯ 

A následné dosazení za úhel ߮ହ. 

஽ܧ ൌ ܾ௣ଵݖሶଵ
ଶ ൅

1
2
ܾ௣ଵ݌ ሶ߮ ଵ

ଶ ൅ ܾ௣ଶݖሶଶ
ଶ ൅

1
2
ܾ௣ଶ݌ ሶ߮ ଶ

ଶ ൅ ܾ௣ଷݖሶଷ
ଶ ൅

1
2
ܾ௣ଷ݌ ሶ߮ ଷ

ଶ

൅ ܾ௦ଵሺݖሶସ
ଶ െ ሶସ݈ଵݖ2 ሶ߮ସ െ ሶଵݖሶସݖ2 ൅ ݈ଵ

ଶ ሶ߮ସ
ଶ ൅ 2݈ଵ ሶ߮ସݖሶଵ ൅ ሶଵݖ

ଶሻ ൅
1
2
ܾ௦ଵݓ௕ሺ ሶ߮ସ

ଶ െ 2 ሶ߮ସ ሶ߮ ଵ ൅ ሶ߮ ଵ
ଶሻ

൅ ܾ௦ଶሺݖሶସ
ଶ ൅ ሶସ݈ଶݖ2 ሶ߮ସ െ ሶଶݖሶସݖ2 ൅ ݈ଶ

ଶ ሶ߮ସ
ଶ െ 2݈ଶ ሶ߮ସݖሶଶ ൅ ሶଶݖ

ଶሻ ൅
1
2
ܾ௦ଶݓ௕ሺ ሶ߮ସ

ଶ െ 2 ሶ߮ସ ሶ߮ ଶ ൅ ሶ߮ ଶ
ଶሻ

൅ ܾ௦ଷ ቊݖሶହ
ଶ െ ሶହ݈ହݖ2 ቈ

ሶହݖ െ ሶସݖ െ ሺ݈ଶ ൅ ݈ଷሻ ሶ߮ସ
݈ସ

቉ െ ሶଷݖሶହݖ2

൅ ݈ହ
ଶ ቈ
ሶହݖ
ଶ െ ሶସݖሶହݖ2 െ ሶହሺ݈ଶݖ2 ൅ ݈ଷሻ ሶ߮ସ ൅ ሶସݖ

ଶ ൅ ሶସሺ݈ଶݖ2 ൅ ݈ଷሻ ሶ߮ସ ൅ ሺ݈ଶ ൅ ݈ଷሻଶ ሶ߮ସ
ଶ

݈ସ
ଶ ቉

൅ 2݈ହݖሶଷ ቆ
ሶହݖ െ ሶସݖ െ ሺ݈ଶ ൅ ݈ଷሻ ሶ߮ସ

݈ସ
ቇ ൅ ሶଷݖ

ଶቋ

൅
1
2
ܾ௦ଷݓ௕ ቊቈ

ሶହݖ
ଶ െ ሶସݖሶହݖ2 െ ሶହሺ݈ଶݖ2 ൅ ݈ଷሻ ሶ߮ସ ൅ ሶସݖ

ଶ ൅ ሶସሺ݈ଶݖ2 ൅ ݈ଷሻ ሶ߮ସ ൅ ሺ݈ଶ ൅ ݈ଷሻଶ ሶ߮ସ
ଶ

݈ସ
ଶ ቉

െ 2 ሶ߮ ଷ ቈ
ሶହݖ െ ሶସݖ െ ሺ݈ଶ ൅ ݈ଷሻ ሶ߮ସ

݈ସ
቉ ൅ ሶ߮ ଷ

ଶቋ 
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Obdobně vypadá i roznásobení potenciální energie. 

௣ܧ ൌ ݇௣ଵݖଵ
ଶ ൅

1
2
݇௣ଵ߮݌ଵ

ଶ ൅ ݇௣ଶݖଶ
ଶ ൅

1
2
݇௣ଶ߮݌ଶ

ଶ ൅ ݇௣ଷݖଷ
ଶ ൅

1
2
݇௣ଷ߮݌ଷ

ଶ

൅ ݇௦ଵሺݖସ
ଶ െ ସ݈ଵ߮ସݖ2 െ ଵݖସݖ2 ൅ ݈ଵ

ଶ߮ସ
ଶ ൅ 2݈ଵ߮ସݖଵ ൅ ଵݖ

ଶሻ ൅
1
2
݇௦ଵݓ௞ሺ߮ସ

ଶ െ 2߮ସ߮ଵ ൅ ߮ଵ
ଶሻ

൅ ݇௦ଶሺݖସ
ଶ ൅ ସ݈ଶ߮ସݖ2 െ ଶݖସݖ2 ൅ ݈ଶ

ଶ߮ସ
ଶ െ 2݈ଶ߮ସݖଶ ൅ ଶݖ

ଶሻ ൅
1
2
݇௦ଶݓ௞ሺ߮ସ

ଶ െ 2߮ସ߮ଶ ൅ ߮ଶ
ଶሻ

൅ ݇௦ଷ൫ݖହ
ଶ െ ହ݈ହ߮ହݖ2 െ ଷݖହݖ2 ൅ ݈ହ

ଶ߮ହ
ଶ ൅ 2݈ହ߮ହݖଷ ൅ ଷݖ

ଶ൯ ൅
1
2
݇௦ଷݓ௞൫߮ହ

ଶ െ 2߮ହ߮ଷ ൅ ߮ଷ
ଶ൯ 

A následné dosazení za úhel ߮ହ. 

௣ܧ ൌ ݇௣ଵݖଵ
ଶ ൅

1
2
݇௣ଵ߮݌ଵ

ଶ ൅ ݇௣ଶݖଶ
ଶ ൅

1
2
݇௣ଶ߮݌ଶ

ଶ ൅ ݇௣ଷݖଷ
ଶ ൅

1
2
݇௣ଷ߮݌ଷ

ଶ

൅ ݇௦ଵሺݖସ
ଶ െ ସ݈ଵ߮ସݖ2 െ ଵݖସݖ2 ൅ ݈ଵ

ଶ߮ସ
ଶ ൅ 2݈ଵ߮ସݖଵ ൅ ଵݖ

ଶሻ ൅
1
2
݇௦ଵݓ௞ሺ߮ସ

ଶ െ 2߮ସ߮ଵ ൅ ߮ଵ
ଶሻ

൅ ݇௦ଶሺݖସ
ଶ ൅ ସ݈ଶ߮ସݖ2 െ ଶݖସݖ2 ൅ ݈ଶ

ଶ߮ସ
ଶ െ 2݈ଶ߮ସݖଶ ൅ ଶݖ

ଶሻ ൅
1
2
݇௦ଶݓ௞ሺ߮ସ

ଶ െ 2߮ସ߮ଶ ൅ ߮ଶ
ଶሻ

൅ ݇௦ଷ ቊݖହ
ଶ െ ହ݈ହݖ2 ቈ

ହݖ െ ସݖ െ ሺ݈ଶ ൅ ݈ଷሻ߮ସ
݈ସ

቉ െ ଷݖହݖ2

൅ ݈ହ
ଶ ቈ
ହݖ
ଶ െ ସݖହݖ2 െ ହሺ݈ଶݖ2 ൅ ݈ଷሻ߮ସ ൅ ସݖ

ଶ ൅ ସሺ݈ଶݖ2 ൅ ݈ଷሻ߮ସ ൅ ሺ݈ଶ ൅ ݈ଷሻଶ߮ସ
ଶ

݈ସ
ଶ ቉

൅ 2݈ହݖଷ ቈ
ହݖ െ ସݖ െ ሺ݈ଶ ൅ ݈ଷሻ߮ସ

݈ସ
቉ ൅ ଷݖ

ଶቋ

൅
1
2
݇௦ଷݓ௞ ቊቈ

ହݖ
ଶ െ ସݖହݖ2 െ ହሺ݈ଶݖ2 ൅ ݈ଷሻ߮ସ ൅ ସݖ

ଶ ൅ ସሺ݈ଶݖ2 ൅ ݈ଷሻ߮ସ ൅ ሺ݈ଶ ൅ ݈ଷሻଶ߮ସ
ଶ

݈ସ
ଶ ቉

െ 2߮ଷ ቈ
ହݖ െ ସݖ െ ሺ݈ଶ ൅ ݈ଷሻ߮ସ

݈ସ
቉ ൅ ߮ଷ

ଶቋ 
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8.7 Derivace 

Když mám vyjádřené rovnice energií, mohu přistoupit k jejich derivaci podle jednotlivých 

zobecněných souřadnic, tak jak udává Lagrangeova rovnice. 

݀
ݐ݀
൬
௄ܧ߲
ሶ௜ݍ߲

൰ െ
௄ܧ߲
௜ݍ߲

൅
஽ܧ߲
ሶ௜ݍ߲

൅
௉ܧ߲
௜ݍ߲

ൌ 0 

ݍ ൌ ሾݖଵ, ߮ଵ, ,ଶݖ ߮ଶ, ,ଷݖ ߮ଷ, ,ସݖ ߮ସ,  ହሿ்ݖ

Derivuji tedy tři energie, které jsem si vyjádřil na předchozích stránkách podle devíti 

proměnných a následně derivaci kinetické energie ještě jednou podle času. Abych tuto kapitolu ještě 

více nekomplikoval rozepisováním dlouhých vztahů jednotlivých derivací, uvádím systém již 

přepsaný do tvaru matic.  

ሷݍࡹ ൅ ሶݍ࡮ ൅ ݍࡷ ൌ 0 

Kde ܯ je matice hmotnost,	ܯ matice tlumení,	ܭ matice tuhosti a ݍ je vektor zobecněných 

souřadnic. Jako první kontrola správnosti derivací je symetrie matic podle hlavní diagonály. 

V maticích je také dobře vidět jak se vazební podmínka promítne do systému rovnic. Matice jsou 

zobrazeny na následujících stránkách. 
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8.8 Matice 

8.8.1 Matice hmotnosti 
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8.8.2 Matice tlumení 
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8.8.3 Matice tuhosti 
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8.9 Vyhodnocení systému 

Vzhledem ke složitosti systému už ruční výpočet nepřipadá v úvahu, a proto jsem přistoupil 

k řešení pomocí softwaru Matlab ve verzi 2014a s použitím akademické licence. Soubor Dynamika.m 

se zdrojovým kódem i přídavnými funkcemi je umístěn na přiloženém CD. Zde uvedu použité postupy 

a jejich výsledky. 

8.9.1 Vlastní frekvence 

Pro výpočet vlastních frekvencí tlumené soustavy je výhodné převést systém 2. řádu na systém 

1. řádu o dvojnásobném počtu rovnic. 	

ሶݍ ൌ ݒ
ሶݒܯ ൅ ݒܤ ൅ ݍܭ ൌ 0 

Tento pak mohu rozepsat do tvaru: 

ቂݍሶ
ሶݒ
ቃ ൌ ቂ 0 ܧ

െିܯଵܭ െିܯଵܤ
ቃ ቂ
଴ݍ
଴ݒ
ቃ 

Pro další použití tento přepíšu na:  

ݔ ൌ  ଴ݔܣ

Následně použiji příkaz damp , který najde vlastní frekvence i poměné útlumy. 

ሾܹ݊, ሿݎܾ ൌ  ሻܣሺ݌݉ܽ݀

Kde Wn je vektor vlastních frekvencí, br je vektor poměrných útlumů. Příkaz generuje vlastní 

frekvence v [rad/s], proto pro převod na jednotky [Hz] musím ještě vektor vydělit 2ߨ.  

݂ ൌ
ܹ݊
ߨ2

		ሾݖܪሿ 

Do tabulky uvádím výsledky vozidla prázdného a provozně obsazeného. 
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Tabulka 8.1Vlastní frekvence a poměrný útlum 

 
prázdné vozidlo 

provozně obsazené vozidlo 
(4 os/m2) 

 
frekvence 

poměrný 
útlum 

frekvence 
poměrný 

útlum 
 ૚ࢌ
 ૛ࢌ
 ૜ࢌ
 ૝ࢌ
 ૞ࢌ
 ૟ࢌ
 ૠࢌ
 ૡࢌ
 ૢࢌ

1.63 
2.00 
2.96 
7.14 
7.35 
7.51 
7.52 

10.07 
10.68 

0.25 
0.31 
0.44 
0.30 
0.29 
0.15 
0.15 
0.33 
0.18 

1.33 
1.61 
2.32 
7.35 
7.45 
7.52 
7.52 

10.29 
10.68 

0.21 
0.25 
0.35 
0.28 
0.27 
0.15 
0.15 
0.32 
0.18 

 
První tři frekvence připadají na houpání a kývání skříně. Tyto tvary kmitu jsou zobrazeny v 

následující kapitole 8.9.2. Zbylých šest frekvencí potom připadá na rezonanční stavy podvozků.  

 

Obrázek 8.1 Graf 1.vlastní frekvence v závislosti na obsazení 

Pro lepší orientaci ve výsledcích jsem vykreslil první vlastní frekvenci v závislosti na 

obsazení. Velmi záleží na provozovateli, s jakým zatížením bude tramvaj provozována. Nicméně při 

návrhu jsem cílil na co nejnižší frekvence v oblasti provozního obsazení vozidla, v které se vozidlo 

bude pravděpodobně pohybovat po většinu svého života. V první části charakteristiky (vypružení 

pouze prostřednictvím vinutých pružin) jsem dosáhl poměrně nízkých frekvencí v rozmezí 1,5 až 1,3 

Hz. Dále je jasně patrný přechod na vyšší tuhost při dosednutí na pryžový sloupek v sekundárním 

stupni vypružení, který skokově zvýší první vlastní frekvenci vozidla. Svislá dynamika tak z pohledu 

cestujícího vykazuje velmi příznivé vlastnosti. 
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Po dosazení rovnic (9-5) a (9-6) do vztahu a úpravě dostanu rovnici pravého půlrámu ve tvaru: 

 
Získal jsem opět jednu rovnici o dvou neznámých (vnitřní moment a úhel natočení). 

Velikost vnitřního moment mohu také dopočíst z torzní tuhosti kloubů a relativního úhlu 

půlrámů. 

 
Tím jsem získal další vazební rovnici, kterou teď mohu dosadit do rovnice rovnováhy půlrámu. 

Po dosazení do rovnováhy pravého půlrámu (9-8) a úpravě dostávám vztah pro poměr absolutních 

úhlů půlrámů.  

 
Protože vnitřní moment levého a pravého půlrámu musí být stejný, mohu dát vztahy (9-4) a (9-8) 

do jedné rovnice. Na levou stranu dám moment levého půlrámu a na pravou stranu dám moment 

pravého půlrámu, v kterém ještě dosadím za úhel ߮௉ vztah (9-10). 

 
Po úpravě získávám rovnici pro výpočet úhlu ߮௅, která je funkcí tuhostí a rozměrů podvozku a 

výšky nerovnosti. 

ோ௉ܯ ൌ ߮௉ ൬2. ݇ଶ. ଶ௫ݓ
ଶ ൅ 2. ݇ଵ. ቀ

݌
2
ቁ
ଶ
൰ (9-8) 

ோܯ ൌ 2. ݇ఝ௫. ߮௥௘௟ ൌ 2. ݇ఝ. ሺ߮௅ െ ߮௉ሻ (9-9) 

߮௉ ൌ ߮௅ ቌ
2. ݇ఝ௫

2. ݇ଶ. ଶ௫ݓ
ଶ ൅ 2. ݇ଵ. ቀ

ܽ
2ቁ

ଶ
൅ 2. ݇ఝ௫

ቍ (9-10) 

ோ௅ܯ ൌ  ோ௉ (9-11)ܯ

2. ݇ଵ. .ߙ ቀ
ܽ
2
ቁ
ଶ
െ 2. ݇ଵ. ቀ

ܽ
2
ቁ
ଶ
߮௅ െ 2. ݇ଶ. ଶ௫ݓ

ଶ . ߮௅ ൌ

ൌ ߮௅ ቌ
2. ݇ఝ௫

2. ݇ଶ. ଶ௫ݓ
ଶ ൅ 2. ݇ଵ. ቀ

ܽ
2ቁ

ଶ
൅ 2. ݇ఝ௫

ቍ ൬2. ݇ଶ. ଶ௫ݓ
ଶ ൅ 2. ݇ଵ. ቀ

ܽ
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ቁ
ଶ
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߮௅ ൌ
2. ݇ଵ. .ߙ ቀ

ܽ
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ଶ
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ଶ ൅ 2. ݇ଵ. ቀ
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ଶ
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ቍ
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(9-13) 
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Nyní mohu přejít k hledání změny kolových sil. Náprava je staticky určitý nosník o dvou 

podporách (Obrázek 9.5) Tento řeším klasickým postupem silové a momentové rovnováhy. Vzhledem 

k nestejným změnám sil v primárním stupni vypružení půlrámů dojde i k nestejným změnám sil na 

levém a pravém kole. 

 

 
Abych vyhodnotil přínos poddajnosti rámu, dopočtu ještě změnu kolové síly podvozku 

s pevným rámem se stejnými rozměry a tuhostí. 

 

9.5 Vyhodnocení změny kolových sil 

Tabulka 9.2 Změna kolových sil 

 
krajní 

podvozek 
prostřední 
podvozek 

 

∆ܳ௅  536 687 N 

∆ܳ௉  176 154 N 

∆ܳ௣௘௩௡ý 8 310 11 919 N 

ܳ଴ 37 325 35 963 N 

∆ܳ௅ ܳ଴⁄  0,014 0,019  

∆ܳ௣௘௩௡ý ܳ଴⁄  0,22 0,33  

 
 

Změna kolové síly u podvozku s poddajným rámem klesla na pouhých 6% oproti podvozku 

s rámem pevným. Z toho vyplývá, že podvozek s poddajným rámem vykazuje na zborcené koleji 

výrazně bezpečnější provoz a zároveň bude způsobovat menší opotřebení trati i vozidla. 

 

 

∆ܳ௉ ൌ
െ∆ ௅ܲሺݏ െ ଵሻݓ ൅ ∆ ௉ܲሺݏ ൅ ଵሻݓ ൅ ଵఝܯ2

ݏ2
 (9-17) 

∆ܳ௅ ൌ ∆ ௅ܲ െ ∆ ௉ܲ ൅ ∆ܳ௉ (9-18) 

∆ܳ௣௘௩௡ý ൌ
1
4
ቀ
ଵݓ
ݏ
ቁ
ଶ
. ݇ଵ.  ௭ (9-19)݌
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10.2 Řídící síly 

Pro vyšetření sil při průjezdu podvozku obloukem používám Heumannovu metodu průjezdu 

dvounápravového podvozku. Ta zavádí několik zjednodušení (např. válcová kola torzně spojená 

s nápravou), ale pro základní pohled na chování podvozku v oblouku mi postačí. Rovnice jsem si 

naprogramoval v Matlabu. Nejprve se vypočtou mezní polohy postavení podvozku v koleji (úhly 

náběhu a středy tření). Kde ߙ je úhel náběhu, rozvor podvozku݌ ൌ 1,8	݉, poloměr oblouku ܴ ൌ 20݉, 

vůle v kolejovém kanálu 2ߪ ൌ 40	݉݉ , střed tření ݔ. 

௠௜௡ߙ ൌ
݌
2ܴ

								→ 														ܶěݒ݋ݒ݅ݐá	݄ܽ݋݈݋݌
	

௠௔௫ߙ ൌ
݌
2ܴ

൅
ߪ2
݌
					→ 	݄ܽ݋݈݋݌	říč݁݊á݌ݖܸ				

	
௠௜௡ݔ ൌ ௠௜௡ߙ	ܴ

	
௠௔௫ݔ ൌ ௠௔௫ߙ	ܴ

 

Následně se řeší rovnováha sil pro obecnou polohu, kde neznámé jsou řídící síla P a střed  tření x.  

ܲ ൌ ߤ2ܳ ቆ
ݔ

ଶݔ√ ൅ ଶݏ
െ

݌ െ ݔ

ඥሺ݌ െ ሻଶݔ ൅ ଶݏ
ቇ ൅෍ܪ௞

௡

௞ୀଵ

 

௔ܯ ൌ ݔܲ െ ߤ2ܳ ቀඥݔଶ ൅ ଶݏ െ ሺ݌ െ ሻଶݔ ൅ ଶቁݏ െ෍ܪ௞

௡

௞ୀଵ

ሺ݄௞ െ  ሻݔ

Pokud hodnota ݔ௦௞௨௧ leží v intervalu ሺݔ௠௜௡	;  ௠௔௫ሻ, podvozek se nachází v obecné poloze aݔ	

vypočtené hodnoty jsou brány jako výsledek. Pokud však hodnota ݔ௦௞௨௧ v intervalu neleží, tak se 

přistupuje k rozhodovacímu procesu: 

Jestliže  ݔ௦௞௨௧ ൏ ௠௜௡ݔ →		podvozek je v tětivové poloze, a tedy ݔ௦௞௨௧ ൌ  ௠௜௡ a podle tohoݔ

jsou vypočteny vodící síly na první i druhé nápravě. 

Jestliže  ݔ௦௞௨௧ ൐ ௠௔௫ݔ → podvozek je ve vzpříčené poloze, a tedy ݔ௦௞௨௧ ൌ  ௠௔௫ a podle tohoݔ

jsou vypočteny vodící síly na první i druhé nápravě 
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Výpočet sil v tětivové poloze: 

௦௞௨௧ݔ ൌ ௠௜௡ݔ ൌ ௠௜௡ߙ	ܴ ൌ
݌
2

 

ଵܲ ൌ ඨቆ1ߤ2ܳ ൅ ൬
ݏ2
݌
൰
ଶ

ቇ ൅෍ܪ௞ ൬
݄௞
݌
൰

௡

௞ୀଵ

൅෍ܯ௔௝

௠

௝ୀଵ

 

ଶܲ ൌ െ2ܳߤඨቆ1 ൅ ൬
ݏ2
݌
൰
ଶ

ቇ ൅෍ܪ௞ ൬1 െ
݄௞
݌
൰

௡

௞ୀଵ

െ෍ܯ௔௝

௠

௝ୀଵ

 

Výpočet sil ve vzpříčené poloze: 

௦௞௨௧ݔ ൌ ௠௔௫ݔ ൌ ௠௔௫ߙ	ܴ ൌ
݌
2
൅
ܴߪ2
݌

 

ଵܲ ൌ ߤ2ܳ ൭
ඥݔ௠௔௫ଶ ൅ ଶݏ

݌
൅
ඥሺ݌ െ ௠௔௫ሻଶݔ ൅ ଶݏ

݌
൅
݌௠௔௫ሺݔ െ ௠௔௫ሻݔ

௠௔௫ଶݔඥ݌ ൅ ଶݏ
െ

ሺ݌ െ ௠௔௫ሻଶݔ

݌ඥሺ݌ െ ௠௔௫ሻଶݔ ൅ ଶݏ
൱
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݌
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ଶܲ ൌ ଵܲ െ ߤ2ܳ ቆ
௠௔௫ݔ
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െ
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10.3 Vodící síly 

Následuje dopočet vodící síly Y respektující součinitel tření, šplhání po okolku a úhel náběhu. 

Tramvajový okolek má oproti konvenční železnici úhel 75°. Počítáno pro každé řídící kolo zvlášť. 

ܻ ൌ ܲ

ۉ

1ۇ െ
ߤ tan ௡ߙ cot ߚ

ටቀ ௞ݎܿ
cos ቁߚ

ଶ
൅ tanଶ ی௡ߙ

 ۊ

Následně vypočítám poměr síly vodící a kolové prázdného vozidla. 

൬
ܻ
ܳ
൰
௦௞௨௧

ൌ
ܻ
ܳ଴

 

Pro zjištění míry bezpečnosti ještě potřebuji znát limitní hodnotu. Kritický poměr Y/Q 

počítám opět s respektováním součinitele tření, šplhání po okolku a úhlu náběhu.  

൬
ܻ
ܳ
൰
௞௥௜௧

ൌ
tan ߚ ටቀ

ܿ
௞ݎ
cos ቁߚ

ଶ
൅ tanଶ ௡ߙ െ ߤ tan ௡ߙ

ටቀ ௞ݎܿ
cos ቁߚ

ଶ
൅ tanଶ ௡ߙ ൅ ߤ tan ௡ߙ tan ߚ

 

Nyní už mohu vypočítat bezpečnost proti vykolejení jako poměr hodnoty kritické a skutečné. 

݇஻௉௏ ൌ ൬
ܻ
ܳ
൰
௞௥௜௧

൬
ܻ
ܳ
൰
௦௞௨௧

൘ ൒ 1 

 

Vztahy jsem naprogramoval v Matlabu a vynesl do grafů v závislosti na rychlosti vozidla. 

Soubor heumann_podvozek_krajni.m se zdrojovým kódem jsem umístil na přiložené CD. Výpočet 

jsem provedl pro dva vybrané poloměry oblouku. V obou výpočtech je započítána síla větru. Počítáno 

s maximálním součinitelem tření ߤ ൌ 0,35. Ve skutečnosti se průměrná hodnota součinitele pohybuje 

okolo 0,2 a zpravidla se úmyslně snižuje použitím mazání okolků v obloucích u vodících podvozků, a 

to jak přímo na vozidle, tak někdy i mazníky umístěnými na trati. Tuto hodnotu tedy beru jako 

absolutní limit a s ní budu porovnávat hodnoty skutečné 
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11 Závěr 

Náplní práce bylo předložení konstrukční studie trakčního podvozku s poddajným rámem pro 

100% nízkopodlažní tramvaj a zhodnocení vybraných aspektů této studie. 

Nejprve je představena pětičlánková nízkopodlažní tramvaj na kterou je podvozek cílen. 

Následně je provedena hmotnostní bilance vozidla a stanovení zátěžných stavů podvozku. Z bilance 

vyplývá, že podvozky vozidla jsou rozdílně zatížené a tomu je třeba přizpůsobit další postup návrhu. 

Užitečné zatížení dosahuje zhruba poloviny vlastní hmotnosti vozidla a má velký vliv dimenzování 

komponent. 

Poté se věnuji popisu mnou navrženého podvozku a souvislostí s ním spojených. Podvozek je 

koncipován jako nízkopodlažní, neotočný, s poddajným rámem a individuálním pohonem kol. Je 

navržen tak, aby bylo možné na stejné platformě vytvořit verzi trakční i běžnou. Důraz je také kladen 

na zástavbu do vozidla a díky tomu jsem dosáhl nad podvozkem počtu šestnácti sedadel v uspořádání 

2+2 na šířce vozidla 2650 mm. Výška podlahy v nejvyšší části je 370 mm nad TK. 

Velká část práce je pak věnována návrhu sekundárního stupně vypružení. Nejprve pevnostnímu 

výpočtu prvků sekundárního vypružení. Dále pak vytvoření dynamického modelu vozidla a jeho 

analýzou. Vyladěním prvků vypružení jsem dosáhl nízkých hodnot frekvencí houpání a kývání skříně, 

což má příznivý vliv vnímání pohodlí cestujícími.  

Na závěr je proveden rozbor silového působení podvozku na zborcené koleji a hodnocení přínosu 

podvozku s poddajným rámem. Poddajnost přináší snížení změny kolových sil na pouhých 6% oproti 

podvozku s rámem pevným. Je tak velmi výhodné ho použít na tratě s velkými geometrickými 

odchylkami. Důsledkem je zlepšení účinků vozidla na trať a její okolí a v neposlední řadě zvýšení 

bezpečnosti provozu. 

Rám podvozku jsem řešil pouze konstrukčně, nikoliv pevnostně. Do budoucna se tedy otevírá 

možnost hmotnostní optimalizace navrženého řešení právě na základě pevnostní analýzy. Pro 

detailnější hodnocení dynamiky jízdy by také bylo potřeba rozšířit model o příčný směr. Zde už 

klasické sestavování rovnic nepřipadá v úvahu, a bylo by třeba přistoupit k softwaru zaměřenému 

právě na dynamické výpočty.  
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