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Abstrakt

Tato praca sa zaobera problematikou riedkych ststav linedrnych rovnic a
ich rieSenim s vyuzitim priamych metéd. Popisuje vybrané metdédy riese-
nia, heuristiky urc¢ené na zefektivnenie vypoctu a obsahuje prehlad vybranych
rieseni. Vysledkom tejto prace je kompaktnd aplikacia s grafickym uzivatelskym
rozhranim, ktora ponuka niekolko metdd a heuristik s ciefom umoznit volbu
efektivneho riesenia pre ¢o najvacsiu mnozinu riedkych sdstav.

Klicova slova riedka stistava, minimalizdcia dodato¢ného zaplnenia, Gaussova
elimina¢na metdda, LU rozklad, Choleského rozklad, Heuristika AMD, Heuris-
tika COLAMD, Heuristika RCM, Markowitzova stratégia, CLI, GUI

ix



Abstract

This thesis deals with sparse linear systems and their solutions using direct
methods. It describes a selected set of methods for solving these systems and
heuristics for performance optimization. Furthermore it contains a survey of
a selected solvers. The result of this thesis is a compact application with a
graphical user interface that offers several methods and heuristics and aims
to allow the user to choose an efficient solution for the largest set of sparse
linear systems.

Keywords sparse systems, fill-in reduction, Gaussian elimination method,
LU decomposition, Cholesky decomposition, Approximate Minimum Degree
Ordering, Column Approximate Minimum Degree Ordering, Reverse Cuthill-
McKee, Markowitz strategy, CLI, GUI
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Uvod

Linearna algebra je matematicky odbor, ktory nam dovoluje urcovat a cha-
pat mnozstvo objektov, situdcii a priestorov v nejakom kontexte. Esencidlnou
sucastou linedrnej algebry sui linedrne rovnice, ktorych riesenie je jednoduché
a z toho dovodu sa nimi popisuji rézne problémy, pripadne si vyuzité na ich
aproximaciu. Linedrne rovnice maju Siroké vyuzitie napriklad v informatike,
elektrotechnike, jadrovom inzinierstve a v mnohych dalsich odvetviach.

Tato praca sa zaoberad Specifickou podmnozinou linedrnych rovnic, ro-
zoberd jej problematiku, metody a heuristiky na jej riesenie, analyzuje ex-
istujtce riesenia a navrhuje vlastné rieSenie s moznostou uzivatelského vyberu
vhodnej metédy pre dany problém. Hlavnym cielom tejto prace je prave urce-
nie poziadaviek, ndvrh a implementéacia tohto riesenia.

V prvej casti je uvedend problematika a teoreticky zaklad doélezity pre
popisanie danych metéd. Druhd cast vysvetluje principy pouzitych metod
a popisuje vybrané heuristiky a je zakoncend stru¢nou reSersou existujucich
rieSeni ako zéklad pre navrh vlastného riesenia. Posledna ¢ast obsahuje navrh,
realizaciu a nasledné testovanie vlastného riesenia.

Praca je zakoncend zaverom, ktory sumarizuje obsah prace, dosiahnuté
ciele a navrhuje moznosti na pokracovanie tejto prace.






KAPITOLA 1

Popis problému a ciel prace

1.1 Riedke ststavy linearnych rovnic

Mnozstvo problémov vyjadrenych vztahom malého mnozZstva elementov s velkym
mnozstvom elementov je mozné popisat linedrnymi rovnicami so zanedbatelnym
mnozstvom clenov, teda tzv. riedkymi sistavami linedrnych rovnic. Tento fakt
sa vyuziva a matice tychto ststav sa reprezentuju v Specializovanych forma-
toch s cielom znizit ¢asovi a paméafovi naro¢nost vypocetnych operacii. Pre
skutoc¢ne rozsiahle riedke stustavy linearnych rovnic moze byt standardny spo-
sob reprezentacie extrémne naro¢ny, ba az nerealizovatelny, a to dokonca aj
na modernom hardvéry.

Medzi praktické uplatnenia tychto rovnic v oblasti informatiky je mozné
zahrnit réozne doporucovacie systémy, reprezentiaciu mapy webovej stranky,
vypocet hodnotenia webovych stranok na zédklade spatnych odkazov pouzivany
vyhladavacimi sluzbami a podobne.

Na vypocet riedkych ststav sa vyuzivaji priame a nepriame met6dy. Danou
za relativnu presnost u priamych metdd, ktorymi sa tato praca zaoberd, je
vznik novych prvkov s vypocetne a pamétovo ndro¢nou reprezentaciou. Pocet
novych prvkov (dodato¢né zaplnenie) je mozné minimalizovat preskupenim
matice sustavy. Optimélne preskupenie nie je mozné jednoznacCne urcit v
polynomialnom case, preto je tento problém pokryty mnozstvom heuristik.
Obréazky [I.1a[1.2]ilustruji vznik dodato¢ného zaplnenia a jeho minimalizaciu
preskupenim matice.



1. POPIS PROBLEMU A CIEL PRACE

1. fiza GEM
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Obr. 1.1: Tlustracia vzniku dodato¢ného zaplnenia matice
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Obr. 1.2: Po preskupeni matice uz dodatocné zaplnenie nevnika

1.2 Specifikicia ciela

Cielom tejto prace je navrh a implementacia aplikdcie na riesenie riedkych
stustav linedrnych rovnic, ktord dovoli uzivatelovi vybrat ¢o optimalny sposob
rieSenia danéj stustavy s nasledujticimi parametrami:

e rozhranie v prikazovom riadku a grafické uzivatelské rozhranie,

e moznost vyberu Gaussovej elimina¢nej metody, LU rozkladu a Choleského
rozkladu,

e vyber z minimalne dvoch heuristik pre minimalizdciu dodato¢ného zaplne-
nia matice,

e dostupné rozhranie pre dodato¢ni implementaciu dalsich metdd a heuristik,
e zobrazenie informécii o danej stustave,

e podpora vonkajsej reprezentacie vo formate ,Matrix Market“,

e vnutornd reprezentacia vo formate ,,Compressed Column Storage*,

e podpora platforiem GNU/Linux a OS X.



KAPITOLA 2

Teoreticky zaklad

Této kapitola obsahuje teoreticky zaklad ¢erpany z [2,3], ktory je zdkladnou
esenciou potrebnou na vysvetlenie jednotlivych metdd pouzivanych v aplikacii.

2.1 DMatica

Matica typu (m, n) je usporiadana m-tica prvkov z R". Jednotlivé zlozky tejto
m-tice nazyvame riadky matice. Nech @, = (ar1,ar2,...,ary) je r-ty riadok
matice typu (m,n). s-ta zlozka tohto riadku a, s € R sa nazyva (r, s)-ty prvok
matice. Riadky matice A zapisujeme ako skutoc¢né riadky pod seba takto:

aii, a2, ..., Qin
a1, 22, ..., 0Aa2n
Um,1, am2, ---5 Ommn

Nech A = (ars),r € {1,...,m},s € {1,...,n}. Usporiadani m-ticu real-
nych ¢isel (a1s, a2, .., am,s) Nazyvame s-tym stipcom matice A.

Maticu nazyvame Stvorcovd matica, pokial m = n. Maticu, ktord ma vsetky
prvky nulové, nazyvame nulovd matica.

Nech matica neobsahuje nulové riadky. Tato matica je v hornom tro-
juholnikovom tvare, ak pre lubovolny riadok plati, ze prvy nenulovy prvok je
napravo oproti prvému nenulovému prvku predchadzajiceho riadku. Takito
maticu budeme znacit U. Naopak tdto matica je v dolnom trojuholnikovom
tvare, ak pre ITubovolny riadok plati, Zze prvy nenulovy prvok je napravo oproti
prvému nenulovému prvku predchédzajiceho riadku. Taktto maticu budeme
znacit L.

Definicia. Nech A = (a;;) je matica typu (n,n). Hlavnd diagondla mat-
ice A (resp. len diagondla) je skupina jej prvkov aj 1,a29,...,an . Vedlajsia

5



2. TEORETICKY ZAKLAD

diagondla matice A zahfnia prvky ain,a2n—1,...,an,1. Prvok pod hlavnou di-
agondlou je kazdy prvok a; j, pre ktory plati i > j. Prvok nad hlavnou di-
agondlou je kazdy prvok a; j, pre ktory plati ¢ < j.

2.2 Nasobenie matic

Definicia. Nech A = (a; ) je matica typu (m,n) a B = (b; ;) je matica typu
(n,p). Potom je definovany sicin matic A - B (v tomto poradi) ako matica
typu (m, p) takto: kazdy prvok c; ; matice A - B je dany vzorcom

n
Cik = i1 b1+ aj2bag + -+ a;nbyp = Z a;j bjk,
j=1

ie{l,...,m}ke{l,...,p}.

Pozn. Vsimnime si, ze ndsobenie je definované len vtedy, pokial pocet stlp-
cov prvej matice je rovny poctu riadkov druhej matice. Vysledna matica mé
rovnaky pocet riadkov, ako prvd matica a rovnaky pocet stlpcov, ako druhd
matica.

2.3 Determinant
Definicia. Nech M je konefnid mnozina o n prvkoch. Permutdcia prvkov
mnoziny M je usporiadand n-tica prvkov mnoziny M takd, ze ziadny pr-

vok z mnoziny M sa v nej neopakuje. Permutaciou prvkov mnoziny M =
{1,2,...,n} nazyvame strucne permutdciu n prvkov.

Definicia. Nech (i,i9,...,1,) je permutdcia n prvkov. Inverzia tejto per-
mutdcie je takd dvojica (ig,1;), pre ktort plati ix > 4;, a pritom k < [.

Definicia. Pre kazdt permutaciu © = (i1, ...,i,) definujeme znamienko per-
mutdcie sgn(m) takto:

+1 ak m ma parny pocet inverzii
sgn(m) =

—1 ak 7 ma neparny pocet inverzii
Definicia. Nech A = (a; ;) je $tvorcova matica typu (n,n). Cislo

E SENT - A1 5, A2.45 * ** QAniy

T=(11,i2,.,in)

nazyvame determinantom matice A a znac¢ime ho det A.

6



2.4. Specialne typy matic

2.4 Specialne typy matic

Definicia. Stvorcova matica A typu (n,n) sa nazyva requldrna, pokial det(A) #
0. Stvorcova matica A sa nazyva singuldrna, pokial nie je regularna.

Definicia. Stvorcovii maticu E typu (n,n) nazgvame jednotkovou maticou,
pokial pre jej prvky e; ; plati: e; ; =0 pre ¢ # j a e;; = 1 pre i = j.

Definicia. Nech A = (a; ) je matica typu (m,n). Matica AT = (a;;), ktord
je typu (n,m), nazyvame transponovanou maticou k matici A. Matica AT
vznikne z matice A prepisanim riadkov matice A do stipcov matice AT, re-
spektive prepisanim stipcov matice A do riadkov matice AZ.

Definicia. Stvorcova matica A typu (n,n) je symetrickd, pokial plati AT =
A.

Definicia. Nech A je $tvorcovd matica typu (n,n). Oznacme A; Stvorcovi
maticu typu (n—i,n—1i), ktord vznika z matice A vynechanim poslednych i ri-
adkov a poslednych i stipcov. Matica A sa nazjva pozitivne definitnd, pokial
vSetky determinanty det A;, i € {0,1,2,...,n — 1} su kladné.

Definicia. Nech A je Stvorcova matica typu (n,n) a E je jednotkova matica
rovnakého typu. Maticu B typu (n,n), ktord spliuje vlastnost A -B = E =
B - A nazyvame inverznd matica k matici A. Inverzni maticu k matici A
ozna¢ujeme symbolom A~

Definicia. Matica typu (n,n), ktord ma v kazdom riadku a v kazdom stipci
préave jeden prvok 1, zvysné prvky maji nulovi hodnotu sa nazyva permutacnd
matica. Permutaénti maticu budeme oznacovat P. Dalej plati: P~ = P7. [4]

Pozn. Maticu, ktora je symetrickd a pozitivne definitnd budeme oznacovat
skratkou SPD.

2.5 Sdstava linearnych rovnic

Nech A je matica redlnych &sel typu (m,n), nech dalej & je jednostipcové
matica symbolov

T

Tn
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typu (n,1) a b je matica redlnych ¢isel
b1
bm
typu (m, 1). Potom maticovi rovnost
AZ=b

nazyvame sustavou m linedrnych rovnic o n nezndmych. Maticu A nazyvame
maticou sustavy a vektor bl = (b1, ..., by) nazyvame vektorom pravych strdn.

Sustavu A ¥ = b mbzme ekvivalentne zapisat

1. ako maticu s rozsirenou pravou stranou:

-,

(Alb),

2. vypisanim jednotlivych linearnych rovnic:

a1 T1+ a2 Tatoo Aar, Ty = by
a1 T1+ a2 Tat---  +azn T, = by
Am,1 T1+ A2 - T2+ Famp - Tn = by,

kde a, s je prvok matice A, b, je prvok vektora ba x5 je prvok vektora
Z,re{l,2,...,m},se€{1,2,...,n}.

RieSenim sustavy AT = gje taky vektor @ = (a1,a9,...,a,) € R,
pre ktory plati: ak dosadime hodnoty «; za symboly x;, potom je splnend
pozadovanad maticova rovnost, tj.

aq by

a9 b2
A . . p— .

oy, bm

Riesit sistavu A Z = b znamen4 najst vsetky jej riesenia, tj. ndjst podmnozinu
R"™ vsetkych rieseni tejto sistavy.
2.6 Riedke sustavy linearnych rovnic

V tejto sekcii su strucéne uvedené riedke ststavy [5] a forméty na reprezentaciu
riedkych matic.

8



2.6. Riedke ststavy linedrnych rovnic

2.6.1 Pocet nenulovych prvkov matice

Nech A je matica typu (m,n), potom mohutnost mnoziny
{ars € Ayars #0,7 € {1,...,m},s € {1,...,n}}

budeme nazyvat pocet nenulovych prvkov matice A a oznacovat nnz(A).

2.6.2 Riedka matica
Nech A je matica typu (m,n). Ak plati

mn

nnz(A) < 3

potom tito maticu nazyvame riedkou maticou. V opac¢nom pripade ide o husta
maticu. Pri reprezentacii riedkych matic vyuzivame tsporné formaty.

2.6.3 Riedka suistava linearnych rovnic

Nech A je riedka matica. Potom rovnost
Az=0b
nazyvame riedkou stustavou linearnych rovnic.

2.6.4 Dodatoc¢né zaplnenie matice

Pri rieseni riedkych ststav linedrnych rovnic mézu vznikat v matici ststavy
nové prvky (napr. pri¢itanim riadkov matice), ktoré budeme nazyvat fill-
in“ [6], respektivne dodato¢né zaplnenie matice.

2.6.5 Reprezentacia riedkych matic

Tato sekcia popisuje siradnicovy a suborovy format ,Matrix Market“ na
vonkajsiu reprezenticiu matic a vylepseni verziu formatu ,,Column Sparse
Row* na vnttornud reprezentaciu riedkych matic.

2.6.5.1 Sturadnicovy format ,,Matrix Market ¢

Suradnicovy format ,Matrix Market“ |7] je uréeny na reprezentéciu riedkych
matic/vektorov. Tento format obsahuje len nenulové prvky spolu s ich ko-
ordinaciami.

Matice v tomto formate si reprezentované vo forme textového siiboru,
ktory obsahuje nasledujtice casti:

(1) Hlavicka obsahuje identifikator (,%%MatrixMarket“) a Styri textové
polia:
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e typ reprezentovaného objektu - matica (,matrix“), alebo vektor
(,vector),

e format stboru - siradnicovy formét (,coordinates),

e format prvkov matice - redlne ¢isla (,real), redlne ¢isla s dvojitou
presnostou (,,double®), komplexné ¢isla (,,complex®) a dalsie,

e symetria - obecna matica ( ,,general®), symetricka matica (,,symmetric“).

(2) Komentar cast nie je povinnd a moze byt lubovolne dlha. Kazdy riadok
musi zac¢inat s ,%*.

(3) Velkost matice $pecifikuje pocet riadkov, stipcov a pocet reprezento-
vanych prvkov v matici.

(4) Déatova cast popisuje kazdy reprezentovany prvok v matici, pre redlne
c¢isla obsahuje 3 udaje:

e riadok v ktorom sa nachadza element (¢islované od 1),
e stipec v ktorom sa nachadza element (&fslované od 1),

e hodnota elementu v predtym Specifikovanom forméte.

Pozn. Pri symetrickych maticiach st uvedené len prvky pod hlavnou dia-
gondlou (vratane).

Priklad. Uvazujme maticu typu (5,5):

1 0 0 6 21
0 195 O 0 0
14 0 O 0 0
0 0 0 —-270 31.82

0 3 0 0 12

Tato matica moze byt v stradnicovej variante formatu ,,Matrix Market“
reprezentovand nasledovne:

%hiMatrixMarket matrix coordinate real general
% Matica 3x3 s deviatimi nenulovymi prvkami.
59
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2.6. Riedke ststavy linedrnych rovnic

2.6.5.2 Stuborovy format ,,Matrix Market “

Stuborovy format ,Matrix Market* [7] je vhodny na reprezentaciu hustych
matic a vektorov.

Matice v tomto formate si reprezentované vo forme textového siboru,
ktory obsahuje nasledujice casti:

(1) Hlavicka obsahuje identifikator (,%%MatrixMarket“) a Styri textové

polia:
e typ reprezentovaného objektu - matica (,matrix“), alebo vektor
(,vector®),
e formdt stiboru - siborovy formét (,array*),

format jednotlivych elementov - redlne ¢isla (,real®), redlne cisla
s dvojitou presnostou (,,double“), komplexné ¢isla (,,complex®) a
dalsie,

symetria - obecnd matica (,,general), symetricka matica (,,symmetric*).

(2) Komentar ¢ast nie je povinnd a moze byt lubovolne dlha. Kazdy riadok
musi zac¢inat s ,%*.

(3) Velkost matice $pecifikuje poéet riadkov a stlpcov reprezentovanej
matice.

(4) Datova cast obsahuje hodnoty matice v predtym Specifikovanom for-
mate, zoradené podla stlpcov matice.

Priklad. Uvazujme maticu typu (3,3):

1 15
12 3/

Tato matica mdze byt v suborovej variante formatu ,Matrix Market*
reprezentovand nasledovne:

hhMatrixMarket matrix array real general
% Matica 2x2 so styrmi elementmi.

22

1

12

15

3
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2. TEORETICKY ZAKLAD

2.6.5.3 ,,Compressed Column Storage*

Vylepsena verzia [8] formétu ,Compressed Column Storage“ (CCS) je urcend
na vnutornu reprezentaciu riedkych matic. CCS pozostava z nasledujicich 4
poli:

(1) ,,Values* - obsahuje hodnoty nenulovych prvkov,
(2) ,InnerIndicies* - obsahuje riadkové indexy (1),

(3) ,,OuterStarts - pre jednotlivé stipce matice udéva index prvého nenulového
prvku v predchadzajtcich dvoch poliach[],

(4) ,InnerNNZs* - uchoviva pocty nenulovych prvkov v jednotlivych stlp-
coch.

Priklad. Uvazujme maticu typu (5,5):

0 3 00 0
22 0 0 0 17
75 0 1 0],
00 0 0 O
0 0 14 0 8

jedna z moznych reprezentacii vo vylepsenom ,,Compressed Column Stor-
age“ formate vyzerd nasledovne:

Values 22| 7 - 3 5 14 | - - 1 - 17 | 8
InnerIndices | 1 2 - 0 2 4 - - 2 - 1 4
| OuterStarts [0 |3 [5 [8 [10 ] 12 ]
] InnerNNZs ‘ 2 ‘ 2 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 2 ‘

Je garantované, ze prvky v poli ,Values* st vzdy zoradené podla rasticich
riadkovych indexov. Hodnota ,-“ je vylepsenim povodného formatu a znaci
volné miesto na ulozenie nového prvku. Takato tprava dovoli ovela efektivne-
jsie vkladanie novych prvkov.

Reprezentacia uvedenej matice v pévodnom CCS forméate, ktori ziskame odstra-
nenim ,-“ a pola ,InnerNNZs“, vyzera nasledovne:

Values 22 | 7 3 5 14 |1 17 | 8
InnerIndices | 1 2 0 2 4 2 1 4

’OuterStartS\O \2 \4 \5 \6 \8 ‘

'posledny element tohto pola ukazuje na koniec (1) a (2)

12



KAPITOLA 3

Metody na riesenie sustav
linearnych rovnic

Tato kapitola popisuje vybrané metddy riesenia stustav linedrnych rovnic spolu
s prikladmi. V kapitole bolo ¢erpané z [2], [3], [9] a |10].

3.1 Gaussova eliminacna metoda

Gaussova eliminac¢nd metdda pozostava z dvoch casti, doprednej eliminacie a
néslednej spétnej substiticie.

V doprednej eliminécii prevedieme maticu (A|b) na ekvivalentni (U|g)
pomocou nasledujicich krokov:

1. prehodenie dvoch riadkov,

2. vynésobenie riadku nenulovou hodnotou,

3. pripocitame k nejakému riadku nésobok iného riadku,
4

. odstranenie nulového riadku,

=,

kde pre U je horna trojuholnikovd matica. Matice (A |b) a (U|g) st navzdjom
prevoditelné a maji rovnakt mnozinu rieseni.

Pozn. Vytvaranie nal v Tubovolnom stipci prebieha spésobom Ze si zvolime
prvok v k stipci, ktory preusporiadanim riadkov umiestnime na poziciu k, k.
Nasledne pripoc¢itavame také nasobky k-tého riadku k zvysnym riadkom pod
pivotom, aby mal k-ty stlpec pod poziciou k, k iba nulové hodnoty. Tento pr-
vok sa nazyva pivot. Volba pivota je velmi ddlezita a pivot nesmie byt 0.

Nasledne pokracujeme spatnou substitticiou. Ignorujic nulové riadky, za-
piseme sustavu (U|g) v tvare linedrnych rovnic. Ststava (U|g)

1. nema3 rieSenie, ak obsahuje rovnicu v tvare 0 = ¢, ¢ # 0,

13



3. METODY NA RIESENIE SUSTAV LINEARNYCH ROVNIC

2. ma prave jedno riesenie, ak pocet nezndmych je rovny poctu rovnic,

3. ma oo mnoho rieseni, v opac¢nom pripade.

Zaciname rovnicou, ktord sme ziskali z posledného nenulového riadku mat-
ice. Z tejto rovnice vyjadrime nezname a dosadime ich do rovnice ziskanej z

predposledného nenulového riadku matice. Takto pokracujeme az po prvy ria-
dok matice. Na konci by sme mali mat vyjadrent celtt mnozinu rieSenia.

Priklad.
Méame nasledujicu sustavu rovnic:
201+ 10 —x3 =38

—3x1 — To 4+ 2x3 = —11
—2x1 + 9 + 203 = —3,

ktord v maticovom zapise vyzerd nasledovne:

2 1 -—1| 8
Alp)y=| -3 -1 2 |-11
—2 1 2| -3

Zacéiname doprednou eliminaciou.

2 1 1| 8
ARy = -3 -1 2 |-11|%

-2 1 2| =3
2 1 —-11 8 2 1 -1]8

2 1 8
Dl oo 12 1201 Do 12 121 |Dlor 1]2|®
2 1 2 |-3 0 2 1|5 02 15
w21 1|8
Dlo1 1]2|=wug
00 1|1

Povodnt maticu sme upravili na horni trojuholnikovii maticu s rozsirenou

=,

pravou stranou. Pokra¢ujeme spétnou substitticiou, prepiseme si stistavu (U|b)
na jednotlivé rovnice:

201+ 10 —x3 =28
To+ T3 =2
—xr3 = 1
Méme 3 rovnice o 3 neznamych, ststava mé jedno riesenie. Prvi nezndmu

mame priamo v poslednej rovnici, postupnym dosadenim ziskame zvysné a
vysledné riesenie vyzera nasledovne: ¥ = (2,3, —1).

14



3.2. LU rozklad

3.2 LU rozklad

LU rozklad (tiez nazyvany ako LU dekompozicia, pripadne LU faktorizacia)
je metoda rozkladu matice A typu n na siaéin hornej trojuholnikovej matice
U a dolnej trojuholnikovej matice L. Tato metdda bola uvedena anglickym
matematikom Alanom Turingom v roku 1948 [11].

Postup pri rieseni Az = b pomocou LU rozkladu:

(1) Néjdeme rozklad A (tj. ndjdeme L,U také, aby platilo A = LU).

(2) Dosadime do maticovej rovnice stistavy LU namiesto A, dostdvame
(LU)Z =b.

(3) Nech UZ = ¢, potom potrebujeme vyriesit Li = b.
(4) Ziskany ¢ dosadime do UZ = ¢ a ziskame &, ktory je rieSenim AZ = b.

Pozn. LU rozklad nie je unikatny.

3.2.1 Doolittlov algoritmus

Tento algoritmus je najcastejsie pouzivanym algoritmom na vypocet LU rozk-
ladu.

Vypocet matice U je takmer totozny s doprednou eliminaciou v Gaussovej
elimina¢nej metéde s vynimkou nasledujtcich rozdielov:

(1) Vymena riadkov matice nie je dovolend. Ak vymenime riadky, potom
LU rozklad nebude existovaf!

(2) Je vhodné, no nie nevyhnutné, podelit riadky matice tak, aby prvy
nenulovy prvok kazdého riadku mal hodnotu 1. Avsak je nutné dbat na
zachovanie numerickej stability. Tento krok sa vykonava ako posledna
operacia meniaca hodnoty v danom riadku.

(3) Vsetky operacie je nutné zaznamenavat, histériu operacii vyuzijeme na
vytvorenie U.

Pre vypocet matice L zacneme s jednotkovou maticou typu n, ktorta up-
ravime s vyuzitim krokov pri vypocte U podla nasledujicich pravidiel:

(1) Riadkové operécie, ktoré zahfnaji pric¢itanie ndsobku jedného riadku
k druhému:
Pre kazdu operaciu v tvare Ali] < A[i] + k- A[j] vlozime hodnotu —k
na poziciu Li][j].

15



3. METODY NA RIESENIE SUSTAV LINEARNYCH ROVNIC

(2) Delenie riadku nenulovou hodnotou:

Pre kazdt operéciu v tvare A[i] < k- Ali] vlozime hodnotu + na poziciu

zhodni s prvym prvkom zlava v riadku U[i].

Priklad:
1 2 3
A=|2 -4 6
3 -9 -3

S pouzitim doprednej eliminacie ziskame U:

1 2 3 oS3l _a01 1 2 3 g3 a1 1 2
9 4 6 (21=[2]-2[1] 0 -8 0 [31=13]-3[1] 0 -8
3 -9 -3 3 -9 -3 0 —15
1 2 3 1 2 3
2l=—12 = 3]=—%[3
[2]=—3512] 01 0 3] [3515[2] 01 o (3] le[ |
0 —15 -—-12 0 0 -—-12

S vyuzitim histérie tprav a pravidiel ziskame maticu L:

(1) Za¢iname s jednotkovou maticou typu n:

1 00
010
0 01
(2) 1. tprava matice A (pravidlo (1)), A[2] < A[2] -2 - A[1]
1 00
210
0 01
(3) 2. tprava matice A (pravidlo (1)), A[3] <— A[3] -3 - A[1]
1 00
210
3 01
(4) 3. dprava matice A (pravidlo (2)), A[2] + —% - A[2]
1 0 0
2 -8 0
3 0 1

16



3.2. LU rozklad

(5) 4. Gprava matice A (pravidlo (1)), A[3] <~ A[3] +15- A[2].

1 0 O
2 -8 0
3 2 1

1 0 0
-8 0 | =L
3 2 -12
LU rozklad vyzera nasledovne:
1 2 3 1 0 0 1 2 3
2 -4 6 |=(2 -8 0 01 0
3 -9 -3 3 2 -12 0 0 —12
A L U

3.2.2 Pivotacia

Ide o preusporiadanie riadkov/ stipcov povodnej matice A za tcelom zvysenia
numerickej stability, znizenia poctu ,fill-inov*, pripadne umoznenia vykonania
LU rozkladu vobec. Napriklad pre maticu, ktord ma v Tavom hornom rohu
nulovy prvok nie je mozné vykonat LU rozklad.

Pivotécia prebieha prenasobenim pévodnej matice A permutac¢nou mati-
cou P. Ak chceme preusporiadat:

(1) riadky, musime vyndsobif maticu A permutac¢nou maticou P zlava,

(2) stipce, musime vynésobit maticu A permuta¢nou maticou P sprava.

Pozn. Nasobenie permutac¢nou maticou P v Iubovolnom smere je pri vhodnej
implementéacii zanedbatelné vzhladom k ostatnym operaciam.

Ciastoénda pivotacia znamend preusporiadanie riadkov matice A.:

PA=LU «<— A =PTLU

Strucny postup LU rozkladu s ¢iasto¢nou pivotaciou:
(1) AZ=hb.
(2) Dosadime PTLU za A, dostdvame PTLUZ = b < LUZ = P7b.

17



3. METODY NA RIESENIE SUSTAV LINEARNYCH ROVNIC

(3) Nech UZ = ¢, potom potrebujeme vyriesit Ly = PTh.
(4) Ziskany y dosadime do UZ = ¢ a ziskame &, ktory je riesenim AZ = b.
Upln4 pivotécia znamend preusporiadanie riadkov a stipcov matice A:

P.AP.=LU < A =PILUP

Strucny postup LU rozkladu s tplnou pivotaciou:

(1) AZ =b.

(2) Dosadime PTLUPT za A, dostavame PYLUPTZ = b «— LUPTz =
PTh.

(3) Rozlozime problém na tri podproblémy: Ly = PTh, Uz = 7, PTz = 1.
(4) Z Lj = PTh vypocitame ¢, ktoré dosadime do UZ = § a z PTZ = 7

ziskame Z, ktory je rieSenim AZ = b.

3.3 Choleského rozklad

Choleského rozklad (tiez oznacovany ako Choleského dekomporzicia) je rozklad
symetrickej pozitivne definitnej matice na sucin dolnej trojuholnikovej mat-
ice a hornej trojuholnikovej matice, pricom horna trojuholnikovad matica je
transponovand matica k dolnej trojuholnikovej matici:

A=LL"T.

Metdda je pomenovand po jej autorovi, franctizskom matematikovi, Andréovi-
Louisovi Choleskom.

Postup pri rieseni Az = b pomocou Choleského rozkladu:

(1) N4jdeme rozklad A (tj. ndjdeme L také, aby platilo A = LLT).

(2) Dosadime do maticovej rovnice LL” namiesto A, dostavame (LL”)# =
b.

(3) Nech L% = ¢, potom Lij = b.

(4) Ly = b vyrieSime spétnou substiticiou, ¥ dosadime do LTZ = § a
ziskame Z, ktory je rieSenim AZ = b.

18



3.3. Choleského rozklad

3.3.1 Choleského-Croutov a Choleského-Banachiewiczov
algoritmus

Tento algoritmus sa pouziva na vypocet Choleského rozkladu. Nech A je SPD
matica:

aiir ar2 ... Qin
_ ai2 a2 ... Ga2n _ LLT _
a1n A2n Ann
l 0 0 0
b . hip lop l3p - lna
log lap 0 - 0 lao l32 ... ln2
ls1 lso lss 0 0 0 I3z ... lp3| =
. 0 O . 0 0 l :
ln,l ln,2 ln,3 e ln,n T mn
17, I1,1l2,1 l3.1l11 . lnalia
l2,1l1,1 13505 loalz1+132l22 ... Inileg +1ln2lo2
= [lsplig I31l21 + 132022 13115513 3 :
ln71l171 ln71l271 + ln72l272 . . ?:1 l%’i
LLT

7 uvedeného si vieme odvodit jednotlivé prvky matice L.
Prvy stlpec L:

2
a1 =11; = li1=y/a,
agy =lp1-li1 = o1 =az1/lia

a1 =lI31-l11 =31 =asz1/lia

an1 =lp1-lig— 1l =an1/lia

Druhy stipec L:

2 2 _ 2
a2 =151 +159 = lo2=/az2 — 154

ag —l31-1l21
azz =131 -la1 +132-la2 = l30 = """

lao

an2 —ln1 121
n =lp1-lo1+1l2-log =1y = —"————

lao
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3. METODY NA RIESENIE SUSTAV LINEARNYCH ROVNIC

Tret{ stipec L:

2 2 L2 _ 2 _ 12
az3 =131 +130+ 135 > l33 = \/QS,S =131 =13,

an3 —ln1 131 +ln2 132
an3 =lp1-1l31+1lp2-l32+1n3 133 = ln3= ;
3,3

Takymto postupom je mozné postupne odvodit nasledujici vztah pre Tubo-
volny prvok matice L:

i—1
- . 2
lig = \| @5 — Z [ s
k=1
1 i1
lij = f(ai,j - Z Lig - ljx) pre i > j.
]7] k.:1

Pozn. V pripade, ze za¢iname v lavom hornom rohu a vykondvame tento
vypocet

(1) po riadkoch, jedna sa o Choleského-Banachiewiczov algoritmus,

(2) po stipcoch, ide o Choleského-Croutov algoritmus.

Priklad.

ap1 a1 as;a 25 15 -5
A = azi1 a2 asp2 = 15 18 0 :LLT:
a3zl az2 a33 -5 0 11
iy 0 0 lig lan 31
log lap O 0 lso 32
l31 l32 33 0 0 33

Postupne ziskame prvky L:
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3.3. Choleského rozklad

0
lig= a1 — Z l%k =ai1 =5
k=1
1 0 1
log = —(ag1 — S ok -lig) = (15) =3
2,1 l171 (a2,1 kgl 2.k 1,k> 5( )
1
log = |a22— > 13, =V18-32=3
k=1
1 0 1
Is1 = —(az1 — S lgp-lyp) = =(=5) = -1
3,1 llﬁl(a?;,l kz::l 3k - l3k) 5( )

1(

1 1
l39 = — — lg 1 -1 =—(0—-(=1-3)=1
2= 0 (a3 kz::l 3k lok) 3 ( )

2
lag = \|ass — > 12, = /11— (-1)2 +12) = 3
k=1

Matica L:
5 00
L=|3 30
-1 1 3
5 00 5 3 1 25 15 -5
LL”=13 3 0|-{o 3 1|=[15 18 0 |=A
-1 1 3 00 3 -5 0 11

3.3.2 Pivotacia

Choleského metoda je numericky stabilna a je ju mozné vykonat na Tubovolnej
SPD matici aj bez pivotacie. Avsak pivotacia je stale vhodna pre minimalizaciu
fill-inov v pripade riedkej matice A.

Pivotdcia prebieha preusporiadanim riadkov a stipcov permutaénou mati-
cou a transponovanou maticou k tej istej permutac¢nej matici:

PTAP = LL”Y «— A =PLL"P7T

Strucny postup vypoctu AT = b pomocou Choleského rozkladu s pivotaciou:

(1) Dosadime PLLTPT za A, dostévame LLTPTZ = b < LLTPTZ =
P7b.

(2) Rozdelime problém na podproblémy: Lz = PTE, LTj=27 Pj=2.

(3) Lz = PTb vyriesime doprednou substiticiou, LT§ = Z vyrieSime spét-
nou substiticiou.
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3. METODY NA RIESENIE SUSTAV LINEARNYCH ROVNIC

(4) Dosadime ¢ do Py = Z a ziskame &, ktoré je rieSenim AZ = b.
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KAPITOLA 4

Heuristiky pre minimalizaciu
dodatocného zaplnenia matice

V tejto kapitole st stru¢ne popisané vybrané heuristiky. Vacsina zmienenych
heuristik je zalozena na grafovych algoritmoch, ktoré st blizsie popisané hned
v prvej casti tejto kapitoly. Nasledne st zmienené jednotlivé heuristiky, kate-
gorizované podla symetrie matice. Vysledkom heuristik (s vynimkou Markow-
itzovej stratégie (vid kap. ) je permutaény/vektor, ktorym sa v pripade
symetrickej matice preskupia riadky a potom stlpce matice. V pripade nesy-
metrickej matice sa preskupia len stipce matice.

4.1 Zavedenie pojmov z tedrie grafov

Tato cast strucne zavadza zakladné pojmy z teérie grafov [12].

4.1.1 Neorientovany graf

Usporiadané dvojica G = (V, E) pozostavajica z neprazdnej mnoziny uzlov V'
a mnoziny neorientovanych hran F, pricom kazda hrana z F spaja dva uzly
z U sa nazyva neorientovanym grafom. Sluckou oznacujeme jav, kedy hrana
spaja uzol so sebou samym.

4.1.2 Susedné uzly

Nech G = (V, E) je neorientovany graf. Ak hrana e € F spaja dva uzly u,v € V
v grafe GG, potom uzly u,v sa nazyvaju susedné podla hrany e. A vyraz

adjc(v)
oznacuje mnozinu susednych uzlov uzlu v v grafe G.
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4. HEURISTIKY PRE MINIMALIZACIU DODATOCNEHO ZAPLNENIA MATICE

4.1.3 Stupen uzlu

Nech G = (V| E) je neorientovany graf s uzlom v € V. Potom

degc(v)
nazyvame stupniom uzlu v v grafe G a oznacuje pocet hran grafu G, ktoré
spajaji uzol v € V' s inym uzlom (slucky si poc¢itané dvakrat).
4.1.4 Matica susednosti

Nech G = (V, E) je neorientovany graf s mnozinou uzlov V = {vy,va,...,v,}
a mnozinou hrdan F = {ej,ea,...,e,}. A nech A je symetrickd matica, pre
ktorej kazdy prvok plati:

a;; = pocet hran spajajicich v; a v;.

Potom tito maticu nazyvame maticou susednosti grafu G.

4.1.5 Graf reprezentujici pozicie nenulovych elementov
matice

Nech A je symetrickd matica a B je matica, ktorej elementy maji hodnotu 1
na poziciach zhodnych s poziciami nenulovych elementov v matici A a hodnotu
0 na ostatnych poziciach. Potom neorientovany graf reprezentovany maticou
susednosti B je grafom reprezentujicim pozicie nenulovych elementov matice
A [13].

4.2 Heuristiky urcené pre symetrické matice

Nasledujuce heuristiky st primarne urc¢ené pre symetrické matice, avsak mozno
ich pouzit aj na nesymetrické matice. V tomto pripade sa namiesto pévodnej
matice A spoéita heuristika pre maticu AT + A.

4.2.1 Minimum Degree Ordering

»,Minimum Degree Ordering* (MD) je heuristika zalozené na neorientovanom
grafe, ktory popisuje miesta matice s nenulovymi prvkami. Dva uzly ¢, j st spo-
jené hranou, ak element (4, ) ma nenulovi hodnotu. Cislo uzlu teda vyjadruje
maticové suradnice. Tato heuristika priradi uzlom nové ¢islovanie, ktoré znaci
preskupenie riadkov a stlpcov povodnej matice.

Zékladny algoritmus:
(1) vytvori sa graf reprezentujici pozicie nenulovych elementov matice,

(2) zvoli sa uzol s najmensim stuprnom,
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4.2. Heuristiky urcené pre symetrické matice

(3) zvoleny uzol sa odstrani a jeho susedné uzly sa vzdjomne prepoja,

(4) ak je pocet zvolenych uzlov mensi ako pocet stipcov matice, tak algorit-
mus pokracuje bodom (2).

V pripade existencie viacerych uzlov s rovnakym stupnom je v zdkladnom
algoritme vyber stanoveny arbitrarne. Poradie zvolenych uzlov urcuje presku-
penie matice.

Pozn. V praxi sa pouzivaji rézne varianty tohto algoritmu, ktoré sa snazia
urychlit vypocet, ¢i este viac znizit pocet fill-inov“. VylepSenia si napriklad
zlucovanie uzlov s rovnakym stupnom a mnozinou susednych uzlov, nahradenie
odstranovania uzlov efektivnejsim spésobom a dalsie.

4.2.2 Multiple Minimum Degree Ordering

»,Multiple Minimum Degree Ordering“ (MMD) je vylepsenim zékladnej MD
heuristiky. Pomerne ¢asto sa stava, ze mnoho uzlov mé rovnaky stupen. Tato
heuristika tohto faktu vyuziva a snazi sa tieto uzly eliminovat stcasne. V |14]
st obidve heuristiky popisané blizsie spolu s principmi a aj ich vylepseniami.

4.2.3 Approximate Minimum Degree Ordering

Heuristiky MD a MMD stéle nie je mozné povazovat za optimélne, nakolko
pocitanie stupnov u jednotlivych uzlov je vypocetne prilis ndro¢né. Heuristika
w~Approximate Minimum Degree Ordering“ (AMD) na tento problém reaguje
[15].

Tato heuristika namiesto exaktného vypoctu stupnov jednotlivych uzlov
pocita iba ich hornt hranicu. Tento vypocet je znac¢ne jednoduchsi a v Speci-
fikacii algoritmu je ukazané, ze horna hranica pre stupen je ¢asto rovna stupnu
daného uzlu.

Heuristika AMD je oproti predchadzajticim heuristikdm z rodiny ,,Minimum
Degree® znacne rychlejsia, pricom dosahuje obdobné vysledky.

4.2.4 Cuthill-McKee

Jednou z najjednoduchsich heuristik je ,,Cuthill-McKee*“ (CM), ktora je pomen-
ovand podla jej autorov Elizabeth Cuthill a J. McKee [16]. Cielom tejto heuris-
tiky je zniZenie pasu matice, ¢o vedie k redukcii poc¢tu ,fill-inov“.

Postup:

(1) zo zadanej matice sa vytvori neorientovany graf (zadand matica je uvazo-
vand ako matica incidencie tohto grafu), dalej sa vytvori mnozina vysled-

kov R,
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(2) v grafe sa zvoli uzol s najmensim stupnom, ktory sa nenachadza v R a
vlozi sa do R,

(3) z mnoziny vysledkov sa vyberie prvy uzol, ktory doteraz nebol spracov-
any,

(4) do mnoziny vysledkov sa vo vzostupnom poradi podla stupna uzlu,
vlozia susedné uzly vybraného uzlu s vynimkou uzlov, ktoré sa uz v tejto
mnozine nachadzaj,

(5) ak mnozina R obsahuje nespracované uzly, tak algoritmus pokracuje
bodom (3),

(6) ak mnozina R obsahuje menej uzlov ako je pévodny pocet uzlov grafu,
tak algoritmus pokracuje bodom (2).

Vyslednd mnozina R obsahuje nové poradie uzlov a urcuje preskupenie
matice. Volba uzlu v pripade rovnakého stupna je opéat stanovend arbitrarne.

Postup je velmi podobny , Breadth-first search“ algoritmu |17] s rozdielom,
ze ,,Cuthill-McKee“ urcuje poradie nasledujicich uzlov v zavislosti od ich
stupna.

4.2.5 Reverse Cuthill-McKee

»Reverse Cuthill-McKee“ je modifikaciou CM s jedinym rozdielom, a to takym,
ze vysledné poradie uzlov sa invertuje. Podla [18] vedie tato tprava k zniZeniu
poctu ,fill-inov“ oproti CM.

Dalsfm vylepSenim tejto heuristiky je heuristika GPS, ktoré je pomenovana
po jej autoroch: Gibbsovi, Poolovi a Stockmeyerovi. Podla [19] maji obidve
heuristiky porovnatelné vysledky, avsak GPS je niekolko nasobne rychlejsia.
Blizsie je tato heuristika popisana v [19].

4.3 Heuristiky vhodné pre nesymetrické matice

Nasledujice heuristiky st priméarne urc¢ené pre nesymetrické matice, avsak
mozno ich pouzit aj na symetrické matice.

4.3.1 Markowitzova stratégia

Markowitzova stratégia [20] popisuje jeden z moznych spésobov vyberu piv-
ota pri doprednej eliminacii. Nech A% je matica A po vykonani k — 1 fiz
doprednej eliminacie.

Nech
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4.3. Heuristiky vhodné pre nesymetrické matice

(1) r(i, k) je pocet nenulovych prvkov v i-tom riadku matice A®*), pricom
uvazujeme prvky od k-tého stlpca (vratane),

(2) ¢(i, k) je pocet nenulovych prvkov v j-tom stipci matice A®) pricom
uvazujeme prvky od k-tého riadku (vratane),

potom:
Mi,j,k = (T<i7 k) - 1) : (C(j, k) - 1)
(k)

nazyvame Markowizovou cenou elementu a; .
I

Pozn. M; ; ;. uddva pocet prvkov matice A®) | ktoré zmenia hodnotu po vyko-

nani k-tej faze doprednej eliminécie s pivotom ag?. Taktiez je to horna hranica

pre pocet fill-inov*, ktoré mézu vzniknit. Metdda nezarucuje minimaliziciu
Hill-inov“, avsak je znac¢ne jednoduchsia na vypocet a v praxi sa ukézala ako
rovnako uc¢inna.

4.3.2 Zobecnena Markowitzova stratégia

Markowitzova stratégia ma predovsetkym nasledujiice nedostatky:
(1) je nutné prehladavat prilis vela prvkov,
(2) nezohladnuje numericku stabilitu,
a odpovedou na ne je Zobecnena Markowitzova stratégia.
Zobecneni Markowitzova stratégia (GMS) v k-tej faze

(1) Nech p € N st konstanty, p urcuje pocet prehladdvanych riadkov a u silu
poziadavky na numerickt stabilitu,

(2) Iy je mnozina ¢isel obsahujiica riadkové indexy min(p,n —k+ 1) prvkov
od k-tého riadku (vratane) v k-tom stlpci, matice A%*) s minimélnou

hodnotou r(ig, k), i € Iy,

(3) mnozina By, obsahuje vSetky prvky matice A®) nachidzajice sa na ri-
adku iy € I} a splnajtice podmienku stability:

IAB[L][5]] - u > maz(|AP 1] [5]]... AP [L][])),

(4) potom pre kazdy prvok v By spocitame Markowitzovu cenu a prvky
s minimalnou Markowitzovou cenou st idedlnymi kandidatmi na pivota.
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4.3.3 Column Approximate Minimum Degree Ordering

Najprv si je nutné uviest symbolicktd LU faktorizaciu, ktord podobne ako LU
faktorizacia vychadza z Gaussovej Eliminacnej metody.

Cielom symbolickej LU faktorizécie je zistit, kde sa budi nachadzat nulové
prvky po doprednej eliminacii. Pri tejto metéde nie si podstatné hodnoty
nenulovych prvkov matice, ale iba ich umiestnenie.

Struény popis metddy:

(1) faza tejto metddy je podobnd faze doprednej elimindcii, avSak namiesto
celého vypoctu sa len urcia stlpce, ktoré buda obsahovat nulové prvky
bez ohladu vyberu pivota,

(2) najprv sa pre kazdy riadok uré A;, teda mnozina stipcovych indexov
nenulovych prvkov v i-tom riadku matice,

Ry = U Ri|u U 4] |\ {&}
k=min(R;) k=min(A;)
obsahuje pre k-t fazu stipcové indexy uréujice vyskyty nenulovych
prvkov v k-tom riadku bez ohladu na vyber pivota.

Pozn. Uvedend metéda je symbolickd LU faktorizacia bez stipcovych tprav.
Tato metdda je vhodnad na vysvetlenie jednotlivych operacii, ale je neefek-
tivna a v praxi sa nahradzuje efektivnejSou metédou so stipcovymi dpravami.
Metéda so stipcovymi dpravami nie je v tejto praci vysvetlend, nakolko pre
potreby vysvetlenia nasledujicej heuristiky postacuje povodnéd metdda.

,Column Approximate Minimum Degree Ordering® je heuristika urcend na
preskupenie riadkov matice pred doprednou eliminédciou. Tato heuristika vy-
chédza zo symbolickej LU faktorizicie a snazi sa néjst vhodny permutacny
vektor, ktory minimalizuje pocet ,fill-inov“.

Heuristika v k-tej faze vyberie stipec s najmensou metrikou a nésledne sa
k-ty a s-ty stipec vzdjomne vymenia.

Metriky mézu byt nasledovné:

(1) odhad hornej hranice pouzity v heuristike ,,Column Minimum Degree
Ordering* [21],

(2) presny vypocet, mohutnost mnoziny Ry,
(3) odhad hornej hranice pouzity v heuristike AMD

V [22] je tato heuristika popisana blizsie spolu s metrikami.
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KAPITOLA 5

Prehlad existujucich rieseni

V tejto kapitole je uvedeny strucny prehlad existujicich rieseni urcenych na
rieSenie riedkych ststav linedrnych rovnic. Kapitola je zakoncena tabulkou,
ktora sumarizuje dolezité ¢rty tychto rieseni.

5.1 SuperLU

-,

sSuperLU* je riesi¢ riedkych ststav linearnych rovnic (A% = b) pomocou LU
rozkladu. Matica ststavy A moze byt Tubovolna Stvorcova regularna matica,
nemusi byt symetricka, ¢i definitnd. Dokonca ,,SuperLU* je obzvlast vhodny
v pripade nesymetrickych matic.

Na preskupenie stipcov je mozné zvolit jednu z nasledujicich heuristik:
(1) ponecha sa pdvodné usporiadanie,
(2) Multiple Minimum Degree (MMD) aplikovand na AT % A,
(3) Multiple Minimum Degree (MMD) aplikovand na AT + A,
(4) Column Minimum Degree Ordering (COLAMD),
(5) permutacnd matica zadana uzivatelom.

Numericka stabilita je zaistené preskupenim riadkov matice v priebehu vypoctu.
V i-tej faze rozkladu sa v i-tom stipci pod a na hlavnej diagonale vyberie prvok
m; s maximalnou absolitnou hodnotou, vynasobi sa s uzivatelsky definovanou
konstantou u € (0,1) a vyslednd hodnota je minimélna hodnota pivota pre
tito fazu. Ak prvok na diagondle v i-tom stipci splni tito podmienku, tak
sa stane pivotom. V opac¢nom pripade déjde k vymene riadkov a pivotom sa
stava prvok m;.

SuperLLU je napisany v jazyku C, k dispozicii je rozhranie pre Fortran a Mat-
lab. Celti dokumentéciu je mozné néjst v [23].
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5.2 CHOLMOD

,CHOLMOD* je skupina stvisiacich proceddr urcenych na riesenie SLR,
AZ =b, kde A je riedka a symetricka pozitivne definitna matica a vektory
a b mozu byt riedke, alebo husté [24]. RieSenie prebieha pomocou Choleského
rozkladu s moznostou vyberu z nasledujticich heuristik:

(1) ponecha sa pévodné usporiadanie,

(2) Approximate Minimum Degree (AMD),

(3) Column Approximate Minimum Degree (COLAMD),

(4) METIS [25]

(5) NESTIS (heuristika, ktora je priamo stcastou CHOLMOD-u)

(6) permutacnd matica zadana uzivatelom.

Matica sustavy moéze byt zadand vo formate ,Matrix Market*, povolené st
redlne a komplexné ¢isla. Implementécia je v jazyku C s rozhranim pre Matlab.

5.3 UMFpack

,UMFpack“ je mnozina suvisiacich procedir, ktora je urcéena na riesenie ried-
kych SLR, A% = g, kde A je riedka, stvorcovd a nesymetrickd matica. Podla
[26] pouziva metédu LU rozkladu, povolené st redlne a komplexné ¢isla.

,UMFpack“ preskupi riadky s cielom redukcie ,fill-inov* bez ohladu na
numerické hodnoty. Najprv sa z matice A odstrania pivoty s nulovou Markow-
itzovou cenou a vlozia sa do LU matic. Podla zvysnej ¢asti matice A sa pouzije
jedna z nasledujtcich stratégii:

(1) nesymetrickd stratégia: preskupenie stipcov je vypoéitané upravenou
verziou COLAMD, pocas faktorizacie sa preskupenie moze eSte zmenit,

(2) symetrickd stratégia: preskupenie je vypocitané AMD,

nasledne sa v pripade potreby preskupia riadky pre zachovanie numerickej
stability.

,UMFpack® je napisany v jazyku C, poskytuje rozhranie pre Fortran a
Matlab. Do verzie 2.2.1 a nizsej je ,UMFpack®“ napisany v jazyku Fortran
pod nazvom ,MA38%.
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5.4. Sparse 1.4

5.4 Sparse 1.4

»oparse 1.4% je jednoduchy balik procedur, ktoré si schopné rychlo a presne
riesit rozsiahle riedke ststavy linearnych rovnic. Je schopny zvladnuf redlne a
komplexné maticové rovnice.

Stustavy riesi pomocou LU rozkladu a na redukciu ,fill-in“ pouziva up-
ravenu formu Markowitzovej stratégie.

Je napisany v jazyku C a poskytuje rozhranie pre Fortran. Dokumentaciu
je mozné najst v [27] a [28§].

5.5 Zhrnutie

V tabulke st zhrnuté podstatné ¢rty existujicich rieseni uvedenych v tejto
kapitole.

Tabulka 5.1: Zhrnutie vybranych rieseni

Nézov Metdda Matica Heuristiky Jazyk
SuperLLU LU rozklad | regularna | MMD, COLAMD C
Choleského AMD, COLAMD,

CHOLMOD metdda SPD METIS, NETIS C
AMD, COLAMDH,

UMFpack LU rozklad | regularna | Markowitzova C
stratégia

Sparse 1.4 LU rozklad | regularna Mark}ov‘mtzova C
strateglaﬁ

heuristika nie je pouZitd v exaktnej podobe
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KAPITOLA

Analyza a navrh

6.1 Analyza poziadavkov

V tejto casti st analyzované poziadavky na aplikiciu, ktoré vychidzaju z
poziadavkov uvedenych v tivode tejto prace (vid kap. . Prva cast ob-
sahuje pripady pouzitia z ktorych je mozné identifikovat funkéné poziadavky
popisujtce interakciu uzivatela s aplikaciou a ocakavant odozvu aplikacie.
Nefunkéné poziadavky kladi néroky na dostupné rozhrania, sposob imple-
mentéacie, rozsiritelnost a podporu platforiem.

Predpoklad na splnenie funkénych a nefunkénych poziadaviek dava navrh
architektury (vid kap. a zvolené technoldgie (vid kap. [7.1). Overenie
funkénych poziadaviek je sucastou testovania implementovaného riesenia.

6.1.1 Pripady a scenare pouzitia

Zoznam pripadov pouzitia, ktoré bude mozné na aplikacii vykonat. Ku kazdému
pripadu je zaroven aj ilustrovany scenar pouzitia. Popisované scenare sa tykaju
grafického rozhrania, obdobné scendre maji byt taktiez vykonatelné pomocou
rozhrania v prikazovom riadku.

(UC1) Vypocet ststavy linedrnych rovnic

e Uzivatel zvoli maticu, prislusni pravi stranu a stbor do ktorého
sa ulozi vysledok.

e Vyberie si vhodnil metdédu na riesenie sistavy, heuristiku na mini-
malizaciu ,fill-inov* a nasledne si moze nechat tuto ststavu vyriesit.

e Volitelne si méze zobrazif Statistiky o priebehu vypoctu.
(UC2) Zobrazenie informécii o ststave

e Urzivatel zvoli maticu, prislusni pravad stranu a zadéa poziadavku na
zobrazenie informaécii o ststave.

33



6. ANALYZA A NAVRH

6.1.2

(F1)

(F2)

(F4)

(F6)

(F7)

e Aplikacia nésledne zobrazi uzivatelovi velkost sustavy, tvar matice
a mozné metddy rieSenia tejto sistavy.
Funkcné poziadavky
Zobrazenie informécii o ststave
e Aplikacia zobrazi informéacie o uzivatelom zadanej sustave.
Povinna volba metédy na riesenie riedkej sistavy linedrnych rovnic

e Uzivatel si musi zvolit jednu z troch metéd (vid kap. [1.2)), ktora
bude pouzita pre vypocet.

Moznost volby heuristiky na minimalizaciu dodato¢ného zaplnenia mat-
ice

e Urzivatel si moze zvolit jednu z heuristik zvolenych v kap.
Kontrola vstupnych dat

e Aplikacia overi integritu vstupnych dat a zamedzi pripadnému vypoctu
S nespravnym vstupom.

Overenie kompatibility zvolenej metdédy s riesenou ststavou

e Aplikdcia zabrani vypoctu v pripade nekompatibility vstupnej mat-
ice so zvolenou metddou.

Vipocet riedkej ststavy linearnych rovnic

e Aplikdcia vyriesi uzivatelom zadani sustavu a vysledok ulozi do
stuboru.

Moznost zobrazenia statistik o priebehu vypocétu

e Urzivatel si moze zobrazif Statistiku sumarizujtcu priebeh vypoctu.

6.1.3 Nefunkéné poziadavky

(NF1) Dostupnost aplikacie cez prikazovi riadku

e Aplikaciu bude mozné vyuzivat cez prikazovi riadku standardnym
sposobom.

(NF2) Dostupnost aplikacie cez GUI
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e Aplikdciu bude mozné vyuzivat cez jej grafické rozhranie, ktoré
bude z funkéného hladiska obdobou rozhrania v prikazovom riadku.



6.2. Navrh architekttary

(NF3) Rozsiritelnost

e V budicnosti bude mozné aplikdciu rozsirit o dalsie metédy a
heuristiky.

(NF4) Podporované platformy

e Aplikiciu bude mozné pouzivat na platformach GNU/Linux a OS
X.

(NF5) Vhodné technolégia pre vykonévanie vypoctov
e Vypocty vykonavané aplikiaciou musia byt zalozené na technoldgii
déavajucej predpoklad na ich nendroc¢nost na systémovy cas.
6.2 Navrh architektiry
Na aplikaciu su kladené rozdielne naroky. Pri vypocte zvycajne ocakavame
vysoky vykon a minimalne mozné paméatové naroky, avsak pri grafickom rozhrani
tieto parametre nie su prilis podstatné. Na grafické rozhranie sa skor kladené

poziadavky na pouzitelnost a uzivatelski privetivost. Z tohto dévodu je vhodné
rozdelit aplikdciu na:

e vypocetnu cast s rozhranim v prikazovom riadku a

e grafické uzivatelské rozhranie (GUI).

Takéto rozdelenie dovoli, aby vypocetna cast aplikidcie mohla byt imple-
mentovana pomocou technolégie zaistujicej vysoky vykon a GUI mohlo byt
implementované pomocou implementa¢ne nendro¢énej technolégie. Cas use-
treny na implementacii GUI mdze byt investovany do prevedenia samotného

rozhrania. Taktiez implementacia s pouzitim implementac¢ne nenaro¢nej tech-
nolégie umozni pohodlnejsie ipravy grafického rozhrania.

6.3 Volba heuristik

Cielom tejto prace je aplikacia, ktorda umozni uzivatelovi zvolit optimalny sp6-
sob riesenia riedkej ststavy. Z tohto dévodu boli zvolené nasledovné heuristiky:

(1) ,Approximate Minimum Degree Ordering* (4.2.3))
(2) ,,Column Approximate Minimum Degree Ordering* (4.3.3))

(3) ,Reverse Cuthill-McKee“ (4.2.5])
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Pri vyberani heuristik boli uvazované iba heuristiky popisané v (kap.
4]). Heuristika AMD je vylepSend varianta heuristtk MD a MMD, z toho
dévodu neboli tieto heuristiky uvazované. COLAMD bola uprednostnend pred
Markowitzovou stratégiou nakolko sa zdala byt vhodnejsia z implementac¢ného
hladiska, zaroven COLAMD je znacne komplexnejsia heuristika a mala by
dosahovat lepsie vysledky.

6.4 Navrh grafického rozhrania

Grafické rozhranie bolo navrhnuté s dérazom na jednoduchost, navrh tohto
rozhrania je reprezentovany v podobe wireframu obr.

Matica sustavy Prava strana

RieSenie

Predvolby

Metéda
o GEM ¢ LU  © Cholesky

Heuristika
o AMD ¢ COLAMD o© RCM © Bez heuristiky

Info o sustave Statistika
Matica ststavy 1100x1100 Analyza 2s
NNz 1200 Vypocet 10m 15s
Symetricka E 10m17s
‘ INFO ‘ ‘ VYPOGET ‘ ’ STOP ‘
STATUSBAR
I. priebeh vypoétu zobrazi sa po
Il. chybové hlasenie 0,5s prebiehajuceho
lll. stav aplikacie vypoctu

Obr. 6.1: Wireframe grafického uzivatelského rozhrania
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KAPITOLA

Realizacia

V kapitole st diskutované zvolené technoldgie, reprezentacia stustavy, imple-
mentacia vypocetnej casti aplikdcie a tvorba grafického rozhrania. Kapitolu
uzatvéara zhrnutie, ktoré popisuje jednotlivé poziadavky na aplikaciu a sposob
ich splnenia.

7.1 Zvolené technolégie

V tejto casti s diskutované jednotlivé casti aplikdcie (vid kap. [6.2)), vyber
technologii a ich vzajomné komunikacia.

7.1.1 Vypocetna cast aplikacie

Vzhladom na vykonnostné naroky a naroky na podporu platforiem v ne-
funkénych poziadavkéich bol ako jazyk implementacie pre aplikdciu v prika-
zovom riadku zvoleny jazyk C++, konkrétne vo verzii C+411.

7.1.2 Grafické rozhranie

Grafickd cast aplikacie nekladie ziadne poziadavky na vykon, podstatna je
rychla a pohodlna implementécia a taktiez priatelny vzhlad aplikécie na vSetkych
platforméach. Preto bol na implementaciu grafického rozhrania zvoleny jazyk
Python vo verzii 2.7 spolu s grafickym frameworkom wxWidgets [29], ktory je
v jazyku Python k dispozicii vo forme kniznice wxPython [30].

7.1.3 Komunikacia rozhrani aplikacie

Pocas implementacie boli uvazované nasledovné moznosti pre komunikéiciu
vypocetnej Casti a grafického rozhrania:

ve samostatne stojace casti, pouzitie vypocetnej casti ako kniznice
1) d tatne stojace dasti, pouZitie vipocetnej casti ako kniZni
v grafickej casti,
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(2) dve samostatne stojace ¢asti, komunikécia jednotlivych casti pomocou
prikazového riadku vo forméate JSON.

Nakoniec bola zvolend 2. moznost (vid obr. [7.1). Tento sposob rieSenia
nie je obvykly, avsak vzhladom na predpokladant nizku frekvenciu komunika-
cie medzi vypocetnou cCastou a grafickym rozhranim je mozné toto riesenie
povazovat za akceptovatelné.

<<component>> <<component->
Vypoéetna éast E Grafické uzivateFské
aplikacie OG- ) _ rozhranie

Vypoéetna éast aplikacie

- poskytuje rozhranie vo formou prikazového
riadku.

- odpoveda grafickému rozhraniu vo formate
JSON.

Obr. 7.1: Diagram komponent ilustrujici komunikaciu vypocetnej casti ap-
likacie a grafického rozhrania

7.2 Pouzité formaty pre reprezentaciu sustavy

7.2.1 Vonkajsia reprezentacia

Format ,Matrix Market®“ je jeden z najznamejsich siborovych formatov na
reprezenticiu riedkych matic, ¢o dokazuje aj existujici repozitar [31] obsahu-
juci matice v tomto forméate. Jednoduchost a dostatok testovacich matic st
dovody pre volbu prave tohto formatu. Matica ststavy bude reprezentovand
v stradnicovom formate ,Matrix Market* (vid kap. a vektor pravej
strany v stiborovom forméate ,Matrix Market* (vid kap. [2.6.5.2)).

7.2.2 Vnutorna reprezentacia

Pre vnutorni reprezentaciu matice bola zvolend vylepsend verzia formatu

,Compressed Column Storage“ (2.6.5.3)). Tento format bol zvoleny z dévodu
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7.3. Tvorba aplikacie

jeho jednoduchosti. Vektor reprezentujici pravi stranu stustavy a rieSenie,
ktory je vlastne hustd matica typu (n,1) je reprezentovany polom.

7.3 Tvorba aplikacie

7.3.1 Implementacia vypocetnej casti

Zékladom implementacie vypocetnej ¢asti sa stala kniznica Eigen , ktora
poskytuje Siroké moznosti pre pracu s riedkymi ststavami. Kniznica je dos-
tupnd na zvolenej implementacnej platforme a nativne podporuje zvolené for-
maty ,Matrix Market“ a ,,Compressed Column Storage*.

7.3.2 Realizacia grafického rozhrania

Na zdklade wireframu (vid. obr. [6.4) bola vytvoren4 findlna podoba grafického
rozhrania. Rozhranie bolo najprv navrhnuté a nésledne doplnené o funként
logiku a komunikéciu s vypocetnou ¢astou. GUI je ilustrované obrazkom [7:2]

800 Sparse linear solver
Matica Ststavy Prava Strana
!marrices,funsvmmfjanggjacl'zo} | .. | |matrices/unsymm/jan99jac120| | .. |
Rieenie
matrices/unsymm/jan89jacl20 |
Predvolby
Metdda
() GEM @)L (") Cholesky
Heuristika
(_JAMD (+)COLAMD  (_RCM () Bez heuristiky
Info o siistave Statistika
Matica sistavy 41374 x 41374 Analyza 0.213408s
NNZ 260202 Vypodet 1.159850s
Nesymetricka Celkovy cas 1.373258s
NNZ
Matica L 1390697
Matica U 2106087
Celkom 3496784
Pomer NNZ 13.44
| Info | | Vypoget |
Pripraveny.

Obr. 7.2: Grafické rozhranie vytvorenej aplikacie
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M gui - wrFormBuilder v3.5 - beta =] 5
Fie Edt Wiew Tooks Help
== - - [ g N
TEEag s DEK| S S S| ] =]
Component Palette
= Lgg; mypraects : project ;‘ @ common | [&Addtonsl | [Jpats | | Contarers | ErMenyTockar | Elayost | [JFoms | EzzRbbon
(£]-[] MainFrame : Frame = =
mE e+ S B mEEEE e @ ® - - mm -
T — L @ =
. — o
Lsbe _text: wxStaticTy ElDesigner | [SC++  # Python | @PHP | #“lua | & MRC [ Properties | Events
L abe b_test s waStalicTe B Frame B
[=! g A _box : wxBaxSize name MainFrame
T il
4 _path : weTi e
style wxDEFAULT_FRAME_ST*
| A_brovse : extra_style
B g b_box 1 wxBoxSize center wxBOTH
[E] b_path : mxTe src_skip_sizer
b_browse : w—} event_hander impl_virtusl
aui_managed
& m Second : wiGridsizer aui_manager_style wALIL_MGR_DEFALLT
L abe x_text : wxStaticTe E wawWindow
e spacer id wID_ANY
- [ % box s wesosee pos R N
439; 456
8] x_path : e siee
minimum_size FpeLl
x_browse : v mamun_size -1
-3 Preferences : uxstatich: font -1; Default; ; Narmal; No
- Methods : wxarids fg [ window
H she methads text bgd L] vindon
window_name 5
H=! Eﬁuttuns w6 =l
H e @ method_
| @ method_
- orderings : wcric:
abe ord_text |
4 !
Project Loaded! |c4pocuments and Settings|administratorlMy Documents|gui. fbp |Name: MainFrame | Class: Frame 4

Obr. 7.3: wxFormBuilder v3.5 beta [1]

7.4 Implementacné prostredie

Autor tejto prace oblubuje jednoduchost a snazi sa vyhybat zlozitym vyvo-
jarskym prostrediam. Na pisanie kodu bol pouzity textovy editor Sublime Text
2, na navrh uzivatelského rozhrania bola pouzita aplikdcia wxFormBuilder
v3.5 beta (vid obr. [7.3)), ktord dokéze z navrhnutého rozhrania vytvorit kéd
podporovany frameworkom wxWidgets v roznych jazykoch (Python, C++,
PHP, atd.). Pre odladovanie chyb vo vypocetnej ¢asti aplikdcie bol pouzity
memory debugger Valgrind. Na verzovanie a zalohu bol pouzivany systém Git.

7.5 Zhodnotenie realizacie

V tejto Casti sii zhodnotené jednotivé poziadavky na aplikiciu a spbsob ich
splnenia.

e Rozhranie v prikazovom riadku a grafické uzivatelské rozhranie

Aplikicia bola rozdelend na dva samostatné celky (vid kap.[6.2]), vipocetni
cast s rozhranim v prikazovom riadku a GUI. Spésob implementécie
vypocetnej Casti je popisany v kap. [7.3.1] Grafickd ¢ast bola najprv
navrhnutd v podobe wireframu (vid obr. a nésledne prevedena do
redlnej podoby a doplnend o funkénu logiku (vid obr. .
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7.5. Zhodnotenie realizacie

MoZnost vyberu Gaussovej eliminaénej metédy, LU rozkladu
a Choleského rozkladu

Moznost vyberu jednotlivych metdd bola prevedena do podoby funkéného
poziadavku (vid kap.|6.1.2)), ktory je testovany v poslednej kapitole (vid

)

Vyber z minimdalne dvoch heuristik pre minimalizaciu doda-
tocného zaplnenia matice

Heuristiky boli po teoretickej stranke popisané v kap. 4}, vyber konkrét-
nych heuristik pouzitych v aplikacii je diskutovany v kap. Tato
moznost bola taktiez zaistena v podobe funkéného poziadavku (vid. kap.
, ktory je testovany v poslednej kapitole (vid .

Dostupné rozhranie pre dodato¢nii implementaciu dalsich met6d
a heuristik

Kniznica Eigen (vid kap. [7.3.1)), ktord bola zvolena ako zéklad vypocet-

nej casti aplikacie poskytuje pohodlné rozhranie pre implementéciu doda-
tocénych metdd a heuristik.

Zobrazenie informacii o danej stistave

T4to moznost je zaistend funkénym poziadavkom (vid kap.[6.1.2) a testo-
vana v poslednej kapitole (vid|8.3]).

Podpora vonkajsej reprezentacie vo formate ,,Matrix Market “

Format vonkajsej reprezentécie je popisany v kap. [2.6.5.1], jeho podpora
bola diskutovand v kap.

Vnutorna reprezentacia vo formate ,,Compressed Column Stor-
age“

Forméat vnitornej reprezentacie je popisany v kap.[2.6.5.3] pouzitie ,,Compressed
Column Storage“ formatu bolo diskutované v kap.

Podpora platforiem GNU/Linux a OS X

Podpora tychto platforiem bola jednym z argumentov pri vybere tech-
noldgii (vid kap. [7.1]). Testovaci hardvér (vid kap. [8.2)) bol zvoleny tak,
aby testovanie overilo podporu tychto platforiem.
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e Vhodna technolégia pre vykonavanie vypoctov

Vypodetnd cast bola implementovand v jazyku C++ (vid. kap. [7.1)),
ktory dava dostatocny predpoklad na efektivne riesenie.
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KAPITOLA

Testovanie

8.1 Testovacie data

Ako zdroj testovacich dét boli zvolené repozitare ,Matrix Market* [31] a kolek-
cia matic ,University of Florida“ [33]. Tieto repozitdre maju zvycajne dos-
tupné matice aj v inych formatoch ako je ,Matrix Market“, ¢o bude vyhoda
pri porovnavani aplikdcie s existujicimi rieseniami. V pripade, ze matica neob-
sahovala vektor s pravou stranou, bol tento vektor ndhodne vygenerovany.

Na testovanie boli zvolené nasledujtice matice:

Realne, SPD

(1) Dubcova2

e Disciplina: 2D/3D problém
e Rozmery: 65025 x 65 025
e nnz: 1030225

(2) besstkl7

e Disciplina: Inzinierske stavitelstvo
e Rozmery: 10974 x 10 974
e nnz: 219 812

(3) bundlel

e Disciplina: Pocitacova grafika
e Rozmery: 10 581 x 10 581
e nnz: 770811

(4) finan512
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e Disciplina: Ekonomicky problém
e Rozmery: 74752 x 74 752
e nnz: 596 992

(5) G2__circuit

e Disciplina: Simuléacia obvodov
e Rozmery: 150 102 x 150 102
e nnz: 726674

Realne, Nesymetrické

(1) Baumann
e Disciplina: 2D/3D problém
e Rozmery: 112211 x 112 211
e nnz: 748 331

(2) ecl32

e Disciplina: Polovodicové zariadenia
e Rozmery: 51993 x 51 993
e nnz: 380 415

(3) fidapmll

e Disciplina: Modelovanie konecnych prvkov
e Rozmery: 22294 x 22 294
e nnz: 623 554

(4) gTjac200

e Disciplina: Ekonomicky problém
e Rozmery: 59 310 x 59 310
e nnz: 717620

(5) rajat23

e Disciplina: Simulédcia obvodov
e Rozmery: 110355 x 110 355
e nnz: 555 441

Pozn. Na ilustraciu fungovania niektorych funkénych poziadavkov boli vytvorené
malé stustavy. Tieto ststavy st popisané pri ich pouziti v jednotlivych testoch.
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8.2 Testovaci hardvér

Testovanie prebichalo na nasledujicom hardvéry:

(1) Laptop

CPU: Intel(R) Core(TM) i5-3427U @ 1.80GHz
RAM: 4 GiB

e HDD: 1x SSD 128 GB

OS: OS X Mavericks

(2) Server

e CPU: 2x Intel(R) Xeon(R) CPU X5650 @ 2.67GHz
RAM: 48 GiB

HDD: 2x SSD 120 GB v RAID 1

e OS: Debian GNU/Linux 8 (jessie)

8.3 Testovanie funk¢nych poziadavkov

Testovanie funkénych poziadavkov (vid kap. prebiehalo s vyuzitim testo-
vacich matic. Uvedené vstupy a vystupy nemaju presni formu pouzivania
aplikécie, avSsak vyznam zostava bez zmeny. Chovanie rozhrani je v zasade
totozné a je mozné mat za to, Ze nasledujice testy a k nim uvadzany vystup
je rovnaky pri obidvoch rozhraniach. Pripadné odlisnosti tychto rozhrani si
explicitne uvedené.

8.3.1 (F1) Zobrazenie informaécii o siustave

Test 1

Vstupné parametre:
e Vstupna matica + prava strana: Baumann
e Volba: Zobrazenie informécii o sustave

Vystup: Matica ststavy je typu. ..

Zaver: Funkcény poziadavok je splneny.
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8.3.2 (F2) Povinna volba metédy na rieSenie riedkej suistavy
linearnych rovnic

Test 1

Vstupné parametre:
e Vstupnd matica + prava strana: fidapm11
e Volba: Riesenie ststavy

Vystup: Nebola zvolenid metdda na rieSenie stustavy.
Test 2

Vstupné parametre:
e Vstupna matica + prava strana: g7jac200
e Metdéda: GEM
e Volba: Riesenie stistavy

Vystup: Vypocet bol tspesny.
Test 3

Vstupné parametre:
e Vstupna matica + prava strana: rajat23
e Metbdda: LU rozklad
e Volba: Riesenie stuistavy

Vystup: Vypocet bol tspesny.
Test 4

Vstupné parametre:
e Vstupna matica + prava strana: Dubcova2
e Metbdda: Choleského rozklad
e Volba: Riesenie stistavy
Vystup: Vypocet bol tspesny.
Zaver: Funkény poziadavok je splneny.

Pozn. V grafickom rozhrani je predvolend moznost LU rozkladu a nie je mozné
nevybrat ziadnu metodu.
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8.3.3 (F3) MozZnost volby heuristiky na minimalizaciu
dodatocéného zaplnenia matice

Test 1

Vstupné parametre:
e Vstupna matica + prava strana: ecl32
e Predvolby: LU rozklad + AMD
e Volba: Riesenie stistavy

Vystup: Vypocet bol tspesny.
Test 2

Vstupné parametre:
e Vstupna matica + prava strana: rajat23
e Predvolby: Gaussova elimina¢nd metéda + COLAMD
e Volba: Riesenie stistavy

Vystup: Vypocet bol tispesny.
Test 3

Vstupné parametre:
e Vstupna matica + prava strana: bundlel
e Predvolby: LU rozklad + RCM
e Volba: Riesenie stistavy

Vystup: Vypocet bol tispesny.
Test 4

Vstupné parametre:
e Vstupnda matica + prava strana: G2_ circuit
e Predvolby: Choleského rozklad + Bez heuristiky
e Volba: RieSenie sustavy

Vystup: Vypocet bol tispesny.
Zaver: Funkcény poziadavok je splneny.
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8.3.4 (F4) Kontrola vstupnych dat
Test 1

Vstupné parametre:

e Matica s nevalidnym formatom (v stibore chyba 1 reprezentovany ele-
ment)

e Metdda: LU rozklad
e Volba: Riesenie stustavy

Vystup: Matica nemé validny format.
Test 2

Vstupné parametre:
e Matica 2 x 3 + prava strana
e Metdda: LU rozklad
e Volba: Riesenie stistavy

Vystup: Matica ststavy musi byt stvorcova.
Test 3

Vstupné parametre:
e Matica 2 x 2 4+ prava strana 5 x 1
e Metdda: LU rozklad
e Volba: Riesenie stistavy
Vystup: Vektor s pravou stranou nema zhodny pocet prvkov so sirkou

matice stustavy.
Zaver: Funkény poziadavok je splneny.
8.3.5 (F5) Overenie kompatibility zvolenej metdédy s rieSenou
sastavou
Test 1
Vstupné parametre:
e Nesymetrickd matica 5 x 5 + prava strana
e Metoda: Choleského rozklad
e Volba: Riesenie stistavy

Vystup: Nie je mozné pouzit Choleského rozklad, matica nie je symetricka.

Test 2
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Vstupné parametre:
e SPD matica 3 x 3 + prava strana
e Metdda: Choleského rozklad
e Volba: Riesenie sustavy

Vystup: Vypocet bol tispesny.

Zaver: Funk¢ny poziadavok je splneny.

8.3.6 (F6) Vypocet riedkej sustavy linedrnych rovnic

Tento poziadavok uz bol otestovany pri testovani poziadavku F3 a dalsich.

8.3.7 (F7) MozZnost zobrazenia Statistik o priebehu vypoctu
Test 1

Vstupné parametre:
e Matica ecl32 + prava strana
e Metdda: LU rozklad
e Volba: Riesenie stistavy

Vystup: Vypocet bol tspesny.
Test 2

Vstupné parametre:

e Matica ecl32 + prava strana

e Metdda: LU rozklad

e Volba: Riesenie stistavy + zobrazenie Statistik
Vystup: Vypocet bol tispesny + statistika.

Zaver: Funkény poziadavok je splneny.
Pozn. V grafickom rozhrani su Statistiky zobrazené vzdy.

8.4 Porovnanie s existujicimi rieSeniami

Nasledujuci text porovnava vyvinuta aplikaciu s existujicimi rieSeniami. Pre
porovnanie boli pouzité matice zvolené v kap. Toto porovnanie je rozde-
lené podla symetrie matice a vyvinuté riesenie je v nich oznacené pod pojmom

»Solver(metdda/heuristika) “.
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Obr. 8.3: Porovnanie podla pomeru nnz faktorov (L a U) voéi pévodnej matici.

8.4.1 Symetrické matice

Grafy obr. B} obr [B:2]a obr. [B:3] porovnavajui efektivnost vyvinutej aplikdcie
s rieSenim ,,CHOLMOD“, ktoré bolo popisané v [5.2

8.4.2 Nesymetrické matice

Grafy obr. [8:4] obr. 85 a obr. [B.6] porovnavaji efektivnost vyvinutej ap-
likacie pri pocitani siistav s nesymetrickymi maticami s rieseniami SuperLLU

(popisané v kap. a UMFPack (popisané v kap. .
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Zaver

Tato praca sa zaoberala problematikou riedkych stustav linedrnych rovnic a ich
rieSenim pomocou priamych metéd. V praci boli popisané vybrané metody,
heuristiky a existujice riesenia s cielom navrhu vlastnej aplikacie s grafickym
rozhranim a rozhranim v prikazovom riadku. Hlavnym cielom préce bolo
navrhnit kompaktné riesenie, ktoré sa bude snazit poniknut moznost op-
timéalnej volby pre Iubovolny typ riedkej stistavy. Vytvorend aplikicia pontka
na vyber Gaussovu elimina¢nti metédu, metédu LU rozkladu a Choleského
metddu a heuristiky AMD, COLAMD a RCM urcéené na minimalizaciu doda-
to¢ného zaplnenia matice. Testovanie (vid kap. ukazalo, ze aplikacia by
mala byt minimélne pre niektoré sustavy schopna konkurovat existujicim
rieSeniam. Napriek snahe o Siroky zaber vyvinutej aplikdcie nie je mozné
tvrdit, ze pontka efektivne rieSenie pre vsetky typy riedkych ststav. AvsSak
dalsimi vylepseniami vyvinutej aplikacie by bolo mozné k takémuto cielu pos-
tupne dospiet.

Pokracovanie tejto prace by bolo mozné hned niekolkymi smermi. Vytvorena
implementdcia a pouzitd kniznica Eigen [32] zaru¢ene poskytuji priestor na
zlepsenie. Vylepsenim kniznice Eigen by sa nepomohlo len tejto aplikacii,
ale aj dalsim aplikdcidm a tym aj ich uzivatelom, ktori pouzivaji riesenia
postavené na tejto kniznici a taktiez komunite, ktord spominand kniznicu
vyvija. Tato aplikdcia ma v predpokladoch moznost dodato¢nej implemen-
tacie dalsich metéd a heuristik, ¢o ponika moznost pokracovania tejto prace
ich implementovanim, pripadne moznost doplnenia aplikdcie o dalsie formy
vnitornej a vonkajsej reprezentacie stoji tiez za zmienku. Za najzaujimave-
jSiu moznost osobne povazujem rozsirenie tejto aplikacie o iteracné metody,
ktorymi sa tato praca nezaoberala.
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DODATOK A

Zoznam pouzitych skratiek

AMD Approximate Minimum Degree Ordering

CLI Command Line Interface

COLAMD Column Approximate Minimum Degree Ordering
GEM Gaussian Elimination Method

GUI Graphical User Interface

JSON JavaScript Object Notation

RCM Reverse Cuthill-McKee

SLR Stustava linedrnych rovnic

SPD Symmetric Positive Definite
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DODATOK

Instalacna a uzivatelska prirucka

Nasledujtci text plati pre systémy OS X Mavericks a Debian GNU /Linux 8
(jessie) na ktorych bola aplikdcia testovand. V pripade inych systémov sa moze
postup mierne lisit.

B.1 Preklad vypocetnej casti aplikacie

Program prelozime zadanim prikazu make v korenovom adresari programu. Po
prelozeni by mal vzniknit stibor solver predstavujici vypocetnu cast aplikacie.
Spravne sprevadzkovanie je mozné otestovat prikazom make test, ktory
spusti vypocet s testovacou stustavou. Vysledkom by malo byt riesenie stustavy
ulozené do stboru a zobrazené statistiky o priebehu vypoctu. Po skonceni
prace je mozné vratif adresar do pévodného stavu prikazom make clean.

B.2 Praca s vypocetnou castou

Vypocetnu ¢ast spistame prikazom ./solver a mozme ju pouzit nasledujicimi
sposobmi:

(1) Zobrazenie informécii o sustave

./solver -d -A <matriz.mtz> -b <vektor.mtz>

(2) Vyriesenie ststavy linedrnych rovnic

./solver -s -i -m <metdda> -0 <heuristika> -A <matica.mtz> -b <vektor.mtz>
- <riesenie.mtxr>

Pozn. Prepinace -i a -0 nie st povinné.

63



B. INSTALACNA A UZIVATEDSKA PRIRUCKA

Vyznam uvedenych prepinacov je nasledovny:
-s riesit sustavu (predvolené)
-1 zobrazit informécie o ststave

-m vyber met6dy: gem (3.1)), lu (3.2)), chol (3.3))

-0 vyber heuristiky: no (bez heuristiky - predvolené), amd (4.2.3)), colamd
(E33). rem ({2

-A cesta k matici stustavy v siradnicovom forméate Matrix Market
-b cesta k pravej strane ststavy v siborovom formate Matrix Market
-x subor do ktorého sa ulozi riesenie sustavy

-i zobrazenie Statistik o priebehu vypoétu (volitelné)

-h zobrazi spdsob pouzivania programu

B.3 Sprevadzkovanie grafického rozhrania
Na zaciatok je potrebné nainstalovat
e graficky framework wxWidgets [29] a
e kniznicu wxPython [30] (zaistuje komunikaciu s wxWidgets v Pythone).

Po ich nainstalovani spustime grafické rozhranie prikazom python solver.py.

B.4 Vygenerovanie dokumentacie

Pre vygenerovanie dokumentacie je potrebna aplikacia doxygen [34]. Po jej
nainstalovan{ vygenerujeme dokumenticiu pomocou prikazu make doc.

V adresari s aplikéciou sa vytvori adresar doc, ktory obsahuje adresare cle
a gui s dokumentaciou vypocetnej casti a grafického rozhrania.

64



DODATOK C

Obsah prilozeného CD

readme . tXb. . oiiin it e struény popis obsahu CD
- o3« T vyvinutd aplikdcia
Matrices .........vvveeeennn zbierka sustav pouzivanych pri testovani
SOLVET . Py« vvveeaaaaaennn. grafické rozhranie vytvorenej aplikdcie

=3 o o PP zdrojovy kod vypocetnej casti

I = v text prace
tthesis ...................... zdrojova forma préace vo formate KTEX
thesis.pdf ......... ..o i text prace vo formate PDF
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