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Abstrakt

Tato prace se zabyva navrhem knihovny pro nasobeni polynomi. Cilem této
préace je vzajemné porovnani vybranych algoritmi mezi sebou a zaroven porov-
nani s nasobenim ridkych polynomii. Oborem porovnani je zejména rychlost
algoritmi, a pripadnd diskuse o pri¢indch této rychlosti. VSechny algoritmy
pouzité pro tuto praci jsou podrobné analyzovany a jejich vyhody ¢i nevyhody
jsou rozebrany. Soucasti této prace je téz implementace navrzené knihovny. Pti
implementaci knihovny je kladen diraz na snizeni rezijnich ndklada ¢i jiné ca-
sové uspory, které jsou diskutovany. Prace si dale klade za cil nalézt mez, do
které se vyplati pouzit struktury pro ridké polynomy (z hlediska rychlosti),
a to jednak teoreticky, tak prakticky. Na zavér je implementovan edukativni
GUI program, slouzici ke zjistovani vybranych statistik z béhu algoritm.

Klicéova slova Nasobeni polynomi, Karatsubiiv algoritmus, FFT, Rychla
Fourierova Transformace, Diskrétni Fourierova Transformace, Edukativni pro-
gram, Knihovna, Optimalizace algoritm1.
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Abstract

The purpose of this work is the design of a library for multiplication of poly-
nomials. The aim of this work is the mutual comparison of chosen algorithms
among themselves and also comparision with the multiplication of sparse po-
lynomials. The scope of the comparison is especially speed of algorithms, and
potential discussion on the causes of speed. All the algorithms used for this
work are analyzed and their advantages and disadvantages are discussed. Part
of this work is also implementation of designed library. During implemen-
tation, there is an emphasis on reducing overhead costs, or other time-savings
that are being discussed. The work also aims to find the limit to which it is
advantageous to use the structure for sparse polynomials (for acceleration),
both theoretically and practically. At the end educational GUI program is
implemented which serves to detect selected statistics from algorithms runs.

Keywords Polynomial multiplication, Karatsuba algorithm, FFT, Fast Fou-
rier Transform, Discrete Fourier Transform, Educational program, Library,
Algorithms optimalization.



[Gvod 1
[L Navrh a analyzal 3
[1.1 Obecné pojmy| . . .. .. .. . . .. ... ... 3
1.2 Vybeér nékolika znamych polynomu| . . . . . .. ... ... ... 5
[1.3  Specifikace a technologie| . . . . . . . . ... L0 8
[1.4  Navrh tunkce pro nasobeni polynomdu|. . . . . . . ... ... .. 10
1.0 Modely knihovny| . . . . . . . ... ... ... 12
[[.6 ResSerSe knihovenl . . . . . . . ... ... oL oL 13
[L.7  Navrh GUI programu|l . . . . ... ... ... ... ....... 15
2 Algoritmy| 21
2.1 Naivni algoritmus|. . . . . ... ... ... ... ... ...... 21
2.2 Karatsubuv algoritmus|. . . . . .. ... ... L. 22
2.3 Rychla Fourierova Transtormace| . . . .. ... ... ... ... 23
[2.4  Nasobeni ridkych polynomu| . . . . . . ... ... ... 28
[2.5  Ostatni algoritmy|. . . . . . . ... ... oL 29
|13 Optimalizace algoritmul 31
3.1  Volby kompilatorul . . . . . ... ... 0000 31
3.2 Optimalizace naivniho algoritmu| . . . . . . . .. ... ... .. 32
3.3 Optimalizace Karatsubova algoritmul . . . . . .. ... ... .. 37
4 Realizace a testovanil 41
4.1 Hledani branid . . . .. ... ... ... oL 41
4.2 Nasobeni ridkych polynomu| . . . . . . ... ... .. ... ... 43
4.3 Testovani knihovny| . . . . . . . .. ... 0oL 46
4.4 Realizace GUI programu| . . . . . . .. ... ... ... ... .. 47
Zaver 51

xi



[Literatural

|A Seznam pouzitych zkratek|

IB Obsah prilozeného CD)|

xii

53

55

57



Seznam obrazku

[1.1 Leva polorovinal. . . . . . . .. .. ... ... ... ... 5
(1.2 Business model hlavni funkcel . . . . . . . ... .00 000 12
1.3 Diagram uziti knihovny.| . . . . . . ... ... o000 13
1.4 Navrh trid GUI programu| . . . . . . . ... ... ... .. ..... 17
[1.5  Diagram aktivit GUI programu.. . . . . ... ... ... ... ... 19
2.1 Postup FFT.| . . ... .. .. . . . 24
2.2 Pruchod FFT . . . . . 0o oo oo 27
[3.1 Porovnani vyhod prepinacu.f. . . . . . ... ..o 32
[3.2  Porovnani zakladni implementace naivniho algoritmu a prvni op-

[ timalizacel. . . . . . . . .. 34
[3.3  Porovnani druhé optimalizace naivniho algoritmu a prvni optima-

D 177 35
[3.4  Porovnani optimalizace naivniho algoritmu pomoci vektoru a re-

[3.5  Porovnani méreni naivnich algoritmu pro nizky stupen polynomu. 36
[3.6  Porovnani zakladni implementace Karatsubova algoritmu a jeho

| optimalizace.| . . . . . . . . . . ..o 39
13.7  Porovnani zakladni implementace FF'T" a jeji optimalizace.. . . . . 40
4.1 Porovnani naivniho algoritmu a algoritmu Karatsubova. . . . . . . 41
4.2 Porovnani Karatsubova algoritmua FF'T| . . . ... ... ... .. 43
4.3 Hranice ridkosti u naivniho algoritmul . . . . ... ... ... ... 44
4.4 Hranice ridkosti u Karatsubova algoritmu| . . . . . . . . . ... .. 45
4.0 Hranice ridkostiu FFT1 . . . . . ... ... 45
4.6  GUI program pospusténi] . . . . . .. ... ... ... ....... 48
4.7 GUI program za béhu| . . . . . ... ... ... .. .. 49

xiii






Uvod

Cilem této prace je navrh knihovny pro rychlé ndsobeni polynomi. V préci je
vybrano nékolik algoritmt. U nich jsou popsany vyhody a nevyhody a princip
jejich funkénosti.

Je zhotoven navrh celé knihovny (a to véetné modelti). Ta je déle implemento-
vana v jazyce C+-+ a za pomoci efektivni implementace algoritmt je prizpu-
sobena cilovému systému. Zhotovena knihovna je posléze otestovana nékolika
znamymi polynomy.

Dalsim bodem je pak zhotoveni GUI programu. Ten umi po zadani dvou po-
lynom oba polynomy vyndasobit a vypsat jejich vysledek. Kromé této funkce
dale umi zjistit rizné statistiky o vSech v praci vybranych algoritmech. Mezi
statistiky patii napriklad napriklad pocty ndsobeni, s¢itani, zanoreni rekurze
a dalsi. Pro zhotoveni tohoto programu byl vybran programovaci jazyk Java.






KAPITOLA 1

Navrh a analyza

V této kapitole se se seznamime se zakladnimi pojmy. Déle je zde analyza
aktualnich knihoven a ndvrh knihovny mé.

1.1 Obecné pojmy

V této sekci bylo ¢erpéno zejména z: [1], [5] a [§]

1.1.1 Polynom

Polynom je komplexni funkce komplexni proménné, tedy p: C — C, kterd ma
pro vSechna z € C funkéni hodnotu p(x) danou vzorcem

p(r) = ap + a1x + azx® + ... + apa™,
kde ag, ...a,, jsou néjaka redlnd nebo komplexni Cisla, kterd nazyvame koefi-
citenty polynomu. Jinymi slovy: je-li funkce p polynomem, existuje prirozené
¢islo n a konstanty ao, ...a, tak, ze pro funkéni hodnoty p(x) plati uvedeny
vzorec pro vsechna x € C.

1.1.2 Stupen polynomu

Necht polynom p mé koeficienty ag, ...a,. Stupen polynomu je nejvétsi index
k takovy, ze ay # 0. Pokud jsou vSechny koeficienty nulové (nulovy polynom),
prohlasime, Ze stupen je roven -1.

1.1.3 Soucin polynomu

Soudin polynomu p a ¢ je funkce u dand predpisem u(z) = p(z)q(z) pro
vSechna x € C. Soucin polynomu p a ¢ znac¢ime pq.

3



1. NAVRH A ANALYZA

1.1.4 Grupa

Mnozinu G, na které je definovana operace o : G x G — G nazyvame grupou,
pokud pro tuto operaci plati:

(1) Vz,y,2 € G: (xoy)oz=umxo(yoz) (asociativni zdkon).

(2) Jde € G, pro které plati Vo € G : eox = z 0o e = x (existence neutral-
niho/jednotkového prvku).

B) Ve G:3Jye€ G:xoy =yox = e (existence opa¢ného/inverzniho
prvku y pro kazdy prvek x).

Pokud navic plati
(4) Vz,y € G : x oy = y o x (komutativni zdkon).

pak grupu G nazyvame komutativni grupou. 7 historickych divoda a z tdcty
k norskému matematikovi, ktery zpracoval teorii grup a bohuzel zemiel mlad
na zakefnou nemoc ve véku 26 let, se komutativni grupa nazyva téz Abelova

grupa.

1.1.5 Téleso

Téleso je mnozina T se dvéma operacemi obvykle oznaCovanymi + tak, ze Tx T — T
a - tak, ze T x T — T, které maji nésledujici vlastnosti:

(1) T s operaci ,+“ je komutativni grupa. Neutrdlni prvek této grupy je
oznacen symbolem O.

(2) T\{0} s operaci ,-“ je komutativni grupa. Jednotkovy prvek této grupy
se znaci symbolem 1.

(3) Operace ,+“ a ,-“ splnuji distributivni zékon: a- (b+¢) = a-b+ a-c.

1.1.6 Leva polorovina

Cast komplexni roviny z = x + iy s redlnou ¢asti R[z] < 0.

4



1.2. Vybér nékolika znamych polynomi

L Egh‘?ﬁi.i"\‘ dXls

left half-plane,
Rzl <0
® —2+i

real axis

Obrazek 1.1: Grafickd ukézka levé poloroviny (Sedd barva). Prevzato z [5].

1.1.7 Ridky &tverec polynomu

Ridky étverec polynomu je takova mocnina polynomu [P(x)]?, kterd ma méné
¢lent, nez-li origindlni polynom P(x).

Pro upresnéni: ¢len se pocitd pouze za predpokladu, Ze ma nenulovy koeficient,
tedy i pfes to, ze vysledny polynom bude mit vyssi stupen polynomu, mutze
mit méné ¢lent.

1.2 Vybér nékolika znamych polynomii

Pro otestovani naivniho algoritmu bylo vybrano nékolik znamych polynomi:

1.2.1 Stabilni polynom

Ptelozeno z [6].

Realny polynom je stabilni pokud vsechny jeho kofeny lezi v levé poloroviné.
Pro upresnéni zde uvadim nékolik piikladt stabilnich polynomu:

Stabilni polynom prvniho rddu: x + a

Stabilni polynom druhého rddu: x* + ax + b

Stabilni polynom tretiho vddu: z* + 2az* + (a® + b)z + (ab — ¢)

1.2.2 Nulovy polynom

Polynom ve tvaru p(z) = 0, tedy polynom, ktery mé vsSechny koeficienty
nulové (jehoz stupen je tedy nulovy). Pokud je néjaky jiny polynom vyndsoben
polynomem nulovym, vysledkem je opét polynom nulovy.
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1.2.3 Rényiho polynom

Prelozeno z [1].

Polynom ve tvaru Pg(r) = (4a* + 423 — 202 4 2z + 1) » (—842%* + 28220 —
10216 + 4212 — 228 + 22% + 1), ktery m4 29 vystupt a jehoz Gtverec jich mé
28, coz z néj déla ridky c¢tverec polynomu.

1.2.4 Choudryho polynom

Pielozeno z [8]. Polynom ve tvaru Py7(z) = (224 22 —2) * (215 + 4212 — 829 +
3228 — 16023 4 896), ktery ma 18 vystupt a jehoz ¢tverec jich méa 17, coz z
néj déla ridky c¢tverec polynomu.

1.2.5 Fermatovy polynomy

Prelozeno z[9] Fermatovy polynomy spliuji rovnost F,(1) = F,, (nicméné
vychazeji z Lucasova polynomu), kde F,,(z) jsou Fermatovy polynomy a F,
jsou pak Fermatova ¢isla (2" + 1). Priklady nékolika prvnich Fermatovich
polynomui:

o fi(z) =3z

o f(z) = 922

o f3(x) =2723 — 18z

o fi(z) = 81zt — 7222 + 8

o f5(x) = 2432° — 27023 4 60z

Pro kontrolu, prvnich 5 Fermatovych ¢isel je: 3,5,9,17,33.

1.2.6 Fermatovy-Lucasovy polynomy

Prelozeno z [10].

Fermatovy-Lucasovy polynomy spliuji rovnost f,(1) = f,, (nicméné vychézeji
z Lucasova polynomu), kde £, (z) jsou Fermatovy-Lucasovy polynomy a f,, jsou
pak Fermatova-Lucasova ¢isla (2" —1). Priklady nékolika prvnich Fermatovich-
Lucasovich polynomu: 1,3,7,15,31.

e Fi(z)=1

o Fy(z) =3z

o Fy(z) =922 -2

e Fy(z) =273 — 122

o F5(x) =81z* — 5422 + 4

Pro kontrolu, prvnich 5 Fermatovich-Lucasovich ¢isel je: .
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1.2. Vybér nékolika znamych polynomi

1.2.7 Fibonacciho polynomy

Prelozeno z [11].

Stejné jako dvé predchozi skupiny polynomu vychézi i tato skupina z Luca-

sova polynomu. Obecné formule pro zapsani n-tého Fibonacciho polynomu vy-
T+ Va2 +4)" — (x — Va2 +4)"

padé nésledovné: F,(z) = (z+ 4"~ ( 4

2ny/22 4 4

spliiuji rovnost Fj,(1) = F,,, kde F,,(z) je n-ty Fibonacciho polynom a F,

je n-té Fibonacciho ¢islo. Déle tyto polynomy také splnuji rekurentni vztah

Fo11(z) = 2Fy,(z) + F,,—1(x). Piiklady prvnich péti Fibonacciho polynomu:

. Polynomy dale

o Fi(z) =

o Fylz) =

o Fy(z) =22 +1

o Fy(z) =2+ 2z
(

o Fy(x) =2 +322 +1

Pro kontrolu jesté ptrikladam prvnich 5 Fibonacciho éisel: 1,1,2,3,5

1.2.8 Jacobsthalovy polynomy

Ptelozeno z [12].

Tato skupina polynomu taktéz vychazi z Lucasova polynomu. Polynomy zde
spliuji rovnost J,, (1) = J,,, pricemz J,(z) je n-ty Jacobsthaltv polynom a J,,
je n-té Jacobsthalovo ¢islo. Zde je prvnich pét Jacobsthalovo polynomii:

o Ji(z) =
o Jo(z) =

o Ji(x) =2z +1

o Jy(x) =dx+1

o J5(z) =422 4 63+ 1

Pro ovéfeni jesté prvnich 5 Jacobsthalovo éisel (¢islovano od 1): 1,1,3,5,11

1.2.9 Pellovy polynomy

Ptelozeno z [13].

Tyto polynomy, stejné jako predchozi polynomy, vychéazeji z Lucasova poly-
nomu. Plati pro né nasledujici rekurentni vztah: P, o(x) = 22P,11(x) +
P, (z), kde prvnimi dvéma cleny jsou Po(z) = 0 a Py(x) = 1. Prvnich 5
Pellovo polynomu pak vypadéd nasledovneé:
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o Ps(2) =162* + 1222 + 1

Déle také plati rovnost Py, (z) = F,,(2z), kde P, (z) je n-ty Pelliv polynom a
F,(z) je n-ty Fibonacciho polynom.

1.2.10 Vézové polynomy

Ptelozeno z [14].
min(m,n)
Vézovy polynom je polynom ve tvaru Ry, n(z) = Y m2F, kde k je pocet

k=0
vézi, které na sebe navzajem nevidi na Sachovnici o velikosti m * n. Zde jsou
ptiklady prvnich 4 ¢tvercovych (tedy m = n) vézovych polynomu.

e Ri(z)=x+1

)
e Ro(z) =222 + 42+ 1
e R3(z) =62° + 1822 + 9z + 1
o Ry(z) = 242* + 9623 + 7222 + 1

1.3 Specifikace a technologie

1.3.1 Specifikace knihovny

Jedinou funkci, kterou tato knihovna musi podporovat je vynésobeni dvou
polynomt. Oba polynomy musi byt diskrétni (tedy na celych éislech) stejné
jako polynom vysledny (vyhodou diskrétnich hodnot je zejména lepsi redlnd
presnost a jednodusi testovatelnost, nez-li u ¢isel redlnych). Z toho plyne, ze
je nutné zajistit vétsi presnost vysledku a to i pro metody, které pracuji s ¢isly
readlnymi. Déle je snaha o co nejlepsi vykonnost na daném systému, pro coz
byl také po diskusi s vedoucim préce vybran programovaci jazyk C+-+.

1.3.2 Navrhované jazyky

C++ - Tento jazyk byl vybran pro implementaci knihovny. Nutnym pred-
pokladem (ktery je splnén) je, aby byl vybrany jazyk podporovén na cilovém
systému. Hlavni vyhodou tohoto jazyka je jeho rychlost. Dalsi z vyhod je to,
ze ackoliv jazyk neni ¢isté objektovy, objekty podporuje.

8



1.3. Specifikace a technologie

Java - Jazyk Java byl vybran pro implementaci GUI programu. Vyhodou je
zejména jednoduchd implementace, a to zejména diky velkému mnozstvi stan-
dardnich knihoven a datovych struktur (a to véetné standardnich knihoven
pro grafické uzivatelské rozhrani).

Vyhodou obou jazyki je autorova je kratkodoba zkusenost s nimi. Oba samo-
zfejmé dobre vyhovuji vSem pozadavkim.

1.3.3 Formaty ulozeni koeficienti

Je taktéz nutné zvolit vhodné formaty pro ulozeni struktur pouzitych k vypo-
¢tu. Jednd se zejména o struktury pro ulozeni polynom.

Forma koeficientd - Pro uloZeni polynomu v této formé byla zvolena jed-
noducha forma a poli s koeficienty a parametru, ve kterém je ulozena velikost
onoho pole. Pole pak obsahuje koeficienty vzdy na indexu, ktery zaroven udava
mocninu neznamé, ktera tento koeficient nasobi. Jako piiklad lze uvést tieba
polynom '2z% 4224 7’, pii¢emz v parametru, ktery hlidé velikost bude uloZena
hodnota 5 a pole pak bude vypadat nésledovné: pol = {2,0,1,0,7}. Tento for-
mat ulozeni se vyuzije zejména pro vstup a posléze i pro vypocet naivniho
algoritmu ¢i Karatsubova algoritmu.

Forma bod-hodnota - Pro uloZeni polynomu do této formy je podobné jako
u formy predchozi vhodné pole. Zde je ovSsem nutné ukladat dvojici hodnot (a
ne pouze hodnotu jednu). K tomu se velmi dobfe hodi standardni struktura
jazyka C++4 - ’std::complex<double>’. Velkou vyhodou této struktury je, ze
jsou v ni implementovany zakladni operace na komplexnich ¢islech, coz se hodi
i do nékterych vybranych algoritmti. Vyuziti je pak zejména pro algoritmus
FFT. V programu je tento format implementovan jako pole struktur.
Format uloZeni fidkych struktur - Pro ulozeni fidkych polynomi (do rid-
kych struktur) byla zvolena forma ulozeni dvojice indexu a koeficientu. Pro
tento format bylo (na rozdil od predchozi formy) zvoleno ulozeni do dvou poli,
pricemz jedno obsahuje indexy do pole pro formu koeficientu (tedy obsahuje
mocniny u proménné) a druhé obsahuje hodnoty koeficientii. Déle je nutné dr-
zet si jeden parametr, ve kterém je uloZena velikost obou téchto poli (ty maji
samoziejmé stejnou velikost). V implementaci je tento format pouzit jako dvé
pole. Format je c¢astecné podobny formatu predchozimu, nicméné je dobré oba
tyto formaty rozlisit, kvili lepsimu pochopeni problematiky (véetné spravného
prekladu nékterych citaci).

1.3.4 Cilovy systém

Jako systém, pro ktery je tato knihovna optimalizovana byl po diskusi s vedou-
cim préce zvolen server STAR (star.fit.cout.cz). Ten je zaloZen na architektuie
,blade“ od firmy IBM. Obsahuje celkem 14 vypocetnich ziletek (uzli), které
jsou k disposici. Uzly, pro které bude optimalizovano jsou uzly 9-12. Jejich
specifikace vypada néasledovné:
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e Dva AMD Opteron 6C Processory (Model 2435) - 2.6GHz, 6MB L3
(celkem 12 vypocetnich jader).

e 26GB RAM (PC2-6400 CL6 ECC DDR2 800 VLP RDIMM)

e 146GB 10k rpm SAS HDD

1.4 Navrh funkce pro nasobeni polynomi

1.4.1 Vypocetni struktura funkce

Ke spravnym a pomérné dobrym vysledkiim by samoziejmé vedlo i jednoduché
zvoleni algoritmu s dobrou asymptotickou slozitosti. Vzhledem k tomu ze maji
takové algoritmy obvykle vysokou rezii, nemuselo by to mit zdaleka optimalni
vykonnost pro uré¢ité typy polynomu (napiiklad ¥idké polynomy ¢i polynomy
s malym stupném). Z toho divodu je vhodnéjsi rozdélit vypocet na nékolik
stavi:

e Vypocet polynomu s malym stupném.
e vypocet polynomu se stfedné velkym stupném.
e vypocet polynomu s vysokym stupném.
e Vypocet ridkych polynomii.
Ke kazdému z vysSe zminénych bodu je nutné priradit zptsob vypoctu a hra-

nice, pro které to do vysSe zminéné kategorie spada.

1.4.2 Parametry a navratova hodnota

Funkce musi samoziejmé umét néjakym zpusobem prijmout a vynasobit dva
polynomy. Ty budou ulozeny v uzivatelem alokovanych polich, vyplnény va-
lidnimi hodnotami a poslany funkci jako dva z jejich parametri. Dalsimi pa-
rametry jsou délky obou polynomi. Poslednim parametrem je pak volitelny
signal, urcujici, zda-li bude vyuzito ridkosti algoritmu. Ten muiize nabyvat na-
sledujicich tii druhi hodnot.

e Zaporné cislo - Pak nebude vlastnost ridkosti polynomu viibec vyuzita.

e Kladné ¢islo - Pak bude primo pocitano metodou vybranou pro vyuziti
tidkosti polynomu.

e Nula - Pak bude otestovano, zda-li se vyplati metodu pro nasobeni fid-
kého polynomu vyuzit. Nutno podotknout ze samotny test ma slozitost

O(n).
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1.4. Navrh funkce pro nasobeni polynomu

Hodnota tohoto parametru bude implicitné nastavena na nulu, pokud uzivatel
nefekne jinak.

Paralelni funkce dale disponuje parametrem pro urceni poctu pridélenych vla-
ken.

Navratovou hodnotou funkce je pak ukazatel na pole diskrétnich hodnot, které
bude vyplnéno vysledkem vynasobeni prichozich polynomu. Pole bude aloko-
vano primo funkei samotnou (pomoci operatoru new) na velikost danou vzor-
cem ,sSize 4+ bSize — 1%, kde aSize je velikosti prvniho polynomu a bSize je
velikosti polynomu druhého. Pro pripad potieby uzivatele je k tomuto ucelu
zhotovena primitivni funkce, které umi velikost vysledného polynomu vypoci-
tat ze zadanych parametri (velikosti ndsobenych polynomi).

1.4.3 Pridané funkce

Kromé funkce hlavni, na kterou je prace zaméfrena, podporuje knihovna né-
kolik dalsich funkci, které muze uzivatel vyuzit.

Vynasobit polynomy pomoci nékterého z vybranych algoritmi -
Funkce, které dovoli uzivateli pfimo zavolat néktery z vybranych algoritmi,
aby jim mohl vynésobit dva polynomy.

Prevody mezi fidkym formatem a formou koeficientt - Dvé funkce,
diky nimz lze polynom prevést z formy koeficienti do fidkého formatu a nao-
pak.

Soucet polynomi - Dalsi z funkei umi na vstupu pfijmout dva polynomy a
vratit jejich soucet. Vsechny polynomy jsou ve formé koeficienti.

Odecteni polynomu - Dalsi z funkei umf{ na vstupu pfijmout dva polynomy
a vratit polynom, ktery vznikne odectenim polynomu druhého od polynomu
prvniho. VSechny polynomy jsou ve formé koeficientt.

Vyhodnoceni polynomu v bodé - Funkce, kterd umi prijmout polynom v
podobé koeficientti a hodnotu proménné a vratit hodnotu, které vznikne po
dosazeni proménné do polynomu. Napiiklad pro polynom ’6z3 — 622 + 62’ a
hodnotu proménné z rovnu 3 by tato funkce vratila ¢islo 126.

Vynéasobeni polynomu za vyuziti ridkosti - Tato funkce ptijme dva po-
lynomy, prvni ve formé koeficienti a druhy v ridkém formatu a vynéasobi je
zvolenym algoritmem pro nasobeni ridkych polynomi.

11
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1.5 Modely knihovny

1.5.1 Diagram aktivit pro hlavni funkci

UZivatel

Knihovna

)

Zawvolani hiavni funkce s pfislusnymi
paramefry

(

]_

)

Sparse = 0

Vypodéitani pomoci
algontmu pro
fidké polynomy

Velikost odpovida dolni hranici

3 stiedni hranici

Vypodéitani pomoci
naivriio algoritmu

L Spares = 0 && golynom je fidky

[

Vypofet pomoci
Karatsubova algortmu

Obrézek 1.2: Business model hlavni funkce knihovny.
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1.6. Reserse knihoven

Jak je mozné vidét z modelu na obrazku (1.2} hlavni funkce mé kromé vypoctu
samotného za kol také rozhodnuti o tom, kterd funkce je pro vyndsobeni po-
lynom nejvhodnéjsi. K tomu vyuzije nékolik funkci pomocnych, které dokazi
zjistit fidkost polynomu a s pomoci namérenych hodnot a velikosti polynomu
dokazi rozhodnout, ktery algoritmus se vyplati vyuzit.

1.5.2 Diagram uziti knihovny

Vynasobeni polynomi za
pomoci naivniho algoritmu

Vyhodnoceni
pelynomu v bodé

Vynasobeni polynomi
pomoci FFT

<<include=>>
=<include>=>

Vynasobeni
polynomi

<<include=>>

ynasobeni polynomd
pomoci Karatsubova
algoritrmu

Prevod z fidkeho
formatu do formatu
koeficientd

<<include=>>

Vynasobeni algoritmd
pomoci algoritmu pro
asobeni fidkych polynom

Prevod do fidkeho
formatu z formatu
koeficientd

UZivatel Souéet polynomu

Odedtenl polynomu

Obrazek 1.3: Diagram uziti knihovny.

Knihovna by méla (dle diagramu [1.3) kromé hlavnich funkce obsahovat i néko-
lik pridanych funkei (viz podsekce , které si uzivatel mize piimo zavolat.
Jak lze z modelu vidét, sama hlavni funkce vyuziva funkce pro nasobeni po-

lynomu (které se vSak nemusi nutné volat za pomoci funkce hlavni).

1.6 ResSerse knihoven

Uéelem této sekee je projit a analyzovat nékolik knihoven, které se zaméfuji
na nasobeni polynomu. Nejdulezitéjsi je zjistit, jaké algoritmy pouzivaji a po
konzultaci s vedoucim pak vybrat jejich vhodné zastupce pro implementaci

knihovny.
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1.6.1 FLINT

FLINT (Fast Library for Number Theory) je knihovna v jazyce C++, kterd
podporuje velké mnozstvi matematickych funkci, zejména z teorie ¢isel. Mezi
nimi i funkce pro nasobeni polynomui. K tomu knihovna vyuziva nasledujicich
algoritmu:

e Naivni algoritmus - viz sekce

e Karatsubtiv algoritmus - viz sekce [2.2]

e Kroneckerova substituce - viz podsekce

e Schonhageho-Strasseniiv algoritmus - viz podsekce

1.6.2 zn_ poly

Jednd se o otevienou softwarovou knihovnu, navrzenou a implementovanou
Davidem Harveyem z Newyorské Univerzity. Knihovna se specializuje na na-
sobeni polynomu v télese. Zde byly vyuzity tyto algoritmy:

e Kroneckerova substituce - viz sekce 2.5.1]

e Rychld Fourierova Transformace (déle jako FFT) - viz sekce

1.6.3 Givaro

Givaro je knihovna napsand v jazyce C++ od francouzskych autorti. Knihovna
podporujice aritmetiku a algebraické operace, jako naptiklad operace s mati-
cemi, vektory a polynomy. Mezi operacemi pro polynomy je napriklad fakto-
rizace nebo nasobeni polynomt, pro ktery byl pouzit nasledujici algoritmus:

e Karatsubuv algoritmus - viz sekce

1.6.4 simplertimes

Tato knihovna je napsdna doktorem Davidem Eisenstatem v jazyce Java.
Knihovna podporuje nasobeni koeficienti s pouze kladnymi koeficienty z oboru
celych ¢isel do velikosti az 227 a zaméfuje se zejména na rychlost vipoctu. K
tomu vyuziva nasledujici algoritmus:

e FFT - viz sekce 2.3

1.6.5 NumPy

NumPy je knihovna pro jazyk Python, podporujici velké mnozstvi matema-
tickych funkci, mezi kterymi je i nadsobeni polynomu. Pro nasobeni polynomu
je vyuzit nasledujici algoritmus:

e FFT - viz sekce 2.3]

14



1.7. Navrh GUI programu

1.6.6 NTL

NTL (Number Theory Library) je matematickd knihovna podporujici pokro-
¢ilé matematické metody v jazyce C++. Mezi nimi je i nasobeni polynomt,
pro které je pouzit tento algoritmus:

e FFT - viz sekce 2.3l

1.6.7 GMP

Jedna se o knihovnu v jazyce C++, kterd se zaméruje na aritmetiku s vyso-
kou presnosti. GMP podporuje pres 150 aritmetickych funkci, mezi nimiz je i
nasobeni polynomi. To je implementovano pomoci téchto algoritmii:

e Karatsubiv algoritmus - viz sekce

e Toom-Cookova metoda - viz podsekee [2.5.3]

1.6.8 Zavér

Knihovnou, ktera nejlépe odpovidd mym predstavam pro navrh knihovny je
cast knihovny "FLINT", které se zaméruje na polynomy. Knihovnou jsem z
casti ¢erpal inspiraci. Vyhodou zde pak bude zejména moznost nasobeni po-
lynom s vyuzitim ridkosti.

1.7 Navrh GUI programu

1.7.1 Specifikace

Cilovou platformou programu jsou zejména operacni systémy na bazi Linuxu.
Pro tyto ucely byl vybran jazyk Java. Program samotny musi podporovat
snadné zadani dvou zdrojovych polynomu a jejich nasledné vypocet. To vse za
podpory navrzené knihovny. Dale musi umét tici dobu vypoctu a pro vSechny
algoritmy (naivni, Karatsubtuv, FFT a ridké struktury) pak vy¢islit nékolik
statistik, kterymi jsou pocty ndsobeni, s¢itdni/od¢itani, pocet rekurzi, maxi-
malni zanofeni, rezie s¢itdni, alokace paméti a pocet zapisu (to vSe pro za-
kladni verze algoritmi, nikoliv upravené). Nakonec musi program umét zjistit
¢as, po ktery trvala doba vypoctu.

1.7.2 Navrh programu

Program by se mél skladat ze tri hlavnich ¢asti:
@ Tlacitka, které ma slouzit k uvedeni programu do chodu
@ Poli na vyplnéni polynomi a tabulku na vyplnéni statistik.
@ Vétsinu plochy programu by méli zabirat pole na polynomy a tabulka.

15
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Vyskové rozdéleni bylo tedy zvoleno néasledujicim zpiisobem:

e Tlaéitko - 15%

e Pole pro polynomy - 3 x 15%

e Tabulka - 30%
Spodnich 10% bylo nechdno pro volny prostor, aby nedochézelo k ofezdvani
textu. Jelikoz neni potreba, aby bylo tlacitko roztazeno pres celou sitku pro-
gramu, muze se prenechat nahofe prostor pro néjaké pridané funkce (jako
napiiklad obarveni pozadi ¢i textu).
Déle je vhodnym krokem udélat vSechny tyto elementy dynamicky - tedy pti
zméneé velikosti programu by se méla zménit velikost vSech téchto elementu.
Samozrejmé je také vhodné mit néjaky jednotny vzor pro zadavani polynomt.
Pro to byly jednoduse zvolené koeficienty oddélené ¢arkami. Stejny vzor pak
bude mit i polynom vysledny.
K propojeni s knihovnou byla vybrana trida Process, kterd umi obslouzit
spustitelny program. K tomu je vhodné i vytvoreni jednoduchého program
v jazyce C++4, ktery obsluhuje navrzenou knihovnu a zaroven komunikuje s
GUI programem (diky tomu lze ziskat presnéji statistiky, jakymi je naptiklad
¢as béhu vypoctu a podobné).
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1.7. Navrh GUI programu

1.7.3 Navrh trid programu

guipalynori al

GUIFolynomid

rrainl args)

guipaclyrnorm al GUIagic

FFrame extends |Frarme

PPand extends |Fanel

FT able extends |Panel

MR WIOTH @ Intager
MIM_HEIGHT : Integer
MUMEER_OF_COLORS : Irnteger
headTitle : |Button

bgrButtens : [Button
fgrEuttons : JButton

poldarne : |Label
paolCoef: |TextFiald

fiald : JLabel
widthElermernts : Integer
heightElerents : Integer

gatPowerTwaltrmp)
karatsubasirnulation(rec, s ze, stats)
statkaratsubala,b)
FRSirmulabonlrec, size, stats)

statFFT (a,b)

statSparsela bl

getResults)pals, polB)

writeSthl sth, path)
readsSthi path)

stringsT elnts(toCorvert)

writeFaolynormial [pol, path)

bar : Calor
far : Caler
polt: FRanel resizePanel width, height)
polE : Franel recolF oregroundF{tbr) recolF oregroundF{tbr)
polC: FRanel recalB ack groundPlthbr) satT extD Fidditst, x, )
table: PTable setT est0 Filditst) resizePanal{ width, height)
getT extl) clearLabdls()
colorButtons()
listeresList()
recalBack groundr{tbr)
recolForegroundPitbr)
resizeF rarrel width, height)
guipaclyrnormial MU ogic
PalgorithrrsStats PMultplication FResults
result : String
statMaivel a,b firre : Stnng

Fitats

rnults : Inbeger
adds : Integer
recTot @ Integer
rechdax: Integer
addD : Integer
alocated : Integer
write ; Integer

Pvalidator

carrectFarr{ pal)
stréarrayT ol st pal)

rnewlperatonl)

Obréazek 1.4: Navrh tiid pro GUI program.
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Z navrhu lze vidét, ze kromé hlavni tfidy, ktera se stard pouze o korektni
zavolani je program rozdélen na dva balicky. Prvni z nich je balicek GUIlogic,
z nich je tfida PFrame, kterd zajistuje veskerou logiku grafiky a uchovava v
sobé vsechny grafické komponenty. Tiidy PPanel a PTable jsou pak pouze
soubory komponent a vlastnosti. Jelikoz jsou ale obé tyto tiidy vyuzity néko-
likandsobné, umozni jejich vyuziti prehlednost programu.

Balicek MULIlogic se pak stara o logiku béhu programu. Prvnimi tfidami ba-
licku jsou tTidy PResults a PStats, které slouzi jako struktury pro uchovavani
statistik. Treti tridou je pak PValidatior, kterd disponuje pouze dvéma sta-
tickymi metodami. Jeji kol je jednoznacny - prevést vstup do vhodné formy a
provést na ném kontrolu validity. Dalsi tiidou je tfida PAlgorithmsStats, jez
obsahuje nékolik metod, které dokézi simulovat priichod vybranymi algoritmy
(¢imz ziskaji pozadované statistiky). Nakonec je to tfida PMultiplication,
ktera se stard zejména o komunikaci s navrzenou knihovnou (respektive s pro-
gramem, ktery ji obaluje).

1.7.4 Diagram aktivit programu

Na diagramu lze vidét, ze pruchod programem je vcelku neménny (s
vyjimkou Spatného vstupu od uzivatele). V navrhu se samoziejmé jedna o
proces zadani a vypoctu - at uz proces skonci tspésné ¢i netspésné, nebude
ukoncéen program samotny, nybrz pouze proces samotného vypoctu.
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1.7. Navrh GUI programu

UZivatel

Program

[

Zadani prvniho
palynomu

Zadani druh&ha
palynomu

)

pladitko "MNasobit

Kliknuti na

Validace

Iynom

v

zadanych
olynomuo

Jsou oba polypomy validni?

{— Ne Ano

- R Simulace
Vypsani chybové algoritma a
zZiskani statistik

Zpravy
v

Vypocet vysledku za
pomoci navrZeng
knihowvny

Vypis vysledku a
statistik

Obrazek 1.5: Diagram aktivit GUI programu.
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KAPITOLA 2

Algoritmy

Po diskusi s vedoucim préace byly (s prihlédnutim k resersi knihoven) pro bézny
vypocet zvoleny nasledujici algoritmy:

e Naivni algoritmus

e Karatsubiv algoritmus

o FFT

Ty budou v této kapitole popsany.

2.1 Naivni algoritmus

Tento algoritmus vychézi z trividlniho matematického popisu nasobeni poly-
m+n 1

nomi, a to p(z,y) = Z zIbj Z rla; = > (Z ajbi_j)x', tedy vynéasobeni
‘ i=0 j=0

vSech prvkia jednoho polynomu vSemi prvky polynomu druhého. Jiz z tohoto

popisu se dé vycist, ze je asymptotickd slozitost tohoto algoritmu O(nm).

Pseudokdéd algoritmu vypadé asi nasledovné:

1: for i + 0 to n do

2: for j + 0 tom do

3 pli + 1+ = ali] * blj
4: end for

5: end for

Jak je z pseudokédu vidno, neni zapotiebi zvlast mnoho rezie a uz vibec
zaddné alokace programového prostoru navic.
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2. ALGORITMY

2.2 Karatsubtiv algoritmus

Jednd se o algoritmus, ktery vyuziva techniky Rozdél a panuj, kterou ziejmé
poprvé pouzili v roce 1962 panové Karatsuba a Olfman [3]. Metoda byla
puvodné vymyslena pouze pro nasobeni klasickych dekadickych cisel, coz je
ovsem jednoduse preveditelné na problematiku polynomi. Algoritmus vychézi
z faktu, ze ndsobek ¢isel (tedy i polynomi) - a % b - lze beze zmény vysledku
rozlozit na ar, * by, + ar, * by + ay * by, + ay * by, kde index L znaci dolni
polovinu ¢isla (tedy dolni polovinu polynomu) a index U pak horni polovinu
¢isla (tedy horni polovinu polynomu). S pomoci této znalosti se pak dé vzorec
upravit do podoby, kterad je pro pocita¢ vhodnéjsi:
ab =
arbr +arbyx + aybrx + aybyx” =
arbr + (arby + aubr)z™? + aybya™ =
arbr, + (apby + aybr, + apbr, — apbr + ayby — ayby)z™? + aybya™ =
arbr + (ap(br + by) + au(br + bu) — arbr — apby)z™? + aybyz™ =
arbr + ((aL +ay) (b + bU) —arby, — anU).CL’n/2 + aybyx™

n/2 n/2

Tato forma ma tu vyhodu, ze dva jeji ¢leny (arbr a ayby) se vyskytuji
ve vzorecku dvakrat, tudiz si je muzeme zapamatovat a pocitat tak pouze tii
¢leny misto ptivodnich péti. Ve vysledku tak bude vypocet provadét o néco
méné operaci nasobeni polynomu, za coz se zaplati pribytkem operaci s¢itani
polynomi. Operace s¢itani polynomi je ovSem nékolikanasobné rychlejsi, nez-
li operace nésobeni polynomi, a tak se ndm tato 'vymeéna’ vyplati (viz [2]).
Algoritmus pracuje dobie pouze pro polynomy se stupném 2% (kde k je celé
¢islo), proto je pred vstupem do polynomu nutné kontrola a pripadné tprava.
Pokud bychom chtéli tuto techniku zapsat jako pseudokdd, vypadalo by to
zhruba nésledovné:

if aSize = 1 then
res[0] = pol A[0] * pol B[0]
return

end if

ay, + lower(polA)

ay < upper(polA)

by, < lower(pol B)

by < upper(polB)

rp < recKaratsuba(ar,br)

ry < recKaratsuba(ay, by)

: rpy + recKaratsuba((ar, + ay), (br + by))
cres<rp+ (roy —rp — rU)x”/2 + ryx™

e e T

Asymptotickou slozitost pak lze uréit z rekurentniho vzorce, ktery je mozné
vypozorovat z pseudokédu. Radky 5 — 8 maji slozitost n stejné, jako fadek 12.
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2.3. Rychléd Fourierova Transformace

vvvvvv

zanoteni, které ma poloviéni slozitost na fadcich 9 — 11. Z toho nam vychazi
rekurzivni vzorec: T'(n) = 3t(n/2)+ Kn+C. Asymptotickd slozitost pro tento
vzorec je O(n!?923), tedy O(n!284%),

Zde je jesté tabulka porovnani s¢itani a nésobeni skalarti, mezi klasickym

naivnim algoritmem (NA) a Karatsubovym algoritmem (KA):

’ Porovnéni s¢itdni a ndsobeni skaldra NA a KA

Stupen polynomu | NA séitani KA sc¢itani | NA nasobeni | KA néasobeni
1 1 0 1 1

2 4 7 4 3

4 16 35 16 9

8 64 133 64 27

16 256 455 256 81

32 1024 1477 1024 243

64 4 096 4 655 4 096 729

128 16 384 14 413 16 384 2 187

256 65 536 44 135 65 536 6 561

512 26 2144 134 197 262 144 19 683
1024 1 048 576 406 175 1 048 576 59 049

2 048 4 194 304 1225 693 4 194 304 177 147

4 096 16 777 216 3 691 415 16 777 216 531 441

8 192 67 108 864 11 102 917 | 67 108 864 1 594 323
16 384 268 435 456 33 366 095 | 268 435 456 4 782 969
32 768 1073 741 824 | 100 212 973 | 1 073 741 824 | 14 348 907

Tyto hodnoty byly ziskany pomoci funkci, které simulovaly beh algoritmil pro poZadované hodnoty.
V tabulce lze vidét celkové pocty operacich s¢itani a nasobeni skalari naivniho
algoritmu oproti algoritmu Karatsubovu. Ackoli je z pocatku pocet sc¢itani
Karatsubova algoritmu vyssi, dostane se v celku rychle pocet s¢itani algoritmu
naivniho. V nasobeni je Karatsubtv algoritmus lepsi témér ihned.

2.3 Rychla Fourierova Transformace

2.3.1 Princip fungovani

g

Ptelozeno z [2].
Pifm4 metoda nasobeni dvou polynomi mé asymptotickou slozitost O(n?),
pokud jsou polynomy ve formé koeficientt, ale pouze slozitost O(n), pokud
jsou ve formé bod-hodnota. My ovSsem dokédzeme polynomy ve formé koefici-
entil vynasobit s asymptotickou slozitosti O(n log(n)) tim, Ze je prevedeme
mezi témito dvéma reprezentacemi.
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2. ALGORITMY

Ao, dy, ... 0p— Ordinary multiplication e x Cncfﬁcicnt-
bo, by, ... byy Time ©® (nz) 3 J representations
Evaluation Interpolation
Time @(nlgn) Time @(nlgn)
Y
A(e3,). B(3,) C(w3,) \
A(wy,), B(w},) Pointwise multiplication = C(wy,) > Point-value
: Time O(n) : representations
Az ™), Blwz,™") Clez™) )

Obrazek 2.1: Postup nasobeni pomoci FFT. [2]

Prelozeno z [4].
K transformaci mezi formou koeficient a formou bod-hodnota se pouzije Dis-
krétni Fourierova Transformace (dale jako DFT) a inverzni DFT pro pfre-
vod nazpatek. Jednd se o techniku rozdél a panuj, zalozenou na vlastnostech
komplexnfho kofene jednicky (v/—1). Na rozdil od formy koeficienttt (A(z) =

n .
> aja?), se ¢leny formy bod-hodnot skladaji z dvojic {(zo, y0), (1, Y1), -, (T, Yn) }-
=0

Metoda FFT ptivodné vznikla pro zpracovani signalt. Zde slouzi k prevodu z
casové reprezentace na reprezentaci frekvence. Pro ndsobeni polynomu je pak
postup nasledujici (viz. obrazek vyse):

1. Pfevedeni obou polynomi (ve formé koeficienttl) na velikosti 2%, kde

vvvvv

polynomu.

2. Vyhodnoceni (evaluation) obou polynomu pomoci DFT (tedy prevedeni
z formy koeficientt do formy bod-hodnota).

3. Vynéasobeni obou polynomu (ve formé bod-hodnota).

4. Interpolace (interpolation) vysledného polynomu pomoci inverzni DFT
(tedy prevedeni z formy bod-hodnota do formy koeficientit).

Prelozeno z [4].

Komplexni kotren jednicky - Komplexni n-ty kofen jednicky je komplexni

¢islo w takové, ze w™ = 1. Je pfesné n komplexnich n-tyh kotfenti jednicky
e2™k/m pro k=0,1,....n,

kde €% = cos(u) + i sin(u) (pficemZ u reprezentuje thel v radidnech). V
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2.3. Rychléd Fourierova Transformace

, 27k 27k
tomto piipadé tedy: e*>7/n = cos(i) + 1 sm(i) a dale je jasné, ze
n n

(e2mik/myn = cos(2mk) + i sin(2mk) = 1.

Ptelozeno z [4].

Hlavni n-ty kofen jednicky - Hlavnim n-tym kofenem jednicky nazyvame
2mi

hodnotu w, = e n . VSechny ostatni komplexni n-té kofeny jednicky jsou
0 ,,1

mocninou této hodnoty. Téchto n komplexnich n-tych kofent jednicky (w;,, wp, ...

formuji grupu pod operaci ndsobeni, se stejnou strukturou jako (Z,,+) mo-
dulo n. Diky této znalosti se ndm odkryva nékolik dilezitych vztahi:

o w;’;‘ = wg — 1
L] w%wﬁ = w%‘i’k — w’,(’i]'i'k) modulo n
° wgl — wz—l

Ptelozeno z [4].
Lemma o zruseni - Toto lemma nam rika, ze w
jit daleko:

gﬁ = wf‘;. Pro dukaz nemusime

wzlis — (627ri/dn)dk — (627ri/n)k — wﬁ'
Pro kazdé celé cislo n > 0 plati, ze wz/z =wy = —1.

Ptelozeno z [4].

Lemma o ptleni - Pokud n > 0 je sudé, pak ¢tverec n komplexnich n-tych
kofent jednicky jsou n/2 komplexnich n/2-tych kofent jednicky. K dukazu lze
vyuzit lemma o zruseni:

(wh)? = wﬁ/Q (pro vsechna kladna k).

Pokud tedy umocnime veskeré komplexni n-té koteny jednicky, pak kazdy n/2-
ty kofen dostaneme pravé dvakrat:

(W22 = W = 2l = (Wh2,
tedy wk a wT(lkJrn)/ 2 maji stejny ¢tverec.

Prelozeno z [4].
Lemma o souctu - Pro kazdé celé ¢islo n > 1 a celé nenulové ¢&islo k, které

n .
neni délitelné &islem n plati: > (wk)? = 0. K diikazu pouzijeme vypocet
§=0
n-l g —1
geometrické fady (> o/ = )
=0 "
n=l o (WhHr—-1 (WP -1 1-1
Z(wﬁ)j: nkil - nkfl - kilzo
Jj=0 Wn Wn Wn

Prelozeno z [4].
Diskrétni Fourierova Transformace - DF'T je vektor y, ktery definujeme

n—1 .
pro k = 0,1,...,n — 1, jako: DFT,(a) = yp = AwF) = ¥ a;jw (kde a je
§=0

vektor koeficientt - a = (ag, ay, ..., an—1)).
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2. ALGORITMY

2.3.2 Algoritmus

Samotny algoritmus FFT se sklad4 ze dvou ¢asti - funkce hlavni, ktera se stara
o cely prubéh algoritmu (dle bodi zminénych nahote) a rekurzivni funkece,
ktera hledd DFT. Pseudokdd pro hlavni funkci by vypadal zhruba nasledovné:

degree < getBetter PowerTwo((getMax(aSize,bSize) x 2) — 1)
polA.resize(degree)
pol B.resize(degree)
complex wy(cos((2m)/degree), sin((27)/degree))
complex resA = DFT(pol A, degree, wy,)
complex resB = DFT (pol B, degree, wy,)
for i + 0 to degree do
resFFT[i] = resAli] * resBli]
end for
complex w, 1 = pow(wy, —1)
: resFFT = DFT (resFFT,degree,w, 1)
: for i < 0 to degree do
resFFT[i].real()/ = degree
: end for
: for i < 0 to resSize do
resfi] = resFFT[i].real()
: end for

e e e e
D UL W N = O

—_
-3

Na fadcich 1 — 3 se vstupni polynomy upravi na stejnou velikost (kterd
musi byt tvaru 2¥, kde k je celé ¢islo). Na fadku 4 je pak wy,, kterd se vyuzije v

. 2 2
rekurzivnim algoritmu DFT (w, = ™/ = cos(—ﬂ) + icos(l), viz. podsekce
n n

. Radky 5 — 6 pak zajistuji prevedeni z formy koeficientti do formy bod-
hodnota. Dalsi t¥i fadky zajistuji ndsobeni, ve formé bod-hodnota (lze vidét, ze
je asymptotické slozitost vyndsobeni ve formé bod-hodnota O(n)). Déale pak je
nutné interpolovat vysledny polynom zpét do formy koeficientti. To Ize udélat
tak, ze na vysledny polynom pustime stejny algoritmus, ktery byl pouzit na
prevod do formy bod-hodnota (fadek 11) s rozdilem, Ze je misto puvodniho
wy, pouzita inverzni verze této hodnoty (fadek 10). Na zdvér jsou pak hodnoty
vydéleny velikosti n (fddek 13). Na fadku 16 musi byt pro nase ucely provedena
néjaka aproximace, protoze cely vypocet je proveden v redlnych cislech, kde
miize vzniknou malé chyba, kterd by pri jednoduché konverzi mohla vytvorit
chybu s rozdilem az 1. I pres tuto aproximaci zde vsak existuje hrozba, ze by
vysledek mohl byt chybny - to by ovsem musela vzniknout chyba zaokrouhleni
pii nasobeni redlnych c¢isel vétsi nez-li jedna polovina.

Druhou dtlezitou funkei je rekurzivni funkce DFT, kterd musi umét prevést
polynom mezi obéma jeho reprezentacemi. Zapsano pseudokédem vypada tato
funkce zhruba néasledovné:
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2.3. Rychléd Fourierova Transformace

if polSize = 1 then
return polA;
end if
degree/ =2
pol Even < (pol Ay, pol Aa, ..., pol A, _2)
polOdd + (pol Ay, polAs, ..., pol Ay —1)
W2 4 Wn * Wy
Ye < DFT(pol Even, degree,wy, o)
Yo < DFT(polOdd, degree, w, /s)
w1
: for i < 0 to degree do
resli] < ye[i] + yolt] * w
reslk +mn/2] < Ye — Yo * w
W Wwp
: end for
: return res

e e e
A

[y
(=]

Ré4dek 8 bychom si mohli vyjadfit jako vy, = polAe(wa /2) = polAg(w2F),
podobné, jako tadek 9 - y, = polAO(wa /2) = pol A,(w?F). Déale bylo zkricena

iterace (na Fadcich 11 —15) na polovinu, diky vyuziti faktu, ze —w# = w§+n/ 2,
Na radku 14 se pak iterativné pocita w,’j.
| (a0, a1, az, az, ay, as, as, az) |
‘ (a0, az, as, as) | ‘ (a1,a3,as,a7) |
‘ (ap, as) | | (az,ae) ‘ | (ay,as) | | (az ay) ‘

@) | |@)]| @] @] [@]||@)]| |@)]]| @]

Obréazek 2.2: Priichod DFT pro velikost polynomu 23. [4]

Z obrazku si 1ze pov§imnout, ze maxim&lni zanofeni je logaritmické a
soucet operaci v celé urovni vétvi je linearni. Asymptotickd slozitost je tedy

O(n log(n)).

I tento algoritmus mé samoziejmé svoje nevyhody. Prvni z nich je, ze i pfes
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2. ALGORITMY

Vv

nejvyssi. Dalsi nevyhodou (pro tcely navrhované knihovny) je, Ze algoritmus
neumi pracovat pouze s diskrétnimi hodnotami (celymi ¢isly). Musi bohu-
zel pracovat s komplexnimi redlnymi ¢isly, kterému operace (jako napiiklad
00407 )7 a dalsi) trvaji nékolikanasobné déle, nez-li stejné operace na Cislech
diskrétnich. Dalsi nevyhodou prace s realnymi ¢isly muze byt chybny vysledek
z divodu spatného zaokrouhlovani (a pripadnému roztazeni této chyby).

2.4 Nasobeni ridkych polynomu

2.4.1 Struktura a algoritmus

Na zac¢atku je nutné vybrat vhodnou strukturu pro ulozeni fidkého polynomu.
Pro tento ucel nam postaci jednoduchd struktura s dvojicemi prvek a in-
dex. Tato struktura jde naptiklad realizovat pomoci dvou poli, pric¢emz prvky
jednoho pole jsou nenulové hodnoty ptivodniho polynomu a prvky pole dru-
hého pak indexy do ptivodniho pole polynomt. Pseudokéd pro vyplnéni takové
struktury vypadéa zhruba nasledovné:

1: for i < 0 to polSize do

2 if pol[i] # 0 then

3: sparselndex[j] < i

4: sparseValue|j] < polli]
5 ++7

6 end if

7: end for

Pouzity algoritmus pak je v podstaté stejny, jako algoritmus naivni s tim
rozdilem, Ze se nebude nésobit nulovymi koeficienty. Do ridké struktury pak
stac¢i prevést pouze jeden polynom, a to ten, kterym se bude iterovat ve vniti-
nim cyklu (pro druhy polynom by se pak prevedeni nevyplatilo, protoze jim
bude iterovano pouze jednou). Cely algoritmus mé asi takovouto podobu:

: for i <~ 0 ton do
if polA[i] = 0 then
continue
end if
for j < 0 tom do
res(i + sparselndex[j]|+ = pol Ali] * sparseV alue[j]
end for
end for
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2.5. Ostatni algoritmy

2.5 Ostatni algoritmy

2.5.1 Kroneckerova substituce

Prelozeno z [15].
Tento algoritmus umozinuje nasobeni polynomi v grupé Z|z]. Pokud jsou koe-
ficienty polynomt zndmé, algoritmus je prevede na celé ¢islo, které pak vyna-
sobi.
Asymptoticka slozitost tohoto algoritmu je pak O(k + nb), kde k je slozitost
vynasobeni k — bitového diskrétniho cisla a nb je pak ¢as zabaleni a rozbaleni
(b je roven zhruba dvojnésobkt poc¢tu bitt u koeficientit).
Zde je priklad toho, k ¢emu algoritmus slouzi a jak funguje:
f =412 + 4922 + 38z 4 29
g = 1923 + 2322 + 462 + 21
f(10%) = 41004900380029
g(10%) = 19002300460021
h(10%) = f(10%)g(10%) = 779187437354540344421320609.
h = 77920 + 18742° + 37352* + 454023 + 344422 + 2132z + 609

2.5.2 Schonhageho-Strassentiv algoritmus

Ptelozeno z [16].

Tato metoda umoznuje efektivné ndsobit velkd celd ¢isla. Asymptotickd slozi-
tost této metody je O(nlog(n)log(log(n))). Algoritmus vyuziva FFT v kruzich.
Metoda se s vyuzitim Kroneckerovi substituce da vyuzit i pro nasobeni celo-
¢iselnych polynomu.

2.5.3 Toom-Cookova metoda (Toom-3)

Prelozeno z [17].

Tento algoritmus patii, stejné jako Karatsubtv algoritmus, mezi algoritmy
typu "Rozdél a Panuj"(Divide to Congquer). Algoritmus rozdéli ¢isla (nebo
mnohoclen) na 3 ¢asti (proto Toom-3), ¢imz dokéze redukovat 9 ndsobeni na
pouhych 5 nésobeni (algoritmus pracuje rekurzivné, takze déli ¢isla/polynomy
v kazdém patfe). Asymptotickd sloZitost tohoto algoritmu je O(nl093%)
(logsh = 1.46497...).

Existuji i dalsi druhy tohoto algoritmu (jako napfiklad Toom-1, Toom-1.5,
Toom-2.5 nebo Toom-2, které funguji na stejném principu, jako algoritmus
Karatsubuv).
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KAPITOLA 3

Optimalizace algoritmii

Kazdy z uvedenych algoritmt je samoziejmé nutné zoptimalizovat a najit hra-
nice, do kterych se vyplati vyuzit dané algoritmy.

3.1 Volby kompilatoru

Nékteré prepinace mohou nejen usnadnit praci programétora, ale dokonce i
uzpusobit program na prislusny systém. Jelikoz je zde systém vybran (server
Star), mohou ndm tyto prepinace zna¢né pomoci s optimalizaci. Po diskusi s
vedoucim préace byly vybrany nasledujici prepinace:
e Ofast - Tento prepinac aktivuje prepinace 03 a ffast-math.
— 03 - Tento prepinac aktivuje nékolik desitek jinych optimalizacnich
prepinacu.
— ffast-math - Tento prepinac¢ zrychli nékolik zakladnich matema-

tickych operaci (které se tykaji zejména operaci s nulou a neko-
necnem).

e ftree-vectorize - Tento prepinac aktivuje prepinace ftree-loop-vectorize
a ftree-slp-vectorize. Oba tyto prepinace slouzi zejména k vektori-
zaci kodu.

e msseda - Tento prepinacC vybere instrukce pro ndmi vybrany systém.

e mfpmath=sse - Uzpusobi aritmetiku fddové ¢arky pro nami vybrany sys-
tém.

e ftree-vectorizer-verbose=5 - Tento prepinac je spise informativni.
Riké, které cykly byly vektorizovany, jak byly vektorizoviny a pokud
ne, tak proc¢ nebyly vektorizovany.

Méfeni béhu bez prepinacu (3.1) bylo v pruméru o 38,6% pomalejsi, nez-li
béh s prepinadi.
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Porovnéni ¢ast
14000

@iVt algortmUS - bez prepinacy
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e
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-

150000 300000 450000 600000 750000 900000 1050000 1200000 1350000 15000
Stupen polynomu

Obrazek 3.1: Porovnani béhu naivniho algoritmu bez pfepinacu (cervend) a

s prepinaci (modrd). Soutradnice x (0-1500000) znaéi stupen polynomu a sou-

radnice y (0-14000) pak celkovy ¢as v sekundach.

3.2 Optimalizace naivniho algoritmu

3.2.1 Optimalizace algoritmu redukci ¢teni a zapisa

Beze zmény algoritmu bohuzel jiz nijak nezlepsime pocet operaci, jako je sci-
tani a nasobeni. Mzeme vsak snizit rezii, kterd tento vypocet umoznuje. V
prvni optimalizaci je i¢elem vyhnout se zbyteénym zépisum (write) do vysled-
ného pole. Toho miZe byt docileno tak, Zze misto puvodniho iterovani vnéjsim
cyklem pfes prvni polynom a vnitinim cyklem pres polynom druhy, budeme
nyni iterovat vnéjsim cyklem pfes polynom vysledny a vnitfnim cyklem po
obou polynomech zbyvajicich. Zapsano pseudokédem bude tato optimalizace
vypadat zhruba nésledovné:
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3.2. Optimalizace naivniho algoritmu

1: if aSize < bSize then
2 switch first to second
3: end if

4: for i < 0 to bSize do
5: tmpAdd < 0
6 b<1

7 for a <+ 0 to i do

8 tmpAdd+ = polAla] * pol B[b]
9

: — =5
10: end for

11:  res[i| = tmpAdd
12: end for

13: for i < bSize,j < 1 to resSize do
14: tmpAdd < 0

15: b+ bSize

16:  tmpSize < getMin(i + 1,aSize)

17: for a + j to tmpSize do

18: —— S

19: tmpAdd+ = pol Ala] * pol B[b]
20: end for

21:  resli] = tmpAdd

22: end for

Kromeé jiz zminénych fizeni cykla zde lze vidét i proménou tmpAdd (kterd
bude s nejvétsi pravdépodobnosti ulozena v registrech), do které se ukladaji
vysledky, misto toho, aby se ukladaly do primo do pole s vysledky. Tam se
ulozi az tehdy, kdyz jsou vysledky spoc¢teny. Timto zptisobem bude redukovano
zhruba n? — n zépist do pole, ale naopak pribude n? zapisi do proménné.
Vzhledem k tomu, ze potiebujeme k vypoctu znat i prubézny vysledek, bude
to i obdobné s na¢itdnim (zde to bude n? misto ptivodnich n? — n). I piesto,
ze v koncovém méritku operaci pribylo, tak se tato tprava vyplati. Operace
pro nacitani a zapis do pole je totiz o dost pomalejsi, nez zapis ¢i nacteni z
registru.

Meéfeni optimalizace probéhlo o 18% rychleji, nez-li méfeni zakladni
implementace.

3.2.2 Optimalizace algoritmu pomoci rozbaleni cyklu

Prevzato z [18]

Dalsi moznosti, jak muzeme tento algoritmus optimalizovat, je rozbaleni cyklu
(loop unroll). To znamena, ze se vybere néjaky modul (pro nase ucely se hodi
napriklad ¢islo 8, protoze chceme optimalizovat zejména pro polynomy s men-
Sim stupném). Poté zarovndme vnitini cyklus (vnitini cyklus se vybird, protoze
je v ném nejvice operaci) tak, aby iteroval do ¢isla délitelného vybranym mo-
dulem (zbytek je dopoéten v nasledovaném malém cyklu). Metoda pak spo¢iva
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Obrazek 3.2: Porovnani zdkladni implementace naivniho algoritmu (cervend) a

prvni optimalizace (modrd). Soutadnice z (0-1500000) znaéi stupen polynomu

a soufadnice y (0-12000) pak celkovy cas v sekundach.

v tom, zZe se operace vykondvané ve vnitinim cyklu rozkopiruji (tolikrat, kolik
je modul) a iterovat se bude po vybraném modulu (misto po 1). To ma za
nésledek, ze misto kazdych 8 kontrol podminky cyklu (zda-li je ¢ mensi, nez-li
m) se nyni provede kontrola jedna.

Priklad transformace loop unroll:

for ¢ < 0 ton do
doSomething(i + +)

end for

Transformace na:

for ¢ < 0 ton do
doSomething(i + +)
doSomething(i + +)
doSomething(i + +)
doSomething(i + +)

end for

—
@

0.0
Bohuzel druhé optimalizace nedosahla zdaleka takovych vysledki, jako opti-
malizace prvni. Celkové je o 14, 5% pomalejsi.
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Obrazek 3.3: Porovnani druhé optimalizace naivniho algoritmu (cervend) a
prvni optimalizace (modrd). Soufadnice x (0-1500000) znaci stupen polynomu
a soufadnice y (0-12000) pak celkovy ¢as v sekundach.

3.2.3 Optimalizace algoritmu pomoci vektorizace

Tretim a poslednim navrhem na optimalizaci je vektorizace. Metoda spociva v
prevedeni pivodnich proménnych ¢i poli na vektory, a na téch provadét poza-
dované operace. Vyhodou je, ze vektor ma vétsi velikost, nez-li ptivodni ¢isla,
a tak lze pozadované operace provadét najednou. Bohuzel je velikost cisel z
diivodu presnosti 64 bitli a velikost vektorti na serveru Star je pouze 128 bith
(takze zrychleni nebude prili§ velké).

K vektorizaci 1ze vyuzit standardni pfepinace prekladace g4+ (ftree-vectorize
a ftree-vectorizer-verbose=>5).

Druhé optimalizace dosdhla v celkovém méritku velmi podobnych
vysledk, jako optimalizace tieti. Rozdil je ovSem v tom, ze druhé optimalizace
dosahovala lepsich vysledkt zejména z pocatku, kdezto tfeti optimalizace jich
dosahovala az pro velmi velké ¢isla (coz je bohuzel pro nase tucely nevhodné).

3.2.4 Zavérecné porovnani

Na zaveér jesté ¢ast méreni pro malé ¢isla, podle které bude pozdéji uréena hra-
nice. Z méreni nam opét nejlépe vysla prvni optimalizace, a proto bude
od ted pouzivana jako reprezentant naivniho algoritmu (pfi hleddni spodni
hranice).
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Obrazek 3.4: Porovnani tfeti optimalizace naivniho algoritmu (cervend) a
prvni optimalizace (modrd). Soutadnice z (0-1500000) znaéi stupen polynomu
a soufadnice y (0-12000) pak celkovy ¢as v sekundach.
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Obrazek 3.5: Porovnani nezoptimalizovaného naivniho algoritmu (cervend),
prvni optimalizace (modrd) a treti optimalizace (zelend) pro nizké stupné po-
lynomu. Soufadnice z (0-25000) znad¢i stupen polynomu a soufadnice y (0-
1200000) pak celkovy ¢as v mikrosekundach.
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3.3. Optimalizace Karatsubova algoritmu

3.3 Optimalizace Karatsubova algoritmu

Vyhodou tohoto algoritmu je, ze vSechny optimalizace mohou byt jednoduse
provedeny najednou.

Pomocné pole pomoci ukazatelii - Radky 5 — 8 v pseudokédu mohou sva-
dét k alokaci novych poli, do kterych by se nakopirovaly prislusné poloviny
polynomu. To by si ovSem sebou neslo hned dvé nevyhody - samotny vypo-
¢et by mohl zabrat pftili§ zbyteéné paméti a zbyteéna linearni slozitost navic
v kazdé rekurzi. Jazyk C++ nam nastésti dovoluje Tesit tuto problematikou
pouze za pomoci ukazateli. Je mozné si tedy v rekurzich predavat pouze uka-
zatel na prislusnou ¢ast polynomu, coz nam zabere pouze konstantni cas v
kazdé rekurzi.

Mezivysledky pomoci pomocného pole - U mezivysledku (fadky 9 — 10)
uz to tak jednoduse bohuzel nejde. Problémem je, Ze si vysledky potiebujeme
zapamatovat a vyuzit je dvakrat (coz je podstata toho algoritmu). K tomu uz
pomocné pole potreba je. Pii Sikovném pouziti nam ovsem staci takovato pole
dvé (alokuji se na zacatku algoritmu a v rekurzivnich funkcich se jiz predavaji
pouze ukazatele na né). Bohuzel je vSak pred kazdym pouzitim nutné je vy-
nulovat.

Ukonceni rekurze - Rekurze v pseudokédu kondi az tehdy, kdyz jsou veli-
kosti poli s polynomy rovny 1 (viz. fadek 1). To je ovSem zbytecné, protoze
zejména pro malé stupné polynomi se vyplati spiSe naivni algoritmus, nez-lu
algoritmus Karatsubtiv. Puivodni jednicka tedy lze nahradit o néco vyssim ¢is-
lem a nahradit zavérec¢né nasobeni algoritmem naivnim. Pro tento ucel bylo
vybrano ¢islo 32.

Rozbaleni cykla - Bohuzel v téle funkce stale ztistava nékolik cykli. Ty mi-
zeme (obdobné jako u algoritmu naivniho) zrychlit metodou rozbaleni cykl.
To nam usetii cas, diky méné castym kontroldm podminek cyklu. Zde to ma
navic tu vyhodu, pokud zvolime vhodnou velikost rozbaleni cyklu, nebudeme
se muset starat o okolni rezii (jakou je tfeba dopocitavani zbytku po délen,
nalezeni zbytku po déleni a podobné). To mame zajisténo diky kombinaci dvou
véci:

e 7 definice algoritmu samotného mame zajisténo, ze velikosti prichozich
poli budou vzdy nasobky cisla 2.

e Zname ¢islo (ukonceni rekurze), které znaci zaroverl maximalni velikost
prichozich poli.

Kombinaci téchto znalosti pak muzeme zvolit vhodné ¢islo takové, abychom
se o okolni rezii nemuseli starat. Toto ¢islo musi splinovat podminku, ze k =
N/2™ kde k je ¢islo které hledame, N je velikost ukonceni rekurze a m je celé
¢islo, pro které plati, ze 2’ < N. Samoziejmé nejvhodnéjsi je, aby ¢islo k bylo
co nejpodobnéjsi ¢islu N, protoze poté bude zrychleni nejvétsi.
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3. OPTIMALIZACE ALGORITMU

Predcasné ukonceni rekurze - Nevyhodou tohoto algoritmu, oproti algo-
ritmu naivnimu je fakt, Ze oba polynomy jsou upraveny do podoby 2¥ (kde k
je celé ¢islo) a to véetné polynomii o velikostech {2F~1 28141, .. 2} Timto
bohuzel ziskdvame valné mnozstvi zbyte¢nych operaci navic. Nicméné i tento
problém Ize ponékud redukovat. Staci si v rekurzi drzet kromé ukazatell a
velikosti i aktudlni pozici a ptivodni stupen polynomu. Pokud pak aktudlni
pozice prekro¢i pivodni stupen polynomu, muzeme rekurzi zastavit, protoze
vime, ze zbytek polynomu je jiz vyplnén pouze nulami a vynasobeni polynomu
polynomem nulovym (tedy polynomem se stupném -1) ziskdme opét polynom
nulovy. Ackoliv timto zpusobem neni mozné redukce vSech operaci navic, re-
dukce je znatelna.

Zefektivnéni dopoditani - Ac¢koliv se naivni algoritmus zné jako dobra volba
pro dopocitani, je zbytecné komplikovat si dopocitavani zbyteénou rezii. Vzhle-
dem k tomu zZe zname konkrétni ¢islo, mizeme provést vypocet i bez jakékoliv
rezie, ¢imz uSetfime valné mnozstvi c¢asu. Kéd bude vypadat zhruba nésle-
dovné:

resPol[0]+ = pol A[0] % pol B[0];
resPol[1]4+ = pol A[1] x pol B[0] + pol A[0] * pol B[1];

resPol[61]4+ = pol A[31] % pol B[30] + pol A[30] * pol B[31];
resPol[62]4+ = pol A[31] % pol B[31]

Mirnou nevyhodou této optimalizace (a to zejména pro programéitora) je,
ze se znékolikanasobi pocet radek kodu.

2.0l
Prvnim poznatkem je, ze optimalizace zrychlily (dle méfeni) prubéh algoritmu
vice nez desetinasobné. Déle si lze povSimnout, ze u puvodniho algoritmu je
vidy velky skok vzdy pro hodnoty, ktery jsou rovny 2 (kde k je celé é&islo),
kdezto u verze optimalizované je vzestup vice kontinualni.

3.3.1 Optimalizace FFT

Rozdéleni funkce DFT - Prvnim navrhem je, rozdélit funkci na dvé. Sa-
motné rozdéleni bohuzel nic nezrychli, nicméné pomuze dalsim optimalizacim.
Vyhodou je, Ze to nestoji témér zadny vypocetni ¢as navic (pouze to stoji radky
kédu navic). Rozdéleni probéhne tak, ze misto pivodni kontroly velikosti na
1, bude nyni kontrola na néjaké vyssi ¢islo (pro nase tcely 16) a pii shodé se
pak zavola puvodni funkce s ukonéenim na velikosti 1.

Rozbaleni cykla - Tak jako u vSech algoritmi tohoto typu se i zde da op-
timalizovat pomoci rozbaleni cykli. Vyhodou samoziejmé je, ze jsou funkce
rozdélené, a proto lze rozbalit cykli na uré¢enou hodnotu bez jakychkoliv zby-
teénych kontrol (dopocitavani mensich ¢isel). Tomu navic nahrava (stejné jako
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3.3. Optimalizace Karatsubova algoritmu
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Obrazek 3.6: Porovnani zakladni implementace Karatsubova algoritmu (cer-
vend) a jeho optimalizace (modrd). Souradnice x (0-1500000) znaéi stupen
polynomu a soufadnice y (0-600) pak celkovy ¢as v sekundach.

u Karatsubova algoritmu), Ze pichozi pole je velikosti 2* (kde k je celé ¢islo).
Rozbalenim pak zlepsime vypocetni ¢as diky mensimu poctu kontrol v cyk-
lech.

Zavedeni skokl a ukazateld - Dalsi optimalizaci je zavedeni skoku a uka-
zateld. To znamena, Ze se do funkce DFT bude misto ptivodniho pole posilat
bude posilat ukazatel na zacatek pole a velikost skoku platnych prvka. To
usetii zbytecné prekopirovavani a vytvafeni poli pro hodnoty liché (odd) a
sudé (even). Puavodni linearni operace prekopirovani (v kazdé vétvi) se nyni
nahradi konstantnimi operacemi nalezeni ukazatele a zvySeni skoku. Dopad
na algoritmus je pak takovi, ze se v cyklech bude pri¢itat po parametru jump
(skok), misto puvodniho pri¢itani po jednickéch.

Redukce nasobeni - Pokud prvni iteraci vystréime pred télo zavéreéného
cyklu, mizeme operaci w < ww, umistit na zac¢dtek iterace (misto puvod-
niho konce iterace). Tim se zbavime jednoho ndsobeni komplexnich éisel pro
kazdou vétev stromu (v pseudokddu si lze povsimnout, ze posledni operace je
opravdu nevyuzita).

Zména ukonceni rekurze - Algoritmus lze vylepsit tim, ze ukonc¢ime rekurzi
predcéasné (diive nez-li s velikosti pole 1). Optimdlni je koncit napiiklad jiz
u velikosti pole 4. Miizeme si povSimnout, %e w§ je z mnoziny {1, 1,4, —i}
a tudiz by pfi ndsobeni témito ¢isly vzniklo mnoho operaci navic (neni ani
potieba operaci ndsobeni viubec vyuzit, sta¢i operace '+’ a ).

Prevod obou polynomui zaroven - V hlavni funkci si 1ze povSimnout, ze
funkce DF'T je voldna na oba polynomy. Vzhledem k tomu, Ze je velikost po-
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3. OPTIMALIZACE ALGORITMU

lynomu (po tpravé) stejnd, bude i prubéh funkce DFT stejny. Obé funkce se
mohou zkopirovat, a prislusné upravit pro dva polynomy zéroven (puvodni
funkce museji zustat pro zpatecni prevod). Touto optimalizaci usetiime veske-
rou rezii funkce DFT (nejen téla cyklu, ale i ziskdvani mocnin w,, a podobné)
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Obrézek 3.7: Porovnani zakladni implementace FFT (cervend) a jeji optimali-
zace (modrd). Souradnice z (0-1500000) znaéi stupen polynomu a soutradnice

y (0-9) pak celkovy ¢as v sekundéch.

40



KAPITOLA 4

Realizace a testovani

V této kapitole se pokusime dat dohromady vse, co bylo popsano v kapitolach
predchozich. To je provedeno pomoci méreni. Nakonec je vysledek podroben

testum.

4.1 Hledani hranic

4.1.1

(v o
Porovnani Casu

Hranice mezi algoritmem naivnim a Karatsubovym
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Obrazek 4.1: Porovnani naivniho algoritmu (cervend) a Karatsubova algo-
ritmu (modrd). Soufadnice x (0-300) znaci stupen polynomu a soufadnice y

(0-140) pak celkovy ¢as v mikrosekundach.

Lze si povsimnout (obrazek [4.1)), ze Karatsubuv algoritmus nemé zda-
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4. REALIZACE A TESTOVANT

leka tak plynuly vyvoj, jako algoritmus naivni (i pfes provedené optimalizace
stale obsahuje velké skoky u hodnot 2¥). Tento fakt zpiisobil, Ze se oba grafy
protnuly nékolikrat (konkrétné trikrat). Nas bude zajimat, zejména posledni
protnuti.

Zde je jesté tabulka presnych hodnot méreni.

Stupen polynomil | Naivni algoritmus | Karatsubtv algoritmus
130 24 26
131 24 26
132 25 26
133 25 27
134 26 26
135 26 26
136 26 26
137 27 26
138 27 26
139 28 26
140 28 27

Tato tabulka ndm ukazuje pocet mikrosekund nutny k vypoctu polynomu
ur¢itého stupné (viz prvni sloupec) pro naivni a Karatsubuv algoritmus. Z
tabulky lze dolni hranici urcit napiiklad jako 135.

4.1.2 Hranice mezi algoritmem Karatsubovym a FFT

4.2
MiuZeme si pov§imnout, ze maji z poc¢atku oba algoritmy podobny vyvoj (nejen
strukturou grafu, ale také ¢asy). Vyvoj grafu Karatsubova algoritmu je diky
optimalizacim o trochu plynulejsi.

Zde je jesté tabulka presnych hodnot méfeni.

Stupen polynomi | Karatsubtiv algoritmus Rychla Fourierova Transformace
2425 2234 2247
2426 2238 2262
2427 2239 2244
2428 2229 2268
2429 2230 2240
2430 2234 2263
2431 2242 2242
2432 2237 2263
2433 2250 2243
2434 2260 2253
2435 2258 2240
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Obrazek 4.2: Porovnani Karatsubova algoritmu (cervend) a FFT (modrd).
Soufadnice z (0-5000) znaci stupen polynomu a soufadnice y (0-8000) pak
celkovy ¢as v mikrosekundéch.

Tato tabulka nam ukazuje pocet mikrosekund nutny k vypoctu polynomu
ur¢itého stupné (viz prvni sloupec) pro FFT a Karatsubuv algoritmus. Z ta-
bulky 1ze dolni hranici uré¢it napiiklad jako 2433 (neni samoziejmé nutné mérit
s presnosti na jednotky - nicméné kdyz uz tyto data mame, neni ani divod je
nepouzit presné).

4.2 Nasobeni ridkych polynomi

4.2.1 Méreni

Méfeni pro zjisténi hranice fidkosti probihd celkem ttikrat (pro kazdy z vybra-
nych algoritmi). Probihd tak, Ze se zjisti, na jakém procentu ¥{dkosti poprvé
prekroci algoritmus pro pocitani ridkych polynomt cas vybraného algoritmu
(méfeni probiha nékolikrat pro kazdy z vybranych stupnu polynomu a vysle-
dek se zpruméruje). Hranice je pak odhadnuta dle uskutecnénych méreni.
7 ¢asovych divodt neni mozné mérit vSechny moznosti fidkosti. Oba poly-
nomy proto budou mit fidkost stejnou. V knihovné pak bude fidkost obou
polynomil zprimeérovana. Nasledujici vztah pak zajisti, ze nasobeni ridkych
polynomii nebude nikdy zavoldno, pokud nebude ¢as opravdu lepsi:
(k+0)(k—1) 777 k2
k2 — Kkl 4Kkl —1% 7277 k?
—127770
-2 <0
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Tento vztah nam riké, ze pokud bude jeden polynom mit mensi ridkost, nez li

VVVVV

nez kdyby oba polynomy byli blize pruméru (¢i primo na pruméru). Tento
vztah lze vyuzit i pro stupen polynomu.

4.2.2 Hranice ridkosti u naivniho algoritmu
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Obréazek 4.3: Méreni za tcelem zjisténi hranice fidkosti pro naivni algoritmus.
Souradnice z (0-135) znaci stupen polynomu a soufadnice y (0-100) jsou pak
procenta ridkosti.

7, méteni lze odvodit, Zze pro polynomy se stupném mensim jak 25
nemad viubec smysl ridkost polynomu resit. Déle se tato hranice s nartstajicim
stupném polynomu ptiblizuje 90%. BohuZel probihd méfeni na velice malych
casech, a proto je zde valné mnozstvi chyb v méreni.

4.2.3 Hranice ridkosti u Karatsubova algoritmu

7 tohoto méreni 1ze odvodit, ze se na rozdil od naivniho algoritmu hranice
ridkosti stale snizuje. To je zpltisobeno tim, ze v predeslém méteni byla slozitost
stejnd, nicméné ridké nasobeni mélo vyssi konstantu. Zde je tomu naopak. Déle
stoji za povsimnuti zuby, které jsou ve stejnych mistech, jako mocniny dvojky
(coz je zpusobeno strukturou Karatsubova algoritmu). Hranice na méfeném
intervalu kolisd zejména kolem 50% tidkosti, nicméné velikost oscilace je az
10% na obé strany.
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Obréazek 4.4: Méfeni za uicelem zjisténi hranice fidkosti pro Karatsubtv algo-
ritmus. Soufadnice x (135-2433) znad¢i stupen polynomu a souradnice y (0-100)
jsou pak procenta tidkosti.
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Obréazek 4.5: Méfeni za icelem zjisténi hranice idkosti pro FFT. Soutadnice x
(0-1500000) znaéi stupen polynomu a soufadnice y (0-100) jsou pak procenta
ridkosti.

4.2.4 Hranice fidkosti u FFT

Z méteni (4.5) lze odvodit, ze z pocatku se se vyplati pouzit fidky algoritmus
pro polynomy s fidkosti do 10% a stupném maximélné 70000. Déle vSak mozna
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fidkost postupné klesd, a pro polynomy se stupném vyssim, nez li 1400000 se
algoritmus nevyplati pouzit témér vibec (pouzitelnd ridkost je mensi, nez-li

1%).

4.3 Testovani knihovny
Pro testovani knihovny jsem zvolil nésledujici postup:
<1> Otestovani naivniho algoritmu nékolika malymi znamymi polynomy.

<2> Porovnéani spravnosti vystupt naivniho algoritmu oproti vystuptim vsech
dalsich algoritmii pro velké mnozstvi ndhodné velkych polynomu.

4.3.1 Testovani naivniho algoritmu

V této sekci je popsano nékolik testl, které byly provedeny. Uplné testovani
(véetné vypisi z logu a zdvéru) je umisténo v souboru piiloh. Vsechny testy
probéhly tspésné. a) Vyndsobeni prvnich tfech fadu stabilniho polynomu po-
lynomem nulovym. Vysledkem vsech téchto operaci by méla vyjit 0. Konstanty
pro stabilni polynomy zvolime nésledovné: a=2, b=3,c=5.

b) Dalsi z testi pak spoc¢ivd ve vyndsobeni Rényiho polynomu a déle jeho
umocnéni. Spravnost vystupu si (samozfejmé mimo spocitani nékterym z ove-
fenych zptisobl) muzeme ovéfit na poctu ¢lent, kterych musi vyjit nejprve 29
a posléze 28.

¢) Nyni zkusime pomoci stejného postupu, jako u polynomu predchoziho otes-
tovat i Choudryho polynom.

d) Ctvrtym testem pak bude vynasobeni chromatického polynomu kubického
grafu polynomem konstantnim. Tuto Cinnost provedeme pravé trikrat, a to s
konstantnimi polynomy: p;(x) = 1, p2(x) = —laps(xz) = 2. Vysledkem by pak
mél byt pivodni polynom, jehoz vSechny koeficienty jsou vynasobeny jedinym
nenulovym koeficientem zvoleného konstantniho polynomu.

e) V tomto testu bude algoritmus testovan ¢tverci Jacobsthalovo polynomui.
Po dosazeni ¢isla 1 do proménné x ve vysledku by mélo dat ¢tverec n-tého
Jackobsthalova c¢isla. Vysledky pak budou jednotlivé ovéfeny pomoci jazyka
Wolfram Mathematica, ktery umi ilohy tohoto typu resit. Pro otestovani byli
zvoleny 2.,3.,4. a 5. Jackobsthaliiv polynom.

f) Sestym testem pak je vzadjemné vynasobeni Fibonacciho polynomt. Vzé-
jemné jsou v testu mezi sebou nésobeny druhy a tieti Fibonacciho polynom
a posléze ¢tvrty a paty Fibonacciho polynom. Po dosazeni hodnoty jedna do
vysledktt by mél vyjit ndsobek 2. a 3. Fibonacciho ¢isla a poté 4. a 5. Fibo-
nacciho ¢isla (tedy 2 a 15).

g) Dalsim testem pak je vzdjemné vyndsobeni Fermatovo a Fermatovo-Lucasovo
polynomi. Vzajemné se mezi sebou vynasobi vzdy Fermativ polynom a Fermattv-
Lucastuv polynom n-tého stupné, a to pro n od 1 do 5. Po dosazeni jednicky
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do vysledkt by pak mél vyjit souc¢in Fermatova a Fermatova-Lucasova n-tého
¢isla.

h) Osmym testem pak bude ovéfeni pomoci rekurentniho vztahu v Pellovo
polynomech. Pelovi polynomy pro n od 2 do 4 budou vynasobeny polynomem
22’ a vysledkem by mél byt Py — Py

i) Dalsi test testuje vyndsobeni polynomu polynomem ’z’. Timto polynomem
jsou vyndasobeny prvni t¥i ¢tvercové vézové polynomy. Vysledek testu by mél
byt na vystupu podobny, jako ptvodni polynom, nicméné posunuty o jedna
doleva (tedy by mél konéit nulou).

j) Testem desétym a zaroven testem poslednim je ovéreni nékolika znamych
vztahti a to vztahti nésledujicich:

o (x—b)(z+0b)=2a2-1b
o (z+b)?=a2+2xb+V?
o (z—b)2 = a2 — 2b+ b2
o (z+b)(2? — bz +b?) = 23 + b3

Zvolme za ’b’ napiiklad ¢islo 2.

4.3.2 Testovani zbylych algoritmt

Pro otestovani zbylych algoritmia byla zvolena metoda, ve které se naplnily
dva ndhodné velké polynomy (velikost byla pfiméfrend algoritmim) a jejich
vystupy se navzdjem otestovali proti sobé, zda-li odpovidaji. Tato metoda
byla nékolikrat zopakovana (v fadu stovek az tisict iteraci). Prvné se algoritmy
testovali oproti algoritmu naivnimu (ktery byl jiz ovéfen v predchozim testu).
Daéle se vsak testovali i proti sobé, protoze naivni algoritmus nedovoluje z
casovych duvodu polynomy s vysokym stupném.

4.4 Realizace GUI programu

4.4.1 Program za béhu
4.4.2 Funkcnost

Jednda se o jednoduchy edukativni program, slouzici zejména pro zjistovani
statistik o béhu nékterych algoritmt pro nasobeni polynomi. Polynomy, které
maji byt ndsobeny se jednoduse vyplni do textovych poli (vedle A(z) =’
a 'B(x) =’) a stiskne se tla¢itko ndsobit polynomy (vpravo nahote). Pro-
gram poté pusti simulace algoritmu a za pomoci navrzené knihovny pak spo-
¢ita vysledek, ktery se zobrazi v textovém poli (vedle ’C'(z) =’). Statistiky
lze pak nalézt v dolni tabulce, ve které je i vysledny cas (ve formatu "Ho-
diny:Minuty:Sekundy,Milisekundy"). Featurou programu je pak nékolik tla-
¢itek v levém hornim rohu, které umoznuji uzivateli zménit barvu pisma a
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4. REALIZACE A TESTOVANT

Nasobeni polynom!

Nadasobit polynomy

Alx)= |Pfiklad polynomu: "1,2,0", kde koeficienty (n = 0) jsou oddéleny Earkou.

B{)= |Pfiklad polynomu: "1,2,0", kde koeficienty (n - 0) jsou oddé&leny £arkou.

Ccl)= |Wsledny polynom.

Naivni algoritmus

Karatsuba

Ridké struktury

Nasobeni

Scitani/Odcitani

Celkem rekurzi

Maximalni zanoreni|

Refie scitani

Alokovdno

Zdpish

Obréazek 4.6: Ukazka GUI programu po spusténi.

pozadi. Cely program je uzpusoben spise pro mensi polynomy (je nutné je
vypliovat rucné - neni zde zadny generator).
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4.4. Realizace GUI programu

Nasobeni polynomu!

Obréazek 4.7: Priklad GUI programu po provedeni vypoctu.
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Zaver

Knihovna byla tspésné navrzena. Z reserSe knihoven a diskuse s vedoucim
prace byly vybrany prislusné algoritmy. Jejich vyhody byly prodiskutovany.
Byly vybrany algoritmy: naivni, Karatsubtiv a FFT. VSechny algoritmy byly
diskutovany. Déle byly navrzeny optimalizace implementaci téchto algoritm.
Prislusné optimalizované algoritmy byly pak zméreny a byly nalezeny hranice,
pro které bylo vhodné tyto algoritmy vyuzivat. Déale byl implementovan algo-
ritmus pro nasobeni polynomi fidkych. Pro vSechny dosud implementované
algoritmy byla pak nalezena dalsi hranice, ktera urcuje, zda-li se nevyplati vy-
uzit spise algoritmus pro nasobeni polynomu fidkych. VSechny tyto poznatky
byli pouzity k vhodné implementaci navrhované knihovny.

Jako dalsi byl navrzen a implementovan edukativni GUI program slouzici k
ziskavani statistik z béha algoritmi. Program byl tspésné propojen s knihov-
nou, ktera zde slouzi k rychlému ziskani vysledku a ¢asti. Spravné funkénost
knihovny a programu byla ovérena na znamych polynomech.

Béhem navrhu nedoslo k zadnému zasadnimu problému, tudiz slo pti imple-
mentaci postupovat vzdy podle zamyslenych navrhii. Veskeré ¢asy byly méfeny
pomoci tridy, vyuzivajici C++ knihovnu ctime.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

GUI Graphical user interface
FFT Fast Fourier Transformation

DFT Discrete Fourier Transformation
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PRILOHA B

GUIPolynomal. jar
onf
\-- pictures
+-- ico.png
\-- pol.png
polymul.cpp
polymul.h
polymulrw
testovani.pdf
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