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Abstrakt

Predmétem této prace je problém isomorfismu planarnich grafi. Prace v prvni
¢asti popisuje implementaci zakladnich grafovych struktur a algoritmi. Déle
je popsana implementace algoritmu Hopcroft—-Wong pro feseni problému iso-
morfismu plandrnich grafi v linedrnim case. V zavéru prace je porovnan vykon
tohoto algoritmu s naivnim algoritmem podle definice isomorfismu. Préce je
soucasti projektu Automatova knihovna.

Klicova slova isomorfismus planarnich grafii, Hopcroft—Wong, automatova
knihovna

Abstract

Topic of this thesis is a problem of planar graph isomorphism. First part of
the thesis describes implementation of basic graph structures and algorithms.
Following is the description of implementation of Hopcroft—-Wong algorithm
solving planar graph isomorphism in linear time. In the end, there is a compa-
rison of performance of this algorithm and naive algorithm from the definition
of isomorphism. This thesis is part of Automata Library.

Keywords planar graph isomorphism, Hopcroft-Wong, automata library
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Uvod

Problém isomorfismu grafi patii do skupiny NP problémi, nevime vsak zda
je v P ¢i NP-iplny. Takové problémy nazyvame NP-prechodné. Obecné se ale
véri, ze isomorfismus grafii spadd do skupiny P, ¢emuz nasvédcuje i nejnoveéjsi
vyvoj v oboru.

7Z tohoto duvodu se tedy v pripadé isomorfismu grafii zamérujeme na spe-
cifické typy grafi. Diky tomuto omezeni je mozné uvazovat algoritmy se slozi-
tosti nizsi nez polynomialni. Jednim z téchto algoritmt je také Hopcroft—Wong
algoritmus, rozhodujici isomorfismus planarnich grafi v linedrnim case.

Cile prace

Hlavnim tématem této prace je naimplementovat Hopcroft—-Wong algoritmus
do Automatové knihovny [I] a porovnat jeho vykon s naivnim algoritmem pro
isomorfismus grafi podle definice.

Ke splnéni tohoto cile bude nejdiive potfeba pridat podporu pro grafy do
je prehledny kéd odpovidajici matematickym zapistm algoritm.

Nakonec bude potieba implementovat generator ndhodnych grafa k testo-
vani implementovanych algoritm.

Struktura prace

V prvni kapitole jsou definovany zakladni grafové pojmy. V druhé kapitole
je popsana analyza existujicich feSeni a navrh implementace do Automatové
knihovny. Kapitola 3 popisuje implementaci datovych struktur a zakladnich
grafovych algoritmt v Automatové knihovné. Implementace Hopcroft—Wong
algoritmu je popsana v kapitole 5. V posledni kapitole je popsino testovani
implementace algoritmu a uvedeny vysledky.






KAPITOLA 1

Definice a pojmy

Tato kapitola definuje zakladni grafové pojmy, které se vyskytuji v této praci.
Definice jsou z velké ¢asti prevzaty z [9].

Definice 1.1. Graf je usporadana trojice G = (H, U, o), kde:
e H je mnozina hran grafu G,
e U je mnozina uzlt grafu G,

e o: H— U x U je mnozina dvojic, urcujicich krajni uzly hran. Pokud
je o mnozina orientovanych dvojic, nazyvame takovy graf orientovany,
resp. neorientovany.

Definice 1.2. Graf G' = (H',U’, ¢') nazyvame podgrafem grafu G = (H, U, )
(zapisujeme G’ C G), jestlize plati

(H' C H) A (U’ CU) AV € H'(¢/(h) = o(h).

Podgrat G' = (H',U’, ¢'), jehoZ mnozina uzlt je shodnd s mnozinou uzla grafu
G, nazyvame faktorem grafu G.

Definice 1.3. Hrana h; v grafu G je rovnobéznd, pravé kdyz existuje takova
hrana hy v grafu G, ze hy # ha A o(h1) = o(h2).

Definice 1.4. Hranu nazyvame smyckou, pravé kdyz oba krajni uzly této
hrany jsou stejné.

Definice 1.5. Prosty graf je graf bez rovnobéznych hran.
Definice 1.6. Obycejny graf je prosty graf bez smycek.

Definice 1.7. Necht G; = (H1,U, 01) a Go = (Ha,Us, 02) jsou dva grafy a ¢
bijekce mnoziny H; U U; na mnozinu He U Uy takova, ze

e z0zené zobrazeni p|H; je bijekce Hy na Hs (¢ : Hy <+ Ha)

3



1. DEFINICE A POJMY

e zuzené zobrazeni |U; je bijekce Uy na Uy (¢ : Uy <> Us)

e  zachovava incidenci, tzn. pro libovolné h € H plati
01(h) = [u,v] = 02(p(h)) = [p(u), p(v)].

Zobrazeni ¢ se pak nazyva isomorfismus mezi grafy G1 a Go a grafy G1, Go,
pro které tento isomorfismus lze nalézt, se nazyvaji isomorfni grafy (zapisu-
jeme G = Gy).

Definice 1.8. Necht G = (H, U, ¢) je graf, u € U libovolny uzel a A C U libo-
volnad podmnozina uzli. MnoZinou sousedi I'(u) uzlu u nazyvame podmnozinu
uzli definovanou vztahem

INu)={v €U :3he€ H(p(h) =[u,v])}.

MnoZinu sousedi I'(A) podmnoziny A definujeme vztahem I'(A) = J,c 4 I'(v).
Stupném dg(u) uzlu v v grafu G nazyvame pocet hran s nim incidujicich.
Symboly 0(G) a A(G) oznacujeme minimalni, resp. maximalni stupen uzlu
v grafu G.

Definice 1.9. Necht pro danou dvojici uzli u a v v grafu G = (H,U, 0)
existuje posloupnost uzli a hran

S = <u07 h17u17 h’27 ey Un—1, hTLa Un>

kde h; € H, o(hi) = [ui—1,u;) pro i = 1,2,...,n, u; € U proi = 0,1,...,n,
ug = u,u, = v. Pak tuto posloupnost nazyvime sledem grafu G mezi uzly
u a v. Uzly u,v jsou krajni uzly sledu S (u je pocdtecni, v koncovy uzel),
uzly i, ug, ..., Up_1 jsou vnitind uzly sledu S. Cislo n(> 0) nazyvame délkou
sledu S a zna¢ime d(S). Sled s alespon jednou hranou, v némz jsou uzly u
a v shodné, nazyvame uzavrengm, ostatni sledy (véetné sledit nulové délky)
nazyvame otevrenyms.

Definice 1.10. Tahem grafu G nazyvame takovy jeho sled, v némz jsou
vSechny hrany rizné. Cestou grafu G nazyvame takovy jeho tah, v némz kazdy
uzel inciduje nejvyse se dvéma hranami tohoto uzlu. Kruznici nazyvame uza-
vienou cestu.

Definice 1.11. Stromem nazyvame souvisly graf neobsahujici kruznice.

Definice 1.12. Souvislym grafem nazyvame takovy graf, mezi jehoz libo-
volnymi dvéma uzly existuje sled. Komponentou grafu nazyvame kazdy jeho
maximalni souvisly podgraf.

Definice 1.13. Graf nazyvame k-souwvisly, pokud pri odebrani libovolnych
k — 1 hran ztstava stale souvisly.

4



Definice 1.14. Graf G nazveme plandrnim, pokud lze sestrojit jeho diagram
v roviné tak, ze zadné dvé hrany nemaji kromé krajnich uzl zadné spole¢né
body.

Planarni graf rozclenuje rovinu do nékolika disjunktnich oblasti (pokud
obsahuje alespon jednu kruznici), a ty nazyvame sténami planarniho grafu.
Vnéjsi sténou rozumime tu z nich, kterd je neomezena.

Definice 1.15. Graf, jehoz vSechny uzly maji stejny stupen, se nazyva regu-
larni. Pokud je tento stupen roven k, nazveme tento graf k—requldrni.






KAPITOLA 2

Analyza a navrh

Tato kapitola se zabyva existujicim feSenim v nejznaméjsich grafovych knihov-
nach. Déale je v této kapitole popsan navrh implementace do Automatové
knihouvny.

2.1 Existujici reseni

fové problémy, a také diky tomu, ze neexistuje zadny prakticky algoritmus
pro obecné grafy, zdaleka ne vSechny grafové knihovny obsahuji implementaci
nékterého algoritmu. Divodem také je, ze problém isomorfismu grafii neni
v praxi (kromé nékterych specifickych problémi) velmi vyuzitelny.

Pokud uz ale obsahuji funkce k Teseni isomorfismu, zpravidla se jedna
o heuristicky algoritmus VF2 [10, [11] s asovou slozitosti O(|V?|) v nejlepsim
piipadé a O(]V!-V]) v nejhorsim piipadé, kde V je maximélni pocet uzlu
z obou grafu.

Z4dna z dale popsanych knihoven neobsahuje efektivni implementaci algo-
ritmu, ktery by se specializoval pouze na jeden urcity typ grafti. Stejné také
neexistuje volné dostupné implementace Hopcroft—Wong algoritmu, s nejvétsi
pravdépodobnosti nebyl tento algoritmus jesté nikdy implementovan.

2.1.1 Boost Graph Library

Boost Graph Library [2] (dale jen BGL) je C++ knihovna, kterad je soucésti
velice popularni sady knihoven Boost. BGL je pouze hlavickova knihovna, coz
znamend, ze veskerd implementace se nachazi v hlavickovych souborech a k po-
uziti knihovny neni potfeba slinkovat program se sdilenou knihovnou. BGL
implementuje rozhrani grafu pomoci dvou reprezentaci (spojové reprezentace
a matice sousednosti) a obsahuje nékolik zékladnich grafovych algoritm.

Pro isomorfismus grafi BGL nabizi dvé funkce bool isomorphism() abool
vE2_subgraph_iso(). Prvni zminéna funkce je implementovana pomoci jed-

7



2. ANALYZA A NAVRH

noduchého algoritmu vychéazejiciho z definice isomorfismu, ktery je navic roz-
siten o backtracking, ¢asova slozitost v nejhorsim pripadé vsak stale ztstava
O(|V!]). Druhd zminéna funkce, jak jiz nédzev napovida, je implementovina
pomoci VF2 algoritmu (viz a také Tesi problém isomorfismu podgrafu.

BGL je dostupnd na vsech hlavnich platforméach, jedinou podminkou je
adekvatni C++ kompildtor. Je distribuovana pod vlastni svobodnou open—
source licenci Boost Software License (kompatibilni s GNU GPL).

2.1.2 Library of Efficient Data types and Algorithms

Library of Efficient Data types and Algorithms [3] (dale jen LEDA) je proprie-
tarni C4++ knihovna, kterou vyviji Algorithmic Solutions Software GmbH. Je
dostupna ve trech edicich: Free, Professional a Research. Free edice obsahuje
pouze datové struktury, ostatni edice obsahuji také implementace algoritm.
LEDA neni pouze grafova knihovna, obsahuje i jiné datové struktury.

Pro isomorfismus grafi LEDA nabizi funkci bool find_iso() kterd im-
plementuje algoritmus VF2.

LEDA je dostupné pro platformy MS Windows, Linux a Mac OS X a za
dalsi poplatek také ve zdrojové podobé. Pro individualni pouziti neni kvili
vysoké cené vhodné.

2.1.3 JGraphT

JGraphT [4] je volné dostupnd open—source Java knihovna. Podpora algo-
ritmti isomorfismu grafi je v soucasné dobé experimentdlni a opét se jedna
o implementaci algoritmu VF2.

JGraphT je distribuovana dle volby pod licenci GNU LGPL nebo Eclipse
Public License.

2.1.4 NetworkX

NetworkX [5] je Python grafova knihovna. Obsahuje velké mnozstvi algoritmu
vcetné funkce is_isomorphic implementované pomoci algoritmu VF2.
NetworkX je distribuovana pod open—source BSD licenci.

2.2 Automatova knihovna

Automatovd knihovna neobsahuje v soucasné dobé zadné grafové struktury,
které by bylo mozné vyuzit pro tucely této prace. Z Automatové knihovny
bude pouzita pouze primitivni struktura pro reprezentaci pojmenovani hran
a uzlu (Label), rozhrani pro vstup/vystup a rozhrani pro testovani implemen-
tovanych algoritmi.

Dale budou pouzity datové struktury a zakladni algoritmy ze standardni
C++ knihovny Standard Template Library (STL). Automatovd knihovna vy-

8



2.2. Automatova knihovna

zaduje kompilator s podporou standardu C++11, ktery pridavd mimo jiné
i implementaci hashovaci tabulky (std::unordered_map), ¢ehoz bude v im-
plementaci vyuzito.






KAPITOLA 3

Grafovy modul Automatové
knihovny

Tato prace pridava do Automatové knihovny novy modul pro praci s grafy.
Zakladni strukturou je tfida Graph, od které dédi tfidy DirectedGraph (pro
orientované grafy) a UndirectedGraph (pro neorientovné grafy). Ttidy Node
a DirectedEdge, UndirectedEdge predstavuji uzly a hrany (orientované,
resp. neorientované) v grafu.

3.1 Rozhrani Node

Trida Node predstavuje uzel v orientovaném a neorientovaném grafu.

Node

+ getName() : Label

Obréazek 3.1: Diagram rozhrani Node

Kazdy uzel v grafu je unikatné identifikovatelny svym jménem (funkce
getName ()). Stejny uzel miuze byt pouzit ve vice grafech, samotny uzel neni
svazan s jedinym grafem (stejné také nemé funkci, kterd by vracela tento graf).

3.2 Rozhrani Edge

Ttida DirectedEdge predstavuje hranu v orientovaném grafu a t¥ida UndirectedEdge
hranu v neorientovaném grafu.

11



3. GRAFOVY MODUL AUTOMATOVE KNIHOVNY

Také jedna hrana muze byt pouzita ve vice grafechm Ackoliv implementace
dovoluje sdileni hran a uzld mezi vice grafy, je to pouze implementacni detail
a déle toho nebude vyuzito.

3.2.1 DirectedEdge

DirectedEdge

+ getFromNode() : Node
+ getToNode() : Node
+ getName() : Label

Obréazek 3.2: Diagram rozhrani DirectedEdge

Kazda orientovana hrana je unikatné identifikovatelnd svym jménem (funkce
getName () ), zdrojovym uzlem (funkce getFromNode () ) a cilovym uzlem (funkce
getToNode ()). Pokud graf neobsahuje rovnobézné hrany, neni nutné pojme-
novat hrany.

3.2.2 UndirectedEdge

UndirectedEdge

+ getFirstNode() : Node
+ getSecondNode() : Node
+ getName() : Label

Obrazek 3.3: Diagram rozhrani UndirectedEdge

Kazda neorientovand hrana je unikatné identifikovatelnd svym jménem
(funkce getName () ) a incidujicimi uzly bez ohledu na poradi (funkce getFirstNode ()
a getSecondNode()).

3.3 Rozhrani Graph

Ttida DirectedGraph predstavuje orientovany graf a tiida UndirectedGraph
neorientovany graf. Obé tfidy maji stejné funkce, proto zde bude uveden pouze
spole¢ény diagram (a pripadné odlisnosti vysvétleny).

T v piipadé, Ze tyto grafy neobsahuji krajni uzly hrany - chybé&jici uzly budou p¥idény.
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3.3. Rozhrani Graph

Graf je vnitiné implementovan jednou ze tii reprezentaci (spojova repre-
zentace, matice sousednosti a matice incidence). Jako vychozi reprezentace je
pouzita spojova reprezentace, kterd je nejobvyklejsi a ve vétsiné pripada také

nejefektivnéjsi.

Graph

+ getRepresentation() : enum

+ getNodes() : set<Node>

+ getEdges() : set<Edge>

+ hasNode(Node) : bool

+ hasEdge(Edge) : bool

+ findEdges(Node, Node) : set<Edge>
+ neighbors(Node) : set<Node>

+ neighborEdges(Node) : set<Node>
+ addNode(Node, int) : bool

+ removeNode(Node) : bool

+ addEdge(Edge, int) : bool

+ removeEdge(Edge) : bool

+ getNodeValue(Node) : int

+ setNodeValue(Node, int) : void

+ getEdgeValue(Edge) : int

+ setEdgeValue(Edge) : void

+ getEmbedding() : map

+ setEmbedding(map) : void

J A

DirectedGraph UndirectedGraph

Obréazek 3.4: Diagram rozhrani Graph

getRepresentation(): vraci pouzitou vnitini reprezentaci grafu.
getNodes (): vraci mnozinu vSech uzli grafu.
getEdges (): vraci mnozinu vSech hran grafu.
hasNode (Node n): vraci true pokud graf obsahuje uzel n.

hasEdge (Edge e): vraci true pokud graf obsahuje hranu e.

13



3. GRAFOVY MODUL AUTOMATOVE KNIHOVNY

e findEdges(Node nl, Node n2): vraci mnozinu vsech hran mezi uzly
nl a n2. V pripadé orientovaného grafu je nl chapan jako zdrojovy uzel
a n2 jako cilovy uzel.

e neighbors(Node n): vraci mnozinu vsech uzlt sousednich s uzlem n.

e neighborEdges(Node n): vraci mnozinu vSech hran sousednich s uzlem
n.

e addNode(Node n, int v): prida uzel n do grafu. Volitelny parametr v
udava hodnotu uzlu.

e removeNode (Node n): odstrani uzel n a vSechny jeho sousedni hrany
z grafu.

e addEdge(Edge e, int v): ptida ihranu e do grafu. Volitelny parametr
v udava hodnotu hrany.

e removeEdge (Edge e): odstrani hranu e z grafu. Pokud se z koncovych
uzll stanou izolované uzly, jsou odstranény.

Tato struktura umoznuje reprezentovat obycejné grafy, grafy s rovnobéz-
nymi hranami i grafy se smyckami. K uzliim a hranam jsou také volitelné ukla-
dané jejich hodnoty (funkce setNodeValue() a setEdgeValue), které mohou
byt pouzity pro ukladani vah ve vazeném grafu. Pokud je potieba pracovat
s ohodnocenym vazenym grafem, je nutné ukladat vahy mimo graf (napt. do
hashovaci tabulky).

Pro planarni grafy je tu funkce setEmbedding, pomoci které lze urcit ro-
vinné nakresleni (potradi sousednich hran pro kazdy uzel).

3.4 Vnitrni reprezentace grafu

Jak jiz bylo zminéno, vnitini reprezentace grafu je implementovana tfemi zpt-
soby. V tabulce je srovnana casova slozitost zakladnich operaci pro jed-
notlivé reprezentace.

Spojova rep. | Matice sousednosti | Matice incidence
addEdge 0(1) O(1) amort. o(|vV))
removeEdge o(V)) O(1) amort. o(|v))
neighbors 0(1) o(V)) o(V]-|E|)

Tabulka 3.1: Srovnéani ¢asové slozitosti operaci

U matice sousednosti je uvedena amortizovand slozitost, kde je zanedbana
operace zvétseni a zmenseni matice. Pro velmi ridké grafy je avsak slozitost
addEdge a removeEdge operaci rovna O(|V]).
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3.4. Vnitini reprezentace grafu

Obrazek 3.5: Neorientovany graf

3.4.1 Spojova reprezentace

Spojova reprezentace je ve vétsiné pripadu (algoritmy, které predevsim pro-
chazeji graf a provadéji pouze minimélni modifikace grafu) nejvhodnéjsi re-
prezentace grafu. Nevyhodou mize byt pamétova slozitost O(|V| - |E]) pro
velmi husté (az uplné) grafy. Kromé této nevyhody v pamétové omezeném
prostiedi se vSak jedna o nejlepsi volbu, a proto je také zvolena jako vychozi
reprezentace.

& o T
A
®
®

e — b d

Obrazek 3.6: Spojova reprezentace grafu

3.4.2 Matice sousednosti

Matice sousednosti je vhodna v pripadé ¢asté modifikace grafu. Dalsi vyhodou
matice sousednosti je také pamétova slozitost pro velmi husté grafy, ktera
je O(|V]*). Naopak slozitost priichodu grafem je nezanedbatelnd a mize se
negativné promitnout do vysledné slozitosti pouzitého algoritmu.

3.4.3 Matice incidence

Matice incidence je obdélnikova matice, kterd méa v kazdém sloupci vzdy dveé
nenulova ¢isla (1 a —1 pro orientovany graf, 1 a 1 pro neorientovany). Z hle-
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3. GRAFOVY MODUL AUTOMATOVE KNIHOVNY

Obrézek 3.7: Matice sousednosti grafu

diska casové a pamétové slozitosti nevynika v zadné operaci, a proto je vzdy
lepsi pouzit bud spojovou reprezentaci nebo matici sousednosti. Do Automa-
tové knihovny byla implementovina zejména proto, ze se vyucuje v ramci
predmétu BI-GRA (Grafové algoritmy), pro praktické vyuziti se zde ale ne-

hodi.

6 T o

=R

e

Obréazek 3.8: Matice incidence grafu

6 T o

o

e

a b c d e
0 1 0 1 2
1 0 1 1 0
0 1 0 1 O
1 1 1 0 1
2 0 0 1 O

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1.1 1.0 0 0 O
10 0 01 1 0 O
0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0o 1 1 0 1 1
01 1 0 0 0 1 O

3.5 Grafové algoritmy

V ramci této prace byly také implementovany nékteré zdkladni grafové algo-

ritmy. Jedna se o:

e Prohleddvani grafu do hloubky (DFS) a do sitky (BFS)

e Hledani nejkratsi cesty (Dijkstra, Bellman—Ford a Floyd—Warshall)

16

Topologické usporadani

Isomorfismus obecnych grafu (dle definice)

Hledéni minimélni kostry grafu (Jarnik—Prim)




3.5. Grafové algoritmy

3.5.1 Generovani planarnich graft

K celtim testovani je potfeba generovat ndhodné planarni grafy. Implemento-
vany generator je velmi jednoduchy, vyuzivd mnozinu predem zvolenych pla-
narnich grafu které vzajemné propojuje tak, aby se zachovala planarita.

3.5.2 Rovinné nakresleni planarnich grafa

Pro rovinné nakresleni planarnich grafu byl zvolen Hopcroft-Tarjan [7] al-
goritmus. Jedné se o linearni algoritmus, ktery na vstup pfijima 2-souvisly
obycejny planarni graf. Algoritmus také dokaze zjistit, zda dany graf je nebo
neni planarni.

Byla pouzita C++ implementace z knihovny LEDA [§], upravend pro
struktury v Automatové knihovné.
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KAPITOLA 4

Hopcroft—\Wong algoritmus

Tato kapitola se zabyva popisem a implementaci Hopcroft—Wong [6] algoritmu
pro testovani isomorfismu plandrnich grafi v ¢ase O(|V|) linedrnim s poctem
uzla v grafu.

Tento algoritmus byl publikovan v roce 1972. V té dobé se jednalo o prvni
publikovany linedrni algoritmus pro feseni isomorfismu plandrnich grafa. Ac-
koliv je tento algoritmus linedrni, neni autory povazovan za efektivni z divodu
vysoké konstanty.

Algoritmus rozhoduje o isomorfismu 3—souvislych planarnich graft. Vzhle-
dem k pouzité funkeci pro rovinné nakresleni grafu (viz , ktera prijima
2—-souvislé obycejné planarni grafy, se v ramci této prace omezime pouze na
oby¢ejné 3—souvislé plandrni grafy. Algoritmus (ani jeho implementace v rdmci
prace) ale takové omezeni nem4.

Poznamka: 7 duvodu obtizného prekladu do ¢estiny budou nékteré pojmy
déle pouzity v anglickém jazyce.

4.1 Reprezentace grafu

Algoritmus pracuje s vlastni reprezentaci grafu, do které musi byt graf nejdiive
preveden.

Graf je reprezentovan jako pole uzld, hran a stén. Kazda hrana je rozdélena
podle krajniho uzlu na dvé ¢asti (konce hran ¢i edge-ends).

4.1.1 Struktura Vertex

Struktura Vertex predstavuje uzel v grafu a obsahuje ¢lenské proménné:
e int vlabel: Ciselné oznaceni uzlu

e int degree: stupen uzlu
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4. HorPCROFT-WONG ALGORITMUS

e EdgeEnd* vedge: edge-end hrany vychézejici z tohoto uzlu

4.1.2 Struktura EdgeEnd

Struktura EdgeEnd predstavuje jeden konec hrany v grafu a obsahuje ¢lenské
proménné:

int elabel: ¢iselné oznaceni konce hrany

Vertex* vertex: uzel incidujici s timto koncem hrany

e Facex ccwface: sténa proti sméru hodinovych rucicek

EdgeEnd* ccwedge: hrana proti sméru hodinovych rucicek

EdgeEnd* cwedge: hrana ve sméru hodinovych rucicek

EdgeEnd* otheredge: opac¢ny konec hrany
4.1.3 Struktura Face
Struktura Face predstavuje sténu grafu a obsahuje ¢lenské proménné:

e int edges: pocet hran stény

e EdgeEnd* fedge: edge-end patiici této sténé

7 tohoto popisu nemusi byt nékteré detaily jednoznacné, proto je zde uveden
obrazek ktery ndzorné ilustruje vztahy mezi uzly, konci hran a sténami.

el .vertex = v
¢ d e2.vertex = u
el.cwedge = d
el.ccwedge = ¢
el.otheredge = e2
F el el.ccwface = F

.vedge = ¢ (d, e2)
.fedge = el (c)
.otheredge.ccwedge = e2
.otheredge.cwedge = e2

e2

o o<

Obrazek 4.1: Ilustracni priklad interni reprezentace grafu
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4.2. Popis algoritmu

Na obrazku je hrana e zobrazena jako jeji dva konce el a €2, jedna se vsak
pouze o jedinou hranu. Konce hran jsou znazornény jako orientované hrany,
podle toho k jakému uzlu sméruji. vedge a fedge u uzli a stén mulze byt
libovolna hrana nélezici ke sténé, ptip. uzlu, na obrazku je toto zndzornéno
ostatnimi moznostmi v zavorce.

4.2 Popis algoritmu

Algoritmus nejdiive prifadi ¢iselné oznaceni vSem uzlim a hranam v grafu.
Uzly jsou oznacCeny c¢islem 1 a hrany cislem 2. Poté algoritmus opakované
aplikuje dale specifikované redukce na oba grafy, dokud je to mozné. Nakonec
jsou vysledné grafy testovany na isomorfismus podle definice. E|

start

find_reduction ‘/ apply_reduction

yes

<t found >

no

test_isomorphism

end

Obrézek 4.2: Celkovy koncept Hopcorft—Wong algoritmu

4.3 Pomocné algoritmy

Algoritmus pouzivad dva pomocné algoritmy k zakdédovani informace do ozna-
¢eni uzll a hran.

2Testovani viech moznych kombinaci mapovéni uzl@t z prvniho na druhy graf. V této
fazi se jiz jedné o grafy se shora omezenym poctem uzli, proto miZzeme tento krok provést
v konstantnim case.
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4. HorPCROFT-WONG ALGORITMUS

4.3.1 Rozdéleni vektorti podle skupin ekvivalence

Tento algoritmus rozdéli mnozinu n—tic ruzné délky tak, ze (ai,...,am) a
(b1,...,by) jsou umistény ve stejné tiidé ekvivalence, pravé kdyz
m=mn

ai:bz-,lgign

Algoritmus 4.1 Vector partitioning
1: while an n—tuple with an unpigeonholed component exists do
2 for each class with an unpigeonholed component do
3: for each n—tuple in this class do
4 pigeonhole the n—tuple on the first unpigeonholed component if
such a component exists, otherwise place into a special pigeonhole, putting
location of each new pigeonhole used on a stack;
end for
: while stack of occupied pigeonholes # () do
7 empty the n—tuples placed into the pigeonhole referenced by the
top entry on the stack into a new equivavelnce class;
pop top entry from stack
: end while
10: end for
11: end while

Algoritmus je pouzit k ,,zakédovani“ n—tic do jediného ¢isla, pouzitého
pii zméné oznaceni uzli a hran v grafu. Kazdé nové vytvorené tiidé ekvi-
valence se priradi ¢islo pomoci funkce newInteger (), kterd kazdym volanim
inkrementuje svou navratovou hodnotu.

Pokud je (ai,...,am) umisténa v t¥idé ekvivalence ,pojmenované® n roz-

délenim P, pak znac¢ime
ENCODEp(al, ce ,am) =N
DECODE(n) = (ai,...,amn)

4.3.2 Isomorfismus kruhu

Uvazujme druhou relaci ekvivalence mezi n—ticemi ruzné délky takovou, ze
(ag,...,am—1) je ekvivalentni s (bo, ..., b,—1) pravé kdyz pro néjaké k plati

m=mn

a; = b(itk)ymodn, 0 <i<n—1

n—tici pod touto ekvivalenci nazveme n—kruh. V n—kruhu (ag,...,a,—1),
Jj€ a(i41) mod ) sousedni proti hodinovym rucickam k a;, 0 < i < n —1. g
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4.4. Redukce

Algoritmus 4.2 Circle isomorphism
while there exist two distinct integers in some circle do

for each occurence of an ordered pair a, b where «a is clockwise adjacent
to b in some circle and a # b do

construct a 2—tuple (a,b) associated with this occurence;

end for

call this partitioning P;

for all classes in order of their names do

replace the occurences of the two components (if they both still

exist), associated with (a,b) by a single component whose value is
ENCODEp(a,b); > this results in shrinking the circle containing the
occurences by one for each such replacement;

end for
9: end while
10: if both circles’ dimensions are not the same or the value common to all

components of one circle is not the same as that common to all components

of the other then
11: stop with no isomorphism
12: else
13: stop with isomorphism
14: end if

[N

je sousedni po sméru hodinovych rucicek k a; pravé kdyz a; je sousedni proti
smeéru hodinovych rucicek k a;.

Algoritmus rozhodne o isomorfismu dvou n—kruht v ¢ase O(n). Jedno-
duchou modifikaci ziskame algoritmus, ktery rozdéli mnozinu n—kruhu do tid
sisomorfnich* kruht. Stejné jako v pripadé n—tic, tento algoritmus pouzijeme
k ,zakédovani“ n—kruht do jednoho c¢isla.

4.4 Redukce

Redukci se rozumi takova modifikace grafu, pti které dojde ke snizeni poctu
uzli nebo hran. Algoritmus postupné aplikuje vSechny mozné redukce, podle
jejich priority. Po aplikaci kazdé redukce mutze dojit k nesrovnalostem mezi
obéma grafy, napt. pokud tato redukce ovlivnila jiny pocet uzli v prvnim
a ve druhém grafu, je jasné, ze tyto dva grafy nejsou isomorfni. V ramci vsech
redukei také dochdzi ke zméné oznaceni uzli a hran. Redukce budou déle
popsany v poradi podle jejich priority.

Dtlezitou vlastnosti redukei je, aby jejich vysledek byl stejny, jako kdyby
se provadeéli naprosto stejné na vsech podobnych podgrafech. Zména oznaceni
proto také musi byt provedena soucasné pro oba grafy najednou.

Kdyz uz neni mozné aplikovat zadnou redukci, zbyvajici graf bude bud
jeden z péti regularnich polyhedralnich grafii nebo graf o jednom uzlu. Tyto
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4. HorPCROFT-WONG ALGORITMUS

grafy jsou nasledné testovany na isomorfismus podle definice v konstantnim
case.

Algoritmus popisuje obecnou Sablonu pro funkci implementujici re-
dukci. Funkce findReduction uklada oznaceni z obou grafi do jediného pole
L, tim je zarucena naslednd spravna zména oznaceni ve funkci applyReduction,
bez ohledu na poradi uzlt a hran v obou grafech.

Algoritmus 4.3 Sablona pro redukce
1: array of labels L;
2: findReduction(G1);

3: findReduction(G2); > findReduction finds all elements to apply reduction
on in a graph and stores the labels in L

4: if number of elements to apply reduction on in G1 # G2 then

5: end with indication of not isomorphic graphs

6: end if

7. partition(L); > vector or circle partitioning

8: applyReduction(G1);

9: applyReduction(G2);

4.4.1 Odstranéni smycek a uzla stupné jedna

Definice 4.1. Loop (smycka) je takova hrana, kde oba konce hrany inciduji se
stejnym uzlem v a oba konce hrany jsou navzajem sousedni. Uzel v nazyvame
loop vertex.

Pokud v mé hrany, které nejsou smyckou a pocet smycek je vétsi nez jedna,
graf sestavajici z uzlu v a hran incidujicich s v nazyvame corolla. Pokud v mé
hrany, které nejsou smyckou a pouze jednu smycku, graf je nazyvan knot.

4.4.1.1 Odstranéni smycek

Prvni redukce spociva v odstranéni smycek z uzlt majici i hrany, které nejsou
smyckami.

Obrazek 4.3: Smycka
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4.4. Redukce

Uvazujme trojici e, f,v (viz , kde f je smycka, v je uzel smycky a e je
sousedni hrana proti sméru hodinovych rucic¢ek k hrané f. Pro kazdou takovou
trojici je do pole L pridana trojice: E|

(label(w — v), label(f — f)1, label(f — f)2)

Prvni label(f — f) oznacuje konec hrany, ktery je sousedni ve sméru hodino-
vych rucicek k hrané e, druhy pak k druhému konci.

Nasledné je pole L rozdéleno pomoci circle partitioning algoritmu, label(e —
v) je zménén na hodnotu t¥idy ekvivalence vyse uvedené trojice a smycka f
je z grafu odstranéna.

4.4.1.2 Odstranéni uzla corolla

Pro kazdy uzel corolla v sestrojime n—tici, tak ze do této n—tice priddme pro
kazdou hranu uzlu v trojici: E|

(label(v), label(v — v)1, label(v — v)2)

Pro kazdy uzel je tedy do pole L ptidana n—tice, kde n je rovno trojnasobku
poctu hran uzlu.

Nésledné je pole L rozdéleno pomoci circle partitioning algoritmu, label(v)
je zménén na hodnotu tiidy ekvivalence n—tice patfici tomuto uzlu a vSechny
hrany jsou odstranény.

4.4.1.3 Odstranéni uzla knot

Pro kazdy uzel knot v je do pole L pridana Sestice:
(label(v), label(v — v)1, label(v — v)a, label(v), label(v — v)2, label(v — v)1)

Nésledneé je redukce analogickd s odstranénim uzla corolla (viz vyse).

4.4.1.4 Odstranéni uzlta stupné jedna

Definice 4.2. Spoke je uzel stupné jedna a jeho hrana. Spoke center je uzel
incidujici se spoke. Pokud mé spoke center pouze incidentni hrany, které jsou
spoke a pocet téchto hran je vétsi nez jedna, jednd se o star (hvézdu). Pokud
ma takovouto hranu pouze jednu, nazveme tento uzel dumbell.

Na spoke center s hranami, které nejsou spoke je aplikovana redukce analo-
gickd s[£.4.1] na hvézdy je aplikovdna redukce analogickd s[£.4.1.1a na dumbell

je aplikovana redukce analogickd s

3label(e — v) se rozumi jako oznaceni konce hrany mezi uzly e a v, ktery mifi k uzlu v.
“label (v) se rozumi jako oznadeni uzlu v.
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4.4.2 Nahrazeni shlukua

Definice 4.3. Clump (shluk) je maximalni mnozina hran ej,...,ex, k > 1,
spojujici dva ruzné uzly v a w takova, zZe alespon jeden z uzli v a w jsou
sousedni s uzlem jinym nez v a w, a

6,‘CCWU€Z'+1 €iCWw6i+1, 1<i<k

e1CWyes znadi, ze hrana e; je sousedni po sméru hodinovych rucicek k hrané
ez u uzlu v. V pripadé CCW se jedna o sousednost proti sméru hodinovych
rucicek.

Clump vektor uzlu v je vektor (label(e; — v),...,label(ex, — v)) a clump
vektor uzlu w je vektor (label(ey — w),...,label(e; — w)).

Pro kazdy shluk jsou do pole L priddny oba clump vektory. Nasledné je
pole L rozdéleno pomoci vector partitioning algoritmu. VSechny clump hrany
jsou poté nahrazeny novou hranou a jeji konce jsou oznaceny hodnotami tiid
ekvivalence vzniklé z clump vektor.

Definice 4.4. Skein je graf skladajici se ze dvou uzli v a w a k hran (k > 1),
kazdé hrana incidujici s uzly u a w. Uzly v a w nazyvame skein uzly a hrany
skein hrany.

Obrazek 4.4: Skein

Pro kazdy skein se skein uzly v a w a skein hranou f jsou do pole L pridany
dva vektory:

(label(v), label(w — v), label(v — w), label(w))

(label(w), label(v — w), label(w — v), label(v))

Nasledné je pole L rozdéleno pomoci circle partitioning algoritmu a clump je
nahrazen jedinym uzlem oznacenym mensi hodnotou tridy ekvivalence z téchto
dvou vektorti.

4.4.3 Ctyfi obecné a dva speciélni piipady

Definice 4.5. Uzel v stupné d = 2, 3,4, 5 budeme nazyvat uzel nizkého stupneé.
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4.4. Redukce

4.4.3.1 Odstranéni izolovanych uzli nizkého stupné

Definice 4.6. Uzel v stupné d, ktery neni sousedni s zadnym uzlem stejného
stupné d nazveme izolovanym uzlem.

Pro kazdy izolovany uzel v stupné d provedeme nasledujici. Pro kazdou
dvojici sousednich hran (v, u) a (v, w), pro které plati (v, u)CCW, (v, w), pri-
dédme novou hranu (u, w) takovou, ze plati (u, w)CCW,,(u,v) a (v, w)CCW,,(u, w).
Hrany (u,w), (u,v) a (v,w) tedy vytvori trojihelnikovou sténu v grafu.

Obrézek 4.5: Nové pridané hrany (¢ervené)

Pro kazdou takovou nové vytvorenou hranu jsou do pole L pfiddny dva
vektory:

(label(v), label(u — v), label(v — u))

(label(v — w), label(w — v), label(v))

Nésledné je pole L rozdéleno pomoci vector partitioning algoritmu, konce nové
vytvorenych hran jsou oznaceny hodnotou tridy ekvivalence jejich vektoru
a uzel v s incidujicimi hranami je odstranén.

Tato redukce je provedena pro d = 2,3,4,5 v tomto poradi.

4.4.3.2 Neregularni grafy bez izolovanych uzla nizkého stupné

Tato redukce se tyka graf s uzlem stupné d = 2,3,4,5, ktery ma nejméné
jeden sousedni uzel se stupném d a nejméné jeden sousedni uzel se stupném
x, x # d. Je tu také jedna vyjimka, v pripadé kdy d = 4 a sousedni uzly jsou
stupné 4, x,4,y (redukce pro tento pripad je popséna déle).

Definice 4.7. Uvazujme uzel v stupné d s nejméné jednim sousednim uzlem
stupné d a nejméné jednim sousednim uzlem stupné z # d (a v nespada do

vyjimky popsané vyse). Uvazujme d-kruh C, jehoz komponenty jsou stupné
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sousednich uzli proti sméru hodinovych rucicek uzlu v tak, ze kazda kompo-
nenta nerovnajici se d je zménéna na X ﬂ C mize byt pouze jednim z konec-
ného poctu d—kruhti. Pro uzel v nazveme incidentni hranu, ktera také inciduje
s uzlem stupné jinym nez d, vyjznacnou hranou, pokud isomorfismus G1 na Go
mapuje v na w a vyznacnou hranu u v na vyznac¢nou hranu u w.

Obrazek 4.6: Operace odstranéni vyznacné hrany

Redukce pro uzel stupné d je nasledujici: Necht v je uzel stupné d, (v, w)
je vyzna¢nd hrana a (u,v) je sousedni hrana proti sméru hodinovych rucicek
k hrané (v, w) u uzlu v. Pro kazdy uzel v je do pole L pfidan vektor:

(label(v — w), label(w — v), label(v), label(u — v))

Nésledné je pole L rozdéleno pomoci vector partitioning algoritmu a label(u —
v) je zménén na hodnotu tridy ekvivalence odpovidajictho vektoru. Necht
(w,w1) je sousedni hrana po sméru hodinovych rucic¢ek k hrané (v, w) u uzlu w.
Hrana (v,w) a uzel v jsou odstranény z grafu. Hrany diive incidentni s uzlem
v, v poradim zacinajici s (u, v) jsou vloZeny jako sousedni hrany k uzlu w mezi
hrany (w,w;) a (w,wy).

Tato redukce je provedena pro uzly stupné d = 2,3,4,5 v tomto poradi.

4.4.3.3 Prvni vyjimka

Specidlni ptipad pro uzly stupné 4, které maji sousedni uzly stupné (4, z, 4, y).

Pro kazdy takovy uzel v, ozna¢me sousedni uzly odpovidajici (4,x,4,y)
jako (r, s, t,u). Hrany (r,v) a (t,v) se u uzlu v rozpoji a prepoji k uzlum s a u.
Uzel v se nésledné z grafu odstrani a hrany (s,v) a (v,u) se spoji do jediné
hrany (s,u). Do pole L jsou nésledné pridany dva vektory:

(label(v), label(s — v), label(r — v))

(label(v), label(u — v), label(t — v))

X uvazujeme jako specidlni hodnotu
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4.4. Redukce

Obrazek 4.7: Redukce vyjimky uzlu stupné 4

Nésledné je pole L rozdéleno pomoci vector partitioning algoritmu a label(r —
s) a label(t — u) jsou zménény na hodnoty tiidy ekvivalence jejich vektoru.

4.4.3.4 Regularni grafy s izolovanymi sténami

Definice 4.8. Uvazujme oznaceni stén v grafu podle toho, kolik hran tato
sténa ma. Sténu F' nazveme izolovanou vzhledem k uzlu v, pokud je to jedina
sténa se svym oznacenim u uzlu nizkého stupné v. Uvazujme hrany e a f
sousedni u uzlu v, pro které plati eCCW, f. Hranu e nazveme vyznacnou
hranu stény F' u uzlu v. Tyto vyznac¢né hrany maji unikétni izolované stény
F' a jejich uzly v.

Tato redukce je provedena pro izolované stény s oznacenim d = 3,4, 5.
(2-regularni grafy jsou pfimo testovany na isomorfismus pomoci circle iso-
morphism algoritmu). Pro kazdy uzel v s vyzna¢nou hranou a izolovanou sté-
nou oznacenou d, redukce odstrani tuto vyznac¢nou hranu a uzel v stejné jako
v[A4.32 Je tu ovSem jedna komplikace, a to, Ze u jednoho uzlu mize byt vice
vyznacnych hran.

Vsechny tyto vyznaéné hrany tvori v grafu bud stromy nebo kruznice.
V pripadé stromi jsou postupné odstranovany listy a zména oznaceni je iden-
tickd s V pripadé kruZznice jsou hrany postupné odstranény, tedy sténa
je zredukovana na jediny uzel, a tomuto uzlu je zménéno oznaceni na jednotnou
hodnotu vracenou funkci newInteger () (tzn. v ptipadé vice kruznic v rdmeci
redukce se vSechny zbyvajici uzly oznaci stejnou hodnotou).

4.4.3.5 Posledni obecna redukce

V této chvili zbyva pouze redukce pro grafy s uzlem v, ktery ma incidentni
stény oznaceny (podle definice vyse) presné dvéma hodnotami a kazda tato
hodnota se objevuje nejméné dvakrat. Z toho plyne, Ze se muzeme omezit
pouze na regularni grafy stupné ¢tyri a pét. Tyto grafy musi mit podle Eule-
rovy formule trojuhelnikové stény.
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4. HorPCROFT-WONG ALGORITMUS

Definice 4.9. Oznac¢me stény s vice nez tfemi hranami z a trojihelnikové
stény 3. Uvazujme uzly s trojuhelnikovymi sténami. Kromé specidlniho pri-
padu s kruhem (3, z, 3, z), kruh tvofeny oznacenim stén okolo técho uzli muze
byt jednim z péti ruznych isomorfnich t¥id (¢tyfi stupné pét a jeden stupné
¢tyti). V kazdé této tiidé je bud unikatni dvojice sousednich hodnot 3 nebo
hodnot x (nebo oboji). Hranu, kterd oddéluje dvé stény z této dvojice, nazy-
vame vyznacnou.

Redukce spo¢ivd v odstranéni vyznaénych hran stejné jako v [£.4.3.2] ale
miuize nastat situace, kdy je hrana vyznacnou pro oba uzly této hrany. V tomto
piipadé se tato hrana odstrani stejné jako v [.4.3.2] a zbyvajicimu uzlu se jed-
notné zméni oznaceni pomoci funkce newInteger () (podobné jako v .

4.4.3.6 Druha vyjimka

Speciélni pfipad pro uzly s oznacenim stén (3, x, 3, x).

u (W

— OO

t O

Obrézek 4.8: Redukce druhé vyjimky uzlu stupné 4

Redukce je nasledujici: Do kazdé trojuihelnikové stény priddme novy uzel
a prepojime hrany ohranicujici tuto sténu k nové pridanému uzlu. V této
redukci, jako jediné, nedochéazi k zddné zméné oznaceni.

4.5 Shrnuti

Vyse jsou popsany vsSechny redukce. Po provedeni vSech moznych redukci al-
goritmus otestuje zbylé grafy na isomorfismus podle definice. Jak jiz bylo zmi-
néno, vsechny mozné zbylé grafy jsou shora omezené poctem uzli, a proto
muzeme Casovou slozitost této faze algoritmu oznacit jako konstantni.
Upravou algoritmu lze také ziskat pro isomorfni grafy i mapovani uzlt
z prvniho grafu na prvni. Toto ovSsem nebylo cilem této prace a tedy byl
implementovan pouze algoritmus v puvodni publikované formé.
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KAPITOLA 5

Testovani

V této kapitole jsou popsdny metody a vysledky testovani implementovanych
algoritm.

5.1 Automatické testy

V prubéhu implementace Hopcroft—Wong algoritmu bylo priddano mnozstvi
automatickych testi. Tyto testy byly pouzity k ovéreni spravnosti implemen-
tace reprezentace grafu, zakladnich operaci s grafem (napf. odstranéni hrany)
a jednotlivych redukeci.

Déle také byl k testovani pouzit generdtor ndhodnych grafii (viz [3.5.1)).
V ramci testovani bylo nalezeno mnozstvi chyb, které byly nasledné opraveny.

5.2 Srovnani vykonu

Algoritmus Hopcroft—Wong byl vykonové porovnan s naivnim algoritmem dle
definice isomorfismu. Vzhledem k tomu, ze algoritmus dle definice mé ¢asovou
slozitost O(|V]!), nejsou vysledky nijak prekvapujici (pro grafy s vice nez osmi
uzly je tento algoritmus jiz prakticky nepouzitelny).

Algoritmy byly testovany na ndhodnych 3—souvislych planarnich grafech
pomoci programu agraphbench2. Vysledky jsou primérem z péti spusténi
testu. Do ¢asu Hopcroft—Wong algoritmu neni zapocitdana doba béhu Hopcroft—
Tarjan algoritmu (rovinné nakresleni grafu), pouze doba béhu samotného al-
goritmu isomorfismu.

U vysledki testovani (viz je zajimavy ptipad u grafu se sedmi uzly.
Cas Hopcroft-Wong algoritmu je o mnoho vétsi nez pro podstatné vétsi grafy.
Duvodem je, ze u takto malych grafii se do doby vykonavani nejvice pro-
mitne testovani zbylych grafi (po aplikovani redukei) algoritmem podle de-
finice a v tomto pripadé zbyl znacné vétsi graf, nez v ostatnich pripadech.
Nejedné se o chybu méreni.
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5. TESTOVANT

Hopcroft—Wong Podle definice
min avg max min avg max
5 uzla 3 ms 3 ms 3 ms 0,7 ms 0,7 ms 0,8 ms
6 uzli 4 ms 5 ms 7 ms 15 ms 18 ms 20 ms

7 uzla 504 ms | 510 ms | 516 ms | 443 ms 448 ms 450 ms

8 uzli 7 ms 7 ms 8 ms 4,700 s 4,783 s 4,873 s
10 uzla 9 ms 9 ms 10 ms | 364,670 s | 375,385 s | 426,265 s
100 uzla | 267 ms | 269 ms | 272 ms — — —
500 uzlu | 2,824 s | 2,888 s | 2,902 s — — —
1000 uzla | 6,903 s | 7,015 s | 7,218 s — — —

Tabulka 5.1: Vysledky testovani vykonu algoritmt

1x108 F T T T T T T
r — Hopcroft-Wong
I — Podle definice
100000 =
10000 4
. i ]
E L 4
> 1000 : : E
%) B i
0
100 -
10 F .
1 | | | | | I
5 6 7 8 10 100 500 1000

pocet uzll v grafu

Obrézek 5.1: Srovnani vykonu algoritmi

Pro algoritmus podle definice také nejsou uvedeny hodnoty pro grafy vétsi
jak s deseti uzly. Divodem je velmi dlouha doba béhu, pro ilustrac¢ni tcely
staci vysledky na malych grafech.
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Zaver

Cilem této prace byla implementace Hopcroft—-Wong algoritmu a piidani gra-
fového modulu do Automatové knihovny.

V préci se relativné tspésné podarilo tento algoritmus implementovat, pro
velké mnozstvi grafi funguje zcela spravné. Pii testovani bylo ovsem nalezeno
také nékolik graffi, pro které implementace vraci spatné vysledky. Vzhledem
k nékterym nejasnostem v popisu algoritmu se tyto nedostatky bohuzel nepo-
dafilo odstranit.

Tento algoritmus neni s nejvétsi pravdépodobnosti v soucasné dobé ni-
kde pouzivin a také neexistuje zadna jeho vefejné dostupnd (a nejspise ani
neverejnd) implementace. Podle samotnych autort tohoto algoritmu se také
nejednd o prakticky algoritmus, diky jeho komplikovanosti a ackoliv linedrni
slozitosti, velké ¢asové konstanté. Z téchto duvodi vysledek této prace predcil
pocatecni ocekavani.

V implementaci jsou také nékteré operace provedeny s neoptimalni slozi-
tosti. Mozné zlepseni, kromé samotné opravy funkcénosti, mize byt také op-
timélni{ implementace téchto operaci. V ramci Automatové knihovny se do
budoucna mohou implementovat i dalsi grafové algoritmy. Dalsi uzitecnou
funkei je vizualizace grafu v grafické podobé (napf. pomoci programu Gra-
phviz), kterd nebyla v rdmci této prace implementovana.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

BGL Boost Graph Library

LEDA Library of Efficient Data types and Algorithms
STL Standard Template Library

DFS Depth-First Search

BFS Breadth—First Search

BI-GRA Grafové algoritmy
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